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Complexité des circuits

Dans un ordinateur, on traite des circuits logiques qui réalisent des fonctions
assez complexes et avec beaucoup de bits en entrée (p.ex., I'addition sur des
entiers de 32 ou 64 bits).

On s’intéresse donc a optimiser les circuits par rapport a :

leur taille — minimiser le nombre de transistors utilisés, c’est a dire le colt du
circuit :

leur profondeur — le chemin le plus long (en nombre de transistors) qu’'un
signal doit traverser détermine le délai pour calculer le résultat, compte tenu
du fait que chaque transistor dispose d’un certain délai pour réagir aux
changements du voltage en entrée.

Minimiser les deux au méme temps - parfois contradictoire !



Mésures de complexité

Dans le suivant on s’intéresse a des fonctions avec n bits en entrée ou n est
variable (mais typiguement une puissance de 2).

On s’intéresse particulierement au comportement des circuits quand n grandit,
c’est a dire la complexité asymptotique.

Objectif typique: taille ©(n), profondeur O(log n).



Remarques : I'analyse asymptotique nous permet certaines libertés en
construisant les circuits.

On se permettra des portes OU, ET, NON etc ; la complexité mésurée en
nombre de transistors n‘augmente que d’un facteur constant.

On peut méme se permettre des portes ET/OU avec plus que deux valeurs
en entrée, dans la mésure ou le nombre d’entrées reste indépendant de n.



Exemple : réalisation de OU exclusif (XOR)
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Réalisable par plusieurs portes NON-ET :
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Premier diagramme: taille/profondeur 1
Deuxieme diagramme: taille 4, profondeur 3
Nombre de transistors: 8



Fonctions arithmétiques: demi-additionneur

Fonction réalisée par un demi-additionneur:

deux bits en entrée, A et B;

deux bits en sortie, R (la retenue) et S (la somme);

résultat souhaité : (R.S)> = A+ B (ou . dénote la concaténation)

Réalisation potentielle :
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Additionneur complet

Un additionneur complet réalise I'addition de trois bits x, y et rpy, ou ry représente
la retenue d’'une autre addition.

Résultat souhaité : (r1.8)>» = x4+ y + rg

Réalisation a I'aide des DA :

fo | DA =S
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Addition de deux entiers

Supposons que nous avons deux entiers (non-négatifs) a deux bits :
X = (X3.X2.X1.Xg)2 and y = (¥3.y2.¥1-Y0)2-

On souhaite calculer s = x + y sous la forme s = (r.53.55.51.50) 2.

Réalisation avec enchainement de quatre AC :

X3 V3 X2 Vo X1 1 Xo Yo

r— AC AC AC AC —O




La géneralisation du principe d’enchainement a des vecteurs de n bits donnerait
un circuit avec taille et profondeur O(n).

La profondeur est mauvaise car un ordinateur deviendrait deux fois plus lent si
on augmente la taille des registres, p.ex. en passant de 32 a 64.

On va étudier une solution avec profondeur logarithmique.



Additioneur basé sur propagation/génération

Soit 0 < i < j < n. On considere les bits aux positions i a j dans les vecteurs x
et y en entrée :

le bloc i..j genere une retenue si ;1 = 1 indépendemment des bits sur
d’'autres positions (on note g; j = 1);

le bloc i..j propage la retenue si r; = 1 implique rj; ; = 1 (on note p; j = 1).

Du coup, riy1 = g;; VvV (ri A pjj)-

On peut calculer ces deux effets rien qu'avec (x;, y;) - - - (X;, ;) !
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Llecas/=/:

gij=1ssixj=y;=1

,O,",' = 1 ssi X,'—|-y,' > 1.

Symbole pour un AC avec calcul des bits p/g en plus :
XiYi

ri—{—l - PGf=— r;
Sj
Pi.i i




Le cas i < J:

Supposons que le bloc i..j est découpé en deux blocs plus petits, i..k et
k4 1../,pouri <k <j.

9ij = 9k+1,V (9ik N Pkt1,)

Pij = Pik N Pk+1,

Symbole pour calculer la combinaison des bits p/g :

Pk+1,j‘ ‘Qk+1,j Pi.k ‘ 9i.k
,’j.+1 - PGC ~ [

Pi.; ‘ gij




Diagramme simplifié pour n = 8, seule la propagation des retenue est détaillée :

rs=—PG~—PG[- |PG—PGf |PG—PGI PG~ PG ro
lllllvr '/VV Yy /V V"/VVV Yy
. PGC | PGC [+ | PGC - PGC |
ovd Li_ . R R
. PGC_ - PGC )

Pour comprendre la profondeur du circuit, notons que

le calcul des p/g est indépendant des valeurs de retenues ;

la retenue d’un bloc PGC devient stable dés qu’on connait les p/g et la
retenue en entrée.

Du coup, le plus long chemin a une longueur d’environ 2 1og5 n.
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Circuit pour multiplication

Soient x = (xp_1---Xg)2 ety = (yh—_1 - ¥o)o deux entiers naturels.
Construisons un circuit efficace pour z = (zo5_1 - 2Zp)> telque z = x - y.

Technique de multiplication classique :

n—1n-1

7 — Z Z(XIyIQI_H)

i=0 j=0

Notons que x; - y; € {0, 1}, du coup on obtient n? bits avec des “poids” différents.
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Visualisation (pour n = 4), chaque boule représent un produit Xyj:

Ayant obtenu les n? bits, il faut donc faire I'addition dans les 2n colonnes (tout en
propagant les retenues). Le nombre maximal de “boules” dans une colonne est
de n.
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Principe : Successivement réduire les colonnes. On trouve des groupes de deux
ou trois “boules” et on fait passer tous les groupes (en parallele) par des DA ou
AC.

9000
9000
0000
000

Ensuite on distribue les deux bits résultants (somme et retenue) aux bonnes
colonnes :
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ltération : identifier des groupes de deux ou trois . ..

...Ce quidonne :

00
0000000
Ayant réduit le résultat tout les colonnes a deux, on fait I'addition comme avant.
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Analyse du multiplicateur

Il faut n? portes ET pour obtenir les produits de départ.

Ensuite, on réduit la hauteur des colonnes par un facteur d’environ 2 /3 par
itération.

Une analyse précise montre qu’apres l0g3 /5N itérations on obtient une
hauteur d’au plus 4.

Une fois la hauteur réduite a 4, trois itérations supplémentaires sont
suffisantes.

Du coup, la réduction se fait en profondeur O(log n).
Le circuit pour I'addition finale est de taille ©(n) et de profondeur O(log n)

Du coup, la multiplication entiére se fait en taille @(n?) et profondeur @ (log n).
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Fonctions logiques sur les mots

Les ordinateurs permettent typiquement d’appliquer un opérateur logique sur
tous les bits de deux mots en paralléele :

Xoy = (Xp—1°¥n-1,""*,X0°Y0)2

Exemples :

cas o = A: souvent utilisé avec des constants, p.ex. x A 16 sert a isoler le
4eme bit de x.

cas o = V: fait 'union des bits qui sont 1, p.ex. x := x VvV 16 met le quatrieme
bitde x a 1.
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Multiplexeur

Supposons gu’on possede k valeurs en entrée (ou k = 2™, pour n > 1), ou
chacune des valeurs xp, . . ., X;,_1 est un mot de m bits.

On souhaite sélectionner 'une de ces valeurs par son indice, p.ex. étant donné s
(codé par n bits), on souhaite renvoyer xs.

Applications:

Lire un mot dans la mémoire en spécifiant son adresse.

Choisir entre plusieurs sources de données.
Obtenir une valeur dans un tableau pré-calculé.
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Multiplexeur : Exemple

Supposons m = n = 1, du coup on possede deux bits xg, x1 et un bit de
sélection sg.
Solution: on réalise la fonction (xg A =Sg) V (X1 A Sp).
Supposons m = 1, n = 2, du coup on posséde xg, - - - , X3 et 515p:
Dans un premier temps, on évalue sy pour sélectionner (en paralléle) entre
X0, X1 et Xo, X3.

Dans un deuxieme temps, on évalue s pour sélectionner parmi les deux bits
choisis avant.

Le probleme se géneralise pour n > 2 avec un circuit de profondeur O(n).
Pour m > 1: On utilise m circuits en parallele, un par bit.
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