Rappel: Grammaires

Définition : G = (X,V, —,.S) ol
Y alphabet terminal (fini)
V' variables (ensemble fini)
— C(ZUV)* x (ZUV)* ensemble fini de productions

S variable initiale

Grammaire de type 2 (hors contexte ou algébrique) : — CV x (X UV)*
Exemple: S — aSb | € engendre {a"b™ | n >0}

Intérét des langages algébriques :

» spécification de langages au-déla des reconnaissables, analyse syntaxique

» correspondent aux automates a pile



Automates a pile

Définition : A= (Q,%, Z,T, qoz0, F') ol
@ ensemble fini d'états
Y alphabet d’entrée
Z alphabet de pile
T CQZx(XU{e}) x QZ* ensemble fini de transitions
qozo € QZ configuration initiale
F C (@ acceptation par état final.

De plus, A est temps-réel s'il n'a pas d’e-transition.

Définition : Systeme de transitions (infini) associé
T=(QZ*,T,q020, FZ*)
Une configuration de A est un état ph € QZ* de T
Transitions de 7: T" = {pzh % qgh | (pz,a,qg) € T}.
L(A) ={we 2" | I gz — gh € FZ* dans T}.



Automates a pile

Exemples :
Ly = {a™b"c? | n,p > 0} et Ly = {a™bPc | n,p > 0}
L = L, U Ly (non déterministe)

Exercices :
1. Montrer que le langage {ww | w € ¥*} et son complémentaire peuvent &tre
acceptés par un automate a pile.
2. Montrer que le complémentaire du langage {ww | w € ¥*} peut étre accepté
par un automate a pile.
3. Soit A =(Q,%,Z,T,qo0%0,F) un automate a pile. Montrer qu'on peut

construire un automate a pile équivalent A’ tel que
T'CQZx (XU{e}) xQ Z=2



Propriétés fondamentales

Lemme : fondamental

Soient A = (Q,%, Z,T,qoz0) un automate a pile, p,r € Q, g,h € Z*, w € ¥* et
n > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. pgh —+ 7 est un calcul de .A

. il existe deux calculs pg ===+ q et gh —=2+ r de A avec ¢ € Q, w = wws et
n =mnj + no.

Preuve

=: Dans le calcul pgh —+ 7, on considére la premigre fois que le contenu de
la pile est h (possible car initialement gh, finalement €). Soit gh la configuration
correspondante aprés n; étapes. Le calcul s'écrit pgh — gh —2> 1

Si pogoh —> plglh - 25 prgrh est un calcul de A tel que g; # € pour 0 < i < n
alors pogo R P191 - L e Prgk est un calcul de A.

<=: On utilise la remarque suivante: Si sf —+ s’ f’ est un calcul de A avec s € Q,
L "€ Z* alors sff" =+ s’ f f" est aussi un calcul de A.



Acceptation généralisée
Définition :
Soit A = (Q,%,Z,T,qoz) un automate a pile et K C QZ* un langage reconnais-
sable. Le langage reconnu par A avec acceptation généralisée K est

Li(A) ={we¥* |3 gz — qh € K dans T}
Cas particuliers :
K = FZ* . acceptation classique par état final.
K = @ : acceptation par pile vide.
K = F : acceptation par pile vide et état final.
K =QZ'Z* avec Z' C Z : acceptation par sommet de pile.

Exemple :

L = {a™b"™ | n > 0} peut &tre accepté par pile vide ou par sommet de pile.

Proposition : Acceptation généralisée

Soit A un automate a pile avec acceptation généralisée K, on peut effectivement
construire un automate a pile A’ acceptant par état final tel que Lx (A) = L(A").
Donc, tous les modes d'acceptation ci-dessus sont équivalents.



Automates a pile et grammaires

Proposition : Grammaire vers automate a pile

Soit G = (X, V, P, S) une grammaire. On peut construire un automate a pile simple
(un seul état) A qui accepte L (S) par pile vide.

On construit I'automate a pile simple non déterministe acceptant par pile vide :
A= (X, 2UV,T,S) dont les transitions sont

. &
des expansions : * — « avec (z, @) € P,
Lo . a
ou des vérifications : a — ¢ avec a € X.
Remarques :

» AAP simple: un seul état (non noté dans les transitions)
> dérivation gauche —7: remplacer toujours la variable la plus a gauche

» dérivation droite —7: analogue

*
Preuve (idée) : pour tout o € (XU V)* et w € ¥*, prouver a =7 w ssi Bae

» —: recurrence sur longueur de dérivation

» < recurrence sur longueur du calcul



Automates a pile et grammaires

Proposition : Automate a pile vers grammaire
Soit A = (Q, %, Z, T, gozo) un automate a pile reconnaissant par pile vide. On peut
construire une grammaire G qui engendre L(A).

Construction:
» G=(,{S}U(Q x ZxQ),—,5S)
» pour tout g € Q, S — {qo, 20, q);
» pour tout a € XU {e} et (gz,a,¢') €T, (¢,2,¢") — a;
» pourtouta € XU {e}, n>1, {(¢z,a,qd'a1---a,) €T et q1,...q, € Q,

<qa 2, qn> — a<qlv ai, Q1><Q17 az, QQ> T <qn—17an7qn>

%
Preuve (idée): (g,z,¢') — w dans G ssi gz — ¢ dans A
(par récurrence sur longueur de dérivation resp. calcul)



Configurations accessibles (mots de pile)

Proposition : Reconnaissabilité des configurations accessibles

Soit A = (Q,X%,Z,T,qoz) un automate a pile.
Pour p € Q et g € Z*, on note

C(pg) ={gh € QZ* | 3 pg - qh dans T}

I'ensemble des configurations accessibles a partir de pg.
On peut effectivement construire un automate fini B qui reconnait C(pg).

Preuve : Voir plus loin.

Corollaire : Décidabilité du vide

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F) un automate a pile.
On peut décider si L(A) = 0.

Preuve
Il suffit de tester si go € F ou C(qoz0) N FZ* # 0.



Calculs d’accessibilité

Corollaire :

Soit A =(Q,%,Z,T,qoz) un automate a pile.
On peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. X={(p,z,q9) €eQ xZxQ|3Ipr—-qdans T}

2. Y ={(p,2,q,y) €EQ X ZxQxZ |3 pr 3 qydans T}

3. W={(p2,q,y) €EQ X ZXQxZ|3px—p qyh dans T}
4. X'={(p,2,q) €QxZx Q|3 pxr - qdans T}

5 Y ={(p,x,q,y) €Q x ZxQxZ|3pr < qy dans T}

6. W ={(p,z,q,y) € QX ZxQx Z |3 pxr > qyh dans T}
Preuve

1. (p,z,q) € X ssi g € C(pzx).
2. (p,z,q,y) €Y ssiqy € C(px).
3. (p,@,q,y) € W ssi C(pz) NqyZ* # 0.

On applique ce qui préceéde a I'automate A’ obtenu a partir de A en ne conservant
que les e-transitions.



Cloture et réduction.

Soit I' un alphabet, T = {a@ | a € T'} une copiede et I =T T.

On définit la réduction sur I'* par @a =% ¢ pour a € T.

Remarque : Soit D = {w € I'* | w = ¢}.

On peut montrer que D est engendré par la grammaire S — ¢+ > . aSaS.
Il s’agit donc du langage de Dyck en considérant @ comme une parenthése ouvrante
et a comme la parenthése fermante correspondante.

Pour L C I'* on pose Clot(L) = {w € I'* | Jv € L, v =% w}.
Lemme : Reconnaissabilité de la cloture

Si L C T'* est un langage reconnaissable alors Clot(L) C I'* aussi.
On peut construire un automate pour Clot(L) a partir d'un automate pour L
(PTIME).



Configurations accessibles (Preuve)
Soit A = (Q, %, Z,T,qoz0) un automate a pile.

On définit I' = QW Z et le langage fini K = {¢hzp | 3 (px,a,qh) € T} C r+.
Lemme : Soit n > 0

il existe un calcul pg - gh dans A ssi il existe w € K™ tel que wpg —rg% qh
Corollaire : C(pg) = Clot(K*pg) N QZ*.

Puisque K est un langage fini, le langage K Tpg est reconnaissable et on peut
construire (PTIME) un automate B qui reconnait Clot(K+pg) N QZ*.



AAP régulier

Remarques: Dans ce transparent et le suivant seulement:
» 3 note X U {e};
» |'état et sommet de pile sont notés a droite !

Définition : AAP régulier
A=(Q,%,Z,T,q, F), avec

TC Rec(Z*)xQxX' xZxQ)U(Rec(Z*) x Q x X' x Q)

1. wqg S wzq si (L,q,a,2,¢') € T et we L (push)
2. wzq > wq' si (L,q,a,¢) €T et wz € L (pop)



AAP régulier — AAP ordinaire

Soit .A (Q 3, Z,T,qo, F) un AAP régulier avec k := |T)|

et Vi : <Q1, Z,6;, i, F;) DCA acceptant les langages dans T'. Définissons:
>Q::Q1><-~-><Qk, L= {t1,y .oy Lk
» Fi={{q, - ) €Qlq € Fi}
» 0: QX Z— Qavecd({q1,.--,qk),2) = (01(q1,2), -, 0k(qr, 2)).

Construction d'un AAP ordinaire équialent a A
(OXQ,%,9xZ.T {(1,q),Qx F), avec:

push) pour tout (L;,q,a,z,¢') € T et f € F;, on a
(f,a),a,(f,2),(6(f,2),4")) € T";

pop) pour tout (L;,q,a,¢'Y €T, z€ Z,q" € Qet f € F;,on a
(d",2),(f,a),a,{q", ")) € T".

Invariante: Si A accéde a une configuration z; - - - z,,¢q, alors A’ accede a

<qO,21> A@n—1>2n)(an>q), avec gy = L et q;, = 6(q;, zi+1) pour
1=0,...,n—1.

(
{
(
{



Calculs d’accessibilité dans une grammaire

Proposition : Reconnaissabilité des configurations précédentes

Soit G = (X, V,—,S) une grammaire (algébrique).
Soit L C (¥ U V)* reconnaissable (par un automate A).
Onnote pre(L) ={ac (ZUV)*|3beL:a—=; B}

On peut construire (en PTIME) un automate fini B qui reconnait pre(L).

Preuve : Voir transparent suivant.

Corollaire : Corollaires

Les problémes suivants sont décidables en PTIME:
mot: pour w € ¥, w € L(G)?
variable productive: pour A € V, existe-il w € ¥* t.q. A =% w ?
L(G) est-il fini ?



Automate pour pre(L)

Proposition :

Soit A = (Q,X UV, 0d,qo, F) un automate reconnaissant L.

Construire B en ajoutant (itérativement) des transitions selon la regle suivante :
Si (A,B) € > etq ﬁ)g q', ajouter {(q, A, q’) dans B.

Exemple: A —a| BB, B— AB|b
A, B

A a A, B;
o ROSSNOL 0¥
Preuve (idée): L(B) = pre(L(A))

» C: récurrence sur nombre de transitions ajoutées

» D: récurrence sur longueur de dérivation



Arbres de dérivation

Définition :
Soit G = (X, V, P, S) une grammaire.

Un arbre de dérivation pour G est un arbre ¢ étiqueté dans V U X U {e} tel que
chaque nceud interne u est étiqueté par une variable z € V et si les fils de u portent
les étiquettes o, ..., oy alors (x, a7 -+ ay) € P.

De plus, si k # 1, on peut supposer ay, .. ., 7 €.

Exemple :

Arbres de dérivation pour les expressions.
Mise en évidence des priorités ou de |'associativité G ou D.

Définition : Ambigtité
Une grammaire est ambigiie s'il existe deux arbres de dérivations (distincts) de

méme racine et de méme frontiere.

Un langage algébrique est non ambigu s'il existe une grammaire non ambigtie
qui I'engendre. Dans le cas contraire, on dit qu'il est inhéremment ambigu.



Lemme d’itération

Théoreme : Bar-Hillel, Perles, Shamir ou Lemme d'itération

Soit L C X* algébrique. Il existe N > 0 tel que pour tout w € L, si |w| > N
alors on peut trouver une factorisation w = aufvy avec |uv| > 0 et [ufv| < N et
au™Bu"y € L pour tout n > 0.

Exemple :

Le langage L1 = {a™b"c" | n > 0} n'est pas algébrique.

Corollaire :

Le langages algébriques ne sont pas fermées par intersection ou complémentaire.



Langages déterministes

Définition : Automate a pile déterministe
A=(Q,%,Z,T,qoz0, F) est déterministe si

V(pz,a) € QZ x (X U{e}), |T(pz,a)| <1,

Vpz € QZ, T(pz,e) %0 — VaeX, T(pz,a)=10

Un langage L C X* est déterministe s'il existe un automate a pile déterministe qui
accepte L par état final.

Exemples :
1. Le langage Ly = {a"bPc™ | n,p > 0} U {a™bPdP | n,p > 0} est déterministe
mais pas D+TR.

2. Ls = {a™ba™ | n > 0} peut &tre accepté par un automate D+TR mais pas
par un automate D+S car il n'est pas fermé par préfixe.



Acceptation par pile vide

Exemples :
1. Le langage L5 = {a™ba™ | n > 0} peut étre accepté par pile vide par un
automate D+TR+S.
2. Le langage Ly = {a™bPc™ | n,p > 0} U {a"bPdP | n,p > 0} peut étre accepté
par pile vide par un automate D.

Exercices :

1. Montrer qu'un langage L est déterministe et préfixe (L N LXT = () ssi il
existe un automate déterministe qui accepte L par pile vide.

2. Montrer que pour les automates a pile déterministes, |'acceptation par pile
vide est équivalente a I'acceptation par pile vide ET état final.

Exercice :
Montrer que D} peut étre accepté par sommet de pile par un automate D+TR+S.



Complémentaire

Théoreme : Les déterministes sont fermés par complémentaire.

Soit A = (Q,%,Z,T,q0z0, F) un automate a pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate a pile déterministe A’ qui reconnait ¥* \ £L(A).

Il'y a deux difficultés principales :

1. Un automate déterministe peut se bloquer (deadlock) ou entrer dans un
e-calcul infini (livelock). Dans ce cas il y a des mots qui n’admettent aucun
calcul dans I'automate.

2. Méme avec un automate déterministe, un mot peut avoir plusieurs calculs
(e-transitions a la fin) certains réussis et d'autres non.



Blocage

Définition : Blocage
Un automate a pile A = (Q, %, Z, T, qozo) est sans blocage si pour toute configu-
ration accessible pa et pour toute lettre a € ¥ il existe un calcul pov —+-.

Proposition : Critere d'absence de blocage

Un automate déterministe est sans blocage si et seulement si pour toute configura-
tion accessible pa on a

1. «a # ¢, et donc on peut écrire « = x3 avec x € Z,
2. pm@ouVaEE,px&,
3. px 2.

De plus, ce critere est décidable.

Remarque :

Si A est sans blocage alors chaque mot w € ¥* a un unique calcul maximal (et fini)
q0%0 —= pa 2 dans A (avec a # ¢).



Blocage

Proposition : Suppression des blocages

Soit A = (Q,%,Z,T,q0z0, F) un automate a pile déterministe, on peut ef-
fectivement construire un automate a pile déterministe sans blocage A’ =
(Q,X,Z', T, q,z, F') qui reconnait le méme langage.

Preuve

Q' =Qu{q,d, [} FF=Fu{f} Z'=Z9{l} z=Let
pourpe Q,a€Xetx e

1.
. Sipr % qae T alors pr = qac € T,

. Si pz & et pr % dans A alors pz = dz € T',

. Si pr - dans A et pr 5 go € T alors pz = qa € T',

S 1B W N

ahL = qozoL,

. Si pr —» dans A et 3 pr = qa avec g € F alors pxr = fo e T',
. Sipzr <> dans A etV pr <> qaonaqé¢ F alors pr = de e T,
7.

pl Sdl,dl 5 dl, de 2 de et fz 5 dao.

Cette construction est effective.



Blocage
Preuve : L(A) C L(A)

Soit gozo — ¢ un calcul acceptant de A pour w € X*.

Si le calcul ne passe pas par une configuration pra avec pr —* ((p,x) € V') alors
%L 113 0201 (—> qBL

est un calcul acceptant de A’.

Sinon, le calcul s'écrit gozo — pry — ¢ avec pr —»

Donc B = ary avec px —+ qa et ¢ € F. On obtient un calcul acceptant dans A’

/ £ w £
9oL 117 20201 o pryLl 5y fryl

Preuve : L(A') C L(A)
Un calcul acceptant de A’ ne peut pas atteindre I'état puits d. Deux possibilités:
Si le calcul accepte grace a I'état f, il s'écrit:

4L 17 G20l (—3 pryL rf fayL
On en déduit gozg — px~y dans A et il existe pxr = go dans A avec g € F.
Donc w est accepté par le calcul gozo — pry = gory de A.
Sinon, le calcul de A’ s’écrit gL T? qozoL —> qBL avec g € F

et on obtient le calcul acceptant gozy — ¢f3 dans A pour w.



Complémentaire

Proposition :

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F) un automate a pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate a pile déterministe A’ qui reconnait ¥* \ L(A).

Proposition :

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F') un automate a pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate a pile déterministe équivalent A’ tel qu'on ne puisse
pas faire d’e-transition a partir d'un état final de A’.

Exercice :
Montrer que tout langage déterministe est non ambigu.



Complémentaire
Preuve : Complémentaire

On suppose A déterministe et sans blocage. On pose Q' = @ x {1,2,3,4}.
L'état initial est g) = (qo, 1) si qo ¢ F et ¢}, = (¢o,2) sinon.

1 sii=1Aq¢F

(p,i)r = (q,j)a € T" avec j = :
2 sinon.

1. Sipr = qa € T eti € {1,2} alors {
2. Sipzr 5 ga e Tetic{1,2} alors (p,i)xr = (p,i+2)z € T' et
1 sig¢ F

(pyi+2)x % (q,5)a € T avec j = )
2 sinon.

L'automate A’ est déterministe et sans blocage.

Soit w € X* et gozo — pa I'unique calcul maximal de A sur w. On a pa 7.
L'unique calcul maximal de A’ sur w s'écrit g{zo = (p,7)a avec j = 3 si le calcul
de A n'a pas visité F' depuis la derniére transition visible (# €), et j = 4 sinon.

Avec F' = @ x {3} on obtient £(A") = L(A).

Avec F' = @ x {4} on obtient L(A") = L(A).
Dans les deux cas, a partir d'un état de F’ il n'y a pas d’e-transition.
De plus, chaque mot w € L(.A") a un unique calcul acceptant dans A’.




Langages déterministes

Exercice :

Soit A = (Q,X%,Z,T,qoz0, K) un automate a pile déterministe avec acceptation
généralisée par le langage rationnel K C QZ*.

Montrer qu'on peut effectivement construire un automate a pile déterministe
équivalent reconnaissant par état final.

Exercice :

Soit A un automate a pile déterministe. Montrer qu'on peut effectivement con-
struire un automate a pile déterministe qui reconnait le méme langage et dont les
e-transitions sont uniquement effacantes : pz = q.



Lemme d’itération pour les déterministes

Lemme : Itération

Soit L C ¥* un langage déterministe. Il existe un entier N € N tel que tout mot
w € L contenant au moins NN lettres distinguées se factorise en w = aufvy avec

1. Vp>0:w=auPBvPy e L(A),

2. ufv contient moins de IV lettres distinguées,

3. soit «, u, 8 soit 3, v,y contiennent des lettres distiguées,
4.

pour tout v’ € ¥*,
Ip:auPBrPy € L = Vp:ouPPvPy €L

Preuve Admis. Voir [?]



Rappels: Propriétés de cloture

Proposition :
Les langages algébriques :
sont cl6turés par union ;

ne sont pas cléturés par complément (voir { ww | w € £*})
ni intersection.

Proposition :
Les langages déterministes :
sont cléturés par complément ;

ne sont pas cléturés par intersection (voir { a™bPc™ | n,p > 1},
{a™b"c’ | n,p > 1}) ni intersection ;

sont strictement moins expressif que les algébriques en général.



Problemes indécidables

Proposition :

Soient L, L’ deux langages algébriques et R un langage rationnel.
Les problemes suivants sont indécidables :

LNL =07

L=%*7

L=L"7?

LCL'?

RCL?

L est-il rationnel ?

L est-il déterministe ?

L est-il ambigu ?

L est-il algébrique ?

LN L est-il algébrique ?



Langages déterministes

Proposition : Décidabilité et indécidabilité
On ne peut pas décider si un langage algébrique est déterministe.

Soient L, L’ deux langages déterministes et R un langage rationnel.
Les problemes suivants sont décidables :

RCL? RCL< RN
L=R7? R=L<= RNL=10
L est-il rationnel 7
L=L'? Géraud Sénizergues, prix Godel 2002
Les problemes suivants sont indécidables :
LNL =07
Lcrv
LN L est-il algébrique ?
LN L est-il déterministe ?
LU L’ est-il déterministe ?



