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Partiel

Durée : 2 heures. Tous les documents sur support papier sont autorisés. Les nombres
[n] en marge sont des indications de durée ou de difficulté, pas nécessairement du
nombre de points associés a chaque question. Toutes les réponses doivent étre jus-
tifiées.

Exercice 1 (Minimisation). Donner l'automate minimal canonique pour l'automate
suivant :

Nous avons vu trois principales méthodes en cours pour la minimisation :

— Talgorithme de MOORE,

le théoreme de BRZOZOWSKI,

— Jlautomate des résiduels.
Cette derniere méthode est difficile a mettre en pratique, car les erreurs de calcul des
résiduels sont courantes. Les deux premieres sont plus faciles; en particulier la seconde
est particulierement adaptée a ’exercice puisque 'automate fourni est co-accessible et
co-déterministe, donc par le théoreme de BRZOZOWSKI son déterminisé est minimal ; une
seule copie a proposé cette solution.

Pour les deux premieres méthodes, il faut donc calculer la partie accessible du
déterminisé et la compléter :

a/_) {1} b @D a,b

a

)@, )

Attention & une erreur courante : seul I'état {0, 2} est initial dans le déterminisé; 1’état
{2} n’est pas initial et 'état {0} n’est pas accessible.

Exercice 2 (Automates a inspection de pile). Un automate a inspection réguliere de
pile est un automate a pile A = (Q, %, T, 0, qo, z0) ou les transitions forment un sous-
ensemble fini de @ x I' x Rat(I™) x (X U {e}) x @ x I'*. Le langage d’inspection L,



L3 Langages formels 16 mars 2017

d’une transition ¢ = (q,z, Lt,a,q,7") € 0 est représenté concrétement & 1’aide d’'un
automate fini A, = (P, T, Ay, It, Fy) tel que Ly = L(A;). On considérera aussi par la
suite I'automate As = (P,I', A, I, F') qui est simplement l'union disjointe des .A; pour
teo.fl

La sémantique opérationnelle d’un automate a inspection réguliere de pile considere
comme d’habitude des configurations ¢,y dans ) X I'* comportant un état et un contenu
de pile (avec le sommet de pile & droite). Chaque transition ¢t = (q, z, Lt,a,q',7") € §
donne lieu & une étape d’exécution ¢,7 —4 ¢',7 si et seulement si v = vy = Y32
et v/ = 37" o 1,73 € I'* et vo € L;; a noter que la transition ne consomme que
le symbole z de sommet de pile. On définit le langage accepté par pile vide comme
d’habitude par

def *
NA) S {wes*|Iq€Q.q,20 —4 ¢}
Manifestement, tout automate a pile est aussi un automate a inspection réguliere de
pile ou l'on s’est restreint au langage d’inspection {€}.
1. On souhaite montrer qu’inversement, si A est un automate & inspection réguliere
de pile, alors il existe un automate a pile A" équivalent.

(a) Définir une fonction de transition A’ : 28 x I' — 2P naturellement étendue &
2P x T — 2F telle que

ANy ={p eP|In,mel* pel.y=yretp 40}, (¥

Une seule copie a parfaitement répondu a cette question. La morale est que la
question était trop difficile, et qu’il ne faut pas hésiter a passer des questions
sur lesquelles vous séchez.
.. lef R . . N
Soit A(E,2) = {p' € P|Ip € E.(p,2,p') € A} extension habituelle de A &
des ensembles £ C P et a z € I'. On définit alors
def

A(E,2) S TUA(E,z) .

L’extension a tout v € I'* se fait comme d’habitude par

def

A(E,e) = E,
/ INC NIV /
AYE, vy) = A(A(E,7),7) -
On vérifie par induction sur v € I'*.
Pour le cas de base v = ¢, A'(I,e) = I par définition, et effectivement I

M

{peP|In, el . 1yp=cetp A"—Q>A§ p'} puisque forcément v = o =
dans ce cas.

Pour ’étape d’induction, soit v =’z pour v/ € " et z € . On a A'(I,~)
A'(A'(I,'),z) par définition. Par hypothese d’induction, A'(I,~") = {p’ €

!

T2 N
P |3,y el pel.y =~v,etp —4, p'}. On procede par double
inclusion :

def def def

1. C’est-a-dire szef wteé P, A= Lﬂteé Ay, I = &Jte& It et ' = H’Jte& F.



L3

Langages formels 16 mars 2017

— sip/ € P est tel qu’il existe 71,72 et p comme dans 7 alors
soit o = ¢ et alors p’' € I C A'(I,7);

— soit y2 # € et donc 72 = Y4z et p Fyimé p” imé p’ pour un certain
p’ € A(1,7'), et encore une fois p’ € A'(I,~).
— sip’ € A'(I,~), alors
— soit p’ € I et on pose ~v; o v et v 2 dans ,
— soit p’ € A(A'(I,7), z) et on obtient une décomposition 7' = 44 telle

que p 254, p" S 4, p pour p € T et p € A(I,7), et on pose 11 < 4

et vo ot vz dans ().
(b) Construire I'automate & pile A’ utilisant des symboles de pile dans I" x 27 et
prouver sa correction.
La construction pour cet exercice est essentiellement la méme que celle vue
dans l'exercice 3 du TD 6.

On pose A’ o (Q,%, 17,8, q0, (20, 1)) avec I Lfp 9P ot

def
5/ - {<Qa (Za E())»aa qu (21, EO) o (Zm> Em71>)
‘ t= (QaZ>Lt»a:q,»Zl Zm) S 6,A,(E0,Z> ﬂFt ;é @
et V1 < 7 <m, Ej = A,(Ej,],Zj)} .

Soit 7 : (I' x 2)* — I'* la projection définie par 7(z, F) L pour tout z € I’
et £ C P. La propriété cruciale & démontrer sur cet automate A’ est que, pour
n et pour toute exécution qo, (20, 1) ="y q,p (2, Ep) finissant sur une pile non
vide avec p € (' x 28)*, Ey = A/(I,7(p)). Ceci se démontre par induction
sur n :
— cas de base n =0 :alors z = zp et By =1 =A'(1,¢);
— étape d’induction n > 0 : on décompose 'exécution en qo, (20, 1) —>Z‘71
qd,p(z,E0) =a ¢ p(21,E0) - (2m, Em—1). Par hypothese d’induction,
Ey = A'(I,7(p)). Par définition des transitions dans A’, on vérifie bien
que pour tout 1 < j <m, Ej = A'(I,7(p)-21---2j), et en particulier pour
j=m—1.
La conséquence de la propriété précédente est que, pour toute exécution
o, (20, I) =% q,p (2, Ep), A(Eo,z) = A'(I,7(p) - 2), et par son inter-
section avec F} est donc non vide si et seulement si 7(p) - z appartient a L;.
L’équivalence entre A et A’ s’ensuit.
2. Un automate a inspection algébrique de pile permet similairement de vérifier si
un suffixe de la pile courante appartient a un langage algébrique.
Donner un automate & inspection algébrique de pile pour le langage {a"b™c™ |
n > 0}.
Cette question a été assez bien traitée dans I’ensemble, en proposant des auto-
mates le plus souvent qui empilent une série de a et de b lus sur I'entrée puis

utilisent un langage d’inspection L o {La™"™ | n > 0} pour permettre de passer
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a un état de dépilage des b pour chaque ¢ lu sur U'entrée, avant d’aller quand a
apparait en sommet de pile dans un état final qui vide la pile. Attention a une
erreur courante : il est nécessaire d’avoir 1. comme préfixe des mots de L, sans
quoi une pile de la forme LaPa™b™ pour p > 0 est aussi acceptée et 'automate
reconnait {a™a"b"c" | n > 0,m > 0}.

Exercice 3 (Grammaires (fortement) LL).
Ce sont les questions 3 et 4 de I’exercice 3 du TD 7.

1. Montrer que la grammaire suivante est LL(2) :

S — aAab | bAb
A—cAB|e|a
B—=e¢

Pour rappel, une grammaire G = (N, X, P, S) est LL(k) si, pour tout A dans N,
toutes paires de productions A — a1 # A — s dans P, et toutes les dérivations
gauches S =7 uAd avec u € X* et § € (N U X)¥,

Premy (a16) N Premy (a2d) =0 .

Les deux productions de S ont clairement des premiers disjoints et B n’a qu’une
seule production. Il reste a traiter le cas de A. Il y a deux ensembles de dérivations
gauches faisant apparaitre A dans la grammaire :

(a) S =m adab =], ac” AB"ab ot Premy(B"ab) = {ab}. Alors

Premy(cABB"ab) Cc- %,
Premy(B"ab) = {ab} ,
Premy(aB"ab) = {aa}

et ces trois ensembles sont bien disjoints deux a deux.
(b) S =1m bAb =1, bc" AB"b ot Premy(B"b) = {b}. Alors

Premy(cABB™b) Cc- X,
Premy(B"b) = {b} ,
Premy(aB"b) = {ab}

et ces trois ensembles sont bien disjoints deux a deux.

On a bien vérifié que la grammaire était LL(2).

2. Montrer que la grammaire précédente n’est fortement LL(k) pour aucun k.

On peut procéder ici soit en utilisant la définition des grammaires fortement
LL(k), soit en utilisant la caractérisation vue dans la question 1 de 'exercice 3 du
TD 7. Comme cette derniére donne une preuve plus simple (inutile de calculer les
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Suiv(A) pour tous k), rappelons-la : une grammaire G = (N, X, P, S) est forte-
ment LL(k) si et seulement si, pour tout A dans N, toutes paires de productions
A — a1, A = as dans P, s’il existe deux dérivations gauches

S =1 u1Ad1 =1y vy, S =1, U2 Ads =1y U220y ,

telles que k : a101 = k : asds, alors ag = ao.

Considérons donc les deux dérivations gauches
S =m aAab =1, aab S =1 bAb =1, bab .

On a bien k : ab = k : ab pour tout k, mais les productions A — c et A — a
utilisées sont différentes et la grammaire n’est pas fortement LL(k).

. Montrer que si une grammaire G est LL(k), alors on peut construire une gram-

maire fortement LL(k) G’ équivalente, qui utilise des non-terminaux de la forme
(A, F) ou F C Suivg(A). Indice : Les dérivations gauches de G' doivent étre telles
que, si (S, {e}) =1, g u(A, F)d pouru € £* et § € (NUX)*, alors ' = Premy(J) ;
c’est a démontrer dans votre réponse.

Personne n’a eu le temps d’aborder cette question. Je vous laisse y réfléchir.



