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TD 5 : Reconnaissance par morphisme

Exercice 1 (Reconnaissance par monoide).

1. Donner un monoide fini M, un morphisme ¢ et une partie P de M qui permettent
de reconnaitre le langage accepté par 'automate suivant :

a,b

2. En utilisant la représentation par monoides, montrer que les langages reconnais-
sables sont clos par concaténation. Si L et Lo sont reconnus par (g : * — M et
o 1 X¥ — My respectivement, on pourra considérer

P XF oMk

w = {(p1(w), p2(v)) | w = uv} .

Exercice 2 (Langages apériodiques).
1. Un automate fini déterministe complet est sans compteur si pour tout mot w de
¥*, tout m > 1, et tout état g, 6(q, w™) = ¢ implique 6(q, w) = q.
Montrer que si langage de >* est apériodique, alors son automate minimal est sans
compteur.

2. Montrer que si un langage est sans étoile, alors il est apériodique (utiliser les
propriétés de cloture de la reconnaissance par monoide).

Exercice 3 (Minimisation).

1. Montrer qu’une relation d’équivalence = sur T, (F) est une congruence si et seule-
ment si, pour tout r de T), (F) et tous s, t de T,(F),

s =t impliquer-s=r-t.

2. Démontrer le théoreme de MYHILL-NERODE : Soit L C T),(F), alors les affirmations
suivantes sont équivalentes :
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(a) L est reconnaissable,
(b) L est saturé par une congruence d’index fini,
(c) la congruence syntaxique =, est d’index fini.

3. Soit la congruence ~; sur @ définie pour tout ¢, ¢’ de Q par

g~ ¢ sigeFeqd el
q ~i+1 ql si q ~i ql et vn7vf € }-mVQL- - q5-1,45415---,4n € QJ
6(q17 e q5-1,4, 45415 - - - 7Q7laf) ~i 5(‘]17 oo 7qj—17q/7Qj+17 <o sQn, f) .
Montrer qu’il existe k tel que ~p=~p,; pour tout j > 1, et tel que ~y soit la
congruence de NERODE.

4. Minimiser 'automate d’arbres déterministe ascendant défini par les transitions

6(0),a) =a 6((),0) = g2
6((q1),9) = g3 6((q2),9) = qa
6((q2,q4), ) = @ 6((q1,93), f) = @
((g4),9) = g5 6((g3),9) = g6

et Pensemble final {¢3, q4}.

Exercice 4 (Morphismes d’arbres). Soient F et F' deux alphabets et X, = {z1,..., 2}
un ensemble de n variables. Un morphisme d’arbre h de T(F) dans T(F') est défini
comme ’extension homomorphique d’un ensemble de fonctions hx de F,, dans T'(F', X,,) :
h(a) = hx(a) siae Foy
B (s ta)) = hr(F) A1) 21, hlt) 0] §if € F,

Un morphisme d’arbre est linéaire si hx(f) est linéaire pour tout f de F.

1. Montrer que les langages reconnaissables ne sont pas clos par morphisme.
2. Montrer que les langages reconnaissables sont clos par morphismes linéaires.

3. Montrer que les langages reconnaissables sont clos par morphismes inverses.

Exercice 5 (Monoide d’arbres). Soit I'alphabet ¥ = ¥y W 3 avec ¥y = {e}. On note
E(X) l'ensemble des arbres a trou élémentaires de T(X) :

E®) ={reTn®)|3teT(X),feSr=Ff00Vr=ft0)}.

Un arbre ¢ de T'(X) peut alors étre vu comme une concaténation r - ¢ avec r dans TH(X).

1. Montrer que le monoide (7T5(X),, ) est librement généré par E(X).
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2. Si L est un langage d’arbres sur X, on note
R(L)y={reInX)|r-e€ L}

son ensemble d’arbres a trous associés. Montrer que si L est un langage reconnais-
sable d’arbres, alors R(L) est un langage reconnaissable sur E().

3. Soit un automate fini de mots A = (E(X), @, d, I, F') sur 'alphabet infini F(X) (c-
a-d @ et J sont finis). Montrer que L(.A) - ¢ est un langage reconnaissable d’arbres
sur 2.



