L3 Informatique Automates et langages formels 20 janvier 2010

TD 1 : Langages reconnaissables / rationnels

Exercice 1 (Déterminisation).

1. Donner un automate fini déterministe équivalent a I’automate suivant :

a
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2. Donner une automate fini déterministe équivalent a I'automate suivant :

a,b
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3. Montrer que l'automate des parties déterministe obtenu a partir de 'automate
suivant a 2™ états. On pourra utiliser I’ensemble

P-1={i—1]|i#1eP}
ou P est un sous-ensemble de {1,...,n}.

a,b
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Exercice 2 (Fermeture des langages reconnaissables).

1. Montrer que les langages reconnaissables sont fermés par union, concaténation,
étoile de KLEENE, intersection, complément, et homomorphisme.

2. Montrer que si L C ¥* est reconnaissable et o est une substitution de A* dans les
parties reconnaissables de ¥*, alors o' (L) est reconnaissable sur A*.

3. Quelle est la taille de 'automate des parties pour 'automate A,, suivant 7 Montrer
que tout automate reconnaissant L(.A;) possede au moins 2" — 2 états.
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Exercice 3 (Criteres de reconnaissabilité). Des conditions nécessaires pour qu’un lan-
gage soit reconnaissable sont connues sous le nom de « lemme de 1’étoile » ou lemmes
d’itération :

Lemme 1 (Lemme de étoile). Si L est un langage reconnaissable de ¥*, alors il existe
un entier n tel que

1.

pour tout mot w de L avec |w| > n, il existe une factorisation w = ujugus avec us
non vide, telle que uyuiug C L,

pour tout mot w de L et pour toute factorisation de w = vivous avec |va| > n, il
existe une factorisation vy = ujugug avec uz non vide, telle que viujusuzvs C L,

pour tout mot w de L et pour toute factorisation w = uguy - - Uplntl GUEC U;
non vide pour i de 1 a n, il existe deux positions 0 < j < k < n telles que
upuy - - Uj(Ujg1 - Uk) Upg1 - - UpUpnyr € L.

. Démontrez le lemme de 1’étoile.

Montrez que {a"b™ | n > 0} n’est pas reconnaissable sur {a, b}*.
Soit L un langage quelconque sur X et # un symbole qui n’est pas dans X.

(a) Montrer que le langage Ly = (# L)UX* satisfait les conditions de la premiére
version du lemme de ’étoile.

(b) Montrer a I’aide de propriétés de cloture que si L n’est pas reconnaissable,
alors Ly n’est pas reconnaissable.

(¢) Montrer que si L ne satisfait pas les conditions de la premiere version du
lemme de I’étoile, alors L4 ne satisfait pas les conditions de la seconde version
du lemme.
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4. Soit L un langage quelconque sur ¥ et $ un symbole qui n’est pas dans X. On
définit

L1 ={$"a1$Ta$"...$7a,$" | n>0,Via; € X, et w=ay...a, € L}
Lo = {$Tv1$ 08t ... $% 0,8 | n > 0,Viv; € % et Jj |vj] > 1}
Ls=LiULs.

(a) Montrer que Lg satisfait les conditions de la seconde version du lemme de
I’étoile.

(b) Montrer a ’aide de propriétés de cloture que si L n’est pas reconnaissable,
alors Lg non plus.

(¢) Montrer que si L ne satisfait pas les conditions de la troisieme version du
lemme de I’étoile, alors Lg ne les vérifie pas non plus.

Exercice 4 (Algorithme de BrRzozowskl ET MCCLUSKEY). Un automate généralisé
sur I’alphabet ¥ utilise une relation de transition sur Q x 2*° x Q. Une exécution dans
un tel automate reconnait la concaténation des langages des transitions, et le langage
reconnu par ’automate est I'union de ces exécutions.

1. Montrer que si A est un automate généralisé, alors on peut construire un automate
généralisé B équivalent tel qu’il existe exactement une transition entre chaque paire
d’états de B.

2. Montrer que si A = (QW{q, 1, f},0,{i}, {f}) est un automate généralisé sur ¥, alors
il existe un automate généralisé équivalent avec pour ensemble d’états Q W {i, f},
c’est-a-dire que 'on peut éliminer ¢ de ’ensemble des états de A.

3. En déduire que si L est reconnu par un automate généralisé A, alors L appartient
a la cloture rationnelle des étiquettes des transitions de A.

4. Appliquer cette construction au calcul d’une expression rationnelle équivalente &
I’automate suivant :
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5. On considere l'alphabet ¥, = {1,...,n} x {1,...,n} des paires sur {1,...,n}.
Pour une paire (¢, f) de X,,, on définit

Ly = {(a1,a2)(az,a3), ..., (am,ams1) € ' | m > 1,a1 =4, amy1 = f}

I’ensemble des chemins de ¢ a f dans le graphe complet défini par X,,.
(a) Montrer que L; ¢ est reconnu par un automate fini de taille O(n?).

(b) Quelle est la taille de 'expression rationnelle que vous obtenez & partir de cet
automate ?

Exercice 5 (Langage local, automate de GLUSHKOV).
1. Une expression rationnelle F sur ¥ est linéaire si chaque symbole de Y apparait
au plus une fois dans F.

Montrer que tout langage rationnel sur X est le résultat de l'application d’un
morphisme alphabétique A — ¥ au langage d’une expression rationnelle linéaire
sur A.

2. Soit L un langage sur ¥. On définit les ensembles

P(L)={a€X|aZ"NL# 0} (1-préfixes)
S(L)={aeX|XanL+# 0} (1-suffixes)
F(L) ={ue X | S uX* N L+ 0} (2-facteurs)
N(L)=X*\F(L) (2-non facteurs)

Soit E une expression rationnelle telle que £(E) = L. Donner un algorithme pour
calculer P(L), S(L) et F(L) & partir de E.

3. Un langage L sur ¥ est local si
L\{e} = (P(L)X*NX*S(L))\X*N(L)x" .

Un automate fini déterministe est local si, pour chaque symbole a de 3, il y a au plus
un état accessible par une transition sur a : |[{¢’ € Q | 3¢ € Q, (¢,a,¢') € §}| =< 1.
Il est standard si son état initial n’a aucune transition entrante.

Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(a) L est un langage local.
(b) L est reconnu par un automate local standard.
(¢) L est reconnu par un automate local.
4. Les langages locaux sont clos par plusieurs opérations. Montrer que
(a) si L est local, alors L* est local.

(b) si Ly et Ly sont des langages locaux sur des aphabets disjoints, alors L U Lo
et L1 - Lo sont des langages locaux.

4
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Montrer qu’'une expression linéaire représente un langage local.

5. En déduire un algorithme de contruction d’un automate équivalent & une expression
rationnelle. Quelle est la taille de 'automate obtenu ?

6. Appliquer cet algorithme a l’expression rationnelle (ab 4+ b)*ba.

7. Soit ¥, = {1,...,n} un alphabet et L I’ensemble des sous-mots de 1---n. Donner
une expression rationnelle pour L, et construire son automate de GLUSHKOV.

Exercice 6 (Dérivées partielles, automate d’ANTIMIROV). La dérivée partielle 0,(F)
d’une expression rationnelle E' sur ¥ par une lettre a de ¥ est ’ensemble d’expressions
rationnelles sur > défini par

8a(@ - @
aa(§ =0
Du(b) = {{5} sSa=b
sinon
15)

E)-F sie & L(F)
E)-FUO0,(F) sinon

ou 'opération de concaténation est étendue de maniere évidente aux ensembles d’ex-
pressions rationnelles.

On étend cette définition a des mots w de X* et des ensembles d’expressions ration-
nelles S par

as(E) = {E}
8wa(E) = aa(aw(E))

0w(S) = | J 0u(E) .
EeS
1. Calculer les dérivées partielles de (ab + b)*ba par a et b.

2. Montrer que pour toute expression rationnelle F sur ¥ et tout mot w de X%,
L(0w(E)) =w™L(E).

3. Utiliser les dérivées partielles pour construire un automate (que ’on montrera fini
plus tard) équivalent & une expression rationnelle.

4. On note 'ensemble des suffixes propres d’un mot w par

Suf(w) = {v € X1 | Ju € T*,w = wv} .
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Montrer les égalités et inégalités suivantes pour tout mot w de ¥* et expressions
Eet FsurX:

Ou(E + F) = 0y(E) U 0y(F)
8w(EF) - aw(E) Py U 8U(F)
veSuf(w)
Bu(E*) C o,(E) - E*
veSuf(w)

5. Soit ||F|| le nombre d’occurrences de lettres de ¥ dans 'expression E. Montrer
que l'ensemble des dérivées partielles différentes de E contient au plus || E| + 1
éléments.



