
Examen du cours Complexité (L3)

Les documents (notes, polycopiés, ..) et ordinateurs (calculatrices, téléphones, tablettes, ..)
ne sont pas autorisés.

Date : 10 janv. 2022 à 10h45 / Durée : 2 heures

Les questions sont en général simples et on peut y répondre correctement et rigoureusement
en quelque lignes. Seules les questions marquées d’une étoile demandent une construction un peu
plus longue à décrire et/ou une preuve un peu plus difficile. En conséquence, ces questions ap-
portent plus de points.

On considère des variantes du problème de savoir si une formule propositionnelle en forme
normale conjonctive (CNF) est satisfaisable.

Rappelons qu’une formule CNF est de la forme φ ≡ C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Cm où chaque clause Ci
est de la forme Ci ≡ li,1 ∨ li,2 ∨ · · · ∨ li,ri où chaque littéral li,j est soit une variable xk soit sa
négation ¬xk. Notons que m = 0 (pas de clauses) ou ri = 0 (la clause Ci est vide) sont autorisés.

On s’autorise à écrire ¬l pour un littéral l, avec la convention que ¬¬x désigne x, de sorte
que la négation d’un littéral est encore un littéral. La taille d’une clause, notée |C|, est le nombre
de littéraux distincts dans C (car les clauses sont souvent représentées par des ensembles), de
sorte que l’on ne distingue pas entre, par exemple, x ∨ ¬x et x ∨ ¬x ∨ x. Une formule CNF
est une k-CNF si chacune de ses clauses est de taille au plus k. Elle est strict-k-CNF si chaque
clause est de taille exactement k. On note Var(φ) = {x1, . . . , xn} pour l’ensemble des variables
propositionnelles qui apparaissent dans φ.

2SAT est le problème de savoir si une 2-CNF φ est satisfaisable. Formellement, 2SAT est donc
le langage des 2-CNF satisfaisables (écrites dans une notation et avec un alphabet qu’on laisse
non spécifiés). De même strict2SAT est le problème de savoir si une strict-2-CNF est satisfaisable.

Partie 1 : de coGAP à 2SAT.

1. Définissez une réduction logspace montrant que 2SAT ≤ strict2SAT. Énoncez et démontrez
sa correction.

Soit un graphe orienté G = (V,E). Pour deux sommets s, s′ ∈ V on note s ∗−→G s
′, et on dit que

s′ est atteignable depuis s dans G, s’il existe un chemin s → · · · → s′ utilisant les arêtes de G.
On écrit s ∗−→ s′ sans l’indice G quand le contexte est clair. Notons qu’on a s ∗−→ s (via un chemin
de longueur 0) pour tout sommet s ∈ V .
À G = (V,E) on associe un ensemble de variables VG = {xs | s ∈ V }, c.-à-d. une variable par
sommet. À chaque arête e ∈ E de G on associe une clause Ce : si e est s → s′ alors on pose
Ce = ¬xs ∨ xs′ . On pose enfin φG =

∧
e∈E Ce.

2. Soit v : VG → {>,⊥} une valuation qui valide φG. Montrez que si v(xs) = > et si s′ est
atteignable depuis s, alors v(xs′) = >.

Pour W ⊆ V un sous-ensemble de sommets, on définit vW comme étant la valuation telle que
vW (xs) = > ssi s est atteignable depuis un sommet de W .

3. Montrez que pour tout W ⊆ V , vW valide φG.

4. Montrez que coGAP ≤ strict2SAT, où coGAP est le complémentaire du Graph Accessibility
Problem vu en cours, c.-à-d. que coGAP est l’ensemble des (G, s, t) tels que s 6 ∗−→G t.
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Partie 2 : de 2SAT à GAP

À une strict-2-CNF φ on associe le graphe orienté Gφ = (Vφ, Eφ) dont les sommets sont les 2n
littéraux associés aux n variables x1, . . . , xn de Var(φ) et dont les arêtes sont toutes les paires
(¬l)→ l′ et (¬l′)→ l telles que φ contient une clause l ∨ l′.
5. Soient l, l′ deux littéraux quelconques. Montrez que si l ∗−→ l′ dans Gφ alors on a aussi
¬l′ ∗−→ ¬l.

6. Montrez que si φ est satisfaisable, et si l0 → l1 → · · · → ln = l0 est un circuit dans Gφ alors
li 6= ¬lj pour tous 0 ≤ i, j ≤ n, c.-à-d. que le circuit ne contient pas deux littéraux opposés.

7.(*) Montrez que si Gφ ne contient pas de circuit où figurent un littéral et son opposé, alors φ est
satisfaisable. Idée : on pourra construire étape par étape une valuation à partir du graphe.
Pour cette construction, il faut donner les propriétés vérifiées à chaque étape et montrer
qu’elles restent préservées.

8. Montrez qu’on peut décider strict-2-CNF en temps polynomial. (Indication : n’inventez pas
un algorithme nouveau dont il faudrait prouver la correction, ramenez vous plutôt à un
problème d’algorithmique de graphes sur Gφ.)

9.(*) Adaptez la construction plus haut « φ 7→ Gφ » pour obtenir une réduction de strict2SAT à
coGAP.

10. Montrez que 2SAT est NL-complet.

Partie 3 : de 3SAT à MAJ2SAT.

Le langage MAJ2SAT est constitué des formules 2-CNF qui sont majoritairement satisfaisables,
c.-à-d., telles qu’il existe une valuation satisfaisant au moins les deux tiers de leurs clauses (il
s’agit donc d’une « majorité qualifiée »).

11. Donnez une réduction prouvant 2SAT ≤ MAJ2SAT.

12.(*) Donnez une réduction prouvant 3SAT ≤ MAJ2SAT.

13. Montrez que MAJ2SAT est NP-complet.
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