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Exercice 1 (Représentation complexe).
On note SO2(R) l’ensemble des matrices dans M2(R) qui vérifient tMM = I2 et qui vérifient
ad− bc = 1.

(i) Montrer que SO2(R) est un sous groupe de GL2(R)
(ii) Calculer le produit suivant (

a b
c d

)(
d −c
−b a

)
(iii) En déduire que tout élément de SO2(R) est inversible et expliciter son inverse
(iv) Montrer que les éléments de SO2(R) sont de la forme(

a −b
b a

)
(v) Montrer qu’à une matrice dans SO2(R) on peut associer un nombre complexe z ∈ U.

(vi) Montrer que cette représentation respecte sommes et produits
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Exercice 2 (Trace ...). Existe-il des matrices A et B telles que AB −BA = I ?
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Exercice 3 (Centre(s)).

(i) Quelles sont les matrices de Mn(k) qui commutent avec toutes les autres matrices ?
Indication : Ei,j ...

(ii) Que devient ce résultat pour GLn(k) ?
Indication : Comment rendre Ei,j inversible ?

(iii) Adapter ce résultat aux matrices symétriques
(iv) Adapter ce résultat aux matrices antisymétriques
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Exercice 4 (Somme des termes d’une matrice). Pour une matrice A on note σ(A) la somme des termes
de A.
On pose

J =

1 · · · 1
... (1)

...
1 · · · 1


Vérifier que JAJ = σ(A)J
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Exercice 5 (Puissance de matrice). On considère la matrice A définie ci-dessous et B = A− I .1 1 1

0 1 1
0 0 1


(i) Étudier Bn pour n ∈ N

(ii) En déduire An pour n ∈ N
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Exercice 6 (Équation matricielle).
Résoudre l’équation X2 = A où

A =

1 0 1
0 4 2
0 0 16


Indication : Une solution doit commuter avec A ...
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Exercice 7 (Déterminant et arithmétique).
Soit A une matrice de Mn(R) et ψ : N∗ → R telle que

ai,j =
∑

k|i∧k|j

ψ(k) (1)

1. Montrer que detA = ψ(1) . . . ψ(n).

2. En déduire le déterminant de la matrice où ai,j est le nombre de diviseurs communs à i et j

3. En déduire le déterminant de la matrice où ai,j est la somme des diviseurs communs à i et j

4. (Bonus) En déduire le déterminant de la matrice où ai,j = pgcd(i, j)
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