
MPSI – Semaine 15

Fractions Rationnelles

Exercice 1 (Calcul de sommes).
Soit F = 1

X(X+1)

1. Calculer la décomposition en éléments simples de F

2. En déduire une simplification de
n∑
k=1

1

k(k + 1)
(1)

3. Généraliser pour calculer
n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
(2)

Exercice 2 (Décomposition de 1/P ).
Soit P à racines simples x1, . . . , xn de degré supérieur à 2.

1. Montrer que

n∑
i=1

1

P ′(xi)
= 0 (3)

Indication: Considérer la DSE de 1/P en +∞

2. Calculer pour 0 ≤ k ≤ n− 1
n∑
i=1

xki
P ′(xi)

(4)

Indication: Idem avec Xk/P

Exercice 3 (Minoration de l’évaluation ponctuelle).
Soit P ∈ R[X] unitaire de degré n et Q = X(X − 1) · · · (X − n)

1. Calculer la décomposition en éléments simples de P/Q.

2. En déduire la valeur de
n∑
k=0

P (k)∏
i 6=k(k − i)

(5)

3. Montrer qu’il existe un k ∈ {0, . . . , n} tel que 2n|P (k)| ≥ n!

Indication: Procéder par l’absurde... somme de binomiaux...

Exercice 4 (Dérivées successives).
Soit F = 1

X2+1

1. Déterminer la décomposition en éléments simples de F sur C
2. Exprimer F (n)

3. Montrer qu’il existe Pn de degré inférieur à n et réel tel que

F (n) =
Pn

(X2 + 1)n+1
(6)

4. Déterminer les zéros de Pn
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Exercice 5 (Dérivées successives).
On pose ωk = e2ikπ/n

Réduire au même dénominateur la fraction suivante

F =

n−1∑
k=0

1

X − ωk
(7)
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