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Exercice 1 :
F = {e(0),−1 (1), ?(2)}, P = {= (2)}

TG = { ∀x x ? e = x,
∀x e ? x = x,
∀x x ? x−1 = e,
∀x x−1 ? x = e,
∀x ∀y ∀z x ? (y ? z) = (x ? y) ? z

} ∪ Aeq

1. Est-ce que TG � ∀x ∀y x ? y = y ? x ?

2. Est-ce que TG � ¬(∀x ∀y x ? y = y ? x) ?

Exercice 2 :

1. Soit ϕ1 = (∃x,∀y, P (x, y))→ (∀y,∃x, P (x, y))

(a) Donner une formule prénexe équivalente à ϕ1.

(b) Donner une formule prénexe équivalente à ¬ϕ1. En donner une forme skolémisée (que
l’ont appelera ψ1).

(c) En utilisant le théorème de Herbrand sur ψ1, montrer que ϕ1 est valide.

2. Soit ϕ2 = (∀x,∃y, P (x, y))→ (∃y,∀x, P (x, y))

(a) Donner une formule prénexe équivalente à ϕ2.

(b) Donner une formule prénexe équivalente à ¬ϕ2. En donner une forme skolémisée (que
l’ont appelera ψ2).

(c) En utilisant le théorème de Herbrand sur ψ2, montrer que ϕ1 n’est pas valide.

Exercice 3 :
F = ∅, P = {R(2)}.
On note Φ0 l’ensemble des formules sans quantificateurs construites sur F ,P.

1. Soit

Φ1 = {∃x1, . . . ,∃xn, ∀y1, . . . ,∀ym.ϕ|ϕ ∈ Φ0, fv(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym}}

Montrer que, si ϕ ∈ Φ1 est satisfaisable, alors ϕ a un modèle fini.

2. Soit k ∈ N∗. Donner une formule ϕk ∈ Φ1 qui est satisfaisable et qui n’a pas de modèle
inférieur ou égal à k.
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3. Soit ϕ la formule
∃x, ∀y,∃z.¬R(y, y) ∧ ¬R(y, x) ∧R(y, z)

Montrer que ϕ n’a pas de modèle de cardinal inférieur ou égal à 2. Donner un modèle
de ϕ de cardinal 3.

4. Donner une formule ψ de la forme

∃x,∀y,∃z,∀y1, . . . ,∀ym.θ

où θ ∈ Φ0 et fv(θ) ⊆ {x, y, z, y1, . . . , ym} telle que ψ est satisfaisable et n’a pas de
modèle fini.
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