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Monoides libres

Exercice 1:
Pour tout u,v,u,v" € ¥*, si uv C /v, alors u E ' ou v C u.

Solution:

Distinguer selon si |u| < |u/| ou |u'| < |ul.

Exercice 2:
Si M est un monoide et K, L deux parties de M, onnote L 'K = {x € M | Iy € L,yx € K}.
1. Soit L un sous-monoide de ¥*. Démontrer que L est un monoide libre si et seulement
si LT'LNLL™' = L.

Solution:

Supposons L libre de base B. Soit m € L~'L N LL~!. 1l existe p et ¢ dans L tels que
pm € L et mg € L. En décomposant p, ¢, pm et mq sur la base B, on obtient que
m € L (écrire (pm)q = p(mq)).

Réciproquement, supposons que L' LN LL~! = L. Soit B la partie génératrice mini-
male de L (les éléments de L qui ne sont pas des produits de deux éléments distincts
de 1). Soit ui...um = v1...v, avec les u; et v; dans B. Posons par exemple dans
T*. Uy = wop, alors uq ... Upm_iW = V] ...Up_1, donc w € LT'LNLL™" = L. Par
minimalité des éléments de B dans L, w = 1. On conclut par récurrence.

2. Soit L un sous-monoide de ¥*. On définit par récurrence :
o My=1L
L4 n+1 — <Mn71Mn N MnMn71>
Démontrer qu’on définit ainsi une suite croissante et que Uy M, est le plus petit sous-
monoide libre contenant L.

Solution:

On remarque que pour tout monoide M, L ¢ MM N MM~ (Yu € M,1lu € M
et ul € M) donc la suite (M,), est bien une suite croissante de monoides. Donc
M = U, M, est un monoide.

Démontrons que MM N MM~! C M : soit u € ¥* tel qu'il existe v et w dans
M tels que vu € M et wv € M. M = U,M,, donc il existe des entiers [ et m
tels que v € M; et w € M,,. Pour n = max(l,m), v et w sont dans M, donc
u € M, 1M, N M, M;' C M, 1 C M. Donc M est libre.

Enfin, si N C P est une inclusion de sous-monoides, avec P libre, on a N"IN N
NNt c P7'PNPP ' =P, donc (N"'NNNN-1) C (P) = P, donc si P contient
L, il contient aussi tous les M,, et donc M : M est donc le plus petit sous-monoide
libre contenant L.

Exercice 3:
Démontrer qu'un monoide est le quotient d’un monoide libre.

Solution:
Soit ¥ un alphabet en bijection avec M (par une application ¢). Alors le morphisme de
monoides ¢ qui prolonge ¢ est surjectif.
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Utilisation de la formule de Burnside.

Exercice 4:
Considérons l’action - d’un groupe G sur un ensemble E. Montrer que

1. Pour tout g € G, I'application f, : E — E telle que fy(z) := g - = est une bijection
d’inverse fg-1.

2. L’application g — f, est un morphisme, i.e. foo = fg0 fyr.

Exercice 5:
Montrer que pour tout x € E, on a |G| = |Hy| - |[z]|.

Solution:
Soit x € E. L’application

0 .G — [x]
g—9g-x

On va montrer que chaque élément de l'orbite [z] a | H,| antécédents par 6, ce qui prouvera
la formule.

Pour tout g,¢' € G, on note g = ¢’ si g-x = ¢’ - x, ce qui est clairement une relation
d’équivalence. On remarque que g-x = ¢’ -2 ssi g~ g’ -2 = z ssi g~'¢’ € H, ssi il existe
h € H, tel que ¢’ = gh. Donc gH, := {gh | h € H,} est la classe d’équivalence de g. Pour
tout g € G, 'application

fg Hy — gH,
h — gh

est une bijection, donc chaque classe d’équivalence a le méme nombre d’éléments, i.e. |H|.

Exercice 6:
Montrer que pour tout groupe G opérant sur un ensemble F, on a :

Gl |E/G| =) |F,|

geG

Solution:
Soit X := {(g9,2) € G X E | g-x = z}. On compte les éléments de X en partitionnant
d’abord selon E puis selon G. D’une part

X =User{(g,9) eGXxE|y=azNgeGNg -z =1}
=lUeplg € G| g -z =1}
:l—lmGEHx
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Donc

G
| X| = Z |H,| = Z l‘[x]" par un lemme ci-dessus,

zeE zeE
G| |G|
= > Zm: > Wl a1
weE/G TEW w€eE/G
=|E/G|- |G|

D’autre part
X =Ugeg{(h,z) e GXE|h=gNgeGNg-z=ux}
=Ugeg{zr € E|g -z =1}
= Ugealy

Donc |X| =3 5 |Fyl-

Exercice 7:
Soit p un nombre premier. On note (1,...,p) le p-cycle (la permutation du groupe symé-
trique qui envoie 1 sur 2, 2 sur 3, ..., p— 1 sur p et p sur 1). On note G le groupe engendré

par le p-cycle (1,...,p). Soit ¥ un alphabet fini.

1. Démontrer que G est un groupe d’ordre p.

Solution:
La permutation 7 = (1,...,p) est un élément d’ordre p donc il engendre un groupe

d’ordre p. Si on veut démontrer que l'ordre de 7 est exactement p, on peut remarquer
que 7(i) est congru a i + 1 modulo p, done 77(i) est congru a ¢ + j modulo p. Ainsi,
7J = Id si et seulement si Vi, 77 (i) = i, donc si et seulement si j est un multiple de p.

Quels sont les ordres des éléments de GG 7 Pour chaque ordre d, on précisera combien

d’éléments de G sont d’ordre d.

Solution:
Comme p est un nombre premier, par le théoréme de Lagrange, les éléments de G sont

d’ordre 1 ou p. Seul I’élément neutre est d’ordre 1, donc il y a p — 1 éléments d’ordre

P.
On fait opérer G sur XP, 'ensemble des mots de longueur p écrits avec des lettres de

Y. de la facon suivante :

G xXP — P
(rya1a2...ap) — 7-(a102...ap) = Qr-1(1)Ar-1(2) - - - Qr-1(p)

(a) Démontrer qu’il s’agit bien d’une opération de groupe.

Solution:
Soit ¢ et p deux permutations. Soit ajas...a, € XP. Alors :
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o- (1 (maz...ap)) =0 (ar-11)ar-12) - - - Ar-1p))
=0 - (b1ba...by) avec b; = Ar1(4), Vi
= bafl(l)ba.fl(g) e boﬁl(p)
= Ao 1(1)) A1 (071(2) - - - AL (oL (p))
1 -1_-1

= a(a’r)*l(l)a(m_)fl@) ... a(UT)A(p) puisque (0'7')7 =7 O

(b) Déterminer le fixateur de (1,...,p). En déduire le fixateur de (1, ..., p)’, pour tout
entier ¢ premier avec p.

Solution:

Notons Fix((1,---,p)) le fixateur de (1,---,p). araz...ap € Fix((1,:---,p)) si
(1,---,p)-araz...ap =araz...ap. Or (1,--- ,p)-ajaz...a, = azas...apa;. Donc
aiay . ..ap € Fix((1,-- -, p)) si et seulement si a; = as, ag = as, ..., ap = aj. Donc

Fix((1,---,p)) ={aP | a € X}.

Un mot dans le fixateur de (1, - - ,p) est dans le fixateur de (1,--- ,p)?, pour tout
entier ¢. Si ¢ est premier avec p, il existe des entiers a et b tels que ap + bi = 1
donc (1,-+-,p) = ((1,---,p)")2((1,---,p)")® = ((1,---,p)")’, donc un mot dans
le fixateur de (1,---,p)® est dans le fixateur de (1,---,p). Donc pour i premier
avec p, Fix((1,---,p)) = Fix((1,--- ,p))".

(c) Démontrer que le nombre d’orbites r de cette opération est :

r= ;<|z\p+ (- 1))

Solution:
On écrit la formule de Burnside :

r=|C{,|Z|Fix<g>|

geG

L’identité fixe tout élément de Y7, les autres éléments de G sont les (1,--- ,p)’
pour i € {1,--- ,p—1} et ont comme fixateur {a? | a € ¥}, de cardinal |X|. Et G
est d’ordre p, donc la formule de Burnside s’écrit dans ce cas précis :

r= ;<|2|P+ (- 1)I=))

(d) Retrouver ainsi le petit théoréme de Fermat.

Solution:

Comme le nombre d’orbites est un entier naturel, on en déduit que p divise I’entier
ISP+ (p— 1)|X] = (I[P~ + (p — 1))|%|. Lorsque 'alphabet ¥ est de cardinal
premier avec p, p est inversible modulo p et p —1 = —1 mod p, donc [L|P~1 =1
mod p. En considérant pour tout n € N tel que n Ap = 1 un alphabet de cardinal
n, on retrouve ainsi le petit théoréme de Fermat.
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Exercice 8:
Soit n un entier naturel > 1. On considére I’ensemble E,, des graphes dont I’ensemble des
sommets est [1,n]. Un tel graphe G est représenté par une application d¢ : [1,n] — P([1,n])
ol I (i) est Pensemble dans [1,n] \ {i} des sommets de G reliés & i par une aréte. Comme
le graphe est non orienté, on a I’équivalence :

VZ,] € II].,TI]],Z 75‘77 1€ 5G(]) <:>] € 5G(j)

Soit o une permutation de [1,n] ( o € S,). Si G est un graphe dans E,,, G = ([1,n],dq),
On note 0.G le graphe ([1,n], d,.) ol d,.¢ est définie par :

Vi € [1,n],65.c(0(i)) = {o(j),j € da(i)}

On vérifierait (c’est juste fastidieux!) qu’on a bien ainsi défini une opération du groupe S,
sur ’ensemble FE,,.

1. On suppose dans cette question n = 3. Dessiner les différents graphes a trois sommets
a isomorphisme preés (il y en a 4).

Solution:
Il y en a quatre : 0, 1, 2 ou 3 arétes.

2. On se propose de faire le calcul pour n = 4 en utilisant la formule de Burnside. Pour
cela on passe en revue les éléments du groupe symétrique Sy et détermine pour chacun
le cardinal du fixateur.

(a) Soit 7 la transposition (1,2). Démontrer que le graphe G est dans Fix(7) si et
seulement si d¢(1) N{3,4} = d¢(2) N{3,4}. En déduire que Fix(7) est de cardinal
24,

Solution:

Soit ¢ € {3,4}. Alors i est fixe par o donc i € dg(1) si et seulement si i € dg(2).
Il n’y a pas d’autre condition.

Il y a 4 possibilités pour les arétes reliant le sommet 1 & un sommet 3, 4 et cela
fixe les arétes reliant le sommet 2 & un sommet 3, 4. Il y a ensuite 2 possibilités
entre 3 et 4 (une aréte ou non) et 2 possibilités entre 1 et 2 (une aréte ou non).
Donc 2% en tout.

(b) Soit o le 3-cycle (1,2,3).
i. Soit G un graphe dans Fix(c). Démontrer que si on efface les arétes d’extrémité
4 dans G, il y a exactement deux graphes possibles.

Solution:

La présence de I'aréte entre 1 et 2 impose celle entre 2 et 3 et celle entre 3 et
1, donc le graphe est complet. De méme, ’aréte entre 1 et 3 impose le graphe
complet. Donc le graphe restreint aux sommets 1,2, 3 est vide ou complet.

ii. En déduire qu’il y a exactement 4 graphes dans Fix(o).

Solution:

On choisit le graphe restreint aux sommets 1,2,3 (deux choix) et I'existence
d’au moins une aréte vers 4 (il y aura alors les trois) ou non (deux choix).
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(c) Soit p le produit de deux transpositions disjointes (1, 2)(3,4). Décrire les différentes
possibilités pour ’ensemble des arétes ayant une extrémité dans {1, 2} et une dans
{3,4}. En déduire que Fix(u) est de cardinal 2.

Solution:

De méme on choisit la présence de I’aréte entre 1 et 2 ou non (2 choix), la présence
de laréte entre 3 et 4 ou non (2 choix), la présence de I’aréte entre 1 et 3 ou non
(2 choix), la présence de 'aréte entre 1 et 4 ou non (2 choix). Il y en a 2% en tout.

(d) Soit p le cycle (1,2,3,4). Calculer le cardinal Fix(p). On pourra démontrer qu’'un
graphe G dans Fix(p) est totalement déterminé par dg(1).

Solution:

Si on choisit la présence de l'aréte entre 1 et 2 , alors on a les arétes entre 2 et
3, entre 3 et 4 et entre 4 et 1. Il reste le choix entre I’aréte entre 1 et 3 (graphe
complet) ou non. Si on choisit la non présence de I’aréte entre 1 et 2 on a aucune
des arétes entre 2 et 3, entre 3 et 4 et entre 4 et 1. Il reste le choix entre I'aréte
entre 1 et 3 (avec celle entre 2 et 4) ou aucune aréte.

(e) Conclure.

Solution:
On applique la formule de Burnside :

1 . 1. 4 . . 4 .
1G] QGZG | Fix(g)| = 2 (Fix(Id) + <2> | Fix(transposition)| + 2 < 1) | Fix(3-cycle)|

+ 3!| Fix(4-cycle)| + 3| Fix(prod. de 2 transpositions disjointes)|)

1
= o (2 4 (;‘)24 + 2(1‘)4+3! x 4+ 3 x 24)

=11

Exercice 9:

Sur une feuille de papier, on dessine un grand carré de coté 2 formé de 4 petits carrés de
cOté 1. On colorie ce grand carré en coloriant chacun des petits carrés avec I'une des quatre
couleurs bleu (B), jaune (J), noir (N), rouge (R). Une coloration de ce carré correspond a
un choix de couleurs pour chacun des petits carrés. Par exemple, dans la figure ci-dessous,
en ayant numéroté les petits carrés circulairement en partant du coin inférieur gauche, on a
choisi d’attribuer la couleur jaune au carré numéro 1, la couleur rouge au carré numéro 2,
la couleur noire au carré numéro 3 et la couleur bleue au carré numéro 4.

1. De combien de fagons peut-on colorier ainsi ce grand carré ?

Solution:
On a 4 choix de couleurs par petit carré, soit 4% choix.

Une fois découpé, ce grand carré devient mobile et peut étre tourné de 90°, 180° ou 270°.
Deux colorations qui se déduisent 'une de 'autre en tournant le grand carré deviennent
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une méme coloration du grand carré mobile. On cherche combien de colorations différentes
on obtient ainsi. Par exemple, la figure ci-dessous représente une méme coloration du grand
carré mobile :

2. Modéliser ce probléme en utilisant une opération d’un groupe qu’on précisera sur l’en-
semble des colorations du carré statique.

Solution:

On représente une coloration du carré statique comme un application de I’ensemble
[1,4] (chaque numéro d'un petit carré) dans I’ensemble des couleurs {B, J, N, R}.

Soit G le groupe formé par l'identité et les rotations de 90°, 180° et 270°.
3. Pour chacun des éléments du groupe, décrire les colorations fixes.

Solution:

e Toute coloration est fixe par I'identité. Le fixateur de I'identité est de cardinal
44,

e La rotation d’angle 180° échange les carrés 1 et 3, et les carrés 2 et 4. Une
coloration fixe par cette rotation a donc des carrés 1 et 3 de la méme couleur et
les carrés 2 et 4 de la méme couleur. Le fixateur de cette rotation est de cardinal
42,

e La rotation d’angle 90° échange circulairement les carrés 1, 2, 3, 4. Une colo-
ration fixe par cette rotation a donc les carrés 1 et 2 de la méme couleur, les
carrés 2 et 3 de la méme couleur, et carrés 3 et 4 de la méme couleur. La seule
possibilité est que les 4 petits carrés soient de la méme couleur. Le fixateur de
cette rotation est de cardinal 4.

e De méme, la rotation d’angle 270° échange circulairement les carrés 1, 2, 3, 4.
La seule possibilité est que les 4 petits carrés soient de la méme couleur. Le
fixateur de cette rotation est de cardinal 4.

4. Conclure en utilisant la formule de Burnside.
Solution:
Le nombre de colorations du grand carré mobile est

1
1(44+42+4+4):70

5. Reprendre I'exercice avec un grand carré de coté 3 formé de 9 petits carrés de coté 1.

Solution:

On représente une coloration du carré statique comme une application de I’ensemble
[1,9] (chaque numéro d’un petit carré) dans ’ensemble des couleurs {B, J, N, R}.
Pour chacun des éléments du groupe, on décrit les colorations fixes.

e Toute coloration est fixe par I'identité. Le fixateur de I'identité est de cardinal
49.
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e La rotation d’angle 180° fixe le carré central, échange les autres carrés deux par
deux, par symétrie par rapport au centre : 1 et 5, les carrés 3 et 7, les carrés 2
et 6, et les carrés 4 et 8. Une coloration fixe par cette rotation a donc les carrés
échangés de la méme couleur. Le fixateur de cette rotation est de cardinal 4°.

e La rotation d’angle 90° fixe le carré central, échange circulairement les carrés
diagonaux 1, 3, 5, 7, et échange circulairement les autres carrés 2, 4, 6, 8. Le
fixateur de cette rotation est de cardinal 43.

e De méme, pour la rotation d’angle 270°. Le fixateur de cette rotation est de
cardinal 43.

Le nombre de colorations du grand carré mobile est :

1
1(49 + 45 + 43 + 43) = 65824
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