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Exercice 0:
1. Soit E et F' deux ensembles dénombrables. Démontrer que E U F' est dénombrable.

Solution:
Soit f (resp. g) une injection de E (resp. F') dans N. La fonction suivante est injective :

FUF —N

2f(x) sizxe B
* _>{ 29(x)+1 size F\E

2. Soit E1, ..., F, des ensembles dénombrables. Démontrer que H:‘L:1 FE; est dénombrable.

Solution:
Soit f; I'injection de E; dans N. La fonction f suivante est injective :

[[ie, B —N°
T = (fi(®))1<i<n

Et N" est dénombrable.

Raisonnement combinatoire

Exercice 1:
Démontrer par des arguments combinatoires 1’identité :

Vn € N*, (3;) - 3(2) +6n(g) +nd

Solution:

On compte le nombre de parties a trois éléments dans un ensemble contenant 3n éléments,
dont n sont coloriés en rouge, n sont coloriés en bleu et n sont coloriés en vert.

On distingue alors les cas : les trois éléments sont de la méme couleur, deux éléments sont
de la méme couleur et le troisiéme d’une couleur différente, et les trois éléments sont de
couleurs différentes.

Des applications du lemme des tiroirs

Exercice 2:
On a coloré des arcs sur un cercle de diamétre 1. La somme des longueurs des arcs colorés
est < m/2. Démontrer qu'il existe un diameétre du cercle dont les deux extrémités ne sont
pas colorées.

Solution:

On colore aussi les arcs symétriques des arcs colorés sur le cercle. La longueur des arcs
colorés est alors 2 fois la longueur initialement colorée, donc < 7. Le diameétre d’extrémité
un point non coloré convient.

Exercice 3:
Soit n + 1 nombres my, ..., mp+1 choisis parmi les nombres entiers naturels 1,2, ..., 2n.

Montrer qu’il existe 4,7, 1 <7 # j < n + 1 tels que m; divise m;.
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Solution:

On décompose chaque entier m; sous la forme 2% ¢;, avec ¢; un entier impair compris entre
1et 2n — 1. Il y a n entiers impairs entre 1 et 2n, donc par le principe des tiroirs, il existe
i # j tels que ¢; = g;. Alors m; divise m; ou m; est un multiple de m;.

Dénombrabilité (ou non).

Exercice 4:
Montrer que ’ensemble des parties finies de N est dénombrable.

Solution:
C’est une union dénombrable d’ensembles finis (réunion croissante des P({0,...,n})).

Exercice 5:
Montrer que ’ensemble des nombres décimaux est dénombrable.

Solution:
C’est une union dénombrable d’ensembles finis (partitionner selon la partie entiére, puis le
nombre de décimales).

Exercice 6:
Soit ¥ un alphabet fini.

1. Démontrer que ’ensemble des arbres finis sur 3 est dénombrable.

Solution:
C’est une union dénombrable d’ensembles finis (partitionner selon la taille des arbres).

2. Démontrer que X n’est pas dénombrable (sauf si ¥ est un singleton).

Solution:

Argument diagonal : Par ’absurde, Soit a, b deux lettres différentes dans X. Si on a
énuméré les mots w;, i € N, avec w; = (w;(j))jen, le mot v défini par v(i) = a, si
w;(i) = b, v(i) = b sinon, n’est pas dans I’énumération.

Exercice 7:
Démontrer que ’ensemble des suites a valeurs dans {0, 1} n’est pas dénombrable.

Solution:

Argument diagonal : Par l'absurde, si on a énuméré les suites a valeurs dans {0,1} :
Ui, i € N, avec U; = (U;(j))j € N, alors la suite V' définie par V(i) = 1 — U;(i), pour tout
entier naturel 7, n’est pas dans I’énumération.

Exercice 8:
Donner un exemple d’une famille non dénombrable de parties de N dont les intersections 2

A 2 sont finies.
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Solution:

D’aprés l'exercice précédent, ’ensemble des suites a valeurs dans {1,2} n’est pas dénom-
brable. A une telle suite v = (u;);en, on associe 'ensemble I, = {upu,_1---up | n € N}
(uptp—1 - - up désigne l'entier naturel dont I’écriture en base 10 est uptp—1 - - ug).

Alors la famille I,,, u parcourant I’ensemble des suites a valeurs dans {1,2} convient.

Exercice 9:
En utilisant le théoréme de Cantor Bernstein, démontrer que NV et R sont équipotents.

Solution:

Par double inclusion. On inclut N dans R en envoyant la suite (u;);en sur le nombre réel :

NIRRT (N RS K T |
—— N N~

uo ul u2

On inclut R dans NY en envoyant le nombre réel x de développement décimal
sg(x)(||x||, x1z2ws - - - ) sur la suite :

(Sg(w) +1, L|wH,w1,w2,x3, ’ )

Exercice 10 (L’arbre de Stern-Brocot) :
On cherche a représenter les nombres rationnels strictement positifs en les introduisant sous
la forme d’un arbre de fagon récursive.
On part de deux motifs 0/1 (qui représente 0) et 1/0 (qui représente 'infini).
A chaque étape, on insére entre deux fractions consécutives m/n et m//n’ la fraction
(m+m')/(n+n').
Ainsi, on on obtient aprés quatre étapes :
1) initialisation : [?, §]
¥ 1)
[9 112 l]

1. Vérifier que pour m/n < m’/n’, on am/n < (m+m')/(n+n') <m'/n’.

Solution:
(m+m)/(n+n')—m/n=(m'n—mn)/nn+n)=n"(m'/n'—m/n)/(n+n") >0
et un calcul similaire pour 'autre inégalité.

2. Démontrer que a chaque étape pour deux fractions consécutives m/n < m’/n’, on a
n'm—m/n = +1.

Solution:
Par récurrence : C’est vrai a la premiére étape et n(m+m')—(n+n')m = (nm’ —mn')
et ' (m+m')— (n+n")m' = (n'm —m/n).

3. En déduire que les fractions construites par ce procédé sont sous forme irréductible (i.e.
le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux).
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Solution:

On obtient ainsi une relation de Bezout entre le numérateur et le dénominateur, ils
sont donc premiers entre eux.

4. Soit p/q un rationnel strictement positif représenté par une fraction irréductible. On
suppose que T < % < 7. Démontrer que m +m/' +n+n' <p+q.
Solution:

On a:pn—qgm >1et m'q—n'p>1 (entiers > 0). Donc

m—+m'+n+n < (m+n)(m'q—n'p)+ (m +n')(pn — gm)
= p(n(m’' +n') —n'(m +n)) + g(m'(m +n) — m(m' +n’))
=p(nm’ —n'm) +q (m'n —mn’)

~~ ~~

1 1

=p+q

5. Soit p/q un rationnel strictement positif représenté par une fraction irréductible. Dé-
montrer qu’elle apparait de facon unique dans la construction.
Solution:
On fait une récurrence sur p -+ q.
Sip+qg=2,p=1et g=1et 1/1 est apparu a la premiére étape.
Au début, % < % < %. On raffine petit & petit cet encadrement.

Si < g < ’:;”—,,, alors il y a trois possibilités :

< g < ﬁizl, mais alors m+m'+n+n' <m+m+m'+n+n+n <p-+q.

’Zi;n,/ < %’ < 7;;—,/, mais alors m+m/+n+n' <m+m'+m'+n+n'+n' < p+gq.

. ’
e Sinon, %iz = %.

La suite des encadrements stricts produit une suite strictement croissante < p + g,
donc le processus s’arréte sur un cas d’égalité.

De plus, ceci ne peut se produire qu’une seule fois car la suite produite & chaque étape
est strictement croissante.

6. En déduire que Q*" est dénombrable.

Solution:

On obtient ainsi Q*T comme une réunion sur N d’ensembles finis.

Exercice 11 :
Une autre méthode pour démontrer que [0, 1] est non dénombrable.
Soit {zn }nen une suite de nombre réels dans [0, 1].

1. Construire par récurrence une suite d’intervalles fermés I,, de mesure > 0 tels que :
o Iy C [0, 1],
o [, C I,

e [, est un intervalle fermé de mesure > 0 qui ne contient pas x,,.
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Solution:

On construit la suite d’intervalles par récurrence de la fagon suivante :
° 171 = [0, 1]

e Pour n > 0 avec I,_1 = [an—1,bn—1],

In—l si In ¢ In—l
byp— .
I, = [anrgn - > bnfl] S1 Ty, € [anflvbnfl[
[an_1, %ﬁ] si x, = by 1

2. En déduire que [0, 1] n’est pas dénombrable.

Solution:

On a ainsi construit une suite d’intervalles emboités. Par le théoréme des segments
emboités, Ny, I, est un fermé non vide dans [0, 1]. Par construction, N, I,, ne contient
aucun des éléments de la suite {zp }nen. Il n’est donc pas possible d’énumérer [0, 1].

Exercice 12 (Ensemble de Cantor) :
Soit I = [a,b] un intervalle de mesure § = b — a. On définit p(I) = [a,a + g] Ulb— g,b].
L’application p découpe l'intervalle I en trois intervalles fermés de mesures égales et retire
celui du milieu. On étend p aux réunions finies d’intervalles fermés disjoints en faisant agir
p sur chacun des intervalles.
On définit I’ensemble de Cantor comme C' = N, F,,, ol F), est défini par récurrence sur n

comime :
Fo=1[0,1] et F, = p(F,_1)

1. Démontrer que C est un fermé non vide de mesure nulle.

Solution:

Chaque F), est par construction un fermé contenu dans F;,_;. Par le théoréme des
fermés emboités, C' est un fermé non vide. De plus, par construction, on a u(F,) =
24(Fp—1), donc p4(C) < (%)™ pour tout n € N. Donc par passage & la limite, u(C) = 0.

2. Soit n € N. Démontrer que F), est la réunion de 2" intervalles U%;l[ai,bi], la suite
ap,ai,...,asn représente la suite ordonnée des éléments de la forme M, avec
x; € {0,2} (éléments de [0, 1] dont le développement en base 3 a au plus n chiffres et

ne comporte que des 0 et des 2) et b; = a; + 3%

Solution:
On le démontre par récurrence sur n.

C’est vrai pour Fjy = [0, 1] en posant ag =0 et bg =1 = ag + 3%.

n . A 21 2
Supposons que Fj, = l_lzzzl[ai, b;| avec ag,ay,...,asn une suite ordonnée des éléments

de la forme M et b, = ai+3%, pour tout i. Alors F,, 11 = p(F,) = I_Igllp([ai, bi).

Par définition, p([a;, b;]) = [a;, a; + 3,1%] U b — 371%, bi].

Posons co; = a;, doy = a; + 371%, c2i41 = b — ﬁ, doi+1 = b;, de fagon a avoir
Fry1 = [e2:, dai] U [e2iq1, d2iq1] avec co; < do; < coiq1 < daiq1.

De plus :

anl g;]-3j ZT‘LZI zj3j+1
® Co; = Q5 = 4 3n - 4 3nF1l P

1 1
o dy = a;+ gagr = C2i + 3m7Ts
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1 1 1 2 24307, 2
® coit1=bi—gFmr=aitg g =Cut g = ot )

1
® doit1 =bi =coit1+ g1

3. En déduire que C est l'ensemble des éléments de [0, 1] dont le développement en base
3 ne comporte que des 0 et des 2.

Solution:

. n .37
Les éléments de Uintervalle [a;, b;] avec a; = Z‘% et b; = a; + 3% sont exactement
les éléments dont le développement triadique Z;’;l g—g vérifie y1 = x1,...,Yn = Tp.

4. Décrire une bijection de C sur [0, 1], en utilisant la description précédente.

Solution:
La bijection est :

C —[0,1]

37 27
J=1 J=1

Autrement dit, & un nombre dont un développement triadique ne comporte que des 0
et des 2 on fait correspondre un nombre défini par “son” développement dyadique en
gardant les 0 et en remplacant les 2 du développement triadique par des 1.

5. En déduire que C n’est pas dénombrable.

Solution:
C est en bijection avec [0, 1].
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