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A-Calcul et Logique Informatique
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Exercice 1 — Systéme D (types intersection)
On considere le systeme de types suivant :

La:TEM:T" ©-M:T=T THN:T
Te:Trtao:T ThXaM:T=T r-MN:T'

FFMITl FFMTQ FFM:TlﬂTQ
'EM:T1NTy 'eEM:T;

1. Pour chacun des termes suivants, donner un type que ce terme admet dans le systeme D :
Ax. x x, Axdy. x (y x), (Az. x ) (Ay. y).
2. Quelle est la différence avec les regles de la conjonction/couple ? Quel sens ce systéme
peut-il avoir dans le contexte du typage des langages de programmations ?
3. Parmi les types suivants, donner un terme pour ceux qui sont habités (on ne tentera pas
de prouver qu’un type n’est pas habité) :
— (a=F=>1)=(anf)=>1
— ((anpf)=17)=a=p=>1
— (r=a)n(r=45)=17=>(anp)
— (= (anp)=((r=a)n(r=p))
4. (a) Considérons la définition du cours des candidats de réductibilité. Montrer que I'inter-
section d’une famille non vide de candidats est un candidat.
(b) Proposer une définition pour REDpq7 et généraliser le théoréme du cours reproduit
ci-apres : si ' F u : G est dérivable, alors pour toute 8 € REDr on a u € REDg.

(¢) Montrer que tout terme typable dans le systéme D est fortement normalisant.

5. Montrer que pour tout terme u en forme normale il existe I' et T tels que I' -« : T.
Indice : on a vu une facon pratique d’écrire une forme normale.

6. On définit la fusion de deux contextes de liaison comme suit.
— D AD:=T (et symmétriquement)
— DIAAjz: F):=TAA),z: Fsiz¢T (et symmétriquement)
— Tz F)A(Ajz:G):=(T AA),z: FNG.
(a) Siles ensembles des variables de T' et A sont disjoints, exprimer I' A A autrement.

(b) Justifier brievement quelles relations il y a entre I' AT et I'; puis entre ' AA et AAT;
puis entre (T AA)AX et TA(AAY).

(¢) Montrer que I' - w : F implique TAAF w: F.
7. (a) Montrer que si I' F u[z := v] : 7 et I' - v : ¢ sont dérivables et x ¢ FV(v), alors
I'F (Az.u)v : 7 est dérivable.

(b) Montrer que si ' F ulz :=v] : 7 et At v: o sont dérivables, alors TAAF (Az.w)v: 7T
est dérivable.
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8. Montrer que tout terme fortement normalisant est typable dans D.

Solution exercice 1

1. — Pour tous types F et G, on dérive z : (FF=G)NFFzxz:G, puiskAz. zz: ((F =

G)NF)=G.

— Pour tous types F et G, on dérive z : F = G,y : (F = G) = F F z(yz) : F, sans

utiliser les types intersection, puis - AxAy. z (yz) : (F = G) = (F = G) = F) = G.

— Pour tous types A, B,C, on dérive - \y. y: A= AetFAy.y: (B=C)=B=C

sans utiliser les types intersection, dou - Ay. y : (A= A)N((B=C) = B = ().
En imposant B :=C := Aet F := G := A = A dans le typage de \z.zx ci-dessus, on
obtient - (Az. z ) (\y. y): A=A

2. Les regles de la conjonction/paire obligent & choisir entre les deux types possibles dés
la construction du terme, via les projections m; et mo. Avec les types intersections, un
terme peut avoir deux types simultanément, ce qui est plus proche du polymorphisme des
langages de programmation.

3. — On dérive z : a = 8= 7,y : aNP F xyy: 7, puis on obtient le résultat par
abstractions.
— Peut-étre pas habité (car avoir z : a et y : 5 dans le contexte ne permet pas de dériver
z:anpB).

Soit Av=y:(t=a)N(r=L)etI':=Axz:7.Ondérive ' Fyax:aet T Fyax:p,
d’ouI'Fy x: anB. On conclut par deux abstractions successives.

Soit Ai=y:7=(anNP)etl':=Az:7.Ondérive ’'Fyz:anf, pusTFyz:«
etPFyz: B, douAFXz.yz:7=>aet AF Ax. y x: 7= 3, dou le résultat par
intersection suivie d’une abstraction.

11 suffit de vérifier que les trois conditions CR1, CR2, CR3 sont préservées par intersec-

tion. Soit (S;)ier une famille non-vide de candidats de réductibilité, et soit S := N1 S;.

CR1 Soit keI.Ona SC Sy CSN

CR2 Soient u € S et v tel que u — u'. Alors pour tout 2 € I, on a u € S;, donc
uw €5;. Ainsi v’ € S.

CR3 Soit u qui n’est pas une lambda abstraction, et tel que tous les réduits en une
étape soient dans S. Alors pour tout i € I, ces réduits sont dans S;, donc u aussi.
Ainsi, u € S.

On pose Redrnrr := Redr N Redy . En plus de Redp—p := Redr = Redp et

Redg := SN pour tout type de base F.

On montre que siI' F u : G est dérivable dans le Systeme D, alors pour toute § € REDp

on a ul € REDg. On procede par récurrence sur la dérivation I' - u : G.

— On remarque que si la derniere regle utilisée est Var, Abs ou App, on peut conclure
comme dans le cours.

— Cas ou la derniére regle utilisée est

I'Fu:F T'ktu:G
'Fu:FNG

Soit & € REDr. Par HR uf € REDFr et u € RED¢g, donc uf € RED prq.
— Cas ou la derniere regle utilisée est

FFUZTlﬂTQ
I'w:T;
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Soit § € REDr. Par HR uf € REDr a1,. Or REDy A1, = REDy, NRED7,, donc
uf € RED'E .

(¢) Soit une dérivation T' F u : G. Alors la question ci-dessus, en prenant la substitution
identité pour 6, nous donne u € REDg. Or REDg C SN par CR1, d’ou le résultat.

5. Notons d’abord que pour A-terme u et tout typage I';z : a - u : 7 et type 3, on a aussi
I,z : an Btk u: 7. Cela se montre (facilement) par récurrence sur les dérivations de
z:aklFu:T.

On répond maintenant a la question de 1’énoncé par récurrence forte sur la taille des A-
termes, la taille étant définie, par exemple, par récurrence structurelle sur les A-termes.
(La taille d’une variable est 1, la lambda-abstraction rajoute 1, 'application additionne
les tailles.)

Le résultat est clair pour les variables. Considérons donc un A-terme non trivial en forme
normale. Il peut se présenter en forme normal de téte v = Azy ...z yM;i... M, ot y
est une variable (soit libre, soit un ;) et les M, sont en formes normales, de taille plus
petite que u. Par hypothese de récurrence, pour tout j < p il existe I'; et T} tels que
Fj H Mj : T]

Soit « un type (de base). Si y ¢ U;FV (M), soit 7, := Ty = --- = T, = «. Sinon, soit
Ty 1= Tgﬂ (Ty = -+ =T, = «), ou pour tout z € U; FV (M), le type 7 est 'intersection
des types attribués a z par les I';.

Soit I' 'union des I'; dans laquelle les liaisons (potentiellement multiples) des z € {y} U
(U;FV(M;)) ont été remplacées par les {z : 7, }.

Par la remarque du début appliquée aux z € {y} U (U;FV(M;)), on a I' = M, : T; pour
tout j. Ainsi I' = yM; ... M, : o, le typage de u suit par A-abstraction.

6. (A faire : parler de 2 : F et z: (FNF)NF, etc.)

(a) On a alors que I' A A est égal a I', A.

(b) On montre facilement que 'z : FFa: FNF etz : FNFrz:FetTz: FNGF
x:GNFetl,z: (FNG)NHFz: FN(GNH). Puis on montre par récurrence sur
le nombre de liaisons dans ' que AT Fu: FssilTTFu: F,que T ANAF u: F ssi
AANTFu:F et que (CTAA)AZFu: FssilA(AAY)Fw: F.

(¢) Clest similaire au lemme d’affaiblissement vu en cours pour le A-calcul simplement
typé. Par récurrence sur la dérivation. Il faut juste faire un peu attention pour la

A-abstraction :
Dz:THM:T'

'XeM:T=1T

Par HRona (I,x : T)ANAF M : T". A a-renommage prés, on impose z ¢ A, donc
par définition cela donne (' AA),z: T+ M : T’, d’ou le résultat.

7. (a) Par a-renommage, x ¢ FV(v) donc z ¢ FV (u[x := v]). On peut donc supposer que
x ¢ T'. Premier cas, v ¢ FV(u),doncT'Fw:7,donc ',z : o - u : 7 par affaiblissement
“simple”, d’ou le résultat par abstraction puis application.

Deuxiéme cas, © € FV(u). Solent z1,...,2, les n occurrences de z (libre) dans u.
Soient o1, ...,0, les types des occurrences de v dans u[z := v], i.e. & la place des
T1,...,T,. Montrons par récurrence sur v que I';z : 01 N---Nop, Fuw: 7.

— Siu==xzonalFwv:7alaconclusion de cette dérivation. De plus, ',z : 7 F = : 7,
d’ou le résultat. Si u = y, contradiction.
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— Casoutu=AB.OnalF Afz :=v] : F = 7 pour un certain F, et I’ - B[z :=
v] : F. Soient o1,...,0, (resp. opy1,...,0,) les types des occurrences de v dans
Alz := v] (resp. Blx :==v]). Pr HRonaTl,z : o1 N---Nop, F A: F = 7 et
Dz:oppiN---No,FB:F. Ainsil',z:00N---No, - AB : 7.

— Siu = A\y.A, alors 7 s’écrit F' = G, et I'y: F F Az :==v] : G. Par HR on a
Ny:F,z:o0N---Nop, FA:G,ouoq,...,0, sont les types des occurrences de v
dans A[z := v], d’ou le résultat par abstraction.

OnadoncI'F A Azw:o01N---No,,=7.0rT'Fv:01N---Noy,, dou le résultat.

(b) D’apres une question précédente, on a TAA F ulx :==v] : 7et TAAF v : o sont
dérivables, donc d’apres la question précédente I' A A F (Az.u)v : 7 est dérivable.

8. Montrons que tout terme s fortement normalisant est typable dans le systeme D, par
récurrence lexicographique sur (v(s), |s]), ol v(s) est la longueur maximale d’une réduction
a partir de s.

— Si v(0), alors s est normal et il suffit d’invoquer une question précédente.

— Sinon, soit s’ tel que s — s’. Alors il existe deux termes u et v, et un contexte a un
trou C, tels que s = C[(Az.u)v] et 8 = Clu[z := v]]. Donc v(s) > v(s’). Par HR s
est typable. Soit une dérivation de conclusion I' F s’ : F'. 1l existe une sous-dérivation
d’icelle typant u[z := v], de conclusion de la forme I" - u[z := v] : 7. Notons que pour
tout A, par affaiblissement de cette dérivation, on obtient une dérivation de conclusion
FAAFES :Foul AAF u[z:=0v]: 7 apparait.

Comme s est fortement normalisant, v aussi. Plus précisément, v(s) > v(v). D’autre
part |s| > |v|, donc par HR v est typable, disons par A F v : o. Par une question
précédente, on peut dériver ' A A F (Az.u)v : 7.

Dans la dérivation de T' A A + Clulx := v]], remplagons ' A A F uf[z := v] : 7 par
I'AAF (Az.w)v : 7, puis les occurrences de u[x := v] qui correspondent au trou de C
par (Az.u)v. Cela construit une dérivation de I' A A F C[(Az.u)v] : 7.
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