TD2 février 2022

A-calcul et logique informatique

leroux@lsv.fr

Exercice 1 — Un lemme de substitution

Soit u,v,w € A et z,y deux variables telles que z,y ¢ BV (u) et FV(w) N
BV(u) = FV(v) N BV(u) = 0 (tel que les substitutions ci-dessous soient
valides).

1. Trouver u,v,w tel que uly := w][z := v] # u[z := v|[y = w].
2. Trouver u,v,w tel que uly := wl|[x := v] # ulr = v][y := wlzr = v]].
3. Montrer que si y ¢ FV(v), alors uly := w|[z := v] = u[z := ][y :=
wx = v]].
Exercice 2 — p-réduction et cloture reflexive et transitive

Ci-dessous, on donne la définition par récurrence de la cloture reflexive et
transitive d'une relation binaire — quelconque.

U—>V . u—*w w—*v
+— incl *
u —* v u —* v

refl

trans
u—"u

Dans cet exercice, la fleche simple — dénote dorénavant la S-réduction.
1. Montrer que pour tout u,u € A, si u —* v’ alors Ax.u —* \z.u'.

2. Montrer que pour tout u,u’,v € A, si u —* v’ alors uv —* u'v.

3. Montrer que pour tout u,v,v" € A, si v —* v alors uv —* uv’.
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Exercice 3 — (Réduction parallele)
Dans cet exercice, la fleche simple — dénote la S-réduction. On rappelle les
régles de la S-réduction :

u — u

(Az.u)v — ufz := 0] beta Mo — A 2P
u — u v—
————— appG ———— appD
wv = u'v pp uv — uv' pp

On définit la réduction parallele comme suit, ou y représent une variable
abritraire :

u=u v=1v u = u

P _u=u
wv = u'v' app Az.u = v absP
u=u v=1
Y=y reflVarP (/\:E.u)v = u’[:p — ,U/] betaP

1. Montrer que la regle supplémentaire suivante peut se déduire des regles

originales.
1=y reflP

2. Montrer que la regle supplémentaire suivante peut se déduire des regles

originales.
u=u v=1
ulr == v = ux =]

subP

3. Montrer les inclusions suivantes en donnant des exemples illustrant
qu’elles sont strictes :

(a) - C =
(b) = C —*
4. Montrer que = est fortement confluente.

5. En déduire que — est confluente.
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Solutions exercice 1

1. Soient v = y, w := v := zx. Alors u[y = w|[z := v] = zx(zx) #
rr = ulr =]y := wl.

2. Solent u 1=z, v =y, w = z. Alors u[y = wl[z :=v] =y # z =
ulz =]y == wlr = v]].

3. On montre la propriété par récurrence structurelle sur u.

— Cas (de base) ou u et une variable. On procede par disjonction de
cas.

— Siu = z, alors uly := w|[z :=v] = zr = v] = v et ufz :=
v|[y = wlz := )] = vy = wlz :=v]] = v, car y ¢ FV(v) par
hypothese.

— Siu =y, alors uly := w|[z = v] = w[x = v] et ulz =]y =
wlx :==]] = yly = wlxr = )] = wlx =]

— Siu ¢ {z,y}, alors I'égalité est vraie car u = u.
— Cas ou u = AB. Alors

uly == w][z :=v] = (AB)[y := w|[z := v]

= (Aly = wl[z == ])(Bly == w][z := v])
par définition de la substitution

— (Al := vlly == wlz == o]])(Blr = v]ly == wlw == v]])
par hypothese de récurrence (HR)
car les conditions sur les variables sont conservées.

= (AB)[z := ][y := w[z := v
par définition de la substitution

= ulz :=v|[y == wlz := ]

— Cas ou u = A\z.A, avec z variable fraiche. Alors
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Solutions exercice 2

1.

Montrons que u —* ' implique Az.u —* Azx.u' par récurrence struc-
turelle sur u —* u'.

— Cas (de base) ou u —* «/ vient de v’ = u. Alors \x.u —* Az,
car \z.u = \r.u'.

— Cas (de base) ou u —* v vient de v’ — u. Alors Az.u —* Az,
car Ax.u — Ax.u' par la regle abs, puis par la regle incl.

— Cas ou u —* v/ vient de u —* v et v =* v/. D’une part Ar.u —*
Azx.v par HR, et d’autre part \z.v —* Azr.u’ également par HR.
Donc Az.u —* Az.u’ par la regle trans (i.e. transitivité de —*).

. Montrons que © —* «’ implique uv —* u'v par récurrence sur u —* u'.

— Cas (de base) ot u —* v’ vient de ' = u. Alors uv —* u'v, car
uv = u'v.

— Cas (de base) ou u —* ' vient de v/ — w. Alors uv —* v'v, car
uv — u'v par la régle appG.

— Cas ou u —* v vient de u —=* w et w —* /. D’une part uv —*
wv par HR, et d’autre part wv —* /v également par HR. Donc
uv —* v'v par transitivité de —*.

. D’une maniere similaire on peut montrer que v —* v implique uv —*

uv'.
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Solutions exercice 3
1. A faire.

2. Montrons que pour tout w,v,u’,v" € A, si u = u' et v = v alors

ulx == v] = u/[xr := '], par récurrence structurelle sur w.

— Cas (de base) ou u est une variable. Alors v/ = u, car u = ' ne
peut venir que de la regle refl. Si u # z alors ulzx := v] = u/[x := '],
et u[z := v] = [z := V'] par reflP. Si u = z, alors ulx ;= v] = vet
'z =] =, et u[r :=v] = vz := V'] par hypothese v = v'.

— Cas ou u = Ay.A (ou y est une variable fraiche, en particulier
n’apparaissant pas dans v ou v’). Alors u = u' ne peut venir
que de la regle absP. Donc ' = Ay.A" avec A = A’. Par hy-
pothese de récurrence (HR), on a Az := v] = A'lx := '], donc
Ay Alz = v] = \y.A’[z := ¢/] par la régle absP. Or A\y.A[z :=
v] = (A\y.A)[z := v] et par définition de la substitution, et de méme
Ay A'lz =" = (A\y.A")[x := '], donc uf[z :=v] = u[z :=].

— Cas ou u = AB. On procede par disjonction de cas.

— Cas ou u = v’ vient de appP. Alors u = AB et v’ = A’B’ avec
A= A et B= B'.Par HR on a Az :=v] = A'lx := ] et
Blz := v] = B'[x := v/]. Par la regle appP on trouve Az :=
v|Blz = v] = A'lx := V|B'[x := ¢']. Or par définition de la
substitution on a A[z := v|Blzx := v] = (AB)[z := v], donc
ulr == v] = vz =],

— Cas ou u = ' vient de betaP. Alors u := (A\y.A)B et v :=
A'ly := Bl avec A = A’ et B = B’. Alors

ulz :=v] = ((\y.A)B)[z := 0]
[

car Alx :=v] = A'lx := ] et B[z :=v] = B[z =1/
par HR, et par la regle betaP
= A'ly := B'][z .=/
par 'exercice 1, en particulier car y est fraiche
=[xz =1
3. (a) Soit M := (Az.x)y. On a yMM = yyy, mais yMM -4 yyy. Cela
montre que s’il y a inclusion, celle-ci est stricte.
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(b)

Montrons que pour tout u,v € A si u — v alors u = v, par

récurrence structurelle sur u — v.

— Cas (de base) ot v — v vient de la regle beta, i.e u = (A\x.A)B
et v = Az := BJ. Par reflP, on a A = A et B = B, donc par
betaP on trouve u = v.

— Cas ol u — v vient de la regle abs, i.e. u = Ax.A et v = Ax. A’
avec A — A’. Par hypothese de récurrence (HR) on a A = A’,
donc par la regle absP, on a u = v.

— Cas ou u — v vient de la regle appG, i.e. u = ABetv=A'B
avec A — A’. Par reflP, on a B = B, et par HR on a A = A/,
donc par appP on a u = v.

— Le cas ou u — v vient de la regle appD est traité de maniere
similaire.

(Azy.z)zy —? z mais (A\zy.z)zy 7 2. Cela montre que s’il y a

inclusion, celle-ci est stricte.

Montrons que pour tout u,v € A si u = v alors u —* v, par

récurrence structurelle sur u = v.

— Cas (de base) ou u = v vient de reflVarP, i.e. v = u est une
variable y. Alors u —* v par reflexivité de la cloture réflexive
et transitive.

— Cas ol u = v vient de absP, i.e. u = Ax.A et v = AA" et
A= A’ ParHRona A —* A'. Par 'exercice 2.1 on a \x. A —*
A Al

— Cas ou u = v vient de appP, i.e. u = AB et v = A'B’ avec
A= A e B = B.Par HR on a A —»* A ' et B =»* B’
Par D'exercice 2.2 on a AB —* A'B. Par 'exercice 2.3 on a
A'B —»* A'B'. Ainsi, AB —* A'B’ par la transitivité de —*.

— Cas ot u = v vient de betaP, i.e. u = (Ax.A)B et v = A'lx :=
B'|, avec A= A’ et B= B'. Par HR, on a A —* A’ et B —*
B'. Par I'exercice 2.1 on a donc A\x.A —* Ax.A’. Par 'exercice
2.2 et 1.3 0on a (Az.A)B —* (A\z.A")B’. Par la régle beta on a
(M. A"YB' — A'lx := B'], donc (\x.A)B —* A'[x := B’| par
définition de la cloture transitive.

4. Montrons que pour tout u,u;,us € A, si u = u; et u = wuy alors il
existe v € A tel que u; = v et uy = v, par récurrence structurelle sur

u.

— Cas (de base) ou u est une variable : donc u; = uy = u, et v :=u
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convient par la regle reflP.

— (Cas ou u est une A-abstraction Axz.A. Alors u; est nécessairement
de la forme Az.A; avec A = A;, pour tout i € {1,2}, car seule la
regle absP a pu s’appliquer pour réduire u. Par HR, il existe B tel
que A; = B et Ay = B. Soit v := Ax.B. Par la regle absP, on a
donc u; = v et us = v, donc v convient.

— Cas ou u est une application AB. Procédons par disjonction de
cas.

— Siuy; =u (resp. ug = u) alors v := uy (resp. v := uy) convient.
Cela couvre les cas ol au moins I'une des réductions paralleles
vient de reflP.

— Siu; = AB; et up = AyBy et les deux réductions viennent
de appP. Alors A = A; et B = B; pour tout i € {1,2}. Par
HR soient A" et B’ tels que A; = A’ et B; = B’ pour tout
i € {1,2}. Pour tout i € {1,2}, par appP on a A;B; = A'B’,
donc v := A’B’ convient.

— Si une des deux réductions paralleles (par exemple la premiere)
vient de betaP et 'autre de appP, alors il existe C, B, C1, By, Cs, By €
A tels que A = \x.C et uy = Cy[x := By] et uy = (A\x.Cs) By,
avec C' = C; et B = B; pour tout ¢ € {1,2}. Par HR, soient C"
et B tel que C; = C’ et B; = B’ pour tout i € {1,2}. Soit v :=
C'[xz := B']. Par la question 3.1 on a Cy[z := B;] = C'[z := B/
et par la regle betaP on a (Az.Cy)By = C’'[z := B'], donc v
convient.

— Si les deux réductions paralleles viennent de betaP, alors on
invoque deux fois la question 3.1.

5. On note que par un résultat du cours, toute relation fortement confluente,
telle =, est confluente. On note que —-*C=-* car —-C=> comme prouvé
a la question 3.2.a. On note finalement que
Soient u,uq,us € A tels que u —* uy et u —* uy. Alors u —* up et
U —* Ug
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