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Ordinal cardinal

@ Deux ensembles sont dits équipotents s'ils sont en bijection.

@ Un ordinal est dit cardinal s'il n'est équipotent a aucun ordinal plus
petit que lui.
@ w est donc un cardinal, car w est infini et tout n < w est fini.

@ Tout n < w est aussi un cardinal.

Lemma
Tout cardinal infini est un ordinal limite.

Proof.

Soit a un ordinal infini, alors cc + 1 est équipotent a «. En effet, soit
f:a+1— atelle que f(a) :=0et f(n) :==n—+1 pour tout n < w, et f
est |'identité sinon. Alors f est une bijection (mais pas un isomorphisme
de bon ordre !) O
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Cardinal d'un ordinal

Lemma
Pour tout ordinal, il existe I'ordinal le plus petit qui lui est équipotent.
C’est un ordinal cardinal.

Proof.

Soit & un ordinal. La collection des ordinaux plus petits que ou égal a et
équipotent a « est un ensemble non-vide, car « est dedans. Cet ensemble

a donc un minimum. Par minimalité c'est un cardinal. [

@ Le cardinal d’un ordinal est le plus petit ordinal qui lui est équipotent.

@ On note |« le cardinal de a.

@ Le cardinal de w-2 = w+w est w : la fonction f : w — w - 2 telle que
f(2n) := net f(2n+ 1) := w + n est une bijection (mais pas un
isomorphisme de bon ordre !)

@ Tout bon ordre est isomorphe a un unique ordinal, on peut donc lui

associer un cardinal.
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Divers

Lemma
Q o <a.
@ Tout cardinal est son propre cardinal : ||a|| = |a.
© Deux ordinaux sont équipotents ssi ils ont le méme cardinal.
Q Pour des ordinaux o < 8 on a |a| < |5|. (TD)
© Pour des ordinaux o < 3 < 7, si |a| = || alors |o| = |B].

Lemma
Soient <1 et <, deux bons ordres sur A. Soient a1 et o les ordinaux
isomorphes respectifs. Alors || = |aa|

Proof.
|oj| et o sont équipotents. «; et A aussi.

Ol

Tout ensemble bien ordonnable est donc équipotent a un (unique) ordinal

cardinal, qu'on lui associe.
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Bornes inférieures/supérieures et cardinaux

Lemma
Pout tout ensemble non-vide A de cardinaux, inf A= NA = min A.

Lemma
Pout tout ensemble A de cardinaux, sup A = UA est un cardinal.

Proof.

Soient o :=sup A et B < . Par définition du sup, soit k € A tel que

B <k <a. Donc |B| <5 <k =|k|l<|al, donc B n'est pas équipotent a
o. Ol

v
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Addition et multiplication cardinales
K +k A= |k + A| (Attention : 4 pas notation usuelle)

Lemma

Soient deux ensembles bien ordonnables disjoints A et B. Alors AU B est
bien ordonnable et |AU B| = |A| +« |B].

Proof.

AU B est équipotent a |A| + |B|, donc a ||A| + |B|| = |A| +« |B|. O
K-k A := |k - A| (Attention : -, pas notation usuelle)

Lemma

Soient deux ensembles bien ordonnables A et B. Alors A x B est bien
ordonnable et |A x B| = |A| ¢ |B|.

Proof.
A x B est équipotent a |A| x |BJ, donc a |A| - |B|, donc a
A - 1Bl = |A] -« |BI. ]
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Addition et multiplication cardinales (II)

Lemma
© L’addition et la multiplication cardinales sont commutatives.
@ L’addition et la multiplication cardinales sont associatives.
© La multiplication cardinale est distributive par rapport a I'addition.
Q@ SiAN#0,alorsk < K-, A

Proof.
© L'union commute, et A X B est équipotent a3 B x A.
© L'union est associative et le produit cartésien aussi a bijection pres.

© Soit A, B, C des ensembles ou B et C sont disjoints. Alors
|JAx (BUC)|=]Ax BUA x C|, donc
|Al -k |BUC| =|A x B| +« |A x C|, donc
Al (1B] + |C[) = |Al  |B| +& |A| -x |C]. De méme pour la
distributivité a droite.

Q@ EnTD




Relation induite par une bijection

Lemma
Soient R une relation binaire sur A et f : A — B une bijection.

o Il existe une unique relation R¢ sur B telle que f : (A, R) — (B, Ryf)
soit un isomorphisme de relations.

o Re={(b,b))e Bx B|3aad € A(f(a)=bAf(a)=b NaRd)}

@ Si R est un bon ordre, Ry aussi.
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Des ordinaux et cardinaux de grande taille

Lemma

Soit A un ensemble, il existe un ordinal équipotent a aucune des parties de
A.

Proof.

Par séparation, soit B |'ensemble des relations R € P(A x A) telles que
dom(R) = cod(R) et qui sont des bons ordres sur dom(R). Pour chaque
bon ordre R € B, il existe un unique ordinal isomorphe.

Soit ¢(R, a, B) qui dit que R € B et est isomorphe a I'ordinal «. Alors ¢
est fonctionnelle. Par remplacement, soit C I'ensemble de ces ordinaux.
Soit o := (UC) + 1 = (sup C) + 1, qui est ainsi plus grand que chaque

~v € C. Vers une contradiction, soit f : &« — A injective. Alors f induit un
bon ordre <¢ sur f[a], donc <r€ B. Soit donc I'ordinal 8 € C isomorphe
a <f. Or <y est isomorphe a «, donc 8 = «, contradiction. Donc une
telle f n'existe pas, donc « n'est équipotent a aucune partie de A. [
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Des ordinaux et cardinaux de grande taille (I1)

Lemma (Rappel)

Pout tout ensemble, il existe un ordinal équipotent & aucune des parties.

Corollary
Pour tout ensemble, il existe un cardinal équipotent a aucune des parties.

Proof.
Prendre le cardinal de I'ordinal du lemme précédent. O

Corollary

Pour tout ordinal «, il existe un cardinal plus grand que |«|.

Proof.
Il existe un ordinal 8 équipotent a aucune des parties de «, donc plus
grand que « et tel que |B| # |af, donc |a| < |B]. O
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Les cardinaux infinis

Pour tout ordinal «, on note a™ le plus petit cardinal strictement plus
grand que «, i.e. “successeur” du cardinal |a|. On définit :

@ Wy ‘=W

@ wot1 = (wa)

@ Pour tout ordinal limite non nul &, on pose wy = supg.q wWgs-

+

Lemma

Pour tout ordinal o, w, est un cardinal.

Proof.
Par récurrence sur a.
@ wp = w par définition, et w est un cardinal.
o Si = +1 et wg cardinal, alors w, = w;f, donc est un cardinal.

@ Si « est limite, w, est la borne supérieure d’'un ensemble de
cardinaux, donc est cardinal.
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Les cardinaux infinis (II)

@ Wy = w
@ wai1 = (wo)t

@ Pour tout ordinal limite non nul o, on pose wy = supg., Wgs-

Lemma
Q Sia < alors wy < wg.
Q a<wy

Lemma

Pour tout cardinal infini x, il existe un ordinal o tel que kK = wy,

Proof.
plus tard O
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Les cardinaux infinis (IlI)

Pour tout ordinal «, on note N, := w, quand on veut insister sur le
cardinal plutdt que l'ordinal. N s’écrit aussi aleph.

On va montrer sur les transparents suivants que X, -, 8, = X, pour tout
ordinal a.
Corollary

Pour tous cardinaux infinis k, A\, on a k +x A = K -,k A = max(k, A). J

Proof.
max(k, \) < K +k A < K, A < max(k, A) -,k max(k, A) = max(k, A). DJ
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Bon ordre canonique pour les couples d'ordinaux

On définit un ordre sur les couples d'ordinaux (# pour la multiplication).
On pose (a, B) <c (7, d) dans chacun des cas suivants :

(v, B) < max(7,9),
e max(a, 8) = max(v,d) et a < 7,
(o, ) = max(y,0) et a =y et <.

@ max

@ max

Lemma
© < est un ordre total.
@ Tout ensemble E # () de couples d’ordinaux a un <.-minimum. (TD)
@ Pour tout a, a X «v est le segment initial engendré par (0,a). (TD ?)

@ Pour des ordinaux «, 8 on note I'(«a, 8) I'ordinal isomorphe au
segment initial engendré par («, 8) (pour <¢).

® OnasupgsoM(A,0) = Ups<al (8,6) ={1(5,0) | (8,0) € a x a} =
= Na x a]. (Attention o x ] 7é Mo, a).)

e Exemple : MNw X w] = w.
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Bon ordre canonique pour les couples d'ordinaux (1)

Lemma
@ Tout ensemble E # () de couples d’ordinaux a un <.-minimum. (TD)

@ Pour tout o, o X «v est le segment initial engendré par (0,c). (TD ?)

@ Pour des ordinaux «, 8 on note I'(a, ) I'ordinal isomorphe au
segment initial engendré par (o, 3) (pour <c).

@ On note que supg 5., (8,9) = a x a].

Lemma
Q (o,0) <c (7,9) ssiT(e,B) < [(,0). (Par définition deT.)
Q [lMNa x f]] =|a x B = |a| -« |B|. (Cf produit cartésien.)
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Multiplication des cardinaux infinis

Theorem
Pour tout cardinal infini k, on a k -x kK = K.

Proof.

Vers une contradiction, soit x minimal parmi les cardinaux tel que

K # K -k k. (Moralement, on fait une récurrence.) Or k < k -k K, donc
k< k- k= |k x k]| <T[k x K]. Soient donc deux ordinaux 3,7 < Kk
tels que ['(3,7v) > k. Or k est un ordinal limite, soit donc un ordinal § tel
que 3,7 < § < k. Comme § X § est un segment initial de I'ordre
canonique <. (engendré par (0,9)), et comme § x & contient (3,7), on a
aussi k < [0 x 4], donc [6] <0 < Kk < |0 % 8]| = |d] -k |4]. Or § est infini
car 3 et v ne peuvent pas étre tous les deux finis. Donc [0| < [0] -k |9
contrededit la minimalité de «. Ol
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Produits Cartésiens et cardinaux

Theorem (Rappel)

Pour tout cardinal infini k, on a k - kK = K.

Corollary

Soit A1, ..., An un nombre fini d'ensembles infinis, équipotents, bien
ordonnables. Alors |A; X - -+ X Ap| = |A1].

Un ensemble est dit infini dénombrable s'il est en bijection avec N, i.e. de
cardinal Ng.

Corollary
Nk est dénombrable pour tout k € N. J
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Théoreme de Cantor-Schroder-Berstein

On aimerait comparer la taille des ensembles avec un préordre total,
i.e. une relation binaire réflexive, transitive, et totale.

On voudrait que les ensembles soient de méme taille ssi ils sont en
bijection.

On note A Zin; B s'il existe une fonction injective de A dans B. On
note A <inj Bsi A jinj B et —|(B jinj A) On note A ~inj B si

A jinj BetB jinj A.

Zinj est un préordre, i.e. réflexif et transitif, sur la classe des

~

ensembles.

On aimerait un préordre total, mais ce n'est pas le cas avec les
axiome actuels.

Mais A ~j,; B ssi A et B sont équipotents, cf ci-dessous.

Theorem (Cantor-Schroder-Berstein)

S'il existe une injection de A dans B et une injection de B dans A, alors il
existe une bijection de A dans B.
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La taille des ensembles bien ordonnables
Rappel : tout ensemble bien ordonnable est équipotent a un (unique)
ordinal cardinal, qu’on lui associe.
Lemma
@ Pour A et B bien ordonnables, on a
A jinj B ssi |A| < |B|
A ~jy B ssi |A| = |B| ssi A et B sont équipotents.
A <inj B ssi |Al < |B].

@ Sur la classe des ensembles bien ordonnables, 3in; est donc un bon
préordre total.

Preuve de A < B ssi |A] < |B].
e Si |A| < |BJ, alors soit f : |A| — |B]| telle que f(«) := . Soit
g:AS |Alet h:|B| = B. Alors hof og A— B est injective.
@ Soit f : A— B injective. Soit <4 et < bons ordres sur A et B

respectivement. Alors (f[A], <a r) est un bon ordre, isomorphe a un

ordinal a. Or (B\ f[A], < |g\r[a]) est aussi un bon ordre, isomorphe
a un ordinal 7. Alors |B| = |+ | > |a| = |A.
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Pourquoi injection et pas surjection ?

© Pourquoi n'utilise-t-on pas des surjections pour comparer les tailles ?

@ A-t-on “S’il existe un surjection de A dans B et une surjection de B
dans A, alors il existe une bijection de A dans B” 7

Lemma
S'il existe une injection de A dans B, il existe une surjection de B dans A.

@ La réciproque n'est pas vraie avec nos axiomes actuels.

@ De méme, la réponse a la question 2 est non avec nos axiomes actuels.
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