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On rappelle qu'une machine de Turing utilisant un espace O(f) peut étre modifié pour
n’utilisé qu’un espace f (cela est donné par le théoréme d’accélération en espace).

Question 1 Rappeler quel est l’espace utilisé par une machine de Turing (en particulier,
pour les cas ot l'on considére des machines qui utilisent un espace f(n) < n ot n est la
taille de ’entrée).

Représentation des graphes

Un graphe orienté est un couple (V, E), ou V ={0,...,n—1} est un ensemble fini de n
sommets (vertez) et E C V x V est un ensemble fini d’arétes (edge). Il existe deux fagons
standard de représenter un graphe avec un alphabet fini ¥ contenant au moins {0, 1}, que
nous décrivons ci-dessous. Etant donné un entier m, on note m € {0,1}* son codage en
base deux.
Liste d’adjacence : Une représentation en liste d’adjacence de G code le graphe
comme une liste [ de longueur n, ot le u-iéme élément de la liste est la liste de tous
les sommets v tels que (u,v) € E.

Matrice d’adjacence : Une représentation en matrice d’adjacence de G code le graphe
comme une matrice M carrée a n lignes et n colonnes, et a valeurs dans {0,1},
telle que Mu|[v] =1 si et seulement si (u,v) € E.
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Question 2 Proposer un alphabet X3 pour représenter un graphe (que l'on pourrait utiliser
pour les deux représentations).

Question 3 Donnez une représentation du graphe ci-dessus en liste d’adjacence et en
matrice d’adjacence a l'aide de cet alphabet.

Question 4 Montrez qu’il existe une fonction logspace (i.e. qui peut étre implémenté par
une MT qui utilise un espace en log(n)) qui & toute représentation d’un graphe G en liste
d’adjacence associe une représentation de G en matrice d’adjacence.

Réciproguement montrez qu’il existe une fonction logspace qui & toute représentation
d’un graphe G en matrice d’adjacence associe une représentation de G en liste d’adjacence.



Fonction LOGSPACE et L

Question 5 Montrer que toute machine de Turing déterministe qui calcule en espace
logarithmique (c’est-a-dire telle que espace utilisé sur une entrée de taille n est au plus
logn), s’arréte aprés un nombre d’étapes polynomial. Qu’en est-il si l’espace pris est en
log® n pour un k> 27

Question 6 Soient hy : Ly — Lo et ho : Lo — L3 deux fonctions calculables en espace
logarithmique par des machines déterministes.

Montrer que la fonction ho o hy : L1 — L3 peut aussi étre calculée en espace logarith-
mique par une machine déterministe.

Considérons un alphabet fini A. Pour une fonction partielle f : A* — A* défini sur son
domaine dom f, on associe le langage :

Dy ={(z,i,a) € A*xNxA |z ecdomfet0<i<|f(x) avec a la i-eme lettre de f(x)}.

On suppose que i est représenté en binaire.

On dit qu'une fonction est calculable en espace logarithmique s’il existe une machine de
Turing déterministe M qui, sur une entrée x € A*, termine et écrit f(x) sur sa bande de
sortie en utilisant un espace logx. Si f(x) n’est pas définit, la machine My doit atteindre
un état rejetant.

Question 7 Montrer qu’une fonction totale f est calculable en espace logarithmique si et
seulement si Dy € L = SPACE(log) et il existe un polynome p tel que |f(x)| < p(|z|) pour
tout x de A*.

Question 8 Peut-on retirer I'hypothése de existence d’un tel polynéme p ¢

Question 9 Peut-on retirer Uhypothése que la fonction f est totale ¢



