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TD 9

Exercice 1. On considere le langage {*, ®}* équipé de la sémantique & petits pas suivante:

X xoY - XY i X =x«"
XexYy - XY siX=e"

1. Montrez que cette sémantique est déterministe, s.e. si A — B et A — B’ alors B = B’.

2. On considere le DCPO (non pointé) {0, 1} équipé de l'ordre discret (“plat”), et on se donne
la sémantique définie par:
[e] = 0;
[aX]=1—[X] a€ {x e}

Montrez que cette sémantique est correcte par rapport a la sémantique a petits pas.

3. Méme question pour le DCPO (non pointé) des entiers relatifs équipés de 1'ordre plat et la
sémantique suivante:
[e] =0
[+X] =1+ [X]
[eX] = -1+ [X]

4. On se donne la notion d’équivalence observationnelle suivante:
A ~ B lorsque pour tout contexte C[.], C[A] —=* € ssi C[B] —* e.

Montrez qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. Les deux sémantiques dénotationnelles
ci-dessus sont-elles completement abstraites pour cette équivalence observationnelle ?

Exercice 2. On considére le langage Imp et la logique FOI0, 1, +, X]

e x=z|0|1l]et+e| —elexe

e = eli

b = e=e|-b|bAD

¢ == skip|z:=e|¢c|if bthen celse ¢ fi | while b do ¢
p u=ce=¢€|-p|lenp|Tip

ou z est une variable de programme, et i est une variable a valeur entiere.
On reprend la sémantique dénotationelle de Imp [c] : ZV* — ZY* vue en en cours, et on
définit pour une interprétation p € ZV?" la relation de satisfaction p = ¢ comme attendue:

p el =exiff [er]p = [e2]p
pE-piff plEp
pEONYIEpEpand p =1
p E Ji.p iff p | p[i + n] for some n

On appelle triplet de Hoare un triplet {¢} ¢ {¢}. On dit qu’un triplet de Hoare {¢} ¢ {¢}
est valide, noté |= {¢} p {¢} ssi pour tout p,

(pEeANclp) #L)=[cdp Ev
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1. On introduit les régles de déduction suivantes:

{onbta{v}  {pA-b} e {¢}
{«v} skip {0} {plr:=e]} z:= e {p} {0} if b then c; else c; fi {¢}

Fe=¢  {¢}c{d'} Ey =9
{¢} c {v}

Montrez que tout triplet de Hoare prouvable est valide.

2. Proposez une regle pour le while et la composition séquentielle, et étendez le résultat de la
question précédente au nouveau systeme.

3. A laide de ce systeme de preuve, donnez une preuve du triplet de Hoare
{r=0Ay=0Az2=0An>0}c{z=n}
ol c est le programme while z <3ndo z:=2+4+3; y:=y+2z—-3; z:=x+y—2z+1.
4. Prouvez la correction de ’exponentiation rapide.

5. On appelle plus faible précondition libérale I’ensemble

wip(c,¢) == {p € Z*" | [c](p) = L ou [c])(p) = ¥}

Montrez que pour tout programme c sans boucle while et toute formule ¢, il existe une
formule WLP(¢, ¢) qui caractérise wlp(c, ), c’est & dire que pour tout p, p |E WLP(c, p)

ssi p € wip(c, ).

6. On admet que I'on peut définir une formule WLP(¢, ¢) pour tout programme ¢. En déduire
que la logique de Hoare est complete : sile triplet {¢} ¢ {1} est valide, alors il est prouvable.

Indication: on pourra commencer par montrer que le triplet {WLP(c,¢)} ¢ {¢} est prou-
vable.

7. On suppose fixé un systeme de preuve S de triplets de Hoare tel que

e S est correct : tous les triplets de Hoare prouvables sont valides.

e S est vérifiable : on peut décider, étant donné un arbre de preuve, si cet arbre de
preuve est une preuve dans S.

Montrez que S est incomplet.
8. Pourquoi la logique de Hoare est-elle malgré tout complete?

9. On admet que la formule dont I'existence est admise en question 6 est de plus calculable.
En déduire que le probleme:

e Entrée: une formule A

e Question: est-ce que A est valide ?

n’est pas récursivement énumérable.



L3 ENS Cachan Programmation 1 December 5, 2016

Exercice 3. On étend le langage Imp avec deux nouvelles commandes break et continue. Un
programme est dit bien formé si toute occurence de break et continue est a l'intérieur d’un
while; dans la suite, on suppose toujours les programmes bien formés.

On généralise la notion de triplet de Hoare & des triplets de la forme IT - {¢} ¢ {¢} ot IT est
une pile de paires (¢, 1), et on remplace la régle du while par la regle suivante.

(p,).IIF {p Ab} ¢;continue {1} wA=bEY
IT+ {¢} while b do ¢ {¢}

1. Proposez deux regles pour break et continue de sorte que I'on puisse prouver le triplet
de Hoare suivant.

F{y >0} while y >0do if y =1 then break else y :=y—2fi {y=0vy=1}

2. On appelle continuation une fonction x : ZV2* — (ZV?"), et on note K l'ensemble des
continuations. Proposez une nouvelle sémantique dénotationelle [c]qps : K X (K X K)* — K
qui & une continuation k et a une pile de paires de continuations 7 associe la continuation

[c] cps (K, ).

3. On veut maintenant montrer que la logique de Hoare définie en premiere question est
correcte. On introduit les définitions suivantes.

e Une continuation k est p-sire, safe(k, ), si pour tout environnement p, p &= ¢ im-
plique k(p) = L.

e Une pile de paires de continuation @ = (k¢ 1,kp1) ... (ke n,kpn) est sire pour une
pile de paire de formules IT = (¢1,%1) ... (¢n, ¥n), safe(w, II), si pour tout i =1...n,
safe(ke s, pi) et safe(ky 4, ;).

e un triplet de Hoare IT + {¢} ¢ {1} est valide si pour tout k, w, safe(k, ) et safe(n,II)
impliquent safe([c]cps(k, ), ©).

Montrez que la logique de Hoare définie a la question 1 est correcte.



