Types intersection et modeles de filtres

Correction.
Documents autorisés (en particulier le poly).
I. Types intersection.

On considere la discipline de typage suivante. Soient A, B, C, ..., des variables de types.
Les types I, G, H, ..., sont définis inductivement par:

e les variables de types sont des types;

e la constante spéciale € est un type;

e ' — (5 est un type pour tous types F', GG
e F'N G est un type pour tous types F', G.

(“Inductivement” signifie qu’il n’existe aucune autre fagon de fabriquer un type.)
Les regles de typage sont données par le systeme suivant, appelé DS2:

(A1) ——— (@)
le:FrFx: F 'Ft:Q
Fe:FHt:G 'Fs:F—G T'Ht:F
— I) (— E)
'FXe-t: F—G I'kst:G
'kt F T'Ht: G 'Et: FNnG 't: FNG
(nf) — (NE;)) ——  (NEy)
'Et:FNG 'kt F 'kt G

Comparé au systeme des types simples, les régles supplémentaires sont: (£2), qui énonce que
’on peut typer n’importe quel terme de type 2; et les regles (NI), (NE}), (NEy), qui expriment
que les termes de type F' N G sont ceux qui ont exactement les deux types F' et G.

Le systeme D est défini comme le systeme D2, a ceci pres que {2 n’est plus dans ’algebre
des types, et que donc la regle (£2) en est aussi retirée.

1. Montrer que 0 = Az - xx est typable en systeme D mais pas dans le systeme des types
simples.



Le terme 0 est clairement de type F' N (F — F') — F pour tout type F' en systéme
D. Dans le systeme des types simples, I' = \x - xx : F' — G nécessite de pouvoir

dériver I',x : F + xx : G. Donc on doitavoirU,x : F+x: F' — GetI'x: F'
pour un certain type F', ce qui implique ' = F' = F' — G, ce qui est impossible.

2. On admettra la propriété d’auto-réduction pour la F-réduction pour les systemes D et DS).

En adaptant la preuve de normalisation forte du systeme des types simples du cours,
montrer que tout terme typable dans le systeme D est fortement normalisant pour la (-
réduction. (On ignorera laregle 77.) On pourra se contenter d’énumérer les cas qui changent
par rapport a la démonstration du cours, et de se concentrer dessus.

On définit comme dans le cours RED 4 = SN pour les types de base A, REDp_.c =
{u|Vv € REDy - uwv € REDg}. A ces définitions on ajoute REDpng = REDp N
REDg,.

En premiere étape, nous devons d’abord démontrer (CRI), (CR2) et (CR3), par
récurrence sur les types. Le seul nouveau cas est celui des types intersection:

(CR1) Siu € REDpng alors uw € SN. Clairement si u € REDpqg, alors u €
RE Dy, donc par hypothése de récurrence (CRI), u € SN.

(CR2) Siu € REDpng et u — v alors v € REDpng. Siw € REDpng, par
définition u € REDp et w € RE D¢, donc en utilisant deux fois I’hypothése de
récurrence (CR2), v € REDp et v € REDg. Par définition, v € RED p¢.

(CR3) Si u est neutre, et tous ses réduits en une étape sont dans RE D g, alors u
est dans REDpng. Comme u est neutre et tous ses réduits en une étape sont

dans RE Dy, par hypothese de récurrence (CR3) u est dans REDp. De méme,
u est dans RE D¢. Donc u est dans RE D prg.

Ensuite, on doit démontrer que: (x) si x1 : Fy,...,x, : F, -t : H est dérivable,
alors pour toute substitution o des variables x; par des termes v; € REDp, 1 <1 <

n, to est dans RE Dy. C’est, comme d’habitude, par récurrence structurelle sur la
dérivation de typage donnée.

Les nouveaux cas a traiter sont les trois nouvelles regles (N1I), (NEy), (NE,).

e (NI). Par hypothése de récurrence to € REDp, ettoc € RED¢. Par définition,
to € REDFmg.

e (NE)). Par hypothése de récurrence toc € REDpng, donc to € REDp.
o (NEs). Similairement.

Par (CR3), toute variable est dans RE D, pour tout i. Donc on peut prendre v; = x;
dans (x), ce qui implique que sit est typable de type H, alorst € REDy. Par (CRI),
te SN.

3. En déduire que, bien que ¢ soit typable en systeéme D, 66 ne 1’est pas.



Si 00 était typable en systeme D, il serait fortement normalisant. Mais 00 — 00 ne
termine pas.

4. Montrer que D2 n’admet pas la propriété d’auto-réduction pour 7.
Soit le terme \x - yx, typé par:

r:AFyx:Q
Flx-yr:A—Q

Mais les seuls types F' tels que -y : F soit dérivable sont des intersections de €2, ce
qu’on démontre par récurrence structurelle sur une dérivation donnée de - y : F.
Si la derniére régle appliquée est (2), (NI), (NEL), (NEy), ¢’est évident; etiln’y a
pas d’autre cas possible. Or A — () n’est pas une intersection finie de ), d’ou le
résultat.

I1. Préordre < sur les types.

On définit un préordre < sur I’ensemble des types du systeme DS par: F' < (G si et seulement
si, pour tout terme ¢ et tout contexte " tel que I' - ¢ : I est dérivable dans le systeme DS2, alors
I' -t : GG est aussi dérivable. On rappelle qu'un préordre est une relation réflexive et transitive.

1. Montrer que:

(@) SiI'Ft: F estdérivable et F' < (7, alors I' - ¢ : (G est dérivable.
(b) F' < F'N F pour tout type F'.

(c) FNG < F,FNG <G pour tous types F, G.

d SiF<FetG<GaosFNG<FNG.

(e) F' < pour tout type F.

(a) est par définition. Sit est de type F, alors par (1), t est aussi de type FNF, d’oi
(b). L’affirmation (c) vient de (NEy) et (NEs). Pour (d), supposons ' =t : F NG,
doncU'Ft:Fetl'Ft:Gpar(NEy)et (NEy). Par(a), T'Ft: Flel Ft: G,
doncT'Ft: F' NG’ par (NI). L’énoncé (e) est évident par (£2).

2. Soit = la relation d’équivalence induite par le préordre <, autrement dit F' = F” si et
seulement si F' < F’ et [/ < F. Montrer que F'NQ = QN F = F pour tout type F', que
FNG=GnFetFN(GNH)=(FNG)N H pour tous types I, G, H.

FNQ < Foparlll.c Pourla réciproque, F' < F'N F par Il.1.b. Comme F < F
et ' < Q (parll.l.e), en utilisant IL.1.d, FNF < F N, donc F < FNS. Donc
F = F N Q. L'autre équivalence F' = Q) N F est similaire.



ParIll.c, FNG < Fet FNG <G, donc FNG < (FNG)N(FNGQG) (parll.l.a)
<GNF((parFNG <G, FNG < Fetlll.d). Par symétriee GNF < FNG,
donc FNG=GNF.

De méme, par Il.1.c, F'N (G N H) est inférieur ou égal a F, G et H, donc a F NG
eta H, donc a (F N G) N H. L’inégalité réciproque se démontre de la méme fagon.
Donc FN(GNH)=(FNG)NH.

3. Montrer que si I' = Az - ¢ : F" est dérivable dans le systeéme DS, alors il existe une famille
finie de types fleches G; — H;, 1 < i < n, telle que I';z : G; -+ t : H; pour tout ¢,
1 < i < n,ettelle que FF = (_,(G; — H;), ou le signe (] dénote une intersection
quelconque, le parenthésage étant arbitraire. Par convention, I’intersection vide est €.

On montre par récurrence sur la dérivation de type que F' est (exactement, pas
équivalente @) une intersection finie de types fleches G; — H; et de types (). On
peut ensuite éliminer les () a équivalence pres en utilisant la question précédente.

Si la derniere régle appliquée est (— 1), alors F' est de la forme G, — Hi, avec
n = 1. Sic’est (), alors F =), d’oan = 0. Sic’est (NI), alors F = F; N Fy ont
par hypothése de récurrence F et Fs sont équivalentes a des intersections finies de
types G; — H; et de (), donc F aussi.

Si c’est (NE), alors on a une dérivation de ' = \x -t : 'O F', ot par hypothése de
récurrence I' N I est une intersection finie de G; — H; et de (), donc F aussi. Le
cas de (NEs) est similaire.

Il n’y a pas d’autre cas possible.

4. Montrer que si ' - st : G est dérivable dans le systeme DS, alors il existe une famille finie
de dérivationsde I' - s : [, — G etde ' Ft: F;, 1 <i < mn,tellesque (_, G; < G.
(Lorsque n = 0, ceci signifie simplement que G = (2.)

Par récurrence sur la dérivation donnée de I' &= st : G. Si la derniére régle est (X2),
c’est clair: n = 0. Si c’est (NEy), ona ' F st : GNG', donc il existe une famille
comme ci-dessus telle que (;_, G; < GNG'. Comme GNG' < G parlIll.c, on
conclut. Le cas (NEs) est similaire. Si la derniére régle est (NI), alors G = G'NG",
on trouve par hypothese de récurrence une famille I' - s : F;, — G;, ' =t : F,
1 <i<navec(,Gi <G etunefamilleTFs: F — G, TFt:F,1<i<n
avec ﬂ;il G; < G". Donc(;_; G;N ﬂ:il G, < G'NG", et I'on conclut. Le dernier
cas est celui oit la derniere regle appliquée est (— FE), qui donne G = G; — H,,
n = 1.

5. Montrer que si I' - x : G est dérivable dans le systeme DS, alors soit G = (2, soit z : F’
apparait dans ' et F' < G.

Par récurrence structurelle sur la dérivation donnée, on montre d’abord que si x
n’apparait pas dans T, alors G = ), plus précisément, que G est une intersection de

4



types Q). C’est évident si la derniéere régle est (2), (NI), (NE), ou (NEs). Comme x
n’apparait pas dans T, la régle (Ax) est impossible. les autres régles sont clairement
impossibles.

Ensuite, on montre que si x apparait dans I avec le type F, alors F' < G. Sila
derniére régle est (), alors G = Q, donc F' < G par Il.1.e. Si la derniére régle
est (NEy), alorsonaT - x : GN G et par hypothése de récurrence FF < G NG’
Par Il.1.c, F < G. Similairement pour (NE5). Si la derniére régle est (NEs), alors
G = Gy N Gy, et par hypothese de récurrence F' < Gy et ' < Gy. Par Il.1.b et
IL.1.d, on en déduit F < Gy N Gy = G. Si la derniére régle est (Ax), alors G = F.
Les autres cas sont impossibles.

6. Montrer que si I',x : F' + t : GG est dérivable dans le systeme DS2, et [/ < F, alors
[,z : F'+t: G estaussi dérivable dans le systeme DS).

Par récurrence sur la dérivation de types. Le seul cas intéressant est le cas de la
régle (Ax), précisément lorsque t = x, et G = F. Oronal',x : F' =z : F' par
(Az), et par définition de < on en conclut I,z : F' -z : F.

IT1. Modeéle de filtres.

Soit D2 I’ensemble des types DS2. Un filtre X C DS2 est un ensemble de types tel que:

e QcX;

e sifle Xetl <G(,alors G € X;

esif'c XetGec X,alors FNG € X.
Le filtre F(E) engendré par un ensemble £ de types de DS est le plus petit filtre contenant F.
On peut le définir constructivement par

F(E) = {GeDQ|Fne N, Fy,...,F, € EﬁFZ < G}
i=1

Ce que I’on admettra. Comme cas particulier, T F' = F({F'}) = {G € DQ|F < G} estle filtre
principal engendré par le type F'.
Etant donnés deux filtres X et Y, on pose

XY = FUGEDQFF €Y - F -G e X})

C’est ’application du filtre X au filtre Y.



1. On définit la sémantique suivante des A-termes (non typés), ou p est une fonction qui a
chaque variable associe un filtre:

[z]p = p(z)
[stlp = [slp-[t]p
[Me-t]p = {G e DQ3IGy, Hy,...,Gn, H, € D tels que

((Gi — Hi) < GetVie{l,...,n}- H; € [t] (plx :=1 Gi))}

i=1

Montrer que ceci est bien défini, au sens ou [t] p est toujours un filtre, quel que soit le
terme ¢.

La seule chose a montrer est que la clause définissant [Ax - t] p définit bien un filtre.
Q) est dedans, car ) est (supérieur ou égal a) intersection vide. Si G est dedans
et G < G, alors G' est dedans, par transitivité de <. Finalement, si G et G' sont
dedans, alors (1,(G; — H;) < G et (;(G; — H}) < G’ pour deux familles vérifiant
certaines conditions (voir définition), donc (,(G; — H;) N(;(G; — H}) < GNG
par Il.1.d. Donc G N G’ est dedans.

1l y avait en fait plus simple. 1l suffisait d’observer que, par définition,
[Me-t]lp = FUG— HIH € [i] (plz :=T G])})
qui est un filtre par définition.

2. SoitI' =2y : Fi,...,x, : F, un contexte de typage. On dit que I' = p si et seulement si
F; € p(x;) pour tout 7, 1 < i < n. Montrer que, pour tout A-terme u,

[ulp = {FeDQFr-T = petl - u: F dérivable dans le systeme D}
On admettra le lemme d’affaiblissement pour D).

Par récurrence structurelle sur u. Si u est une variable x, par la question I1.5, si
I'tx: F, alors F = Q) ou bien on trouve x : G dans I' et G < F. Dans ce dernier
cas, sil' = p, G € p(x), et donc F' € p(x). Dans tous les cas, F' € p(x), donc

{FeDQ3Il'-T' =petl F x: F dérivable dans le systeme D)} C  p(x)

Réciproquement, si F' € p(x), alors il existe I', a savoir le contexte = : F, tel que
I'Fx: F (par (Az)), et clairement I |= p. Donc [x] p = p(z).

Si u est une application st, et si I' = w : G, alors par la question I1.4, il existe une
famille finie de dérivations de I' - s : I, — G etdel' -t : F;,, 1 <1 < net
Niey Gi < G. SiT |= p, par hypothése de récurrence tous les F; — G; sont dans
[s] p, et tous les F; sont dans [t] p. Par définition, il s’ensuit que tous les G; sont



dans [s]| p- [t] p. Comme ce dernier est un filtre, et est stable par intersections finies,
i, Gi est dans [s] p - [t] p, donc G aussi, puisque (;_, G; < G. Donc

{FeDQIl-T'Epetl'Fu: Fdérivableen DY} C [s]p-[t] p=[u]p

Réciproquement, si G € [[u] p, alors par définition il existe une famille finie de types
G, tels que (,_, G; < G et telle que, pour chaque 1, il existe F; € [t] p tel que
F; — G, soit dans [s] p. Par hypothése de récurrence, il existe des contextes T'; et
I pour chaque i tels que U'; = p, I, = p, et ;s F;, — G et I, F t . F, sont
dérivables. Sans perte de généralité, on peut supposer que tous les contextes I'; et
Il sont identiques: sinon on les remplace tous par le contexte I" qui donne a chaque
variable x apparaissant dans 'un quelconque des 1'; le type intersection des types
que x a dans tous les T'; et I'; dans lesquels elle apparait. 1l est facile de voir que
I'ts: F, — G;etl' =t F; sont alors dérivables, en utilisant quelques instances
de (NEy) et (NEs) en plus dans chaque dérivation. On en déduit que I' \- st : G; est
dérivable, et ce pour tout i. Donc T+ st : (\_, G;. Comme (\;_, G; < G, on en
déduitT'+ st : G. Comme T'; |= p et T, |= p pour tout i, et comme p(x) est un filtre,
et est donc stable par intersections finies, I' = p. On en conclut

[ul p € {FeDQIT T |=petlF u: F dérivable dans le systéeme D2}

D’ou I’égalité.

Finalement, siu = \x - t, et si ' - w : G, alors par la question I1.3, il existe une
famille finie de types fleches G; — H;, 1 < i < n, telle que I';x : G; -t : H;
pour tout i, 1 < i < n, et telle que G = (\_(G; — H;). Si = p, ona
Uz Gi | plx =1 G, et par hypothése de récurrence H; € [t] (plx =1 G)).
Donc, par définition, (;_,(G; — H;) est dans [Ax - t] p. Comme c’est un filtre, et
que (., (G; — H;) <G, G € [Ax - t] p. Donc

{FeDQIr-T = petD F u: F dérivable dans le systéme D2} C  [u] p

Réciproquement, si G € [\x - t] p, alors par définition il existe une famille de types
G;, H; tels que (\_,(G; — H;) < G et H; € [t] (p[z :=1 G,]) pour tout i. Par
hypothese de récurrence, il existe I'; |= p[x :=1 G;] tels que I'; = t : H; pour chaque
. On peut d’abord supposer que v apparait dans 1';; sinon, ajouter x : ) a ;.
Posons donc T'; =T, x : G. CommeT; |= plx :=1 G;|, G; < G). Par la question
11.6, on a aussi I, x : G; =t : H;. Ensuite, on peut comme plus haut supposer que
tous les I, sont identiques, appelons-les I'. Donc I,z : G; =t : H;, et " |= p.
Par (— I),I"F Xz -t : G; — H;. DoncI" - Xz -t : (_,(G; — H,), et comme
Nie (G; — H;)) <G I"F Az -t : G. Comme I |= p, on en déduit

[ul p € {FeDQIT T |=petlF u: F dérivable dans le systéeme D}

Et ’on conclut.



3. Montrer que ceci définit un modele du A-calcul, au sens ol si u =g v, alors [u] p = [v] p.
On rappelle (vu en exercice 8 du TD 6) que siu =g vetI' = u : F est dérivable en systeme
DS), alors I' - v : F est aussi dérivable en systeme DS).

Siu=gvalorsT & u: Fimpliqgue I' - v : F, donc [u] p C [v] p par la question
précédente. Par symétrie, [u] p = [v] p.



