Types intersection et modeles de filtres

Documents autorisés (en particulier le poly).
I. Types intersection.

On considere la discipline de typage suivante. Soient A, B, C, ..., des variables de types.
Les types I, G, H, ..., sont définis inductivement par:

e les variables de types sont des types;

e la constante spéciale € est un type;

e I — (G est un type pour tous types F', G;
e F'N G est un type pour tous types F', G.

(“Inductivement” signifie qu’il n’existe aucune autre fagon de fabriquer un type.)
Les regles de typage sont données par le systeme suivant, appelé DS2:
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Comparé au systeme des types simples, les régles supplémentaires sont: (£2), qui énonce que
I’on peut typer n’importe quel terme de type €2; et les regles (N/), (NE}), (NEs), qui expriment
que les termes de type F' N G sont ceux qui ont exactement les deux types F' et G.

Le systeéme D est défini comme le systeme D2, a ceci pres que €2 n’est plus dans 1’algebre
des types, et que donc la regle (£2) en est aussi retirée.

1. Montrer que 0 = Az - xx est typable en systéeme D mais pas dans le systéme des types
simples.



2. On admettra la propriété d’auto-réduction pour la F-réduction pour les systemes D et D).

En adaptant la preuve de normalisation forte du systeme des types simples du cours,
montrer que tout terme typable dans le systeme D est fortement normalisant pour la (-
réduction. (On ignorera laregle 77.) On pourra se contenter d’énumérer les cas qui changent
par rapport a la démonstration du cours, et de se concentrer dessus.

3. En déduire que, bien que 9 soit typable en systeme D, 0 ne I’est pas.

4. Montrer que D) n’admet pas la propriété d’auto-réduction pour 7.
I1. Préordre < sur les types.

On définit un préordre < sur I’ensemble des types du systeme DS par: F' < G si et seulement
si, pour tout terme ¢ et tout contexte I tel que I' - ¢ : I est dérivable dans le systeme DS?, alors
I' =t : G est aussi dérivable. On rappelle qu’un préordre est une relation réflexive et transitive.

1. Montrer que:

(@) Sil'Ft: F estdérivable et F' < (7, alors I' - ¢ : (G est dérivable.
(b) F < F'N F pour tout type F'.
(c) FNG < F, FNG < G pour tous types F, G.
d SiF<FetG<GaosFNG<FNG.
(e) F' < pour tout type F.
2. Soit = la relation d’équivalence induite par le préordre <, autrement dit F' = F” si et

seulement si F' < F’ et F/ < F. Montrer que F N Q2 = QN F = F pour tout type F, que
FNG=GnFetFN(GNH)=(FNG)N H pour tous types F, G, H.

3. Montrer que si I' = Ax - ¢ : F' est dérivable dans le systeéme DS, alors il existe une famille
finie de types fleches G;, — H;, 1 < i < n, telleque ',z : G; - t : H; pour tout i,
1 < i < mn,ettelle que FF = (_,(G; — H;), ou le signe [ dénote une intersection
quelconque, le parenthésage étant arbitraire. Par convention, I’intersection vide est €.

4. Montrer que si ' - st : G est dérivable dans le systeéme DS, alors il existe une famille finie
de dérivationsde I' - s : [}, — G, etde ' Ft: F;, 1 <i < mn,tellesque (_, G; < G.
(Lorsque n = 0, ceci signifie simplement que G = (2.)

5. Montrer que si I' - x : G est dérivable dans le systeme DS, alors soit G = (2, soit z : F’
apparait dans ['et /' < G.

6. Montrer que si I',x : F' + t : GG est dérivable dans le systeme DS2, et [’ < F, alors
[,z : F'Ft: G estaussi dérivable dans le systeme D).

II1. Modeéle de filtres.



Soit D2 I’ensemble des types DS2. Un filtre X C D2 est un ensemble de types tel que:
o e X;

esifec XethF <(,alorsG € X;

esiFeXetGe X,alors FNG € X.

Le filtre F(E) engendré par un ensemble £ de types de DS est le plus petit filtre contenant F.
On peut le définir constructivement par

F(E) = {GeDQFIneNF,... . F,e E-(|F <G}
i=1

Ce que I’on admettra. Comme cas particulier, T F' = F({F'}) = {G € DQ|F < G} estle filtre
principal engendré par le type F'.
Etant donnés deux filtres X et Y, on pose

XY = FU{GeDQIFeY  -F—GeX})
C’est ’application du filtre X au filtre Y.

1. On définit la sémantique suivante des A-termes (non typés), ou p est une fonction qui a
chaque variable associe un filtre:

[]p = p(x)
[stlp = [slp-[t]p
[Me-t]p = {G e DQ3IGy, Hy,...,Gn, H, € D tels que

n

((Gi — H)) < GetVie{l,...,n}- H; € [t] (pl :=1 Gi))}

i=1

Montrer que ceci est bien défini, au sens ou [t] p est toujours un filtre, quel que soit le
terme ¢.

2. SoitI' =2y : Fi,...,x, : F, un contexte de typage. On dit que I' = p si et seulement si
F; € p(z;) pour tout i, 1 < i < n. Montrer que, pour tout A-terme u,

[ul p = {FeDQIr-T = petl F u: F dérivable dans le systeme D2}

On admettra le lemme d’affaiblissement pour Df).

3. Montrer que ceci définit un modele du A-calcul, au sens ot si u =g v, alors [u] p = [v] p.
On rappelle (vu en exercice 8 du TD 6) que siu =g vetI' - u : F' est dérivable en systeme
DS), alors I' - v : I est aussi dérivable en systeme DS).



