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Résuḿe

Ce document sert de notes de cours pour le cours de démonstration automatique de
théor̀emes (2-5), première partie, magistère MPRI 2̀eme anńee,éditions 2006–2007, 2007-
08, 2008-09, 2009-10. Il s’agit de la version 13 du 05 octobre2010, faisant suitèa la version
12 du 09 octobre 2009, faisant suiteà la version 11 du 24 novembre 2006, faisant suiteà
la version 10 du 19 septembre 2006, la version 9 du 12 octobre 2005,à la version 8 du 02
décembre 2004,̀a la version 7 du 08 novembre 2004,à la version 6 du 13 octobre 2004,à la
version 5 du 12 octobre 2004, età la version 4 du 06 octobre 2004.

Les versions pŕećedentes servaient de notes de cours pour le cours de vérification au-
tomatique de protocoles cryptographiques de DEA Programmation, édition 2002–2003. Il
s’agissait de la version 3. La version 1 date du vendredi 31 janvier 2002. La version 2 date
du mercredi 19 mars 2003. La version 3 date du mercredi 23 avril 2003.

Il est question ici de techniques de résolution, c’est-̀a-dire de d́emonstration automa-
tique, de techniques d’automates d’arbres et de contraintes ensemblistes. Le parti pris de
ce document est de ramener tous les problèmes d’automates et de contraintes ensemblistes
syst́ematiquement̀a des probl̀emes de d́emonstration automatique, ce qui fournit une certaine
unité au sujet.
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7.1 Ind́ecidabilit́e du cas ǵeńeral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
7.2 La classe de Herbrand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 50
7.3 La classe de Bernays-Schönfinkel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
7.4 La classe d’Ackermann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 50
7.5 Divers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
7.6 La classe monadique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 51

8 Approximations d’ensembles de clauses de Horn par automates ǵenéralisés 54
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1 Préliminaires

Fixons une fois pour toutes un ensemble infini dénombrable de symboles de prédicats unaires.
Un atomeest un object de la formeP (t1, . . . , tn), où P est un symbole de prédicat ett1, . . ., tn
sont des termes du premier ordre sur la signatureΣ.

Dans la suite, nous nous restreindrons toujours au casn = 1, sauf temporairement au début de
la section 7. Autrement dit, les atomes seront de la formeP (t), où P est un symbole de prédicat
unaire ett est un terme du premier ordre sur la signatureΣ. Ceci simplifiera les notations. D’autre
part, nous nous intéresserons spécifiquement plus tard̀a une sous-classe de la classe de la logique
du premier ordre (la classemonadique) présentant naturellement cette restriction. Finalement,
ceci n’entache pas la géńeralit́e de nośenonćes, puisque l’on peut toujours coderP (t1, . . . , tn)
sous la formeP (fP (t1, . . . , tn)), oùP est maintenant unaire et il y a bijection entre les symboles
P est les symboles de fonctionn-airesf .

Un litt éral est soit un litt́eralpositif +P (t), soit un litt́eralnégatif −P (t). Uneclauseest une
disjonction de litt́eraux±1P1(t1) ∨ ±2P2(t2) ∨ . . . ∨ ±kPk(tk). (Pardisjonctionde littéraux, on
entend ici un ensemble fini de littéraux.) Sik = 0, on écrit cette disjonction□ ; il s’agit de la
clause vide.

Certaines clauses sont particulièrement importantes, il s’agit des clausesde Horn, qui sont
celles contenant au plus un littéral positif. Nous ne nous limiterons pas au cas des clauses de
Horn, mais mentionnerons̀a l’occasion certains résultats int́eressants qui ne sont valables que
pour des ensembles de clauses de Horn.

Les clauses de Horn sont regroupées en clauses définies et clauses buts. Lesclauses d́efinies
sont les clauses ayant exactement un littéral positif. On notera typiquement la clause définie
+P (t) ∨ −P1(t1) ∨ . . . ∨ −Pn(tn) comme suit :

P (t) ⇐ P1(t1), . . . , Pn(tn) (1)

Dans le cas òu n = 0, on notera aussi cette clauseP (t), et on l’appellera unfait. La notation⇐
est cenśee rappeler la notion d’implication. Le langage Prolog utilise en ǵeńeral la notation:-
au lieu de⇐.

Un but, aussi appelé clause ńegative, est une clause ne contenant que des littéraux ńegatifs.
Il s’ensuit que tout but est une clause de Horn. Onécrit parfois le but−P1(t1) ∨ . . . ∨ −Pn(tn)
sous la forme :

⊥ ⇐ P1(t1), . . . , Pn(tn) (2)

où⊥ dénote le faux.
Symétriquement, une clausepositiveen est une qui ne contient que des littéraux positifs.
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2 Śemantique

2.1 Śemantique de Tarski

UnestructureI est la donńee d’un ensemble non videD (le domaine), de sous-ensemblesIP
deD, un pour chaque prédicatP , et d’applicationsIf : Dn → D pour chaque fonctionf ∈ Σ,
d’arité n. Étant donńe un environnement�, c’est-̀a-dire une application qui associeà chaque
variable unélément deD, la valeurI JtK � d’un termet est d́efinie par :

– I JxK � = �(x) pour chaque variablex ;
– I Jf(t1, . . . , tn)K � = If (I Jt1K �, . . . , I JtnK �).

On d́efinit la relationI, � ∣= P (t), et l’on dit queP (t) estvraiedansI, �, si et seulement siI JtK �
est dansIP .

Pour toute clauseC, on poseI, � ∣= C si et seulement s’il existe un littéral+P (t) dansC tel
queI, � ∣= P (t), ou un litt́eral−P (t) dansC tel queI, � ∕∣= P (t). Ceci peut̂etre reformuĺe dans
le cas de clauses de Horn, comme suit. Par convention, posonsqueI, � ∕∣= ⊥. On aI, � ∣= C,
où C est une clause de HornA ⇐ A1, . . . , An, si et seulement siI, � ∕∣= Ai pour au moins uni,
1 ≤ i ≤ n, ouI, � ∣= A.

La structureI est unmod̀elede la clauseC si et seulement siI, � ∣= C pour tout environ-
nement� ; on écrit alorsI ∣= C. I est un mod̀ele d’un ensembleS de clauses si et seulement si
I ∣= C pour toute clauseC dansS ; on écrit I ∣= S dans ce cas.

On dit qu’une clause, resp. un ensembleS de clauses, estsatisfiablesi et seulement elle (resp.
il) a un mod̀ele.

2.2 Śemantique de Herbrand

Un terme, un atome, un littéral, une clause estclos(e)si et seulement s’il (si elle) ne contient
aucune variable libre. Unesubstitution� est une application des variables vers les termes. On
notet� le résultat de l’application de la substitution� au termet : x� = �(x), f(t1, . . . , tn)� =
f(t1�, . . . , tn�). Une instancede t est tout terme de la formet�, pour une substitution�. On
notera aussi�� la compositionde � et �, c’est-̀a-dire l’unique substitution telle quet(��) =
(t�)� pour tout termet : �� associèa toute variablex le terme�(x)�. Un renommage% est une
substitution qui est une bijection entre variables.

L’ univers de HerbrandH est l’ensemble de tous les termes clos. Unestructure de Herbrand
est toute structureI dont le domaine estH, et telle queIf envoie toutn-uplet de termes clos
t1, . . ., tn vers le terme closf(t1, . . . , tn), pour toutf d’arité n. (On suppose ici, sans perte de
géńeralit́e, queΣ contient au moins une constante, c’est-à-dire un symbole de fonction d’arité0,
de sorte queH est non vide.) Il est facile de voir que ceci est bien défini, et que

I JtK � = t� (3)

où � est vu comme une substitution sur le côté droit et comme un environnement sur le côté
gauche. Unmod̀ele de HerbranddeS est une structure de Herbrand qui est un modèle deS.

On a le lemme facile suivant :
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Lemme 1 Soit� une substitution,I une structure,� un environnement. Posons�[�] l’environ-
nement quìa toutx dans le domaine de� associeI Jx�K �, et à tout autrex associe�(x). Alors,
pour tout termet, I Jt�K � = I JtK (�[�]).

Démonstration.Récurrence imḿediate sur la structure det. ⊓⊔

Proposition 2 Un ensemble de clausesS est satisfiable si et seulement s’il a un modèle de
Herbrand.

Démonstration.Si S a un mod̀ele de Herbrand,S est clairement satisfiable. Réciproquement,
supposons queS est satisfiable, et soitI un mod̀ele deS. On d́efinit la structure de HerbrandI ′

par I ′P = {u clos∣I JuK ∈ IP}. (Commet est clos,I JtK � est ind́ependant de� ; on note cette
valeurI JtK.) CommeI est un mod̀ele deS, pour toute clauseC deS, pour tout environnement
�, on aI, � ∣= C. C’est en particulier le cas lorsque� est d́efinissable, c’est-à-dire qu’il existe
une substitution�′ envoyant les variables vers des termes clos telle que�(x) = I Jx�′K pour toute
variablex, autrement dit telle que� = id[�′]. DoncI ∣= C�′ par le lemme 1, d’òu I ′, �′ ∣= C par
définition deI ′ et l’équation (3). DoncI ′ est un mod̀ele de Herbrand deS. ⊓⊔

Remarque 1 Nous ne consid́erons que des clauses ici. Dans le cas de formules géńerales du
premier ordre, ce lemme est toujours valide,à condition de ne considérer que des formules
universelles, c’est-à-dire de la forme∀x1, . . . , xn ⋅ F , où F ne contient aucun quantificateur. Ce
lemme est faux pour les formules existentielles.

Une structure de HerbrandI peut être caract́eriśee, d’une autre façon, par un ensemble
d’atomes clos :̀a savoir les atomes closP (t) tels queI ∣= P (t). (Encore une fois, l’environ-
nement� est superflu ici, donc omis.) Ŕeciproquement, siE est un ensemble d’atomes clos,
on peut d́efinir l’interprétation de Herbrand correspondanteI par IP = {t clos∣P (t) ∈ E}.
On consid́erera dans la suite, sans le dire explicitement, qu’une structure de Herbrandest un
ensemble d’atomes clos.

2.3 Clauses de Horn et plus petits mod̀eles

En particulier, les structures de Herbrand peuvent alorsêtre ordonńees par inclusion⊆. On
peut montrer (exercice !) que tout ensemble satisfiable de clauses de Horn a unplus petit mod̀ele
de Herbrand. Ceci n’est pas en géńeral vrai pour un ensemble de clauses qui n’est pas de Horn.

Une conśequence imḿediate est que tout ensembleS de clauses d́efinies a un plus petit
mod̀ele. En effet,S a un mod̀ele,à savoir celui qui contient tous les atomes clos.

Une autre caractérisation des plus petits modèles de Herbrand, qui est plusévidente pour
les sṕecialistes de Prolog, est la suivante. Fixons un ensembleS de clauses de Horn. Soitℱ
l’ensemble des atomes clos, union⊥. Posons par convention⊥� = ⊥ pour toute substitution�.
On consid̀ere⊥ commeétant clos. On d́efinit l’opérateurTS deℙ(ℱ) versℙ(ℱ) par :

TS(I) = {A�∣A ⇐ A1, . . . , An ∈ S,

A� clos, A1� ∈ I, . . . , An� ∈ I}
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TS est monotone pour l’ordre d’inclusion. Par le théor̀eme de Tarski, il a un plus petit point
fixe. (Voir annexe A.1.) En fait, il est facile de voir que ce plus petit point fixe est

∪
n∈ℕ T

n
S (∅)

(exercice). Ce plus petit point fixe est alors le plus petit modèle de Herbrand deS dans le cas òu
il ne contient pas⊥. S’il contient⊥, alorsS est insatisfiable.

2.4 Langages et reconnaissabilité

Avant de passer aux techniques de démonstration automatique sur des ensembles de clauses
du premier ordre, notons que les ensembles de clauses de Horndéfinissent deslangages de
termes. Ceci n’est pas sans rappeler la définition de langages reconnus par automates. Nous
verrons en effet que les automates (d’arbres) sont des cas particuliers d’ensembles de clauses de
Horn.

SoitS un ensemble satisfiable de clauses de Horn, etP un symbole de prédicat. Lelangage
LP (S) deS à l’étatP est l’ensemble des termes clost tels queP (t) est dans le plus petit modèle
de Herbrand deS. Leséléments deLP (S) sont appeĺes les termesreconnus̀aP parS.

Par abus de langage, on dira queP estvide dansS si et seulement siLP (S) est vide, et
de m̂eme pour toute autre propriét́e. Les lemmes suivants sont faciles. Le premier caractérise la
reconnaissabilit́e, śemantiquement.

Lemme 3 SoitS un ensemble satisfiable de clauses de Horn. Le terme clost est reconnùa P
par S si et seulement siS plus la clause⊥ ⇐ P (t) est insatisfiable.

Démonstration.Si t ∈ LP (S), alors par d́efinition P (t) est dans le plus petit modèle de Her-
brand deS, donc dans tout modèle de Herbrand deS ; doncS plus⊥ ⇐ P (t) est insatisfiable.
Réciproquement, siS plus⊥ ⇐ P (t) est insatisfiable, alors tout modèle deS doit ne pas satis-
faire⊥ ⇐ P (t), et donc contenirP (t) ; donct ∈ LP (S). ⊓⊔

Le deuxìeme lemme caractérise la vacuit́e.

Lemme 4 Étant donńe un ensembleS satisfiable de clauses de Horn,P est vide dansS si et
seulement siS plus la clause⊥ ⇐ P (x) est satisfiable.

On appellera parfois dans la suite des clauses de la forme⊥ ⇐ P (x) desreqûetes.
Démonstration.Si P est vide, alors le plus petit modèle de Herbrand deS ne contient pas

d’atome clos de la formeP (t), donc satisfait⊥ ⇐ P (x).
Réciproquement, siS plus⊥ ⇐ P (x) est satisfiable, alors son plus petit modèle de Herbrand

ne contient pas d’atome clos de la formeP (t). Comme tout mod̀ele deS plus⊥ ⇐ P (x) est
aussi un mod̀ele deS, le plus petit mod̀ele de Herbrand deS est inclus dans celui deS plus
⊥ ⇐ P (x), donc ne contient pas d’atome clos de la formeP (t) non plus ; c’est-̀a-dire queP est
vide dansS. ⊓⊔

Le troisìeme lemme caractérise lavacuit́e d’intersection, c’est-̀a-dire,étant donńes un nombre
fini de symboles de prédicatsP1, . . .,Pn, la question de la vacuité deLP1

(S)∩ . . .∩LPn
(S). (On

dira par abus de langage que l’intersection deP1, . . .,Pn est vide dans ce cas.)
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Lemme 5 Étant donńe un ensembleS satisfiable de clauses de Horn, l’intersection deP1, . . .,
Pn est vide dansS si et seulement siS plus la clause⊥ ⇐ P1(x), . . . , Pn(x) est satisfiable.

On appellera de telles clauses desreqûetes conjonctives.
Démonstration.La démonstration est similairèa celle du lemme 4, et laissée en exercice.⊓⊔

Remarque 2 Il est à noter que la vacuit́e se traduit en une propriét́e de satisfiabilit́e. Dans le
cadre des protocoles cryptographiques, un modèle du codage en clauses de Horn d’un proto-
cole est une preuve de sécurit́e, une observation duèa Selinger [Sel01]. Dans ce cadre, une
propriét́e de śecurit́e d’un protocole cryptographique se traduit en une propriét́e de vacuit́e d’un
langage. On pourra penser “sécurit́e = vacuit́e de l’ensemble des attaques”, encore que ceci soit
davantage un moyen mnémotechnique qu’une véritable correspondance.

3 Résolution

Comment peut-on d́etecter si un ensemble de clauses est insatisfiable ? Une des techniques de
démonstration automatique les plus connues, et les plus efficaces en pratique, est larésolution,
invent́ee par J. Alan Robinson en 1965.

La résolution au premier ordre utilise la notion d’unification. Ununificateur� de deux termes
ou atomess et t est une substitution telle ques� = t�. La substitution� estplus ǵeńeraleque
�′ si et seulement s’il existe une troisième substitution� telle que�′ = ��. Un unificateur le
plus ǵeńeral, oumgu(abŕegeant l’expression anglaise “most general unifier”) de s et det est un
unificateur des et t qui est plus ǵeńeral que tout autre unificateur des et t.

Si s et t sont unifiables, alors ils ont un unificateur le plus géńeral. On noteramgu (s
.
= t)

l’un de ces mgu. On peut montrer que les unificateurs les plus géńeraux ne diff̀erent que par un
renommage ; c’est-à-dire, si� et�′ en sont deux, alors il existe un renommage% tel que� = �′�.
On peut aussi montrer qu’il existe parmi les unificateurs lesplus ǵeńeraux certains� qui sont
idempotents; autrement dit,�� = �. Cette condition est́equivalente au fait qu’aucune variable
du domainedom � = {x∣�(x) ∕= x} n’est libre dans aucun term�(x), x ∈ dom �.

La règle derésolutionest :

C ∨+A C ′ ∨ −A′

� = mgu (A
.
= A′)

C� ∨ C ′�

où la condition� = mgu (A
.
= A′) signifie queA etA′ sont unifiables, et que� est leur mgu.

D’autre part, la notationC ∨+A en pŕemisse sous-entend que+A n’est pas dans la disjonction
C, et similairement pourC ′ ∨ −A′. On sous-entend aussi que les deux prémisses ont des en-
sembles de variables libres disjoints, ce qui peutêtre effectúe en renommant l’une ou l’autre des
prémisses. On appelle la conclusion lerésolvant binairedes deux pŕemisses.

Cette r̀egle se sṕecialise dans le cas des clauses de Hornà la r̀egle :

A ⇐ A1, . . . , Am B ⇐ B1, . . . , Bn
� = mgu (A1

.
= B)

A� ⇐ B1�, . . . , Bn�,A2�, . . . , Am�
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La règle de ŕesolution binaire est complète pour les clauses de Horn : si un ensembleS de clauses
de Horn est insatisfiable, alors on peut déduire la clause vide⊥ en un nombre fini d’́etapes de
résolution binaire.

Dans le cas de clauses géńerales, la ŕesolution binaire n’estpascompl̀ete. Par exemple, l’en-
semble de clauses suivant est insatisfiable :

+P (x) ∨+P (y) −P (x) ∨ −P (y) (4)

Ici x, y sont deux variables distinctes. Cependant, l’unique résolvant binaire,̀a renommage près,
de ces deux clauses est+P (x) ∨ −P (x), et à partir de celui-l̀a, aucune nouvelle clause n’est
produite ; en particulier, la clause vide ne sera jamais produite.

Ceci est facilèa corriger ; il suffit de nous donner la possibilité d’utiliser une r̀egle addition-
nelle, dite defactorisation(positive) :

C ∨+A ∨+A′

� = mgu (A
.
= A′)

C� ∨+A�

On notera que cette règle n’est jamais applicable sur une clause de Horn — on applique la m̂eme
convention que plus haut, et l’on comprend queC ∨ +A ∨ +A′ en pŕemisse sous-entend queA
etA′ sont distincts et hors deC.

On a alors le ŕesultat que la combinaison des deux règles de ŕesolution binaire et de facto-
risation positive est complète : tout ensemble insatisfiable de clauses admet une dérivation de
la clause vide□ à l’aide de ces deux règles. (Cette combinaison des deux règles est appelée la
résolution.) Nous montrerons un théor̀eme plus fort en section 3.2.

Dans l’exemple ci-dessus, on dérive+P (x) résolvant−P (x) ∨ −P (y) avec+P (x), on ob-
tient −P (y) ; en ŕesolvant cette dernière clause avec+P (x) de nouveau, on obtient la clause
vide.

On appellefacteur(positif) d’une clauseC toute clauseC ′ que l’on peut obtenir̀a partir de
C par0, 1, ou plusieurs applications de la règle de factorisation (positive). On appellerésolvant
de deux clausesC1 etC ′ ∨ −A′ tout ŕesolvant binaireC ∨ C ′ entre un facteurC ∨+A deC1 et
C ′ ∨ −A′.

On a le ŕesultat facile :

Lemme 6 (Correction) SoitS un ensemble de clauses, etS ′ n’importe quel ensemble de clauses
obtenues̀a partir deS par résolution binaire et factorisation positive. Tout modèle deS est un
mod̀ele deS ′.

En particulier, si□ est d́eductible par ŕesolutionà partir deS, alorsS est insatisfiable.

Exercice 1 On consid̀ere la r̀egle defactorisation ńegative:

C ∨ −A ∨ −A′

� = mgu (A
.
= A′)

C� ∨+A�

On d́efinit les facteurs ńegatifs de manière similaire aux facteurs positifs, et la règle derésolution
géńeralepar :

C ∨+A1 ∨ . . . ∨+Am C ′ ∨ −A′
1 ∨ . . . ∨ −A′

n

C� ∨ C ′�
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où m ≥ 1, n ≥ 1, et� = mgu (A1
.
= A2, . . . , Am−1

.
= Am, A

′
1
.
= A′

2, . . . , A
′
n−1

.
= A′

n, Am
.
=

A′
n). Montrer par ŕecurrence surn ≥ 1 que tout ŕesolvant ǵeńeral est d́ejà un ŕesolvant, au-

trement dit que la r̀egle de factorisation ńegative est superflue. (Ne pas oublier que les deux
prémisses sont supposées avoir des ensembles de variables libres disjoints.)

3.1 Raffinements de la ŕesolution, résolution ordonńee avec śelection

Il existe un certain nombre de restrictions de la règle de ŕesolution qui restent complètes :
– On peut restreindre la prémisseC ∨+A de la r̀egle de ŕesolution binairèa être une clause

positive ; cette restriction est appelée la r̀egle d’hyperŕesolution positive.
Dans le cas des clauses de Horn, ceci revientà restreindre cette prémissèa être une clause
réduiteà un seul litt́eral positif+A, c’est-̀a-direà être un fait.
La restriction de la r̀egle de ŕesolution binaire òu l’une des deux prémisses de la règle
de ŕesolution binaire est une clauseunitaire, c’est-̀a-dire ne contenant qu’un littéral, est
appeĺeerésolution unitaire. La résolution unitaire est donc complète pour les clauses de
Horn, mais elle ne l’estpas dans le cas de clauses géńerales. Consid́erer par exemple
l’ensemble insatisfiable :

+P (a) ∨+P (b) +P (a) ∨ −P (b) (5)

−P (a) ∨+P (b) −P (a) ∨ −P (b)

– On peut restreindre la prémisseC ∨ −A de la r̀egle de ŕesolution binairèa être une clause
négative ; on obtient ainsi l’hyperŕesolution ńegative.

– En ǵeńeral, larésolution śemantiqueest compl̀ete, òu l’une des pŕemisses est contrainteà
être fausse dans une interprétationI fixée. On notera que l’on retrouve l’hyperrésolution
positive en prenantI l’interprétation de Herbrand fausse de tout atome clos, et l’hy-
perŕesolution ńegative en choisissant pourI l’interprétation deI vraie de toute atome
clos.

– La résolution ordonńeedemande que :
– A soit maximal dans la clauseC ∨ +A, etA′ maximal dansC ′ ∨ −A′, où C ∨ +A et
C ′ ∨ −A′ sont les pŕemisses de la règle de ŕesolution binaire,

– etA,A′ soient tous les deux maximaux dans la prémisseC∨+A∨+A′ de factorisation,
ceci pour un ordre strict stable≻ sur les atomes. On dit que≻ eststablesi et seulement si
A ≻ B impliqueA� ≻ B� pour toute substitution telle queA� etB� sont clos. (Il est en
fait possible de relaxer la condition de stabilité, voir [dN95].)
Pŕecisons qu’un atomeA estmaximaldans une clauseC s’il n’existe pas de litt́eral±B
dansC tel queB ≻ A.
La résolution ordonńee est un raffinement complet de la résolution, qui est tr̀es restrictif.

– La résolution ordonńee avec śelectionest similaire, mais utilise en plus une fonctionsel ,
dite desélection, qui à chaque clauseC associe un sous-ensemble (possiblement vide) de
ses litt́eraux ńegatifs. L’id́ee est que l’on utilise la fonction de sélection pour d́eterminer
sur quel litt́eral ŕesoudre ; on n’utilise l’ordre que par défaut.
Regardons d’abord le cas (plus simple) où sel (C) retourne soit l’ensemble vide (on dit
qu’aucun litt́eral n’est śelectionńe dansC) soit un singleton{−A} (on dit que−A est le
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litt éral śelectionńe dansC). Pŕeciśement, la r̀egle de ŕesolution ordonńee avec śelection est
alors :

C ∨+A1 ∨ . . . ∨+An C ′ ∨ −A′

C� ∨ C ′�

où n ≥ 1, � = mgu (A1
.
= A′, . . . , An

.
= A′), aucun litt́eral n’est śelectionńe dans

C∨+A1∨ . . .∨+An etA1, . . . , An sont maximaux dansC∨+A1∨ . . .∨+An ; et−A′ est
sélectionńe dansC ′ ∨ −A′ ou bien aucun litt́eral n’y est śelectionńe maisA′ est maximal
dansC ′ ∨ −A′.
On remarquera que l’on a combiné ŕesolution binaire et factorisation en une seule règle. La
prémisse de droiteC ′ ∨ −A′ s’appelle la pŕemisseprincipale, celle de gauche la prémisse
auxiliaire.
En ǵeńeral, on peut demander queplusieurslitt éraux soient śelectionńes,−A′

1, . . .,−A′
ℓ

au lieu d’un seul,−A′, dans la pŕemisse principale de droite. On unifiera chacun avec une
nouvelle pŕemisse auxiliaire. Dans le cas géńeral, donc,sel est une fonction quelconque
qui à toute clause associe un sous-ensemble, possiblement vide, de ses litt́eraux ńegatifs,
et la r̀egle de ŕesolution ordonńee avec śelection est :

1≤i≤ℓ︷ ︸︸ ︷
Ci ∨+Ai1 ∨ . . . ∨+Aini

C ′ ∨ −A′
1 ∨ . . . ∨ −A′

ℓ

C1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′�

où :

(i) ni ≥ 1 pour touti, 1 ≤ i ≤ ℓ ;

(ii) � = mgu {Aij
.
= A′

i∣1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ ni} ;

(iii) sel (Ci ∨+Ai1 ∨ . . .∨+Aini
) = ∅ etAi1, . . . , Aini

sont maximaux dansCi ∨+Ai1 ∨
. . . ∨+Aini

, pour touti, 1 ≤ i ≤ ℓ ;

(iv) sel (C ′ ∨−A′
1 ∨ . . . ∨−A′

ℓ) = {−A′
1, . . . ,−A′

ℓ} et ℓ ≥ 1, ou bien aucun litt́eral n’est
sélectionńe,ℓ = 1 et−A′

1 est maximal dansC ′ ∨ −A′
1 ∨ . . . ∨ −A′

ℓ = C ′ ∨ −A′
1.

Il est à noter que la fonctionsel estquelconque, et n’est restreinte que par le fait qu’elle
doit śelectionner des litt́eraux ńegatifs. (On pourrait les choisir positifs, ceci ne changerait
rien en terme de complétude.)
Si l’on choisit comme fonction de sélection la fonction qui retourne toujours l’ensemble
vide, on note qu’on retrouve la résolution ordonńee. Si au contrairesel (C) retourne l’en-
semble de tous les littéraux ńegatifs deC, on obtient un raffinement de l’hyperrésolution
positive òu les litt́eraux positifs sur lesquels on résout sont de plus restreintsà être maxi-
maux dans leur clause. La résolution ordonńee avec śelection est complète, et donc ces
derniers raffinements aussi, comme nous allons le montrer.

D’autres raffinements complets peuventêtre trouv́es dans [CL73] : la lock-résolution de
Boyer, la strat́egie “set-of-support”, la stratégie lińeaire notamment. Certains raffinements ne
sont complets que sur des ensembles de clauses de Horn : résolution unitaire, ŕesolution input
[CL73], résolution avec śelection libre [dN95].
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3.2 Compĺetude, arbres śemantiques

Soit A1, A2, . . . , Ai, . . . uneénuḿeration des atomes clos. Uneinterprétation partiellesur
cetteénuḿeration est une liste finie±1A1,±2A2, . . . ,±kAk. Si Ai apparâıt avec le signe+, on
dit queAi estvrai dans l’interpŕetation partielle ; il estfauxs’il apparâıt avec le signe−. Sinon,
Ai estindéfinidans l’interpŕetation partielle.

L’ arbre de Herbrandest l’arbre dont les sommets sont les interprétations partielles. L’in-
terpŕetation partielle±1A1,±2A2, . . . ,±kAk a deux fils, qui sont±1A1,±2A2, . . . ,±kAk,−Ak+1

et ±1A1,±2A2, . . . ,±kAk,+Ak+1. (Ceci, bien ŝur, à condition queAk+1 existe ; sinon,±1A1,
±2A2, . . . ,±kAk n’a pas de fils.) La racine de l’arbre� est l’interpŕetation partielle vide.

Les branches maximales (infinies en géńeral) de l’arbre de Herbrand sont naturellement en
bijection avec les interprétations de Herbrand. SiI est une interpŕetation de Herbrand, on obtient
une branche maximale qui passe par les nœuds�, puis±1A1, puis±1A1,±2A2, etc., òu ±i est
le signe+ si Ai ∈ I, − sinon. Ŕeciproquement, sur toute branche maximale, on note que tout
atomeAi apparâıt avec un signe unique±i dans toute interprétation partielle de longueur au
moinsi ; on obtient donc une interprétation de Herbrand contenant exactement lesAi tels que±i

est le signe+.

Théorème 7 (Herbrand) Étant donńe un ensemble de clausesS du premier ordre, les trois
conditions suivantes sontéquivalentes :

1. S est insatisfiable ;

2. l’ensembleS ↓ des instances closes deS est insatisfiable ;

3. il existe un ensemble finiS0 d’instances closes deS qui est insatisfiable.

Démonstration.SupposonsS satisfiable, etI un mod̀ele de Herbrand deS (cf. proposition 2).
Alors pour toute instance closeC� d’une clauseC deS, commeI, � ∣= C, par l’équation (3), on
a I ∣= C�. DoncI est un mod̀ele deS ↓. On en d́eduit que 2 implique 1.

Réciproquement, siI est une interpŕetation de Herbrand qui satisfaitS ↓, par l’équation (3)
de nouveau,I satisfaitS. On en d́eduit que 1 implique 2.

Clairement, 3 implique 2. Il ne reste qu’à d́emontrer que 2 implique 3. Fixons uneénuḿeration
quelconqueA1, A2, A3, . . ., des atomes clos. Disons qu’une clause closeC estfausseau nœud
N = ±1A1,±2A2, . . . ,±kAk si et seulement si pour tout littéral±A deC, le littéral oppośe∓A
est dans la listeN . On remarque que siC est fausse au nœudN , alorsC est fausse dans toute
interpŕetationI passant par le nœudN . Réciproquement, siC est fausse dans l’interprétationI,
alors il existe un nœudN oùC est fausse : si l’on poseC = ±1Ai1∨ . . .∨±mAim , i1 < . . . < im,
alors on peut prendre pourN n’importe quel nœud qui contient∓1Ai1, . . .,∓mAim .

On remarque maintenant que, pour toute interprétation de HerbrandI, par 2 il existe une
instance closeC� d’une clauseC deS qui est fausse dansI. Par la remarque ci-dessus,C�
est donc faussèa un nœudN de l’arbre śemantique. Appelonsnœud d’́echecpourS tout nœud
minimal rendant fausse au moins une instance close d’une clause deS. (Par minimal on entend
minimal pour la longueur du nœud vu comme liste.) L’arbre śemantique closest le sous-arbre
de l’arbre śemantique de m̂eme racine�, et dont les feuilles sont les nœuds d’échec. L’arbre
sémantique clos n’a pas de branche infinie : sinon elle définirait une interpŕetationI, pour laquelle
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au moins une instance closeC� d’une clauseC deS serait fausse, menantà l’existence d’un
nœud d’́echec sur la brancheI, ce qui serait absurde. D’autre part, l’arbre sémantique clos est
à branchement fini, donc d’après le lemme de K̈onig, il est fini. (Voir annexe A.2 pour plus
d’informations sur le lemme de K̈onig.) En particulier, il a un nombre fini de feuilles, c’est-à-
dire de nœuds d’échec. Choisissant pour chaque nœud d’échecN une instance closeCN�N d’une
clauseCN deS qui est fausse enN , on obtient que l’ensemble fini desCN�N est insatisfiable.⊓⊔

B      A
B      A

faux vrai

faux vrai faux vrai

faux faux faux fauxvrai vrai vrai vrai

C :

B :

A :

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

A C      B A A
A, B, C

FIG. 1 – Un arbre śemantique

Illustrons les notions employées dans la preuve sur un exemple. En figure 1, on a représent́e
un arbre śemantique (fini) sur les trois atomesC, B, A, dans cet ordre. Autrement dit,A1 = C,
A2 = B, A3 = A. Le nœud 1 est l’interprétation partielle vide�, le nœud 2 est l’interprétation
partielle−C, le nœud 3 est+C, le nœud 4 est−C,−B, le nœud 5 est−C,+B, etc. Notons
que la clauseC ⇐ B, c’est-̀a-dire+C ∨ −B, est fausse en−C,+B (nœud 5). On note ainsi
que siS est l’ensemble des clauses+A ; B ⇐ A ; C ⇐ B ; ⊥ ⇐ A,B,C, alors toute branche
rencontre un nœud qui rend au moins une des clauses fausse. Sil’on choisit les nœuds minimaux
(les plus hauts possibles) parmi ces derniers, on obtient les nœuds d’́echec, que l’on a représent́es
en figure 1 par des nœudsN sur lesquels une fl̀eche pointe ; la source de la flècheétant la clause
CN choisie qui est fausse enN .

On peut d́ejà en d́eduire la compĺetude de la ŕesolution, par ŕecurrence sur la taille de l’arbre
sémantique clos. Si la racine� est un nœud d’échec, alors ńecessairementC� est la clause vide, car
aucune clause non vide n’est fausseà�. Sinon, il existe unnœud d’inf́erence, c’est-̀a-dire un nœud
dont les deux fils sont des nœuds d’échec. (Choisir un nœud non d’échec maximal, c’est-à-dire le
plus bas possible.) En figure 1, les nœuds d’inférence sont 4, 6, et 7. SoitN un nœud d’inf́erence,
etN,−A etN,+A ses deux fils. On rappelle queCN,−A�N,−A est fausse enN,−A mais pas en
N , doncCN,−A�N,−A est de la formeC1 ∨ +A. (De plus,C1 est fausse enN .) En particulier,
CN,−A peut s’́ecrireC ∨ +B1 ∨ . . . ∨ +Bm, où m ≥ 1 et B1�N,−A = . . . = Bm�N,−A = A.
De mêmeCN,+A�N,+A peut s’́ecrireC ′

1 ∨ −A où C ′
1 est fausse enN , et CN,+A peut s’́ecrire

C ′ ∨ −B′
1 ∨ . . . ∨ −B′

n, où n ≥ 1 et B′
1�N,+A = . . . = B′

m�N,+A = A. Posons�0 l’union
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(disjointe si l’on suppose queCN,−A et CN,+A ont des ensembles de variables libres disjoints)
de�N,−A et de�N,+A. Par construction�0 unifie tous lesBi et tous lesB′

j, donc est une instance
�� de � = mgu (B1

.
= B2, . . . , Bm−1

.
= Bm, B

′
1

.
= B′

2, . . . , B
′
n−1

.
= B′

n, Bm
.
= B′

n). On
peut donc appliquer la règle de ŕesolution ǵeńerale (exercice 1) et déduire un ŕesolvant ǵeńeral
C�∨C ′�. Il està noter que cette dernière clause a comme instance close(C�∨C ′�)� = C1∨C

′
1,

qui est fausse au nœudN . En appliquant judicieusement la règle de ŕesolution ǵeńeraleà deux
clauses bien choisies, on a donc créé un nœud d’́echec au moins aussi haut que le nœudN . (Par
l’exercice 1, on peut obtenir ce résolvant ǵeńeral sans utiliser la factorisation négative, donc par
résolution.) Ceci diminue strictement la taille de l’arbre sémantique clos, et l’on peut appliquer
l’hypothèse de ŕecurrence : la clause vide est déductible par ŕesolutionà partir deS.

Théorème 8 (Compĺetude) La résolution ordonńee avec śelection est complète : pour tout
ordre ≻ stable, pour toute fonction de sélectionsel , l’ensemble de clausesS est insatisfiable
si et seulement si l’on peut dériver la clause vide□ à partir deS par la seule r̀egle de ŕesolution
ordonńee avec śelection.

Démonstration.La direction “si” estévidente. Ŕeciproquement, fixonsA0
1, . . . , A

0
n l’ensemble

fini des atomes clos figurant dans l’ensemble finiS0 d’instances closes deS du th́eor̀eme 7.3. On
suppose lesA0

i dans un ordre tel que siA0
i ≺ A0

j , alorsi < j. (En d’autres termes, ońetend≻
à un ordre total sur lesA0

i .) Appelons un arbre sémantique closadapt́e si ses nœuds sont de la
forme±1A

0
1, . . . ,±A0

k aveck ≤ n. Par construction, il existe un arbre sémantique clos adapté,
tel qu’à tout nœud d’́echecN est associé une clauseCN deS et une substitution�N telle que
CN�N est une clause close qui est fausse enN .

Appelonsarbre d́ecoŕe pour un ensemble de clausesS ′ tout uplet(T,C∙, �∙), où T est un
arbre śemantique clos adapté,C∙ associèa chaque nœud d’échec (feuille deT ) N une clauseCN

deS ′, et �∙ associèa chaque nœud d’échecN une substitution�N telle queCN�N est close et
faussèaN . Il existe donc un arbre d́ecoŕe pourS.

Étant donńe un arbre d́ecoŕe (T,C∙, �∙) pour S ′, soit la racine� est un nœud d’échec, et
alorsC� est ńecessairement la clause vide, soit l’on trouve un nœud (qui n’est pas d’́echec) dans
T en calculant comme suit. Le plan de la démonstration consistèa montrer que ce nœud est
caract́eristique de clauses sur lesquelles on peut appliquer la règle de ŕesolution ordonńee avec
sélection. L’appliquer engendre une nouvelle clause, qui aura un arbre d́ecoŕe plus petit, au sens
où une certaine mesure bien fondée de cet arbre décrôıtra ; ce qui montrera la terminaison.

Choix des clauses sur lesquelles résoudre.Soit doncS ′ un ensemble de clauses et un arbre
décoŕe (T,C∙, �∙) pourS ′. Soit, pour chaque nœud d’échecN , CN�N une clause close qui est
fausse enN . Soit ±NHN le littéral ±A0

i deCN�N aveci maximal—autrement dit, le littéral
le plus grand, ou le plus bas sur la branche menantà N . Si N est un ensemble fini d’atomes
B1, . . . , Bk, notons−N la disjonction−B1 ∨ . . . ∨ −Bk. Si P est un ensemble fini d’atomes
B1, . . . , Bk, notons+P la disjonction+B1 ∨ . . . ∨+Bk.

On peutécrireCN�N de façon unique sous la forme±NHN ∨ +PN ∨ −NN ∨ SN , où PN

est l’ensemble des atomes deCN�N (hors±NHN ) qui apparaissent sous le signe+, SN =
{L�N ∣L ∈ sel (CN)}, etNN est l’ensemble des atomes deCN�N (hors±NHN ) qui apparaissent
sous le signe−, resp. non śelectionńees et śelectionńes.
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Disons queCN , et par extensionCN�N , estgéńeratrice si et seulement siHN apparâıt po-
sitivement, c’est-̀a-dire±N = +, et si aucun litt́eral n’y est śelectionńe (SN = ∅). Si CN est
géńeratrice,CN�N est donc de la forme+HN ∨+PN ∨ −NN .

On construit une interprétation propositionnelleI parétapes, comme suit. SoitI0 = ∅. Suppo-
sonsIk déjà construite, et considérons toutes les clauses géńeratricesCN telles queHN = A0

k+1,
le k + 1-ième atome. S’il en existe une telle queNN ⊆ Ik (tous les atomes niés sont vrais)
et PN ∩ Ik = ∅ (tous les atomes positifs sont faux), posonsIk+1 = Ik ∪ {A0

k+1}. Sinon, po-
serIk+1 = Ik. La suite s’arr̂eteà l’indice n, lorsqu’on aénuḿeŕe tous les atomes, et l’on pose
I = In. L’interprétationI a les propríet́es suivantes :

(I.1) Pour toute clause géńeratriceCN telle queI rend vrais tous les atomes deNN et faux tous
les atomes dePN , I rendHN vrai.

(I.2) SiH est un atome vrai dansI, alors il existe une clause géńeratriceCN telle queHN = H.
De plus, tous les atomes deNN sont vrais dansI, et tous les atomes dePN sont faux dans
I.

La vérification de ces deux propriét́es est laisśee en exercice. Elle dépend du fait qu’un litt́eral
devenu vraià l’étapek ne pourra jamais redevenir faux ; et, plus subtilement, du fait qu’un
litt éral dePN qui était fauxà l’étapek, au moment òu HN = A0

k+1, restera faux̀a toutes les
étapes suivantes (parce queHN est plus bas que tout atome dePN ).

I étant une interpŕetation de Herbrand, est aussi une branche de l’arbre sémantique, et d́efinit
donc une unique branche de l’arbre décoŕe (T,C∙, �∙). Au bout de cette branche dansT , on
trouve donc un unique nœud d’échecNI . L’id ée est queCNI

va être la pŕemisse principale dans
la règle de ŕesolution ordonńee avec śelection.

Prémisse principale.Montrons donc en premier queCNI
peutêtre pŕesent́ee de sortèa ob́eir

aux restrictions impośees aux pŕemisses principales, c’est-à-direà la condition(iv).
Si sel (CNI

) est non vide, alors c’est́evident : on pose{−A′
1, . . . ,−A′

ℓ} = sel (CNI
), et

ℓ ≥ 1 par hypoth̀ese. Suppons donc qu’aucun littéral ne soit śelectionńe dansCNI
. Consid́erons

le littéral±NI
HNI

. Si le signe±NI
était+, CNI

serait donc ǵeńeratrice. Mais commeCNI
est

fausse dansI, tous les atomes deNNI
sont dansI et aucun des atomes dePNI

n’est dansI. Par
la propríet́e (I.1), ceci impliquerait queHI soit aussi dansI, ce qui rendraitCNI

vraie dansI,
contradiction. Donc le signe±NI

est−. Soit−A′
1 n’importe quel litt́eral ńegatif deCNI

tel que
A′

1�NI
= HNI

. Alors CNI
s’écrit C ′ ∨ −A′

1, où aucun litt́eral n’est śelectionńe, et òu −A′
1 est

maximal. Donc la propríet́e (iv) est v́erifiée dans tous les cas.

Prémisses auxiliaires.Consid́erons lesA′
i comme d́efinis ci-dessus. CommeCNI

�NI
est

fausse dansI, tous lesA′
i�NI

sont vrais dansI. Par la propríet́e (I.2) (premìere partie), il existe
une clause ǵeńeratriceCNi

telle queHNi
= A′

i�NI
. Elle est ńecessairement telle queCNi

�Ni

contient le litt́eral+A′
i�NI

.
Soient donc+Ai1, . . .,+Aini

, ni ≥ 1, tous les litt́erauxL deCNi
tels queL�Ni

= +A′
i�NI

,
et soitCi la disjonction de tous les autres littéraux deCNi

. (Notez bien qu’il se peut qu’il y ait
plusieurstels littérauxL ; c’est ce qui justifie le fait queni n’est en ǵeńeral paśegalà 1, d’où le
besoin de la factorisation.) On a ainsi trouvé la pŕemisse auxiliaireCNi

= Ci∨+Ai1∨. . .∨+Aini
.

Commeni ≥ 1, la condition(i) est v́erifiée.
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CommeCNi
est une clause géńeratrice, aucun litt́eral n’y est śelectionńe. De plus, les+Aij

y sont maximaux : sinon il existerait un littéralL dansCNi
tel queL ≻ +Aij, doncL�Ni

≻
+Aij�Ni

= +A′
i�NI

= HNi
(par stabilit́e de≻). MaisHNi

est par d́efinition le grand litt́eral (le
plus bas dans l’arbre) deCNi

�Ni
, contradiction. Donc la condition(iii) est v́erifiée.

Finalement, on aAij�Ni
= A′

i�NI
. Comme on a supposé (sans perte de géńeralit́e) queAij

etAi′j′ n’avaient aucune variable libre en commun sii ∕= i′, et queAij etA′
i′ n’avaient aucune

variable en commun (pour tousi, i′, j), la substitution�N1
∪ �N2

∪ . . . ∪ �Nℓ
∪ �NI

a un sens, et
est clairement un unificateur desAij et desA′

i.
Soit� leur mgu : la condition(ii) est donc v́erifiée. De plus,�N1

∪ �N2
∪ . . . ∪ �Nℓ

∪ �NI
est

une instance�� de�, pour une certaine substitution�. (Nous utiliserons ceci plus bas.)
La clauseC1� ∨ . . .∨Cℓ� ∨C ′� est donc d́eductible par ŕesolution ordonńee avec śelection.

Terminaison.Montrons que ce processus termine. Définissons le nouvel arbre décoŕe(T ′, C ′
∙, �

′
∙)

à partir de(T,C∙, �∙) comme suit. SoitS ′ l’ensemble de clauses dont(T,C∙, �∙) est un arbre
décoŕe, et soitS ′′ l’ensemble de clausesS ′ plus le ŕesolvantC1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′�.

On montre d’abord que(C1�∨ . . .∨Cℓ�∨C ′�)� = C1�N1
∨ . . .∨Cℓ�Nℓ

∨C ′�NI
est fausse au

nœudNI , ce qui revient̀a dire queC ′�NI
est fausse enNI , et tous lesCi�Ni

, 1 ≤ i ≤ ℓ, sont faux
enNI . Le fait queC ′�NI

soit fausse enNI estévident, carC ′�NI
est incluse dansCNI

�NI
, qui

décore le nœud d’échecNI . Ensuite,CNi
, qui est ǵeńeratrice, est́egaleà+HNi

∨+PNi
∨−NNi

.
Par construction deCNi

(voir plus haut) et la propriét́e (I.2) (deuxìeme partie), tous les atomes de
NNi

sont vrais dansI et tous ceux dePNi
sont faux dansI. Comme par construction,Ci�Ni

est
exactement la sous-clause+PNi

∨−NNi
, elle est fausse dansI. Donc(C1� ∨ . . .∨Cℓ� ∨C ′�)�

est faux dansI. Comme cette dernière clause ne contient que des atomes inférieurs ouégaux
(plus haut dans l’arbre) que ceux des prémisses, elle est fausse au nœudNI .

Il est donc senśe de consid́erer le nœudN ′ le plus haut au-dessus deNI qui rend le ŕesolvant
(C1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′�)� faux. Alors :

(a) Si N ′ est strictement plus haut queNI dansT , alors soitT ′ l’arbre śemantique clos dont
les nœuds d’échec sontN ′, plus tous les nœuds d’échec deT qui ne sont pas en-dessous
deN ′. On poseC ′

N ′ égale au ŕesolvantC1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′�, et �′N ′ := �, alors que
C ′

N ′′ = CN ′′ et �′N ′′ = �N ′′ pour toutN ′′ ∕= N ′.

(b) Si N ′ = NI , on poseT ′ = T , C ′
NI

égale au ŕesolvantC1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′� (qui remplace
donc au nœud d’échecNI la clauseCNI

= C ′∨−A′
1∨ . . .∨−A′

ℓ), �
′
NI

:= � etC ′
N ′′ = CN ′′

et �′N ′′ = �N ′′ pour toutN ′′ ∕= NI .

Ce dernier cas ne peut se produire que si l’atome le plus grand(le plus bas) de(C1� ∨ . . . ∨
Cℓ� ∨ C ′�)� est le m̂eme que celui deCNI

�NI
, soit HNI

. Consid́erons les autres littéraux de
(C1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′�)� = C1�N1

∨ . . . ∨ Cℓ�Nℓ
∨ C ′�NI

. Les littéraux desCi�Ni
, 1 ≤ i ≤ ℓ,

sont par d́efinition deCi strictement plus petits (strictement plus haut) queHNi
= A′

i�NI
, qui est

un atome deCNI
�NI

, donc plus petit oúegalà (plus haut que)HNI
. Les littéraux deCi�Ni

sont
donc toujours strictement plus hauts queHNI

. La seule raison pour laquelleHNI
pourrait donc

apparâıtre dans(C1� ∨ . . .∨Cℓ� ∨C ′�)� = C1�N1
∨ . . .∨Cℓ�Nℓ

∨C ′�NI
, c’est qu’il apparaisse

dansC ′�NI
. Ce qui est important, c’est qu’en passant deCNI

�NI
àC1�N1

∨ . . . ∨ Cℓ�Nℓ
∨ C ′�NI

comme d́ecoration du nœudNI , on a moralement remplacé des “grands” litt́erauxHNi
par des

clausesCi�Ni
, qui ne contiennent que des littéraux strictement plus petits.
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Formellement, on d́efinit la mesure�1(CN , �N ) du nœud d’́echecN d’un arbre d́ecoŕe(T,C∙, �∙)
commeétant le multi-ensemble contenant autant de fois l’entieri qu’il y a de littéraux±A′ de
CN tels queA′�N = A0

i (le iième atome clos de l’énuḿeration choisie). Dans le cas(b), où
N ′ = NI (et en posantN = NI), ce multi-ensemble d́ecrôıt, dans l’ordre multi-ensemble, lors
du remplacement deCNI

parC1� ∨ . . . ∨ Cℓ� ∨ C ′�.
On rappelle en passant que cet ordre multi-ensemble est bienfondé, voir l’annexe A.3 pour

plus de d́etails. (On rappelle qu’un ordre estbien fond́e s’il n’admet aucune chaı̂ne infinie
décroissante. Il s’agit d’un anglicisme [well-founded], que nous pŕeférons pour des raisons de
clart́e au mot françaisbon ordre.)

On d́efinit ensuite la mesure�−(T,C∙, �∙) commeétant le multi-ensemble des�1(CN , �N),
N parcourant les nœuds d’échec deT . Dans le cas(b), �1(CN , �N ) décrôıt strictement, les autres
�1(CN ′′ , �N ′′) étant inchanǵes. Donc la mesure�− décrôıt dans l’ordre multi-ensemble dans le
cas(b).

D’un autre ĉoté, la taille∣T ∣ décrôıt strictement dans le cas(a), et est inchanǵee dans le cas
(b). Donc la mesure�(T,C∙, �∙) définie comme le couple(∣T ∣, �−(T,C∙, �∙)) ordonńe lexico-
graphiquement, d́ecrôıt lors du passage de(T,C∙, �∙) à (T ′, C ′

∙, �
′
∙). L’ordre lexicographique sur

les couples forḿes d’un entier et d’un multi-ensemble de multi-ensembles d’entiersétant bien
fondé, le processus termine, et l’on peut donc dériver la clause vide en un nombre fini d’étapes
de ŕesolution ordonńee avec śelection. ⊓⊔

On pourra remarquer l’utilisation de�− pour montrer par des moyens purement sémantiques
(c’est-̀a-dire sans utiliser l’exercice 1) que la factorisation négative n’est pas ńecessaire.

Remarque 3 L’utilisation d’une fonction de śelection est parfois encore un peu trop restrictive,
et l’on pourrait garder juste unerelationde śelection ; en termes basiques, on pourrait décider
de śelectionner un ensemble de littéraux ńegatifs diff́erent pour deux occurrences de la même
clause. Ceci n’a, en pratique, aucun intérêt : si onélimine les clauses subsumées comme nous le
ferons dans la suite, nous ne fabriquerons en particulier jamais deux fois la m̂eme clause, et le
problème ne se pose donc pas.

4 Élimination de redondances

En pratique, il est utile, voire fondamental, de combiner larègle de ŕesolution avec diff́erentes
règles desimplificationde l’ensemble de clauses courant. Les deux plus importantesrègles de
simplification sont :

– L’ élimination de tautologies: on dit qu’une clauseC est unetautologiesi et seulement si
elle est de la formeC1 ∨+A∨−A pour un certain atomeA. On peut alorśeliminer toutes
les tautologies deS.

– L’ élimination de clauses subsumées: on dit qu’une clauseC subsumeune clauseC ′ si et
seulement siC ′ est de la formeC� ∨ C1. On notera queC impliqueC�, qui implique
C� ∨ C1. Donc siC subsumeC ′, alorsC implique C ′. Intuitivement, on doit pouvoir
éliminer toute clauseC ′ impliquée par une autreC. L’intuition est fausse, mais l’on peut
très souvent́eliminer les clauses subsumées.

17



– L’ élimination des clauses pures: on dit qu’une clauseC est pure dans un ensemble de
clausesS si et seulement siC est de la formeC1 ∨ ±A, et il n’existe aucune clause de la
formeC ′

1∨∓A′ dansS telle queA etA′ sont unifiables (on dit que±A estpur). L’ensemble
S est alors satisfiable si et seulement siS ∖ {C} est satisfiable.

Le fait queS ∖ {C} est satisfiable si et seulement siS est satisfiable est une bonne indication
que l’on peut enleverC deS. Mais ce n’est pas une condition suffisante. Un cas intéressant est
celui où l’on sépare la r̀egle de ŕesolution en ŕesolution binaire et factorisation positive : tout
facteurC� deC est subsuḿe parC, donc si l’on pouvait ne serait-ce qu’éliminer toute clause
subsuḿee, alors la ŕesolution binaire serait complète sans factorisation ; on a vu que ce n’était
pas le cas.

En ǵeńeral, le probl̀eme peut s’expliquer comme suit. Supposons queS1 est un ensemble de
clauses insatisfiables, et que la plus courte dérivation de la clause vide par résolution (ordonńee,
avec śelection) est de longueur10. Enlevons deS1 une clauseC redondante (tautologique, sub-
suḿee, pure), et posonsS2 = S1∖{C}.S2 est toujours insatisfiable, mais rien n’empêche a priori
que la plus courte d́erivation de la clause vide soit de longueur20 (par exemple). Effectuons une
étape de ŕesolution, obtenantS3, qui n’est plus qu’̀a 19 étapes de la clause vide. Il est plausible
qu’éliminer une autre clause redondante mèneàS4, qui est disons̀a 30 étapes de la clause vide.
On voit ainsi que l’on engendre une suite infinie d’ensemblesde clauses, tous insatisfiables, mais
qui ne se rapprochent pas d’un ensemble de clauses contenantla clause vide.

Nous allons regarder quelles clauses peuventêtreéliminées de façon ŝure en regardant fine-
ment la preuve du th́eor̀eme 8. L’id́ee sera de garantir que la mesure�(T,C∙, �∙) (ou un raffine-
ment) d́ecroisse.

4.1 Élimination de tautologies

Une tautologieC1∨+A∨−A n’a que des instances closes vraies. Donc aucune clauseCN�N
n’est une instance d’une telle clause.

Raffinons la mesure des arbres décoŕes en posant�′(S, T, C∙, �∙) = (�(T,C∙, �∙, ∣S∣) or-
donńee lexicographiquement, où ∣S∣ est lataille de l’ensemble de clausesS, et òu l’on contraint
(T,C∙, �∙) à être un arbre d́ecoŕe pourS. Comme aucune tautologie deS n’est une clauseCN ,
l’ élimination de tautologies laisse�(T,C∙, �∙) inchanǵe, mais fait d́ecrôıtre ∣S∣.

On en conclut que l’on peut intercaler entre toutesétapes de résolution ordonńee avec śelection
n’importe quel nombre d’étapes d’effacement de tautologies. Notamment, on peut décider d’́eli-
miner syst́ematiquement toutes les tautologies.

4.2 Élimination de clauses subsuḿees

Supposons queS contientC et une clause subsuméeC� ∨ C1. (DansC� ∨ C1, on suppose
implicitement qu’il n’y aucun litt́eral communà C� et C1.) Supposons queN est un nœud
rendant faux une instance close(C� ∨C1)� deC� ∨C1. CommeN rend fausse la clauseC��∨
C1�, en particulierN rend fausse la clauseC��, qui est une instance close deC. Donc il existe
un nœud d’́echecN ′ au-dessus deN .
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SiN ′ est strictement au-dessus deN , comme en section 4.1,éliminerC� ∨ C1 fait décrôıtre
�(T,C∙, �∙). Ce cas ne se présente en fait jamais, puisqueN est un nœud d’échec : il n’y a aucun
nœud au-dessus deN ′ où une clause deS serait d́ejà fausse.

DoncN ′ = N . SoitCN n’est pas la clauseC�∨C1, et le m̂eme argument s’applique, soitCN

est la clauseC�∨C1, et l’on peut remplacer la clauseCN au nœud d’́echecN parC, à condition
que�1(C, ��) soit plus petit oúegal dans l’ordre multi-ensemble que�1(C� ∨ C1, �). (Le cas
plus petit est clair ; si on a l’égalit́e, noter que∣S∣ décrôıt.)

C’est notamment le cas si� n’unifie aucun litt́eral dansC (autrement dit, ne calcule pas un
facteur deC). En effet, dans ce cas�1(C� ∨ C1, �) = �1(C�, �) ⊎ �1(C1, �) ≥ �1(C�, �) =
�1(C, ��). Noter qu’en ǵeńeral�1(C�, �) ≤ �1(C, ��), et on n’a l’́egalit́e que si� n’unifie aucun
litt éral dansC.

Nous appellerons une clause subsuméeC�∨C1 telle que� n’unifie aucune paire de littéraux
deC une clausesubsuḿee lińeairement. La discussion ci-dessus montre que l’on peutéliminer
toute clause subsuḿee lińeairement,̀a tout moment au cours de la recherche de preuve. (Réṕeter
l’argument ci-dessus pourtousles nœudsN tels queC = CN ; il peut y en avoir plus d’un.) En
particulier, on peut supprimer les clauses subsumées lińeairement le plus tôt possible.

Par exemple, la clause+P (x) ∨+P (y) subsume lińeairement les clauses :
– +P (a) ∨+P (y) (� instanciex para)
– +P (a) ∨+P (y) ∨+Q(z)
– +P (x) ∨+P (y) ∨+Q(z)

et elle subsume, mais pas linéairement :
– +P (z) (� instanciex ety parz)
– +P (a) (� instanciex ety para)

A noter que ŕeciproquement,+P (z) subsume lińeairement+P (x) ∨+P (y).

Remarque 4 On peut en fait fournir des critères d’́elimination de clauses subsumées plus lib́e-
raux, à condition de changer de mesure�(T,C∙, �∙). Un cas simple est celui de la résolution
ordonńee, c’est-̀a-dire òu sel (C) = ∅ pour toute clauseC. La compĺetude de ce cas peut se
montrer en prenant�1(C, �) = ∣T ∣ ; alors on peut́eliminer toute clause subsumée, m̂eme si elle
ne l’est pas lińeairement,̀a tout moment.

Dans le cas de la ŕesolution ordonńee avec śelection, on peut̀a la place raffiner�1(C, �).
Étendons l’ordre≻ sur les atomes̀a un ordre sur les litt́eraux par le produit lexicographique
de l’ordre ≻ sur l’atome sous-jacent avec l’ordre− > + sur le signe. Ordonnons les clauses
C par l’ordre multi-ensemble≫ sur les litt́eraux, ordonńes par l’ordre pŕećedent. La preuve du
théor̀eme 8 tient toujours en choisissant�1(C, �) égaleà C, ordonńee par≫. D’autre part, on
a toujoursC� ∨ C1 ≫ C, sauf siC� ∨ C1 subsume elle aussiC. (Exercice.) On en conclut
que l’on peutéliminer toute clauseC strictement subsuḿeepar une autre clauseC ′, c’est-̀a-
dire toute clauseC subsuḿee parC ′ telle queC ′ n’est pas subsuḿee parC. D’autre part, on
peut aussíeliminer tout ŕesolvant (ordonńe, avec śelection) qui est subsuḿe (pas ńecessairement
strictement) par une autre clause deS. Ceci est prouv́e notamment en [BG01] par une technique
apparemment tr̀es diff́erente de celle pŕesent́ee ici, mais (probablement) en réalité isomorphe.
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Remarque 5 Tester si une clauseC est subsuḿee par une autre,C ′, est un probl̀eme NP-
complet. Il est clairement dans NP : il suffit de deviner quelslitt éraux deC proviennent d’instan-
ciation de litt́eraux deC ′, puis de ŕesoudre en temps polynomial le problème de pattern-matching
qui en ŕesulte. Il est d’autre part NP-complet, mais différentes techniques algorithmiques per-
mettent de d́etecter toutes les clauses subsumées par une clause donnée, ou ŕeciproquement si
une clause donńee est subsuḿee par une des clauses d’un ensemble donnée, extr̂emement ef-
ficacement [RSV01]. Dans le cas de formats de clauses comme ceux que l’on consid́erera en
section 7.6, il sera facile de voir que le test de subsomptionest faisable en temps polynomial.

4.3 Élimination de clauses pures

L’ élimination de clauses pures est une stratégie d’́elimination de clauses redondantes qui
est parfois tr̀es efficace : supprimer une clause redondante (pure notamment) peut rendre pures
d’autres clauses, et ainsi de suite en chaı̂ne.

Un argument facile montrant qu’on peutéliminer les clauses pures est le suivant : tout
résolvant d’une clause pureC∨±A (où±A est pur, c’est-̀a-dire ne s’unifie avec aucun∓A′ dans
aucune clause) avec une clauseC ′ est de la formeC ′′ ∨ ±A�, où±A� ne s’unifie toujours avec
aucun∓A′ dans aucune clause. Donc tout résolvant d’une clause pure est pur. Comme la clause
vide n’est pas pure, aucune desétapes de résolution construites dans la preuve du théor̀eme 8 ne
peut utiliser de clause pure. On peut donc toutes leséliminer.

En pratique, un d́emonstrateur automatique fondé sur la ŕesolution ordonńee avec śelection
maintient des tables des littéraux qui s’unifient en position maximale ou sélectionńee dans les
clauses. Il est alors facile de détecter quelles clauses sont de la formeC ∨ +A (A maximal,
sel (C ∨ +A) = ∅) telles que+A est pur, et quelles clauses sont de la formeC ∨ −A (A
sélectionńe, ou biensel (C ∨ −A) = ∅ etA maximal) avec−A pur. Il est aussi plus facile de
donner un argument direct de complétude d’́elimination de ces clauses pures particulières par la
technique de preuve du théor̀eme 8, lesCN ne pouvant̂etre pures dans ce sens.

4.4 Divers

Bachmair et Ganzinger [BG01] mentionnent d’autres cas de redondance. En particulier, la
règle derésolution-subsomptionpermet,̀a partir des deux prémissesC ∨±A etC ′∨C�∨∓A�,
d’inf érerC ′∨C�. Il s’agit d’uneétape de ŕesolution (non ordonńee, sans śelection), qui est donc
toujours correcte et préserve la complétude. L’avantage de cette règle est que la conclusionC ′ ∨
C� subsume lińeairement la pŕemisseC ′∨C�∨∓A�, que l’on peut donc effacer imḿediatement.

Joyner [JJ76] utilise une autre forme de mélange entre ŕesolution et subsomption. Posons
C ↝ C�, où C� est un facteur ǵeńeral deC, si et seulement siC est de la formeC� ∨ C ′.
Noter que dans ce cas,C et son facteurC� se subsument mutuellement. De plus,C� subsume
C linéairement, donc on peut effacerC dès queC ↝ C�. Cette r̀egle s’appelle lacondensation.

Pour voir quand cette règle est utile, consid́erons la clauseC = +P (x)∨+P (y)∨+P (a). On
aC ↝ +P (x) ∨ +P (a) (par l’unificateury := x ou y := a) ↝ +P (a). En ǵeńeral,↝ définit
un syst̀eme de ŕeécriture qui termine (́evident) et est confluent. Joyner appelle l’unique forme
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normale d’une clauseC pour↝ sacondensation. Remplacer systématiquement une clause par
sa condensation est correct et préserve la complétude.

5 Splitting

Consid́erons une clause de la formeC ∨C ′, oùC etC ′ ne partagent aucune variable libre, et
un ensemble de clauses de la formeS ∪ {C ∨ C ′}. Ce dernier est insatisfiable si et seulement si
S ∪ {C} etS ∪ {C ′} sont insatisfiables.

Par exemple,S ∪{+P (x)∨+Q(y)} est satisfiable par tout modèle qui satisfaitS d’une part,
et tel queP est vrai de toutx, ou bienQ est vrai de touty. DoncS est satisfiable si et seulement
s’il existe un mod̀ele deS ∪ {+P (x)}, ou un mod̀ele deS ∪ {+Q(y)}. On remarquera qu’il est
important queC (ici, +P (x)) etC ′ (ici, +Q(y)) ne partagent aucune variable.

On va examiner plusieurs façons d’exploiter cette remarque.

5.1 Splitting et tableaux

La premìere approche consistèa d́ecouper l’ensemble de clausesS ∪ {C ∨ C ′} en deux
ensembles de clauses,S∪{C} etS∪{C ′}. On a alors besoin de manipuler plusieurs ensembles de
clauses. AppelonstableauT tout multi-ensemble fini non vide d’ensembles de clauses. Onnotera
S1∣S2∣ . . . ∣Sn le tableau forḿe des ensembles de clausesS1, S2, . . .,Sn. En ǵeńeral, on notera
T ∣T ′ l’union multi-ensemble des tableauxT et T ′. Chaque ensemble de clausesSi est appeĺe
traditionnellement unebranchedu tableauT . On dit qu’une branche estclosesi et seulement
si elle contient la clause vide□. On dit qu’un tableauT estclos si et seulement si toutes ses
branches sont closes.

Pour mod́eliser le splitting, soit⊳ une relation binaire entre ensembles de clauses, appelée
relation de d́eduction. On pense ici typiquementà la relation d́efinie parS ⊳ S ′ si et seulement si
S ′ est obtenu par l’ajout̀aS d’un résolvant ordonńee avec śelection entre clauses deS, ouS ′ est
obtenu paŕelimination d’une tautologie ou d’une clauses subsumée lińeairement par une autre
clause deS. Cependant, notre argumentation restera valable pour de nombreuses autres relations
de d́eduction.

On d́efinit la relation binaire_ entre tableaux par les règles :

S ⊳ S ′

( ⊳ )
S∣T _ S ′∣T

C,C ′ n’ont aucune variable libre en commun
(Split)

S ∪ {C ∨ C ′}∣T _ S ∪ {C}∣S ∪ {C ′}∣T

Disons qu’une interpŕetation I satisfait un tableauT si et seulement siI satisfait au moins
une branche deT . En particulier,T est insatisfiable si et seulement si toutes ses branches sont
insatisfiables.

Lemme 9 (Correction) Supposons que⊳ est correcte, au sens où siS ⊳ S ′ etS est satisfiable,
alorsS ′ est satisfiable.

Alors _ est correcte, au sens où siT _∗ T ′ etT est satisfiable, alorsT ′ est satisfiable.
En particulier, siT _∗ T ′ etT ′ est un tableau clos, alorsT est insatisfiable.
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Démonstration.
– (Règle( ⊳ )) si S ⊳ S ′ etS ′∣T est satisfiable, soitI une interpŕetation satisfaisantS∣T . Si
I satisfaitS, par hypoth̀ese il existe une interprétationI ′ satisfaisantS ′, doncI ′ satisfait
S ′∣T .

– (Règle(Split)) si C et C ′ sont deux clauses n’ayant aucune variable en commun, soitI
est une interpŕetation qui satisfaitS ∪ {C ∨C ′}∣T . Si I satisfaitS ∪ {C ∨C ′}, comme on
l’a vu plus haut,I satisfaitS ∪ {C} ouS ∪ {C ′}, doncS ∪ {C}∣S ∪ {C ′}∣T . La même
conclusion est clairement obtenue siI satisfaitT . ⊓⊔

La compĺetude est, comme d’habitude, un problème plus d́elicat. Notons d’abord que la rela-
tion _ est compl̀ete, de façon triviale, d̀es que⊳ est compl̀ete : il suffit de ne jamais appliquer
(Split). On souhaite cependant utiliser(Split) à volont́e, par exemple d̀es qu’elle est applicable.

Pour ceci, et bien qu’on puisse le démontrer dans un cadre géńeral, supposons que⊳ est
l’union des relations⊳r et ⊳eff , où S ⊳r S ′ si et seulement siS ′ estS union un ŕesolvant
ordonńe avec śelection de clauses deS, et S ⊳eff S ′ si et seulement siS ′ estS moins une
tautologie, ou moins une clause deS subsuḿee lińeairement par une autre clause deS.

Définissons unestrat́egie d’effacement et de splitting(dans la suite, on dira justestrat́egie)
commeétant une fonctionf qui à chaque tableauT associe soit le symbole spécial ∗, soit un
tableauT ′ tel que soitT _ T ′ est d́eductible par la r̀egle (Split), soit T ⊳eff T ′. Une
f -dérivationest une d́erivation

T0 _ T1 _ . . . _ Tk

où pour toutj, 1 ≤ j ≤ k, soitf(Ti−1) = Ti, soitf(Ti−1) = ∗. On dit que ⊳r estf -compl̀etesi
et seulement si, pour tout tableauT insatisfiable, il existe une dérivation finie comme ci-dessus
telle queT = T0 etTk est clos. On a alors :

Théorème 10 (Compĺetude) La résolution ordonńee avec śelection estf -compl̀ete pour toute
strat́egief d’effacement et de splitting.

Démonstration. On mesure chaque brancheS d’un tableau par le couple�(T,C∙, �∙), ∣S∣,
comme en Section 4, et un tableau completT par le multi-ensemble de ces quantités lorsque
S parcourt les branches deT . Il est clair que toute application de(Split) ou de ⊳eff fait
décrôıtre cette mesure, alors que la construction de la preuve du théor̀eme 8 fournit unéetape de
résolution ordonńee avec splitting⊳r qui fait décrôıtre cette mesurèa partir de toute branche
non close de tout tableauT si f(T ) = ∗. ⊓⊔

En d’autres termes, la résolution ordonńee avec śelection, augmentée de l’effacement̀a volont́e
de tautologies et de clauses linéairement subsuḿees, et de l’utilisatioǹa volont́e de la r̀egle de
splitting (Split), est compl̀ete.

Dans la suite, on utilisera toujours une forme particulière de splitting. Pour tout ensemble
de clausesS, toute clauseC deS peutêtre d́ecouṕee enC1 ∨ . . . ∨ Ck, où chaqueCi est une
sous-clause minimale non vide telle queCi etCj ne partagent aucune variable libre, pour aucun
i ∕= j. On dira que lesCi sont lesblocsdeC, et queC1, . . . , Ck est unedécomposition en blocs
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deC. On utilisera toujours la forme suivante de la règle de splitting :

C1, . . . , Ck décomposition en blocs deC, k ≥ 2

S ∪ {C}∣T _ S ∪ {C1}∣ . . . ∣S ∪ {Ck}∣T

Cette r̀egle est simulable park − 1 applications de la règle(Split). Réciproquement, il est clair
qu’utiliser cette dernìere r̀egle au lieu de(Split) reste complet, pour toute stratégie d’effacement
et de splitting (exercice).

5.2 Splitting et non-d́eterminisme

La mod́elisation des tableaux comme des multi-ensembles de branches est pratique pour
démontrer la correction et la complétude, mais ce n’est pas la bonne façon de voir ce qui se passe
réellement. Illustrons ceci sur un exemple. Considérons l’ensemble de clauses

(a) P (f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y) (b) Q1(x) ⇐ P (f(x, y)), Q2(y)

(c) P2(g(g(y))) ⇐ P2(y) (d) P2(g(a))

(e) Q2(g(g(g(y)))) ⇐ Q2(y) (f) Q2(g(g(a)))

(g) ⊥ ⇐ Q1(g(a)) (ℎ) P1(g(x))

Lorsqu’on ŕesout entre les deux premières clauses(a) et (b) surP (f(x, y)), on obtient la clause
Q1(x) ⇐ P1(x), P2(y), Q2(y), qui se splitte en deux. On poursuit ensuite le raisonnementsur
chaque brancheindépendamment:

(i) Q1(x) ⇐ P1(x), P2(y), Q2(y) par(a), (b)
(j) Q1(x) ⇐ P1(x) (k) ⊥ ⇐ P2(y), Q2(y)

(l) ⊥ ⇐ P1(g(a)) par(j), (g) (m) ⊥ ⇐ P2(y), Q2(g(g(y)) par(k), (c)
□ par(l), (ℎ) (n) ⊥ ⇐ P2(g(y)), Q2(y) par(m), (e)

(o) ⊥ ⇐ P2(y), Q2(g(y)) par(n), (c)
(p) ⊥ ⇐ Q2(g(g(a)) par(o), (d)

(q) □ par(p), (f)

La véritable forme d’une d́erivation en pŕesence de splitting n’est donc pas une suite d’opérations,
en pratique, mais unarbre. Sur une machine de Turing non déterministe, on ŕealisera le split-
ting en remplaçant non-déterministiquement toute clauseC ayant une d́ecomposition en blocs
C1, . . . , Ck par l’un desCj, 1 ≤ j ≤ k. Appelons cette r̀egle lesplitting non d́eterministe. Di-
sons aussi qu’un ensemble de clausesS estsatuŕe pour un certain raffinement de la résolution
et splitting non d́eterministe si toute clause obtenue par splitting non déterministe d’un ŕesolvant
de deux clauses deS (pour le raffinement choisi) est subsumée lińeairement par une clause de
S. Si un ensemble de clausesS mène par un certain raffinement de la résolution et splitting non
déterministèa un ensemble de clauses saturéS∞, alors on en d́eduit queS est satisfiable.

Si S est dans une classeC de clauses telle que le nombre maximum d’étapes de résolution
et de splitting non d́eterministe est polynomial en la taille deS, ceci fournira un algorithme de
décision de la satisfiabilité pour la classeC qui est donc dans NP. Si le nombre maximum d’étapes
est exponentiel (c’est-à-dire borńe par l’exponentielle d’un polyn̂ome en la taille deS), alors la
satisfiabilit́e sera dans NEXPTIME. Nous utiliserons cette remarque plusieurs fois dans la suite.
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5.3 Splitting sans splitting

On peut simuler le splitting en utilisant l’équivalence entreC ∨ C ′ et∃q ⋅ (q ⇒ C) ∧ (¬q ⇒
C ′), lorsqueC etC ′ ne partagent aucune variable libre. Ceci permet de remplacer la disjonction
C ∨ C ′ par laconjonctiondes deux clauses−q ∨ C et+q ∨ C ′, où q est un symbole de prédicat
frais d’arité0.

Ceci permet d’́eviter d’avoirà parler de tableaux, et de ne raisonner de nouveau que sur des
ensembles de clauses. Dans la suite, pouréviter d’avoirà parler de symboles d’arité 0, on écrira
q(∗) à la place deq, où ∗ est une constante fixée.

Pour formaliser ceci, nous avons besoin de préciser ce qu’un symbole de prédicatfrais signi-
fie. Fixons donc l’ensembleP des symboles de prédicats pouvant apparaı̂tre dans un ensemble
de clausesS fourni en entŕee de notre proćedure de ŕesolution. SoitQ un ensemble de symboles
de pŕedicats, disjoint deP. Supposons de plus queQ est en bijection avec l’ensemble des clauses
forméesà l’aide de pŕedicats dansP seulement, modulo renommage. Autrement dit, il existe une
application quià chaque clauseC forméeà l’aide de pŕedicats dansP uniquement associe un
symbole┌C┐ deQ, telle que┌C┐ = ┌C ′┐ si et seulement s’il existe un renommage% tel que
C = C ′%. Cette construction existe toujours : il suffit de choisir pourQ exactement le quotient de
l’ensemble des clauses forméesà l’aide de pŕedicats dansP par la relation d’́equivalence reliant
toute clauseC à tout renommageC%.

La règle desplitting sans splittingest alors :

C ∨ C ′

C ∨ −┌C ′┐(∗) + ┌C ′┐(∗) ∨ C ′

par laquelle on entend queC et C ′ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune
variable, telles queC ′ est forḿee de symboles de prédicats dansP uniquement, et queC contient
au moins un atomeP (t) avecP ∈ P ; l’effet de la r̀egle est de remplacerC ∨ C ′ par l’ensemble
des deux clausesC ∨ −┌C ′┐(∗) et +┌C ′┐(∗) ∨ C ′. (On pourrait lever la restriction queC ′ est
formée de symboles de prédicats dansP uniquement, mais nous n’en aurons pas besoin. En
revanche, nous lèverons cette restriction dans le cas du splitting non clos en section 5.4.)

Soit I une interpŕetation de Tarski, de domaineD, des symboles de prédicats dansP. Son
extension standardIQ est telle queIQP = IP pour toutP ∈ P, et IQ┌C┐ vautD si I ∕∣= C, et
∅ si I ∣= C. On dira qu’une interpŕetationI eststandardsi et seulement si, pour toute clause
C forméeà l’aide de symboles de prédicats deP uniquement,I┌C┐ est vide si et seulement si
I ∣= C. Toute extension standard est clairement standard.

Lemme 11 (Correction) La résolution ordonńee avec śelection, l’́elimination de tautologies et
de clauses subsumées, et la r̀egle de splitting sans splitting sont correctes au sens où, s’il existe
une interpŕetation standardI telle queI ∣= S et siS ′ est d́eduite deS par l’une de ces r̀egles,
alors I ∣= S ′.

En particulier, si on peut d́eduire la clause vide deS par ces r̀egles, et siS ne contient que
des clauses forḿeesà l’aide de symboles de prédicats deP, alorsS est insatisfiable.

Démonstration. Immédiat pour toutes les règles sauf́eventuellement la règle de splitting sans
splitting. SiI ∣= C ∨ C ′, alors on a deux cas. SiI ∣= C ′, commeI est standard,I ∕∣= +┌C ′┐(∗),
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doncI ∣= C ∨ −┌C ′┐(∗) ; d’autre partI ∣= +┌C ′┐(∗) ∨ C ′, doncI est un mod̀ele de toutes
les clauses en conclusion de la règle. SiI ∕∣= C ′, commeI est standard,I ∣= +┌C ′┐(∗), donc
I ∣= +┌C ′┐(∗) ∨ C ′ ; d’autre part commeI ∕∣= C ′ maisI ∣= C ∨ C ′ et C et C ′ ne partagent
aucune variable libre, ńecessairementI ∣= C, doncI ∣= C ∨ −┌C ′┐(∗). DoncI est encore un
mod̀ele de toutes les clauses en conclusion de la règle.

Finalement, si on peut déduire la clause vidèa partir deS,S ne peut donc avoir aucun modèle
standard. Mais toute extension standard d’un modèle deS est un mod̀ele standard deS. DoncS
n’a aucun mod̀ele :S est insatisfiable. ⊓⊔

L’ajout deQ modifie la base de Herbrand, c’est-à-dire l’ensemble des atomes closà consi-
dérer : on doit maintenant considérer non seulement tous les atomes closP (t), P ∈ P, mais
aussi les atomes clos de la formeQ(t), où Q ∈ Q. Pour tout ordre stable≻, on étend≻ de
sorte queP (t) ≻ Q(∗) pour tout terme clost, et pour tousP ∈ P, Q ∈ Q. Un tel ordre sera
appeĺeadmissible. On peut d́efinir comme en section 5.1 une notion destrat́egied’effacement et
de splitting sans splitting (exercice). On a alors :

Théorème 12 (Compĺetude) Soit≻ un ordre stable admissible. La résolution ordonńee pour
≻ avec śelection,élimination de tautologies, de clauses subsumées lińeairement et splitting sans
splitting est compl̀ete : pour tout ensemble insatisfiableS de clauses forḿeesà partir de symboles
de pŕedicats dansP, pour toute strat́egief , il existe unef -dérivation de la clause vidèa partir
deS.

Démonstration. Il suffit de remarquer que, siN est un nœud d’échec, etCN est de la forme
C ∨ C ′, où ni C ni C ′ n’est vide, alors soit┌C ′┐(∗) est fausse enN et alors+┌C ′┐(∗) ∨ C ′�N
est fausse enN , soit┌C ′┐(∗) est vraie enN et alorsC�N ∨ −┌C ′┐(∗) est fausse enN .

Dans le deuxìeme cas,�1(C ∨ −┌C ′┐(∗), �N) est plus petite que�1(C ∨ C ′, �N ), carC ′

est non vide, construite uniquementà partir de symboles deP, donc pour tout atomeA deC ′,
A�N ≻ ┌C ′┐(∗), puisque≻ est admissible.

Dans le premier cas, de même,�1(+┌C ′┐(∗) ∨ C ′, �N) est plus petite que�1(C ∨ C ′, �N),
cette fois-ci parce queC contient au moins un atome de la formeP (t) avecP ∈ P, donc tel que
P (t)�N ≻ ┌C ′┐. ⊓⊔

Note : L’argument du th́eor̀eme 12 contient une erreur, qui m’aét́e signaĺee en 2005 par K.
Neeraj Verma. Je préfère ne pas la corriger pouréveiller l’attention du lecteur sur un point subtil.
Il se trouve que┌C ′┐(∗) est fausse enN , ou ┌C ′┐(∗) est vraie enN , ou encore┌C ′┐(∗) n’est
pas interpŕet́ee du tout enN . Il suffit que┌C ′┐(∗) tombe en-dehors de l’ensemble des atomes
A0

1, . . . , A
0
n garanti par le th́eor̀eme de compacité. On peut corriger le th́eor̀eme de diff́erentes

façons :

1. Dans le cas òu l’on saurait par avance que l’on ne peut fabriquer qu’un nombre fini
d’atomes de la forme┌C ′┐(∗) au cours de la ŕesolution — ce sera le casà la section 6.5 —
il suffit de rajouterà A0

1, . . . , A
0
n l’ensemble fini de tous ces atomes, et la démonstration

fonctionne alors sans aucun autre changement.
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2. Dans le cas ǵeńeral, on peut encore ajouter tous les atomes┌C ′┐(∗) à l’énuḿeration des
A0

i , ce qui en fait unéenuḿeration infinie. On doit alors considérer des arbres sémantiques
transfinis [Rus89], ce qui complique la démonstration.

3. Une version plus simple consisteà utiliser la ḿethode de d́emonstration de Bachmair
et Ganzinger [BG01]. Le splitting sans splitting est en effet un cas particulier de leur
critère ǵeńeral de redondance. Il y a des parallèles entre leur ḿethode et celle des arbres
sémantiques [GLJ05].

L’exemple de la section 5.2 devient alors :

(i) Q1(x) ⇐ P1(x), P2(y), Q2(y) par(a), (b)

(j′) Q1(x) ⇐ P1(x), q(∗)

(k′) q(∗) ⇐ P2(y), Q2(y)

(m′) q(∗) ⇐ P2(y), Q2(g(g(y))) par(k′), (c)

(n′) q(∗) ⇐ P2(g(y)), Q2(y) par(m′), (e)

(o′) q(∗) ⇐ P2(y), Q2(g(y)) par(n′), (c)

(p′) q(∗) ⇐ Q2(g(g(a))) par(o′), (d)

(q′) q(∗) par(p′), (f)

(j′′) Q1(x) ⇐ P1(x) par(q′), (j′)

(l′) ⊥ ⇐ P1(g(a)) par(j′′), (g)

□ par(l′), (ℎ)

où q = ┌⊥ ⇐ P2(y), Q2(y)┐. On pourra remarquer que lesétapes(k′)–(q′) simulent exactement
la branche droite du tableau de la section 5.1, lesétapes suivant(j′′) simulant la branche gauche.

Le splitting sans splitting a de nombreux avantages. D’abord, en pratique, les d́emonstrateurs
automatiques par résolution sont́ecrits dans des langages impératifs, et effectuer du splitting est
difficile dans ce contexte : il ne faut pas qu’uneétape de d́eduction sur une branche modifie par
inadvertance les données d’une autre branche. Ceci n’est pas un problème avec le splitting sans
splitting, puisqu’il n’y a jamais qu’une branche dans ce cas. Ensuite, l’utilisation du splitting sans
splitting permet l’utilisation de toutes les stratégies d’́elimination de redondances de la section 4,
alors que le splitting interdit l’́elimination des clauses d’une branche qui sont redondantespar
rapport à des clauses d’une autre branche. Finalement, l’utilisation de fonctions de sélection
adapt́ees nous permettra d’obtenir grâce au splitting sans splitting des bornes de complexité
fines, notamment en section 6.5. Ces bornes seront en particulier meilleures que par l’utilisation
du splitting ordinaire.

5.4 Splitting non clos

On peut pousser plus loin l’id́ee du splitting sans splitting. Supposons que l’on ait une clause
C∨C ′, mais queC etC ′ partagent une variablex. AlorsC∨C ′ estéquivalent̀a∃q ⋅∀x ⋅ (q(x) ⇒
C) ∧ ∀x ⋅ (¬q(x) ⇒ C ′), où q est un symbole de prédicat frais d’arit́e1.
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SoitQ1 un ensemble de symboles de prédicats disjoint deP et deQ, en bijection avec les
paires(x,C) formées d’une variablex et d’une clauseC forméeà partir de symboles de prédicats
dansP , modulo renommage. Autrement dit, il existe une application qui àx etC associe┌x ⋅ C┐

deQ1, telle que┌x ⋅ C┐ = ┌x′ ⋅ C ′┐ si et seulement s’il existe un renommage% tel queC = C ′%
etx = %(x′).

La règle desplitting non closest alors :

C ∨ C ′

C ∨ −┌x ⋅ C ′┐(x) + ┌x ⋅ C ′┐(x) ∨ C ′

par laquelle on entend queC etC ′ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que la variable
x au plus, telles queC ′ est forḿee de symboles de prédicats dansP uniquement, et queC contient
au moins un atomeP (t) avecP ∈ P ; l’effet de la r̀egle est de remplacerC ∨ C ′ par l’ensemble
des deux clausesC ∨ −┌x ⋅ C ′┐(x) et+┌x ⋅ C ′┐(x) ∨ C ′.

Il sera utile de pouvoiŕetendre un tant soit peu cette règle, en assouplissant la condition
surC ′. On autoriseC ′ à être de la formeC ′

0 ∨ −┌x ⋅ C ′
1┐(x) ∨ . . . ∨ −┌x ⋅ C ′

k┐(x). Noter que
C ′ est intuitivement l’́equivalent de la clauseC ′

0 ∨ C ′
1 ∨ . . . ∨ C ′

k. Parsplitting non clos, nous
comprendrons d́esormais la r̀egle :

C ∨

C′

︷ ︸︸ ︷
C ′

0 ∨ −┌x ⋅ C ′
1┐(x) ∨ . . . ∨ −┌x ⋅ C ′

k┐(x)

C ∨ −┌x ⋅ C ′
0 ∨ C ′

1 ∨ . . . ∨ C ′
k┐(x) + ┌x ⋅ C ′

0 ∨ C ′
1 ∨ . . . ∨ C ′

k┐(x) ∨ C ′

(6)

où C etC ′ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que la variable x au plus, telles que
C ′

0 est forḿee de symboles de prédicats dansP uniquement,C ′
i etC ′

j ne partagent que la variable
x au plus pour tousi, j, 0 ≤ i < j ≤ k, etC contient au moins un atomeP (t) avecP ∈ P.

Les arguments de la section 5.3 se rép̀etent pratiquement mot pour mot. Une interprétation
I de domaineD eststandardsi et seulement si elle est standard au sens de la section 5.3,et si
pour toute clauseC formée de symboles de prédicats dansP uniquement, pour toute variablex,
I┌x⋅C┐ est l’ensemble des valeursv ∈ D telles qu’il existe un environnement� tel que�(x) = v
et I, � ∕∣= C.

Lemme 13 (Correction) La résolution ordonńee avec śelection, l’́elimination de tautologies et
de clauses subsumées, et les r̀egles de splitting sans splitting et de splitting non clos, sont cor-
rectes au sens où, s’il existe une interpŕetation standardI telle queI ∣= S et siS ′ est d́eduite de
S par l’une de ces r̀egles, alorsI ∣= S ′.

En particulier, si on peut d́eduire la clause vide deS par ces r̀egles, et siS ne contient que
des clauses forḿeesà l’aide de symboles de prédicats deP, alorsS est insatisfiable.

Appelons un ordre stable≻ admissiblesi et seulement s’il est admissible au sens de la sec-
tion 5.3 (P (t) ≻ Q(∗) pour toutP ∈ P, Q ∈ Q), siP (t) ≻ Q(t′) pour tousP ∈ P, Q ∈ Q1, et
tous termes clost et t′, et enfin si┌x ⋅ C┐ ≻ ┌x ⋅ C ′┐ dès queC subsumeC ′ strictement.

Théorème 14 (Compĺetude) Soit≻ un ordre stable admissible. La résolution ordonńee pour
≻ avec śelection,élimination de tautologies, de clauses subsumées lińeairement, splitting sans
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splitting et splitting non clos, est complète : pour tout ensemble insatisfiableS de clauses forḿees
à partir de symboles de prédicats dansP, pour toute strat́egief , il existe unef -dérivation de la
clause vidèa partir deS.

Nous laissons la d́emonstration de ces deux résultats en exercice ; les arguments sont similaires
à ceux du lemme 11 et du théor̀eme 12 respectivement.

Donnons un exemple de splitting non clos, que nous réutiliserons par la suite. Considérons
l’ensemble de clauses :

(a) P0(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y) (b) P3(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y) (c) P4(f(x, y)) ⇐ P4(x), P3(y)

(d) P1(a) (e) P2(a) (f) P4(a)

(g) Q(x) ⇐ P0(x), P1(x) (ℎ) P1(x) ⇐ P3(x), P4(x) (i) P3(x) ⇐ P4(x)

Choisissons un ordre≻ tel queP (f(u, v)) ≻ P ′(u), P ′(v) pour tousP, P ′, u, v. On a leśetapes
de ŕesolution, òu l’on attire l’attention sur leśetapes de splitting non clos(k0)–(k2) et(n0)–(n2) :

(j) P1(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y), P4(f(x, y)) par(ℎ), (b)

(k) P1(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y), P4(x), P3(y) par(j), (c)

(k0) P1(f(x, y)) ⇐ p14(x), p23(y) par splitting non clos, avec

(k1) p14(x) ⇐ P1(x), P4(x) p14 = ┌x ⋅ ⊥ ⇐ P1(x), P4(x)┐

(k2) p23(x) ⇐ P2(x), P3(x) p23 = ┌x ⋅ ⊥ ⇐ P2(x), P3(x)┐

(l) Q(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y), P1(f(x, y)) par(g), (a)

(m) Q(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y), p14(x), p23(y) par(l), (k0)

(n0) Q(f(x, y)) ⇐ p14(x), p234(y) par splitting non clos (6), avec

(n1) p234(x) ⇐ P4(x), p23(x) p234 = ┌x ⋅ ⊥ ⇐ P2(x), P3(x), P4(x)┐

p14(x) ⇐ P1(x), p14(x) [tautologie]

Remarque 6 On peut d́efinir une r̀egle de splitting ǵeńeralisé comme suit.̀A partir de n’importe
quelle disjonctionC ∨C ′ de deux clauses non vides, telles que les variables partagées entreC et
C ′ soient parmix1, . . . , xn, on fabrique les deux clausesC∨−q(x1, . . . , xn) et+q(x1, . . . , xn)∨
C ′, où q est un symbole de prédicat frais. On laisse le soin de développer les d́etails au lecteur.
On remarquera aussi que le casn = 0 est le splitting sans splitting, et le casn = 1 est ce que
nous avons pŕesent́e ici comméetant le splitting non clos. Nous n’aurons jamais besoin du cas
n ≥ 2 dans la suite.

6 Automates d’arbres, contraintes ensemblistes

Nous avons vu en section 2.4 que tout ensembleS de clauses de Horn définissait des langages
LP (S). Ceci n’est pas sans rappeler la théorie des automates, et pour cause. Nous développons
ici ce th̀eme extensivement.
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6.1 Automates d’arbres
Consid́erons par exemple l’automate de mots finisà droite.
On suppose que l’état initial estqinit, et que leśetats finaux
sont entouŕes (le seuĺetat final est doncqinit). Cet automate
reconnâıt tous les mots de la forme(ab∗)∗, c’est-̀a-dire tous
les mots sur l’alphabet{a, b} commençant para et le mot
vide.

a

b

q1

initq

ε

On peut exactement décrire l’ensemble des mots reconnusà chaquéetatq, sous forme de clauses
de Horn, òu q(t) signifie quet est reconnu enq :

qinit(�) q1(a(X)) ⇐ qinit(X)

q1(b(X)) ⇐ q1(X) qinit(X) ⇐ q1(X)

Tout motu est ici cod́e sous la forme du terme closu(�), où � est une constante : en géńeral, siu
est le mot vide, alorsu(t) = t, et siu est de la formeva, où a est une lettre, alorsu(t) = a(v(t)).
On peut en ǵeńeral d́efinir des automates d’arbres, qui sont
des automates finis permettant de reconnaı̂tre des ensembles
de termes clos. L’automate d’arbres de droite, par exemple,
reconnâıt (enqlist−even) l’ensemble de toutes les listes d’en-
tiers pairs. Pour̂etre pŕecis, l’ensemble de toutes les listes
cons(t1, cons(t2, . . . , cons(tn, nil) . . .)), où chaqueti est
de la formeSni(O), ni pair. Noter que la transitionO (en haut
à gauche) part de0 état, alors que la transitioncons( , ) (au
milieu) part de deux́etatsqeven et qlist−even.

qeven

qodd

qlist−even

s (_)

0
cons (_, _)

nils (_)

Pour d́efinir préciśement la śemantique des automates d’arbres, le plus simple est de la décrire
en clauses de Horn. Comme plus haut, chaque transition donnera lieuà exactement une clause :

qeven(O) qeven(S(X)) ⇐ qodd(X) qodd(S(X)) ⇐ qeven(X)

qlist−even(cons(X,Y )) ⇐ qeven(X), qlist−even(Y ) qlist−even(nil)

Noter que l’on n’a pas besoin de définir desétats initiaux dans un automate d’arbre :O par
exemple est reconnu enqeven, en utilisant la transitionqeven(O), d’arité0.

En ǵeńeral, on appelleraautomate d’arbrestout ensembleS de clauses de Horn de la forme

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P1(X1), . . . , Pn(Xn) (7)

où les variablesX1, . . .,Xn sont deux̀a deux distinctes. Lorsquen = 0, on retrouve les clauses
initiales telles queqeven(O).

Un langage de termes est ditrégulier si et seulement s’il est de la formeLP (S), pour un
prédicatP et un automate d’arbresS.

Test d’appartenance. On peut tester si un terme clost est dansLP (S) en testant siS plus la
clause⊥ ⇐ P (t) est insatisfiable, par le lemme 3. Soit3 l’ordre sous-terme, c’est-̀a-dire le plus
petit ordre strict tel quef(t1, . . . , tn) 3 ti pour touti, 1 ≤ i ≤ n, et toutf . Utilisons l’ordre≻1
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sur les atomes d́efini parP (t) ≻1 P ′(t′) si et seulement sit 3 t′. Il est facile de voir que, sur
toute branche du tableau obtenu par résolution ordonńee (avec≻1) et splitting, on ne ǵeńerera
que des clauses de la forme⊥ ⇐ Q(u), oùQ est un symbole de prédicat etu un sous-terme det.
Chaque branche est donc de longueur polynomiale en la tailledet etS, et le probl̀eme est donc
dans coNP. En réalit́e, le probl̀eme est m̂eme dans P : on peut extraire de toute dérivation de□
par hyperŕesolutionpositivecette fois une d́erivation par hyperŕesolution positive ne d́erivant que
des clauses unitaires de la formeP (u), où u est un sous-terme det ; de plus, siu est de la forme
f(u1, . . . , un), alorsP (u) est d́erivé par une instance d’une clause (7) de la forme

P (f(u1, . . . , un)) ⇐ P1(u1), . . . , Pn(un)

Il n’y a qu’un nombre polynomial de telles instances, lorsque u parcourt les sous-termes det.
De plus, ces instances sont closes, donc l’ensemble de ces instances est en fait un ensemble de
clauses de Horn propositionnelles. Ceci reste vrai lorsqu’on rajoute la clause⊥ ⇐ P (t). Or
l’hyperrésolution positive sur des clauses de Horn propositionnelles termine en temps polyno-
mial. (On peut m̂eme la faire terminer en temps linéaire, en utilisant des structures d’indexation
adapt́ees.) Donc l’appartenance d’un terme closàLP (S) est d́ecidable en temps polynomial.

Test du vide. On peut aussi tester siLP (S) est vide par ŕesolution ordonńee et splitting, en
utilisant le lemme 4. On ne géǹere que des clauses de la formeQ(X), donc le probl̀eme est
aussi dans coNP. Cependant, le problème de la vacuité est lui aussi, en fait, dans P. En effet,
LP (S) est non vide si et seulement si l’ensemble des clauses obtenuesà partir deS en oubliant
les arguments des symboles des prédicats (c’est-̀a-dire en passant deQ(t) à Q) plus la clause
⊥ ⇐ P est insatisfiable. On obtient ainsi encore un ensemble de clauses propositionnelles. Leur
insatisfiabilit́e est donc d́ecidable par hyperrésolution positive en temps linéaire.

6.2 Clôture par les oṕerations booĺeennes

Il est possible de montrer que toute union finie, toute intersection finie, tout complément de
langages reconnus par des automates d’arbres est encore reconnaissable par automates d’arbres.

Union. Le cas de l’union est trivial : siP est unétat nouveau, et si l’on ajoute les deux clauses
P (X) ⇐ Q1(X) etP (X) ⇐ Q2(X), alors le langage reconnu enP est l’union de ceux reconnus
enQ1 et Q2. (Pour ceci, on suppose que les deux automates dont on souhaite calculer l’union
ont ét́e fusionńes en un seul, en prenant l’union de leurs ensembles de clauses, apr̀es renommage
éventuel des symboles de prédicats de l’un des deux.)

Intersection. Le cas de l’intersection fait appelà la construction produit. Pour calculer l’in-
tersection de deux automates d’arbres — ensembles de clauses — S1 et S2, on consid̀ere les
symboles de prédicatsP 1 ∩ P 2, pour chaque symboleP 1 apparaissant dansS1 etP 2 dansS2 ;
on construit l’automate dont les clauses sont

(P 1 ∩ P 2)(f(X1, . . . , Xn)) ⇐ (P 1
1 ∩ P 2

1 )(X1), . . . , (P
1
n ∩ P 2

n)(Xn)
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pour toute paire de clauses

P 1(f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P 1
1 (X1), . . . , P

1
n(Xn)

P 2(f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P 2
1 (X1), . . . , P

2
n(Xn)

dansS1 etS2 respectivement, avec le mêmef . (LesXi sont les m̂emes, ce qu’on peut toujours
supposer, moduler renommage.)

Au lieu d’utiliser la construction produit, on pourrait ajouter la simple clauseP (X) ⇐
Q1(X), Q2(X) pour reconnâıtre enP (P nouveau pŕedicat) l’intersection des langages recon-
nus enQ1 etQ2. Mais cette nouvelle clause n’est pas une clause de la forme (7). Nous verrons
en section 6.3 que l’utilisation de résolution ordonńee avec śelection et splitting non clos permet
en fait d’́eliminer ces clauses, et de retrouver un automate d’arbres.Cette dernìere construction
est une optimisation de la construction produit, au sens où tous les produitsP 1 ∩ P 2 ne sont pas
engendŕes.

Le calcul de l’intersection binaire est faisable en temps polynomial, en fait quadratique. Le
calcul de l’intersection dek automates dem clauses produit un automate d’au plusmk clauses.
On peut montrer que ceci est optimal, au sens où la vacuit́e de l’intersection d’une famille finie
d’automates d’arbres est un problème DEXPTIME-complet [Sei94]. (Le problème analogue sur
les automates de mots est PSPACE-complet [Koz77].)

Complémentaire. La construction du complémentaire deLP (S) est plus complexe. En parti-
culier, il ne suffit pas de créer de nouveaux symboles de prédicatsP dénotant le complémentaire
deP , et d’exploiter le fait que l’on doit avoirP (X) si et seulement si nonP (X). La raison en est
queP (t) doit être vrai si et seulement siP (t) est fauxdans le plus petit mod̀ele de Herbrandde
l’automate d’arbresS. Or passer̀a la ńegation nous fait passer du plus petit au plus grand modèle
de Herbrand, ce qui ne répond pas̀a la question. Par exemple, considérons l’ensemble de clauses
S vide,LP (S) est donc vide, et l’on s’attend̀a ce queP reconnaisse tous les termes clos, mais
définir P comme la ńegation deP signifie ajouter les clauses

−P (X) ∨ −P (X) +P (X) ∨+P (X)

Au passage, celle de droite n’est pas une clause de Horn, et iln’y a pas de plus petit modèle. On
laisse le lecteur v́erifier que ces deux clauses plus⊥ ⇐ P (X), ou bien plus⊥ ⇐ P (X), forment
des ensembles satisfiables (mais pour différents mod̀eles). En particulier, ajouter⊥ ⇐ P (X) ne
produit pas d’insatisfiabilit́e (alors que le complémentaire deP est non vide... dans le plus petit
mod̀ele de l’ensemble vide de clauses).

À la place, pour chaque symbole de prédicatP , pour chaque symbole de fonctionP , énuḿe-
rons les clauses deS dont la t̂ete (l’atomeà gauche de⇐) est de la formeP (f(X1, . . . , Xn)) :

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Pi1(X1), . . . , Pin(Xn) (1 ≤ i ≤ k)

Un terme closf(t1, . . . , tn) tel quet1 ∈ LPi1
(S), . . ., tn ∈ LPin

(S) est dansLP (S), clairement.
Mais comme l’on consid̀ere le plus petit mod̀ele de Herbrand deS, la réciproque est vraie : si
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f(t1, . . . , tn) est reconnu enP , alors il existei, 1 ≤ i ≤ k, tel quet1 est reconnu enPi1, . . ., tn
est reconnu enPin. Autrement dit, la formule suivante est vraie dans le plus petit modèle deS :

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇔
k⋁

i=1

Pi1(X1) ∧ . . . ∧ Pin(Xn)

Passant aux complémentaires, et réutilisant la notationP introduite plus haut,

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇔
k⋀

i=1

P i1(X1) ∨ . . . ∨ P in(Xn)

Ceci peut se ŕeécrire en ne conservant que la direction⇐ de l’équivalence ci-dessus (l’autre
venant, de m̂eme, du fait que nous considérons toujours le plus petit modèle), et en introduisant
de nouveaux prédicatsQi servant̀a abŕeger les disjonctions de droite de l’équivalence ci-dessus :

P (X) ⇐ Q1(X), . . . , Qk(X)

Qi(f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P ij(Xj) (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n)

Aucune de ces deux formes de clauses ne correspondà (7). Dans le cas de la deuxième forme,
ceci est aiśement ŕeparable, quoique de façon peuélégante, en les réécrivant

Qi(f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P ij(Xj),⊤(X1), . . . ,⊤(Xj−1),⊤(Xj+1), . . . ,⊤(Xn)

où⊤ est un pŕedicat reconnaissant tous les termes : ajouter toutes les clauses⊤(g(Y1, . . . , Ym)) ⇐
⊤(Y1), . . . ,⊤(Ym). Dans le cas de la première forme, on a des clauses intersection, que l’on peut
éliminer par des constructions produits, comme plus haut.

Ceci prend un temps exponentiel en la taille des clauses. Uneautre façon classique de calculer
les unions, intersections, et compléments, est de déterminiser les automates d’arbres. Nous ne le
traiterons pas ici, voir [GS97]. Dans tous les cas, la complexité exponentielle est ińevitable : le
probl̀eme de l’universalit́e d’unétatP de l’automateS, c’est-̀a-dire le probl̀eme de la vacuité du
compĺementaire deLP (S), est DEXPTIME-complet (PSPACE-complet pour les automatesde
mots).

Un point int́eressant est que la construction du complémentaireP au moyen de passages
d’implications à deséquivalences, qui sont valides dans le plus petit modèle de Herbrand, se
géńeraliseà n’importe quel format de clauses de Horn. Pour définir P , énuḿerer toutes les
clauses dont la tête commence par le prédicatP :

P (ti) ⇐ Pi1(ti1), . . . , Pin(tin) (1 ≤ i ≤ k)

Alors, dans le plus petit modèle, on a :

P (X) ⇔
k⋁

i=1

∃x⃗i ⋅X = ti ∧ Pi1(ti1) ∧ . . . ∧ Pin(tin)
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où x⃗i est la liste des variables libres de laiième clause ci-dessus, etX est une variable frâıche.
(Ceséquivalences forment ce qu’on appelle lacompĺetion de ClarkdeS.) Donc

P (X) ⇔
k⋀

i=1

∀x⃗i ⋅ (X = ti ⇒ P i1(ti1) ∨ . . . ∨ P in(tin))

Mais cetteéquivalence ne s’écrit pas ńecessairement sous forme d’un ensemble fini de clauses
en ǵeńeral, ce qui interdit de ǵeńeraliser la construction du complémentaire aux clauses de Horn
géńerales. Malgŕe cela, on peutdéfinir la négationP deP commeétant le pŕedicat satisfaisant
l’ équivalence ci-dessus. Cette négation n’est pas la négation classique ; c’est lanégation par
l’ échecdu langage Prolog (au moins dans le cas de la sémantique dite stratifíee, mais nous ne
rentrerons pas dans ces détails).

6.3 Automates bidirectionnels, alternants, et autres

On peut consid́erer des automates enrichis, utilisant d’autres formes de clauses, et pas seule-
ment les clauses (7).

�-transitions. Un premier ajout, b́enin, est celui des�-transitions:

P (X) ⇐ P ′(X) (8)

qui exprimer que tout terme reconnu enP ′ est aussi reconnu enP . Nous avons d́ejà utilisé une
telle forme de clause dans notre premier exemple d’automateen section 6.1, sans le dire.

Un ensemble de clauses de forme (7) ou (8) sera appelé unautomate d’arbre avec�-transitions.
Tous les ŕesultats de d́ecidabilit́e et de complexit́e des test d’appartenance et du vide, et des cal-
culs d’unions, d’intersections, et de complémentaires, tiennent toujours en présence d’�-transi-
tions ; les modifications̀a apporter aux arguments des sections préćedentes sont mineures.

Alternance. Un ajout plus int́eressant, et que nous avons déjà fait en section 6.2 dans les calculs
d’intersections et de complémentaires, est de considérer desclauses intersection:

P (X) ⇐ P1(X), . . . , Pn(X) (9)

où n ≥ 1. (On inclura donc le cas des�-transitions dans les clauses intersection.)
Une collection de clauses de la forme (7) ou (9) est appelé un automate d’arbrealternant.

La raison intuitive est que, pour reconnaı̂tre un terme clost enP , on doit d’abord trouver (par
un choix existentiel) une clause qui permet de dériver P (t), et si cette clause est une clause
intersection (9), on doit v́erifier quet est reconnu en tout́etatPi, 1 ≤ i ≤ n (c’est un choix
universel). On reconnaı̂t donct en alternant des choix existentiels et universels.

En ŕealit́e, le probl̀eme de l’appartenance d’un terme clost à LP (S) est dans P. Il suffit,
comme dans le cas non alternant, d’énuḿerer les instances closes de clauses deS fabriqúeesà
l’aide de sous-termes det, et de tester l’insatisfiabilité par hyperŕesolution positive.
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Par contre, le problème de la vacuité est DEXPTIME-complet. Il est DEXPTIME-difficile,
parce qu’il contient le problème de l’intersection d’automates d’arbres, qui est DEXPTIME-
complet, comme on l’a vu en section 6.2. Il est dans DEXPTIME,ce qui est une conséquence
du th́eor̀eme suivant et du fait que la vacuité d’automates d’arbres est dans P. (On peut aussi
donner une d́emonstration directe en utilisant la même strat́egie de ŕesolution que celle de la
démonstration de ce théor̀eme.)

Théorème 15 Pour tout automate d’arbres alternantS, on peut calculer en temps exponentiel
un automate d’arbresreg(S) équivalent, au sens où pour tout symbole de prédicatP apparais-
sant dansS, LP (S) = LP (reg(S)).

(En premìere approche, on pourra lire la démonstratioǹa l’aide de l’exemple donńe à sa suite.)
Démonstration. SaturonsS par ŕesolution ordonńee avec śelection, splitting non clos, et

élimination de clauses subsumées lińeairement. (L’́elimination de clauses subsumées ne nous
servira qu’̀a éliminer des clauses qui sont identiques modulo renommage.) Le plan de la preuve
est le suivant : on montre que cetteétape de saturation ne produit que des clauses d’un certain
format, puis qu’il n’y a qu’un nombre exponentiel de clausesde ce format, donc la stratégie de
résolution termine sur un ensemble saturéS ′ ; ensuite, on montre que toute déduction de la clause
videà partir deS ′ et de⊥ ⇐ P (t), permettant de tester sit ∈ LP (S

′) = LP (S), n’utilise comme
clauses deS ′ que celles qui sont des clauses d’automates d’arbres (7).

L’ordre choisi est≻1 (étenduà un ordre admissible quelconque), la fonction de sélection est
telle quesel (C) est l’ensemble de tous les littéraux maximaux pour≻1 deC qui sont ńegatifs.
Finalement, nous appliquons la règle de splitting non clos (6) dès que possible, sous la condition
suppĺementaire queC ′ soit une clause ńegative d’au moins deux littéraux. SoitP l’ensemble des
symboles de prédicats apparaissant dansS.

On peut supposer sans perte de géńeralit́e que toute clause intersection (9) est telle que1 ≤
n ≤ 2 ; sinon, on peut ŕeécrireP (X) ⇐ P1(X), . . . , Pn(X) sous forme den−1 clausesP (X) ⇐
P1(X), P ′

1(X) etP ′
1(X) ⇐ P2(X), P ′

2(X) et . . . etP ′
n−2(X) ⇐ Pn−1(X), Pn(X).

SoitQ10 l’ensemble des symboles de la forme┌x ⋅ ⊥ ⇐ P1(X), . . . , Pn(X)┐, oùP1, . . . , Pn ∈
P. Les clauses obtenues dans toute dérivation partant deS sont de la forme :

1. P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q1(X1), . . . , Qn(Xn), où X1, . . . , Xn sont deux̀a deux distinctes,
P,Q1, . . . , Qn ∈ P ∪Q10,

2. ouP (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q1(X1), . . . , Qn(Xn), P1(f(X1, . . . , Xn)), où X1, . . . , Xn sont
deuxà deux distinctes,m ≥ 1, P, P1, Q1, . . . , Qn ∈ P ∪ Q10,

3. ouQ(X) ⇐ Q1(X), . . . , Qn(X), où 1 ≤ n ≤ 2 etQ,Q1, . . . , Qn ∈ P ∪Q10.

En effet, c’est clairement le cas initialement. Ensuite, onremarque que l’unique littéral maximal
dans les clauses de type 1 est la tête ; en particulier, aucun littéral n’est śelectionńe dans les
clauses de type 1. Si l’on résout une clause de type 1

P1(f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q1(X1), . . . , Qn(Xn)

sur sa t̂eteP1(f(X1, . . . , Xn)) avec une clause de type 2

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q′
1(X1), . . . , Q

′
n(Xn), P1(f(X1, . . . , Xn))

34



on obtient :

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q1(X1), . . . , Qn(Xn),

Q′
1(X1), . . . , Q

′
n(Xn)

Par splitting non clos (6, on obtient les clauses :

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q′′
1(X1), . . . , Q

′′
n(Xn)

Q′′
1(X) ⇐ Q1(X), Q′

1(X)

. . .

Q′′
n(X) ⇐ Qn(X), Q′

n(X)

où Q′′
1, . . .,Q′′

n sont des symboles de prédicats dansQ10, et la premìere clause est de type 1. Si
l’on résout une clause de type 1 avec une clause de type 3 (avecn litt éraux ńegatifs,1 ≤ n ≤ 2),
on obtient soit une clause de type 1 sin = 1 soit une clause de type 2 sin = 2. Comme les
clauses de type 2 ou 3 contiennent au moins un littéral śelectionńe, on ne peut pas résoudre sur
leur t̂ete.

On remarque ensuite qu’il n’y a qu’un nombre exponentiel de clauses de type 1, 2, ou 3.
Soit p le nombre de symboles de prédicats dansP, f le nombre de symboles de fonctions dans
la signatureΣ, a l’arit é maximale des symboles de fonctions deΣ. Il y a en effet au plus2p

symboles dansQ10, donc au plusf2p(a+1) clauses de type 1̀a renommage près, au plusf2p(a+2)

clauses de type 2, et au plus22p + 23p clauses de type 3. On peut donc produireà partir deS un
ensemble de clausesS ′ satuŕe en temps exponentiel.

Posons maintenantreg(S) l’ensemble des clauses deS ′ qui sont de type 1. Clairement,
reg(S) est un automate d’arbres. Il ne reste qu’à montrer que pour toutP ∈ P, LP (S) =
LP (reg(S)).

Consid́erons n’importe quel ensembleS1 de clauses de la forme

(∗) ⊥ ⇐ P1(t1), . . . , Pm(tm)

tel queP1, . . . , Pm ∈ P ∪ Q01, et t1, . . . , tm sont des termes clos. Considérons unéetape de la
strat́egie de ŕesolution choisie,S ′∪S1 → S ′′, non triviale au sens òuS ′′ ∕= S ′∪S1. Cetteétape ne
peut paŝetre unéetape de ŕesolution entre clauses deS ′, carS ′ est satuŕe. Ce ne peut paŝetre une
étape de ŕesolution entre clauses deS1, carS1 ne contient que des clauses négatives. Finalement,
consid́erons unéetape de ŕesolution ordonńee avec śelection entre une clause(∗) et une clause
C deS ′. C est ńecessairement de type 1, car c’est le seul type de clause où aucun litt́eral n’est
sélectionńe. Le ŕesolvant obtenu est de la forme(∗) de nouveau.

On en conclut que dans toute dérivationS ′ ∪ S1 = S ′
1 → S ′

2 → . . . → S ′
i → . . ., où

l’on peut supposer sans perte de géńeralit́e que chaquéetapeS ′
i → S ′

i+1 est non triviale, les
seules clauses deS ′ qui sont utiliśees sont de type 1, donc dansreg(S). Pour tout terme clost, si
t ∈ LP (S), alorsS∪{⊥ ⇐ P (t)} a une d́erivation de la clause vide comme ci-dessus, donc aussi
reg(S) ∪ {⊥ ⇐ P (t)}, donct ∈ LP (reg(S)). La réciproquet ∈ LP (reg(S)) ⇒ t ∈ LP (S) est
évidente. ⊓⊔
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Illustrons la proćedure sur l’exemple des clauses(a)–(i) de la section 5.4 :

(a) P0(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y) (b) P3(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y) (c) P4(f(x, y)) ⇐ P4(x), P3(y)

(d) P1(a) (e) P2(a) (f) P4(a)

(g) Q(x) ⇐ P0(x), P1(x) (ℎ) P1(x) ⇐ P3(x), P4(x) (i) P3(x) ⇐ P4(x)

On pourra v́erifier que l’ensemble des clauses déduites par la stratégie de ŕesolution utiliśee dans
la preuve fournit les clauses(j)–(n1) déjà d́ecrites en section 5.4, plus d’autres :

(j) P1(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y), P4(f(x, y)) par(ℎ), (b)

(k) P1(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y), P4(x), P3(y) par(j), (c)

(k0) P1(f(x, y)) ⇐ p14(x), p23(y) par splitting non clos, avec

(k1) p14(x) ⇐ P1(x), P4(x) p14 = ┌x ⋅ ⊥ ⇐ P1(x), P4(x)┐

(k2) p23(x) ⇐ P2(x), P3(x) p23 = ┌x ⋅ ⊥ ⇐ P2(x), P3(x)┐

(l) Q(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y), P1(f(x, y)) par(g), (a)

(m) Q(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y), p14(x), p23(y) par(l), (k0)

(n0) Q(f(x, y)) ⇐ p14(x), p234(y) par splitting non clos (6), avec

(n1) p234(x) ⇐ P4(x), p23(x) p234 = ┌x ⋅ ⊥ ⇐ P2(x), P3(x), P4(x)┐

p14(x) ⇐ P1(x), p14(x) [tautologie]

(o) Q(a) ⇐ P0(a) par(g), (d)

(p) P1(a) ⇐ P3(a) par(ℎ), (f)

(q) P3(a) par(i), (f)

(r) p23(f(x, y)) ⇐ P2(f(x, y)), P1(x), P2(y) par(k2), (b)

(s) p14(f(x, y)) ⇐ P1(f(x, y)), P4(x), P3(y) par(k1), (c)

(t) p234(f(x, y)) ⇐ P4(x), P3(y), p23(f(x, y)) par(n1), (c)

(u) p14(a) ⇐ P4(a) par(k1), (d)

(v) p23(a) ⇐ P3(a) par(k2), (e)

(w) p234(a) ⇐ p23(a) par(n1), (f)

(x) p14(a) par(u), (f)

(y) Q(f(x, y)) ⇐ P0(f(x, y)), p14(x), p23(y) par(k0), (g)

(z) p14(f(x, y)) ⇐ p14(x), p23(y), P4(f(x, y)) par(k0), (k1)

(aa) P1(a) ⇐ P4(a) par(q), (ℎ)

(ab) p23(a) ⇐ P2(a) par(q), (k2)

P1(a) par(q), (p) [subsuḿe par(d)]

(ac) p23(a) par(q), (v)

(ad) p234(a) ⇐ P4(a) par(ac), (n1)

(ae) p234(a) par(ac), (w) [subsume(ad)]
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L’automate d’arbres d́eduit par la proćedure du th́eor̀eme 15 est donc le sous-ensemble des
clauses d’automates d’arbres, soit :

(a) P0(f(x, y)) ⇐ P1(x), P4(y)

(b) P3(f(x, y)) ⇐ P1(x), P2(y)

(c) P4(f(x, y)) ⇐ P4(x), P3(y)

(d) P1(a)

(e) P2(a)

(f) P4(a)

(k0) P1(f(x, y)) ⇐ p14(x), p23(y)

(n0) Q(f(x, y)) ⇐ p14(x), p234(y)

(q) P3(a)

(x) p14(a)

(ac) p23(a)

(ae) p234(a)

Automates bidirectionnels. On peut enrichir les automates d’arbres avec des clauses de la
forme

P (Xi) ⇐ Q(f(X1, . . . , Xn)) (10)

où 1 ≤ i ≤ n et les variablesX1, . . .,Xn sont distinctes deux̀a deux. Alors que les clauses (7)
reconnaissent un termef(t1, . . . , tn) à unétatP en le d́ecomposant, et en essayant ensuite de re-
connâıtre t1 enP1, . . .,tn enPn (en lisant la clause (7) de gaucheà droite), les clauses (10) tentent
de reconnâıtre un termet enP en devinant un terme plus grosf(t1, . . . , ti−1, t, ti+1, . . . , tn) re-
connu enQ.

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (10) est appelé un automate d’arbresbidirectionnel. Un
ensemble de clauses (7), (9) ou (10) est appelé un automate d’arbresbidirectionnel alternant.

En vérification de protocoles cryptographiques, on a naturellement besoin de clauses qui sont
des extensions naturelles du format (10) :

P (Xi) ⇐ Q(f(X1, . . . , Xn)), Q1(Xi1), . . . , Qk(Xik) (11)

où k ≥ 0, 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n et les variablesX1, . . ., Xn sont distinctes deux̀a deux. Par
exemple, en supposant qu’un intrus de Dolev-Yao a réussià ŕecuṕerer un ensemble de messages
défini par un pŕedicatE — autrement dit, le messaget est ŕecuṕeŕe si et seulement siE(t) dans
le plus petit mod̀ele de Herbrand d’un ensemble de clauses donné —, alors le pŕedicatI défini
par les clauses additionnelles :

I(X) ⇐ E(X)

I(c(X,Y )) ⇐ I(X), I(Y )

37



I(X) ⇐ I(c(X,Y )), I(Y )

I(p(X,Y )) ⇐ I(X), I(Y )

I(X) ⇐ I(p(X,Y ))

I(Y ) ⇐ I(p(X,Y ))

est tel queI(t) est vrai dans le plus petit modèle de Herbrand si et seulement sit est d́eductible
par l’intrus de Dolev-Yao, en lisantc(u, v) “u chiffré en utilisant la cĺe syḿetriquev” et p(u, v)
“paire u, v”. La premìere clause exprime que tout message récuṕeŕe est d́eductible, et est une
�-transition. La deuxìeme clause exprime que l’intrus peut déduire tout message qui est le chif-
frement de deux messages déjà d́eduits, et est une transition d’automate d’arbres (7). La troisième
clause exprime que l’intrus peut déchiffrer tout message chiffréc(u, v) qu’il sait déduireà condi-
tion de pouvoir d́eduire aussi la clé v ; il s’agit d’une clause de la forme (11). Les trois dernières
clauses, qui expriment que l’intrus peut déduire la pairep(u, v) si et seulement s’il peut déduire
à la foisu et v, sont une clause (7) et deux clauses (10).

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (11) est appelé un automate d’arbresbidirectionnelétendu.
Un ensemble de clauses (7), (9) ou (11) est appelé un automate d’arbresbidirectionnel alternant
étendu.

Contraintes d’égalités entre fr̀eres. La restriction exprimant que les variablesX1, . . ., Xn

sont distinctes dans les clauses d’automates (7) et les clauses d’automates bidirectionnels (10) ou
étendus (11) peut̂etre relax́ee. Consid́erons par exemple la clause d’automate (relaxée) suivante :

P (f(X,X, Y )) ⇐ Q1(X), Q2(X), Q3(Y )

Elle exprime quef(t1, t2, t3) est reconnu enP dès quet1 est reconnu enQ1, t2 enQ2, t3 enQ3,
et quet1 = t2 (c’est-̀a-dire quet1 et t2 sont identiques en tant que termes clos).

La contrainte d’́egalit́e entret1 et t2 porte sur desfrères: t1 et t2 sont des arguments du même
symbole de fonctionf dansf(t1, t2, t3). Les ensembles de clauses définis par des clauses de la
forme :

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P1(X1), . . . , Pn(Xn)

sans aucune contrainte sur les variablesX1, . . .,Xn, sont appeĺes desautomates d’arbres avec
contraintes d’́egalit́e entre fr̀eres.

Il està noter que les langages reconnus par automates d’arbres avec contraintes d’́egalit́e entre
frères sont plus riches que ceux reconnus par automates d’arbres. Par exemple, le langageL de
tous les termesf(t, t), t parcourant les termes clos, est reconnaissable en utilisant deségalit́es
entre fr̀eres, mais il n’existe aucun automate d’arbresS tel queLP (S) = L, pour aucun pŕedicat
P .

Comme en section 6.1, on peut montrer que tester si un terme clos est reconnùa l’étatP d’un
automate d’arbre avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eres est faisable en temps polynomial. L’union
et l’intersection d’automates d’arbres avec contraintes d’ égalit́e entre fr̀eres est calculable en
temps polynomial sous forme d’automate d’arbres avec contraintes d’́egalit́e entre fr̀eres, mais le
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compĺementaire n’est pas en géńeral repŕesentable sous forme d’automate d’arbre avec contrainte
d’égalit́e entre fr̀eres. Pour reḿedierà ce probl̀eme, Bogaert et Tison [BT92] ont proposé d’utili-
ser des contraintes d’égalit́e et de différencet1 ∕= t2 entre fr̀eres. Ces derniers automates sortent
du cadre de ces notes, cependant.

On peut aussíetendre les contraintes d’égalit́e ou de diff́erenceà des sous-termes plus pro-
fonds, mais tester la vacuité des automates ainsi obtenus est indécidable, m̂eme pour des tests
d’égalit́e dits entre cousins et pas de tests de différence. Pour plus d’information, voir [CDG+97].

6.4 Décider la vacuit́e d’automates d’arbres ǵenéralisés

Géńeralisons ǵeńereusement le format de clauses que l’on peut rencontrer dans des automates
d’arbres bidirectionnels alternantsétendus, avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eres. Notamment,
ignorons le fait que toutes les clauses rencontrées sont de Horn.

Un �-blocest une clause de la forme :

±1P1(X) ∨ . . . ∨ ±nPn(X)

où n ≥ 0, et tous les pŕedicatsPi sont appliqúesà la m̂eme variableX ; on notera souventB(X)
un �-bloc dont la seule variable libre (si elle existe) estX. Noter que la clause vide est un�-bloc,
que toute�-transition est un�-bloc, que toute clause intersection (9) est un�-bloc.

Appelonsterme plattout terme de la formef(X1, . . . , Xm), où f est un symbole de fonction
n-aire etX1, . . .,Xm sont des variables, non nécessairement distinctes.

Unetransitionest une clause de la forme :

m⋁

i=1

±iPi(ti) ∨B1(X1) ∨ . . . ∨Bn(Xn)

où m ≥ 1, lesBj(xj) sont des�-blocs, et lesti sont des termes plats dont les variables libres
contiennentX1, . . .,Xn.

On appellera clauseautomatiquetout clause qui est soit un�-bloc soit une transition. On no-
tera que toutes les clauses d’automates d’arbres bidirectionnels alternantśetendus, avec contraintes
d’égalit́e entre fr̀eres, sont des clauses automatiques, qui sont de plus des clauses d́efinies. Les
reqûetes⊥ ⇐ P (X) (voir lemme 4) et les reqûetes conjonctives⊥ ⇐ P1(x), . . . , Pn(x) (voir
lemme 5) sont aussi des clauses automatiques.

Théorème 16 La satisfiabilit́e d’ensemblesS de clauses automatiques est décidable en D2EXPTIME,
et dans NEXPTIME si l’arit́e des symboles de fonction est bornée par une constante.

Démonstration.Par ŕesolution ordonńee (voir section 3.1) avec l’ordre≻1, subsomption lińeaire,
et splitting. Rappelons que l’ordre≻1 est d́efini parP (t) ≻1 P

′(t′) si et seulement sit3 t′, c’est-
à-dire si et seulement sit′ est un sous-terme strict det. Le plan de la preuve est : d’abord,
montrer que la ŕesolution ordonńee avec splitting ne fabrique que des clauses automatiques ;
ensuite, montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini, qu’on estimera, de clauses automatiques.
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Appelonsprojectiontoute substitution� telle que�(X) est une variable, pour toute variable
X. Il est clair que, pour toute projection�, pour tout�-blocC, C� est encore un�-bloc, et pour
toute transitionC,C� est encore une transition. (On notera que cette dernière affirmation d́epend
du fait que nous autorisons les variables réṕet́ees, c’est-̀a-dire, dans le cas de Horn, les contraintes
d’égalit́e entre fr̀eres.)

Tout facteur ordonńe d’un �-bloc est donc un�-bloc. De plus, tout facteur ordonné d’une
transition est une transition. En effet, soitC ∨+A∨+A′ une transition avecA etA′ unifiables et
maximaux pour≻. NécessairementA = P (t) etA′ = P (t′) pour deux termes platst et t′. Leur
mgu est donc une projection, donc le facteur ordonné (C ∨+A ∨+A′)� est une transition.

Montrons maintenant que tout résolvant binaire ordonné de deux clauses automatiques est
une disjonction de clauses automatiques ne partageant aucune variable. En fait, on va montrer
que tout ŕesolvant binaire ordonné de deux clauses automatiques est soit une transition, soit
une disjonction d’�-blocs, que l’on peut toujours réécrire comme une disjonction d’�-blocs ne
partageant aucune variable ;

– Un ŕesolvant binaire de deux�-blocs est un�-bloc.
– Si C ∨ +P (X) est un�-bloc etC ′ ∨ −P (f(X1, . . . , Xn)) est une transition, alors leur

résolvant binaire estC[X := f(X1, . . . , Xn)]∨C ′, qui est une transition d̀es queC est non
vide ouC ′ est une transition (c’est-à-dire contient au moins un atome±Q(t), où t est un
terme plat, ńecessairement de variables libresX1, . . . , Xn). Sinon,C est vide etC ′ est de
la formeB1(X1)∨ . . .∨Bn(Xn), et le ŕesolvant binaire est donc la disjonction des�-blocs
B1(X1), . . ., etBn(Xn).

– Le cas syḿetriqueC ∨ −P (X) un �-bloc, C ′ ∨ +P (f(X1, . . . , Xn)) une transition, est
similaire.

– Finalement, siC ∨+P (f(X1, . . . , Xn)) etC ′ ∨−P (f(Y1, . . . , Yn)) sont deux transitions,
on remarque d’abord que le mgu servantà calculer le ŕesolvant binaire est une projection.
On a maintenant deux cas. SiC ou C ′ est une transition, c’est-à-dire contient au moins
un atome±Q(t), avect plat, alorsC ∨ C ′ est une transition, donc le résolvant binaire
(C ∨ C ′)� est encore une transition. Sinon,C etC ′ sont des disjonctions d’�-blocs, donc
(C ∨ C ′)� est encore une disjonction d’�-blocs.

On en d́eduit que tout ŕesolvant ordonńe de deux clauses automatiques est une disjonction de
clauses automatiques ne partageant aucune variable. Donc la ŕesolution ordonńee, avec splitting
appliqúe le plus t̂ot possible, produit des tableaux dont les branches ne contiennent que des
clauses automatiques.

Comptons le nombre de clauses automatiques. Soitp le nombre de symboles de prédicats,
f le nombre de symboles de fonctions dans la signatureΣ, a l’arit é maximale des symboles de
fonctions deΣ. D’abord, il y a au plus22p = 4p �-blocs,à renommage près. (Si l’on a deux�-blocs
B(X) etB(Y ) qui ne diff̀erent que par renommage, chacun subsume l’autre linéairement, et l’on
peut donc supprimer n’importe lequel d’entre eux.) Pour compter les transitions,̀a renommage
près, on peut supposer que les variables libres des transitions sontX1, . . .,Xn (0 ≤ n ≤ a) dans
cet ordre. Il y ann listes den variables prises parmi ces dernières (on pose00 = 1), doncfnn

termes plats, donc2pfnn litt éraux±P (t), avect plat, donc au plus22pfn
n

= 4pfn
n

≤ 4pfa
a

possibilit́es pour la partie des transitions qui porte sur des termes plats ; on a ensuite au plus4p

�-blocsB1(X1), 4p �-blocsB2(X2), etc. Donc on a au plus4pfa
a

.4pa = 4pfa
a+pa transitions. Il
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existe donc au plus4pfa
a+pa + 4p clauses automatiques.

Cette borne est une double exponentielle en (un polynôme de) la taille de l’ensemble de
clauses automatiques initial, et une simple exponentiellesi l’arité maximalea est une constante.
La satisfiabilit́e revenant̀a tester s’il existe une branche du tableau obtenu par résolution ordonńee
et splitting qui est saturée et ne contient pas la clause vide est donc dans N2EXPTIME, et dans
NEXPTIME sia est une constante.

On obtient la borne D2EXPTIME au lieu de N2EXPTIME en remarquant que, comme le
splitting n’op̀ere en fait que sur des disjonctions d’un nombre au plusa d’�-blocs, et qu’il n’y
a qu’un nombre exponentiel d’�-blocs (4p), le probl̀eme ǵeńeral se ŕesout en temps doublement
exponentiel sur une machine qui ne fait qu’un nombre exponentiel de choix non-d́eterministes (de
splittings) ; donc au total dans D2EXPTIME. Un autre argument est d’utiliser le splitting sans
splitting, et de constater qu’il n’y a qu’un nombre au plus doublement exponentiel de clauses
obtenues avec cette règle (exercice). ⊓⊔

D2EXPTIME est une complexité tr̀es haute. C’est en grande partie un artefact du format très
géńeral des transitions, qui autorise notamment :

– à renommer les symboles de fonction en tête des termes :

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q(g(X1, . . . , Xn))

permet de changer ung en unf au sommet d’un terme reconnu enQ pour en faire un
reconnu enf ;

– à ŕeordonner les sous-termes, par exemple :

P (f(X,Y )) ⇐ Q(g(Y,X))

permet de changer ung enf tout enéchangeant leurs deux arguments ;
– et tout ceci tout en dupliquant des sous-termes ou en testant s’ils sontégaux, entre autres.
La très haute complexité du probl̀eme de la satisfiabilité des ensembles de clauses automa-

tiques est aussi un artefact du fait que nous avons géńeraliśe les automates de sorteà inclure des
clauses qui ne sont pas de Horn. D’autre part, il est relativement improbable que le problème soit
complet pour D2EXPTIME, mais la véritable complexit́e de ce probl̀eme est ouverte.

Un cas important est celui où, dans les transitions, tous les termes platsti sont de la forme
fi(Y1, . . . , Ym), avec lamêmeliste de variables en argumentY1, . . ., Ym. C’était notamment le
cas des automates d’arbres bidirectionnels alternantsétendus, et m̂eme avec contraintes d’égalit́e
entre fr̀eres. Appelons de telles transitions des transitionsuniformes, et appelons clausesauto-
matiques uniformesles�-blocs et les transitions uniformes.

La résolution ordonńee avec splitting appliqúe le plus t̂ot possible, partant de clauses auto-
matiques uniformes, ne produit que des clauses automatiques uniformes, et il y a cette fois-ci au
plus4pf+pa + 4p clauses automatiques uniformes, d’où :

Proposition 17 La satisfiabilit́e d’ensembles de clauses automatiques uniformes est décidable
en NEXPTIME.

Il se trouve que le problème est en fait NEXPTIME-complet, car les clauses automatiques uni-
formes incluent en particulier toutes les contraintes ensemblistes, dont la satisfiabilité est d́ejà
NEXPTIME-compl̀ete (voir section 6.7).
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Note : La satisfiabilit́e d’ensembles de clauses automatiques, même non uniformes, est en
réalit́e d́ecidable en NEXPTIME [SV05].

6.5 Le cas des automates généralisés de Horn

Dans le cas de Horn, qui est après tout notre première motivation ici, on peut ramener la
complexit́e encore un peu plus bas,à condition de travailler un peu plus dur. En fait, nous al-
lons montrer que le problème est dans DEXPTIME. (Les arguments présent́es dans le reste de
cette section, en particulier, demandent pourêtre mâıtrisés à avoir bien compris la preuve du
théor̀eme 16.)

On pourrait penser qu’il suffit d’effectuer de la résolution ordonńee, et qu’aucun cas de split-
ting ne se pŕesentera, mais c’est faux. Par exemple, l’inférence suivante par résolution produit
une clause qui splitte :

Q1(X) ⇐ P (f(X,Y, Z)), Q2(Y ), Q3(Z) P (f(X,Y, Z)) ⇐ P1(X), P2(Y ), P3(Z)

Q1(X) ⇐ P1(X), P2(Y ), Q2(Y ), P3(Z), Q3(Z)

(On a aussi vu un exemple en section 5.2.) On peut cependant remarquer que les clauses obtenues
par splitting sont, d’une part, une clause définieQ1(X) ⇐ P1(X), et d’autre part deux clauses
qui sont des reqûetes conjonctives,⊥ ⇐ P2(Y ), Q2(Y ) et ⊥ ⇐ P3(Z), Q3(Z). En d’autres
termes, la conclusion de l’inférence ci-dessus peut se lire “Q1(X) ⇐ P1(X) à condition que
P2 ∩Q2 etP3 ∩Q3 soient non vides”.

Ceci motive l’id́ee suivante. Utilisons le splitting sans splitting (section 5.3), ce qui abŕegera
la clause ci-dessus en :

Q1(X) ⇐ P1(X), q(∗), q′(∗)

q(∗) ⇐ P2(Y ), Q2(Y )

q′(∗) ⇐ P3(Z), Q3(Z)

On souhaite maintenant considérer la premìere clause ci-dessus commeétant la clauseQ1(X) ⇐
P1(X), mais geĺee tant queq(∗) et q′(∗) n’ont pasét́e d́erivés, c’est-̀a-dire tant qu’on n’a pas
montŕe queP2 ∩Q2 etP3 ∩Q3 étaient non vides.

Pour ceci, il suffit de śelectionnerq(∗) et q′(∗) dans cette clause, ce qui forcera la clauseà
n’être utiliśee qu’avec des clauses de la formeq(∗) ⇐ . . . et q′(∗) ⇐ .... Ensuite, arrangeons-
nous pour qu’au moins un littéral soit śelectionńe dans ces deux derniers types de clauses, dès
qu’elles contiennent au moins un littéral ńegatif.

Pŕeciśement, reprenons le formalisme de la section 5.3, soitP un ensemble de symboles
de pŕedicats, etQ l’ensemble des┌C┐, pour toute clauseC formée à partir de symboles de
prédicats dansP. Pour toute clauseC (utilisant possiblement des symboles deQ), définissons
sel (C) comme suit :

– SoitQ−(C) l’ensemble des litt́eraux de la forme−q(t) deC tels queq ∈ Q ; siQ−(C) ∕=
∅, posersel (C) = Q−(C).

– Sinon, soitMax(C) l’ensemble des litt́eraux maximaux deC pour l’ordre≻1, alorssel (C)
est le sous-ensemble des littéraux ńegatifs deMax(C).
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Rappelons queP (t) ≻1 P ′(t′) si et seulement sit 3 t′, c’est-̀a-dire si et seulement sit′ est un
sous-terme strict det.

Utilisons la ŕesolution ordonńee (pour≻1) avec fonction de śelectionsel , élimination de tau-
tologies et de clauses subsumées lińeairement, et la stratégie suivante de splitting sans splitting.
Pour toute clauseC de Horn,écrivonsC sous la formeCP ∨ CQ, où CP est forḿeeà partir de
symboles de prédicats dansP uniquement, etCQ est forḿeeà partir de symboles de prédicats
dansQ uniquement ; soitC1, . . . , Ck une d́ecomposition en blocs deCP . Il existe au plus une
sous-clauseCi qui est d́efinie ; on peut donc supposer queC2, . . .,Ck sont des clauses négatives.
Notre strat́egie de splitting sans splitting consiste alorsà remplacerC par

CQ ∨ C1 ∨ −┌C2┐(∗) ∨ . . . ∨ −┌Ck┐(∗)

+┌C2┐(∗) ∨ C2

. . .

+┌Ck┐(∗) ∨ Ck

si k ≥ 2. (On notera que toutes ces clauses sont de Horn ; toutes sauf possiblement la première
sont en fait des clauses définies.) D’autre part, on applique cette décomposition au plus tôt. Par
les ŕesultats de la section 5.3, c’est une stratégie compl̀ete.

Soit Q0 le sous-ensemble deQ formé des┌C┐, où C est un�-bloc ńegatif forḿe à partir
de symboles de prédicats dansP. On notera qu’il y a au plus2p éléments dansQ0, où p est le
cardinal deP. (Ceci garantit en particulier que la solution 1 au problème mentionńe dans la note
suivant le th́eor̀eme 12 s’applique.)

SiS est un ensemble de clauses automatiques, forméesà partir de symboles de prédicats dans
P uniquement, toute clause obtenue par la stratégie ci-dessus est de Horn, et :

1. un�-bloc forméà partir de symboles de prédicats dansP, possiblement en disjonction avec
un+q(∗), q ∈ Q0 ;

2. ou une transition forḿeeà partir de symboles de prédicats dansP, possiblement en dis-
jonction avec un+q(∗), q ∈ Q0 ;

3. ou une clauseC∨−q1(∗)∨ . . .∨−qm(∗), oùC est un�-bloc formé à partir de symboles de
prédicats dansP, q1, . . . , qm ∈ Q0 et 1 ≤ m ≤ a, où a est l’arit́e maximale des symboles
de fonctions, possiblement en disjonction avec un+q(∗), q ∈ Q0.

Noter en effet que tout résolvant ordonńe avec śelection des clauses de type 1 ou 2 fournit des
clauses de type 1, 2, ou bien une disjonction d’�-blocs (possiblement en disjonction avec un
+q(∗), q ∈ Q0), qui fournissent des clauses de type 3 par splitting sans splitting. L’argument est
similaire à celui de la preuve du théor̀eme 16. Ensuite, la seule façon de résoudre une clause de
type 3 est de ŕesoudre sur un des littéraux−qi(∗), 1 ≤ i ≤ m, qui est śelectionńe. On doit donc
résoudre avec une clauseC contenant+qi(∗). Mais+qi(∗) n’est pas maximal dansC siC est de
type 1 ou 2, sauf siC est ŕeduite au seul litt́eral+qi(∗) ; et siC est de type3, l’ étape de ŕesolution
est impossible car alorssel (C) ∕= ∅. Donc on ne peut résoudre une clause de type 3 qu’avec un
fait +qi(∗), ce qui fournit une clause de type 3 ou 1.

Il y a au plus4p(2p+1) clauses de type 1 :4p possibilit́es d’�-blocs,2p possibilit́es pour+q(∗)
si pŕesent. (En fait, on en a au plus2p(2p+p+1), en tenant compte du fait qu’il s’agit de clauses
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de Horn, mais nous ne serons pas aussi fins dans la suite, pouréviter de rendre le comptage trop
compliqúe). Il y a au plus4pfa

a+pa.(2p + 1) clauses de type 2 ((4pf+pa + 4p).(2p + 1) dans le cas
uniforme). Il y a au plus4p(2p + 1).

∑a

i=1C
i
2p clauses de type 3. Or

∑a

i=1C
i
2p ≤

∑a

i=1 2
pi =

2p(2pa − 1)/(2p − 1). Il y a donc au plus4p(2p + 1)2p(2pa − 1)/(2p − 1) clauses de type 3, une
quantit́e simplement exponentielle. On en déduit :

Théorème 18 La satisfiabilit́e d’ensembles de clauses automatiques de Horn est décidable en
DEXPTIME si l’arité des symboles de fonction est bornée par une constante.

La satisfiabilit́e d’ensembles de clauses automatiques uniformes de Horn estdécidable en
DEXPTIME.

Le probl̀eme est en fait DEXPTIME-complet, car la vacuité de l’intersection d’automates d’arbres
est d́ejà DEXPTIME-compl̀ete (section 6.2).

6.6 Réduction des automates ǵenéralisés de Horn aux automates d’arbres

LorsqueS est satisfiable, la stratégie de la section 6.5 ne dérive pas la clause vide, mais
l’on peut utiliser l’ensemble de clauses obtenu lorsque ce processus termine pour obtenir des
informations suppĺementaires. Notamment, nous obtiendrons la description d’un mod̀ele deS
sous forme d’un automate d’arbres (possiblement avec contraintes d’́egalit́e entre fr̀eres). La
technique est essentiellement la même que celle utiliśee dans le th́eor̀eme 15.

Proposition 19 Pour tout ensembleS satisfiable de clauses automatiques de Horn, il existe un
ensemblenorm1(S) de clauses de la forme

(a) P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ B1(X1), . . . , Bn(Xn) ou (b) P (X)

où B1, . . .,Bn sont des blocs ńegatifs, et tel queLP (S) = LP (norm1(S)) pour toutP ∈ P.
De plus,norm1(S) est calculablèa partir deS en temps doublement exponentiel, et simplement
exponentiel si l’arit́e des fonctions est bornée par une constante.

Démonstration. Appliquons la strat́egie de ŕesolution ordonńee avec śelection, splitting sans
splitting et élimination de clauses redondantes de la section 6.5, obtenant un nouvel ensemble
de clauses saturé S ′ en temps doublement exponentiel, simplement exponentiel si l’arit é des
fonctions est borńee. (Ce faisant, nous supposons sans perte de géńeralit́e queP contientP
et tous les symboles de prédicats apparaissant dansS.) Pour simplifier la preuve, adaptons la
strat́egie de splitting sans splitting de sorteà ne splitter que des clauses non closes ; on vérifiera
que ceci calcule le m̂eme ensembleS ′, avec les m̂emesétapes de calcul. (On pourrait ne rien
changer̀a cette strat́egie, mais l’argument serait plus compliqué.)

Consid́erons n’importe quel ensembleS1 de clauses de la forme

(∗) ⊥ ⇐ P1(t1), . . . , Pn(tn)

où n ≥ 1, P1, . . . , Pn ∈ P, et t1, . . ., tn sont des termes clos. (Donc on ne splittera pas une telle
clause.) Consid́erons unéetape de la stratégie ci-dessusS ′ ∪ S1 → S ′′, non triviale au sens òu
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S ′′ ∕= S ′ ∪ S1. Cetteétape ne peut paŝetre uneétape de ŕesolution entre clauses deS ′, carS ′

est satuŕe. Ce ne peut paŝetre unéetape de ŕesolution entre clauses deS1, carS1 ne contient que
des clauses ńegatives. Finalement, considérons unéetape de ŕesolution ordonńee avec śelection
entre une clause(∗) et une clauseC deS ′. D’abord,C ne peut pas contenir de littéral+q(∗),
q ∈ Q0, carq(∗) ne s’unifie pas avecPi(ti). Ensuite,sel (C) = ∅, doncC ne peut paŝetre de
type 1, sauf si elle est exactement la clausePi(X), donc de la forme(b). C ne peut̂etre de type
2 que siC est une transition ne contenant pas de littéral de la forme−P (f(X1, . . . , Xn)), qui
serait maximal donc sélectionńe ; doncC est de la forme(a). EnfinC ne peut paŝetre de type 3,
car sinonsel (C) ∕= 0.

De plus, chaquéetape de ŕesolution ci-dessus fabrique soit la clause vide soit une clause de
la forme (∗), de nouveau. On en conclut que dans toute dérivationS ′ ∪ S1 = S ′

1 → S ′
2 →

. . . → S ′
i → . . ., où l’on peut supposer sans perte de géńeralit́e que chaquéetapeS ′

i → S ′
i+1

est non triviale, les seules clauses deS ′ qui sont utiliśees sont de forme(a) ou (b). On pose
doncnorm1(S) = {C ∈ S ′∣C de forme(a) ou (b)}, il s’ensuit que pour tout terme clost, si
t ∈ LP (S), alorsS ∪ {⊥ ⇐ P (t)} a une d́erivation de la clause vide comme ci-dessus, donc
aussinorm1(S)∪{⊥ ⇐ P (t)}, donct ∈ LP (norm1(S)). La réciproquet ∈ LP (norm1(S)) ⇒
t ∈ LP (S) estévidente. ⊓⊔

On peut maintenant remplacer toute clause de la forme(b), soitP (X), par l’ensemble fini de
clauses

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P (X1), . . . , P (Xn)

lorsquef parcourt la signatureΣ. Ceci ne change le langage d’aucun prédicat denorm1(S). On
peut ensuite transformer en temps polynomial toute clause(a) en les clauses

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ Q1(X1), . . . , Qn(Xn)

Q1(X) ⇐ B1(X)

. . .

Qn(X) ⇐ Bn(X)

en introduisant des symboles de prédicatsQ1, . . .,Qn frais.
En utilisant une d́emonstration similairèa celle du th́eor̀eme 15, on en d́eduit :

Théorème 20 Pour tout ensembleS satisfiable de clauses automatiques de Horn, il existe un au-
tomate d’arbres avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eresnorm(S) tel queLP (S) = LP (norm(S))
pour toutP ∈ P. De plus,norm(S) est calculablèa partir deS en temps doublement exponen-
tiel, et simplement exponentiel si l’arité des fonctions est bornée par une constante.

Démonstration.On obtientnorm(S) à partir denorm1(S) enéliminant les clauses intersection
comme dans le th́eor̀eme 15. De façon remarquable, et même sinorm(S) est de taille dou-
blemenent exponentielle (simplement exponentielle si l’arité des fonctions est bornée par une
constante) en celle deS en ǵeńeral, les nombres de symboles de prédicatsp, l’arit é maximalea
des symboles de fonctions, le nombre de symboles de fonctionf sont les m̂emes dansS et dans
norm1(S). Or le calcul denorm(S) est exponentiel enp, f, a, d’où le ŕesultat. ⊓⊔

Les m̂emes arguments fournissent les deux autres résultats :
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Théorème 21 Pour tout ensembleS satisfiable de clauses automatiques uniformes de Horn, il
existe un automate d’arbres avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eresnorm(S) tel queLP (S) =
LP (norm(S)) pour toutP ∈ P. De plus,norm(S) est calculablèa partir deS en temps expo-
nentiel.

Théorème 22 (Ŕeduction) Pour tout automate d’arbres bidirectionnel alternantétenduS, on
peut calculer en temps exponentiel un automate d’arbresnorm(S) tel queLP (S) = LP (norm(S))
pour toutP ∈ P.

Démonstration.Il suffit de remarquer que l’on peut restreindre toutes les clauses contenant un
litt éral de la formef(X1, . . . , Xn) de sorte queX1, . . .,Xn soient distinctes deux̀a deux. (Ceci
ne serait pas vrai si l’on avaità utiliser la factorisation ; heureusement, nos clauses sont de Horn).
⊓⊔

En particulier, tout langage reconnuà toutétat de n’importe quel automate d’arbres bidirec-
tionnel alternant́etendu est ŕegulier.

Remarque 7 On peut aussi utilisernorm(S) pour extraire un mod̀ele deS. En effet, tout auto-
mate d’arbresS0 avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eres a un mod̀ele de TarskiI défini comme
suit. Le domaineD est l’ensemble des parties deP, où P est l’ensemble des symboles de
prédicats deS0. Ensuite, pour tout symbolen-aire If , on poseIf (v1, . . . , vn) l’ensemble des
prédicatsP tels qu’il existe une clause de la forme

P (f(X1, . . . , Xn)) ⇐ P1(X1), . . . , Pn(Xn)

où P1 ∈ v1, . . .,Pn ∈ vn. Ce mod̀ele est tel quev ∈ IP si et seulement siP ∈ v. On notera que
ce mod̀ele est fini, et de taille exponentielle en la taille de l’automate d’arbres avec contraintes
d’égalit́e entre fr̀eresS0 = norm(S), donc doublement exponentielle en la taille deS.

6.7 Contraintes ensemblistes

Les contraintes ensemblistes sont un formalismeà premìere vue tr̀es diff́erent, mais qui ne
l’est pas tant. Elles ont́et́e invent́ees par John Reynolds [Rey69], et ontét́e plus tard utiliśees en
inférence automatique de types pour programmes Prolog, en inférence de forme de données en
ML, et en v́erification de protocoles cryptographiques.

Informellement, si l’on consid̀ere leséquations suivantes,

Nat = S(Nat) ∪ O Even = S(S(Even)) ∪ O ListEven = cons(Even, ListEven) ∪ nil

intuitivement, on a sṕecifié queNat devait repŕesenter l’ensemble des entiers naturels (écrits en
unaire),Even l’ensemble des entiers pairs,ListEven l’ensemble des listes finies d’entiers pairs.
La notationS(Even) dénote l’ensemble de tous les successeurs d’entiers pairs.

Plus ǵeńeralement, on peut souhaiterécrire des inclusions entre expressions. (C’est plus
géńeral car on peut toujours réécrire unéegalit́e e1 = e2 en deux inclusionse1 ⊆ e2 et e2 ⊆ e1.)

46



Par exemple, siI est l’ensemble des messages déductibles par un intrus de Dolev-Yaoà partir
d’un ensemble de messagesE, on doit avoir :

E ⊆ I c(I, I) ⊆ I c(1, I) ∩ I ⊆ c(I, 1)

où c est l’oṕerateur de chiffrement. L’inclusionE ⊆ I exprime que tout message deE est
déductible par l’intrus, l’inclusionc(I, I) ⊆ I exprime que tout message de la formec(M,N)
avecM ∈ I, N ∈ I, est dansI (l’intrus sait chiffrer). Finalement,1 dénote l’ensemble de tous
les termes ; l’inclusionc(1, I)∩ I ⊆ c(I, 1) exprime alors que tout message de la formec(M,N)
avecN dansI, et qui est dansI, est dansc(I, 1), c’est-̀a-dire queM est dansI. Autrement dit,
l’intrus sait d́echiffrer.

Formalisons ceci. Lesexpressions ensemblistessont d́efinies par la grammaire :

e ::= � ∣ 0 ∣ 1 ∣ e ∩ e ∣ e ∪ e ∣ ∁e ∣ f(e1, . . . , en)

où f est un symbole de fonction quelconque (d’arité n), et �, �, . . ., sont desvariables ensem-
blistes. L’ensemble des variables ensemblistes est supposé infini dénombrable. Dans les expres-
sions de la formef−1

i (e) (lesprojections), on demande1 ≤ i ≤ n.
La śemantiqueJeK � d’une expression ensemblistee dans un environnement�, qui associèa

chaque variable ensembliste un ensemble de termes clos, estla suivante, òu T est l’ensemble de
tous les termes clos :

J�K � = �(�) J0K � = ∅ J1K � = T

Je1 ∩ e2K � = Je1K � ∩ Je2K � Je1 ∪ e2K � = Je1K � ∪ Je2K �
q
∁e

y
� = T ∖ JeK �

Jf(e1, . . . , en)K � = {f(t1, . . . , tn)∣t1 ∈ Je1K �, . . . , tn ∈ JenK �}

Unecontrainte ensemblisteest une inclusion de la formee1 ⊆ e2. Un syst̀eme de contraintes
ensemblistesK est un ensemble fini de contraintes ensemblistes. On a� ∣= e1 ⊆ e2 si et seule-
ment siJe1K � ⊆ Je2K �, et� ∣= K si et seulement si� ∣= e1 ⊆ e2 pour toute contraintee1 ⊆ e2
dansK. On dit alors que� satisfaitK. K estsatisfiablesi et seulement s’il existe un environne-
ment qui satisfaitK.

On peut toujours ramener la satisfiabilité de syst̀emes de contraintes ensemblistesà des
syst̀emes decontraintesélémentaires, qui sont les contraintes listées dans la première colonne
de la table ci-dessous. Il suffit en effet d’introduire de nouvelles variables ensemblistes pour
nommer chaque sous-expression, et de simplifier. Par exemple, on peut remplacerf(g(�)) ⊆ �
par g(�) ⊆ �′, f(�′) ⊆ �, ou bien on peut remplacer� ⊆ � ∩ � par � ⊆ � et � ⊆ �. Cette
transformation prend un temps polynomial.
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On peut ensuite traduire
chaque contrainte ensem-
bliste élémentairee1 ⊆ e2 en
une conjonctionS de clauses
(montŕee en vis-̀a-vis), telle
que � ∣= e1 ⊆ e2 si et
seulement si� ∣= S. Noter
ici que l’environnement �
n’est rien d’autre qu’une
interpŕetation de HerbrandI,
celle telle queI� = �(�) pour
tout symbole de prédicat �.
Cette traduction prend encore
un temps polynomial.

Contraintéelémentaire Clauses automatiques

� ⊆ 0 −�(X)
1 ⊆ � +�(X)
� ⊆ � −�(X) ∨+�(X)

� ⊆ � ∪ � −�(X) ∨+�(X) ∨+�(X)
� ∩ � ⊆ � −�(X) ∨ −�(X) ∨+�(X)
� ⊆ ∁� −�(X) ∨ −�(X)
∁� ⊆ � +�(X) ∨+�(X)

� ⊆ f(�1, . . . , �n)

⎧
⎨
⎩

−�(f(X1, . . . , Xn)) ∨+�1(X1)
. . .

−�(f(X1, . . . , Xn)) ∨+�n(Xn)
−�(g(X1, . . . , Xm)) (pour toutg ∕= f)

f(�1, . . . , �n) ⊆ �
⋁n

i=1−�i(Xi) ∨+�(f(X1, . . . , Xn))

Au total, on a ŕeduit, en temps polynomial, le problème de la satisfiabilité de contraintes ensem-
blistesà celui de la satisfiabilité de clauses automatiques, qui plus est uniformes. Ceci est donc
décidable en NEXPTIME, par la proposition 17. En fait, le problème est NEXPTIME-complet.

L’exemple de contrainte ensembliste modélisant la connaissance de l’intrus de Dolev-Yao,
que nous avons vu plus haut, se traduit en :

I(X) ⇐ E(X) I(c(X,Y )) ⇐ I(X), I(Y )

�(X) �(c(X,Y )) ⇐ �(X), I(Y ) �(X) ⇐ �(X), I(X)

I(X) ⇐ �(c(X,Y )) !(Y ) ⇐ �(c(X,Y )) ⊥ ⇐ �(g(X1, . . . , Xm)) (g ∕= c)

où l’on a d’abord traduit la contrainte ensemblistec(1, I) ∩ I ⊆ c(I, 1) en les contraintes
élémentaires

1 ⊆ � c(�, I) ⊆ � � ∩ I ⊆ � � ⊆ c(I, !)

On note que ces clauses sont des clauses de Horn, et en fait desclauses d’automates d’arbres
bidirectionnels alternants.

Ceci motive la d́efinition de la classe descontraintes ensemblistes définies, qui sont les
contraites ensemblistese1 ⊆ e2 où le symbole∁ n’apparâıt pas ni danse1 ni danse2, et òu
le symbole∪ n’apparâıt pas danse2. La traduction pŕesent́ee ci-dessus fournit alors un ensemble
de clauses automatiques uniformesde Horn.

Par le th́eor̀eme 18, la satisfiabilité de syst̀emes de contraintes ensemblistes définies est
DEXPTIME-compl̀ete.

Par le th́eor̀eme 22, la plus petite solution d’un système de contraintes ensemblistes envoie
chaque variableX vers un langage régulier, calculable en temps exponentiel.
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7 Classes d́ecidables de clauses du premier ordre

7.1 Indécidabilité du cas ǵenéral

L’insatisfiabilité d’ensembles de clauses du premier ordre est un problème ind́ecidable. Il y a
un certain nombre de façons de le démontrer. En voici deux :

– Le probl̀eme de correspondance de Post (PCP) est indécidable. Ce problème est le suivant :
ENTRÉE : un nombre fini de paires de mots(ui, vi), 1 ≤ i ≤ p, sur un alphabet{a1, . . . , an} ;
QUESTION : existe-t-il une suite d’entiersi1, . . . , ik entre1 et p (avec ŕeṕetitions pos-
sibles) telle queui1ui2 . . . uik = vi1vi2 . . . vik et ce mot est non vide ?
On peut le coder comme suit. D’abord, pour tout motu et tout termet, définissons le terme
u(t) par : siu est le mot vide alorsu(t) = t ; si u est le motva, où a est une lettre, alors
u(t) = a(v(t)). Il ne reste plus qu’à écrire les clauses :

P (�, �) (12)

P (ui(x), vi(y)) ⇐ P (x, y) (1 ≤ i ≤ p) (13)

Q(aj(�)) (1 ≤ j ≤ n) (14)

Q(aj(x)) ⇐ Q(x) (1 ≤ j ≤ n) (15)

⊥ ⇐ P (x, x), Q(x) (16)

Le mod̀ele minimal des quatre premières clauses est constitué de l’ensemble desP (ui1ui2

. . . uik(�), vi1vi2 . . . vik(�)), et desQ(w(�)) pour tout motw non vide. La dernìere clause
permet de d́eduire faux si et seulement s’il existe un mot non videui1ui2 . . . uik = vi1vi2
. . . vik . Si l’on savait d́ecider un tel ensemble de clauses, on saurait donc décider du PCP,
ce qui est impossible.

– Le probl̀eme de l’accessibilité dans les machinesà deux compteurs est indécidable. Il s’agit
de :
ENTRÉE : un ensemble fini d’étatsQ, un état initial q0 ∈ Q, un état final qf ∈ Q,
un ensemble fini detransitions, qui sont des tripletsq

a
−→q′, où q, q′ ∈ Q et a est une

expression de la formeRi ++, Ri −− ouRi==0, 1 ≤ i ≤ 2.
QUESTION : existe-t-ilR1, R2 ∈ ℕ tels que(q0, 0, 0) −→∗ (qf , R1, R2) ?
Ici, on d́efinit (q, R1, R2) −→ (q′, R′

1, R
′
2) si et seulement s’il existe une transitionq

a
−→q′

telle que :
– a est de la formeRi ++, R′

i = Ri + 1 etR′
i
= Ri (où 1 = 2, 2 = 1) ;

– oua est de la formeRi −−, Ri ≥ 1, R′
i = Ri − 1 etR′

i
= Ri ;

– oua est de la formeRi == 0, Ri = 0, R′
i = Ri etR′

i
= Ri.

On peut coder ceci en clauses de Horn de nouveau, où les configurations(q, R1, R2) sont
cod́ees sous forme d’atomesq(R̂1, R̂2), où le codage des entiers est0̂ = O, n̂+ 1 = S(n̂) :

q0(O, O) (17)

q′(S(x), y) ⇐ q(x, y) (pour toute transitionq
R1++
−→q′) (18)

q′(x, S(y)) ⇐ q(x, y) (pour toute transitionq
R2++
−→q′) (19)
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q′(x, y) ⇐ q(S(x), y) (pour toute transitionq
R1−−
−→q′) (20)

q′(x, y) ⇐ q(x, S(y)) (pour toute transitionq
R2−−
−→q′) (21)

q′(O, y) ⇐ q(O, y) (pour toute transitionq
R1==0
−→ q′) (22)

q′(x, O) ⇐ q(x, O) (pour toute transitionq
R2==0
−→ q′) (23)

⊥ ⇐ qf(x, y) (condition d’accessibilit́e) (24)

En revanche, il existe certains formats d’ensembles de clauses qui sont d́ecidables : ce sont les
classes d́ecidablesde la logique du premier ordre. La plus importante est certainement la classe
monadique, que nous examinerons en section 7.6 et suivantes. Avant d’y arriver, mentionnons-en
quelques autres.

7.2 La classe de Herbrand

Il s’agit de la classe des ensembles de clausesunitaires. (Une clause unitaire est une clause
formée d’un seul litt́eral.) Elle est d́ecidable par ŕesolution :́etant donńe un ensembleS de clauses
unitaires, soit il existe deux clauses+A et−A′ deS qui s’unifient, alorsS est insatisfiable, soit
il n’en existe pas, la ŕesolution termine sans produire la clause vide, etS est donc satisfiable. On
note en particulier que ceci fonctionne en temps polynomial, l’unification du premier ordréetant
décidable en temps polynomial (même lińeaire).

7.3 La classe de Bernays-Schönfinkel

C’est la classe des clauses dont les littéraux sont de la forme±P (t1, . . . , tn), où chaque
termeti est soit une variable, soit une constante. Il n’y a pas de symbole de fonction d’arit́e non
nulle, l’univers de Herbrand est donc fini. On peut donc décider tout ensembleS de clauses dans
cette classe en listant l’ensemble (fini !)S ↓ de toutes les instances clauses d’éléments deS,
et en ŕesolvant le probl̀eme de satisfiabilité ŕesultant. La satisfiabilité propositionnelle est NP-
compl̀ete, etS ↓ est en ǵeńeral de taille exponentielle en la taille deS ; en fait la satisfiabilit́e de
la classe de Bernays-Schönfinkel est NEXPTIME-complète.

Bizarrement, on ne sait pas décider la classe de Bernays-Schönfinkel par aucun raffinement de
la résolution. Le sous-cas de Horn est décidable, dans DEXPTIME, par hyperrésolution positive :
on ne produit qu’un nombre au plus exponentielle de clauses unitaires.

La classe de Bernays-Schönfinkel est exactement la classe des mises en formes clausales
de formules de la forme∃x1, . . . , xm ⋅ ∀y1, . . . , yn ⋅ F (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn), où F est sans
quantificateur et ne contient que des variables comme termes. On dit traditionnellement que
cette classe est lefragment∃∗∀∗ de la logique du premier ordre.

7.4 La classe d’Ackermann

De même, la classe d’Ackermann est le fragment∃∗∀∃∗. Les clauses résultantesC contiennent
au plus une variablex, et consistent en des littéraux de la forme±P (t1, . . . , tn), où chaqueti est
une constante, ou la variablex, ou un terme de la formef(x) (avec la m̂eme variablex).
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On peut montrer que la résolution ordonńee termine sur des ensembles de clauses de cette
forme. D́efinissons laprofondeurd(t) d’un terme ou un atomet pard(x) = 0, d(f(t1, . . . , tn)) =
max1≤i≤n d(ti) + 1, et posonsA > B si et seulement sid(A) > d(B). On peut alors d́emontrer
que> est un ordre stable, que tout résolvant ordonńe entre clauses de la forme ci-dessus est
encore de la forme ci-dessus, et que d’autre part il n’y a qu’un nombre fini (exponentiel...) de
clauses de cette forme. La classe d’Ackermann est donc décidable, en DEXPTIME.

7.5 Divers

Le fragment∃∗∀∗∃∗ est ind́ecidable, mais un certain nombre de sous-fragments sont décida-
bles. Notamment le fragment∃∗∀∀∃∗ (la classe de G̈odel), ou le fragment d’ensembles de clauses
obtenues̀a partir du fragment∃∗∀∗∃∗ restreints aux clausesà au plus deux litt́eraux (la classe de
Maslov). On pourra consulter [JJ76]. Montrer que ces deux classes sont d́ecidables est difficile.

Le fragment des formules définiesà l’aide de deux variables seulement est décidable lui
aussi, mais le fragment̀a trois variables est indécidable. (Il s’agit ici de ŕeutiliser au maxi-
mum les m̂emes variables dans les diverses quantifications. Par exemple, ∀x, y ⋅ (P (x, y) ⇒
∃x ⋅ (P (y, x) ∧ ∀y ⋅ ¬P (x, y))) est une formulèa deux variablesx ety.) La d́ecidabilit́e du frag-
mentà deux variables peutêtre montŕee par ŕesolution ordonńee, en utilisant une forme clausale
définitionnelle (voir annexe C).

De même, lefragment gard́e de de Nivelle est d́ecidable par ŕesolution ordonńee [dN98]. Il
s’agit des formules de la forme

F ::= ±P (x1, . . . , xn)∣F ∧ F ∣F ∨ F

∣ ∀xi1, . . . , xik ⋅ P (x1, . . . , xn) ⇒ F

∣ ∃xi1, . . . , xik ⋅ P (x1, . . . , xn) ∧ F

où, dans les deux dernières lignes, les variables libres deF sont toutes dans{x1, . . . , xn}, et
1 ≤ xi1 , . . . , xik ≤ n.

On pourra consulter [FLHT01] pour un panorama des classes décidables de la logique du
premier ordre.

7.6 La classe monadique

La classe monadique est définie traditionnellement comme la classes des formules de la forme

F ::= ±P (x)∣F ∧ F ∣F ∨ F

∣ ∀x ⋅ F ∣∃x ⋅ F

À part la restriction que les arguments des symboles de prédicats sont des variables, comme dans
les classes d́ecidables mentionńees plus haut, la restriction essentielle de la classe monadique est
que tout symbole de prédicatP est d’arité1.

Montrer que cette classe est décidable est facile. SoientP1, . . .,Pn les symboles de prédicat
(unaires). SoitI une structure quelconque, de domaineD : pour chaquei, 1 ≤ i ≤ n, IPi
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est un sous-ensemble deD. À chaque valeurv deD, on associe une suites(v) de symboles
±1,±2, . . . ,±n, définie par :±i vaut+ siv ∈ IPi

,− siv ∕∈ IPi
. Il est alors facile de voir que, pour

toute formule monadiqueF construite surP1, . . . , Pn, la valeur de v́erité deF dans l’environne-
ment� ne d́epend que dess(�(x)), x libre dansF . Si F est satisfiable, et a un modèleI de do-
maineD, elle a alors un mod̀elefini, dont le domaine est l’ensemble dess(v), v ∈ D. Ce mod̀ele
est de taille au plus2n, où n est le nombre de prédicats distincts deF . Une façon de tester la
satisfiabilit́e deF est donc de deviner un ensembleD de symboles±1,±2, . . . ,±n, et de tester si
F est vraie sur le mod̀eleI de domaineD et tel queIPi

= {±1, . . . ,±i−1,+,±i+1, . . . ,±n∣∀j ∕=
i ⋅ ±j ∈ {+,−}}. La classe monadique est donc décidable en NEXPTIME. De plus, cet al-
gorithme est th́eoriquement optimal : la satisfiabilité de formules monadiques est un problème
NP-complet.

Cet algorithme est cependant extrêmement lourd. En fait, il fonctionne en un temps qui est
toujours le pire possible. On va voir (superficiellement) qu’on peut transformer ce problème en
un probl̀eme de satisfiabilité de clauses, que l’on peut résoudre par ŕesolution. Le premier intér̂et
est que l’on peut espérer trouver des preuves par résolution plus rapidement qu’en temps non-
déterministe exponentiel dans les cas pratiques. On verra ensection 6.7 que ceci nous permettra
de plus une compréhension plus fine de la relation entre classe monadique et automates d’arbres.

La mise en forme clausale (standard) d’une formuleF de la classe monadique fournit des
clauses qui ont une forme particulière. Si l’on met d’abordF en forme pŕenexe, on obtient une
formule de la formeQ1z1 ⋅ . . . ⋅ Qnzn ⋅ G, où G est une formule sans quantificateur, et lesQi

sont des quantificateurs, dans{∃,∀}. Si l’on skoĺemise maintenant, on obtient la formuleG�,
où � est la substitution quìa zi associezi si Qi = ∀, et gi(z⃗∀,<i) si Qi = ∃, où les symboles
de fonctionsgi sont deux̀a deux distincts, et⃗z∀,<i dénote la liste de toutes les variableszj telles
quej < i et Qj = ∀. Il ne reste plus qu’à mettreG� en une forme clausaleS. CommeF est
monadique, les atomes deG� et donc deS sont de la formeP (zi) (avecQi = ∀) ou de la forme
P (f(z⃗∀,<j)). Renuḿerotons leszi tels queQi = ∀, et appelons-lesx1, . . . , xm dans cet ordre.
Renuḿerotons aussi lesgi sous la formef1, . . . , fp. Les atomes deS sont donc de la formeP (xi)
ouP (fi(x1, . . . , xni

)), avec0 ≤ n1 ≤ . . . ≤ np ≤ m.
Notons⊑ l’ordre sur les termes plats défini par :f(X1, . . . , Xm) ⊑ g(Y1, . . . , Yn) si et seule-

ment s’il existe un entierk, 0 ≤ k ≤ n, tel que{X1, . . . , Xm} = {Y1, . . . , Yk}. Par exemple,
f(X) ⊑ g(X,Y ), a ⊑ f(X), g(X,X) ⊑ g(X,Y ), maisg(X,Y ) ∕⊑ f(X), g(X,Y ) ∕⊑ g(X,X),
f(Y ) ∕⊑ g(X,Y ). Il est clair que toute clause deS est forḿee d’atomesP (t), où t est une variable
ou un terme plat.

Toute clause ainsi obtenue a donc une décomposition en blocs d’une des deux formes :

1. Un�-bloc
±1P1(X) ∨ . . . ∨ ±nPn(X)

où n ≥ 0, et tous les pŕedicatsPi sont appliqúesà la m̂eme variableX ; on notera souvent
B(X) un �-bloc dont la seule variable libre (si elle existe) estX.

2. Ou unetransitionétenduede la forme

m⋁

i=1

±iPi(ti) ∨B1(X1) ∨ . . . ∨Bn(Xn)
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oùm ≥ 1, lesBj(xj) sont des�-blocs, lesti sont des termes plats tels que
– t1 ⊑ t2 ⊑ . . . ⊑ tm ;
– etX1, . . . , Xn sont toutes libres danstm.

En fait, la mise en forme clausale de formules de la classe monadique produit m̂eme des clauses
un peu plus particulières, au sens où lesXi sont distinctes deux̀a deux dans les clauses com-
plexes.

Par exemple, considérons la formule monadique

(∀x ⋅ E(x) ⇒ I(x))

∧

(
∀x, y ⋅ ∃z ⋅

{
I(y) ⇒ (I(x) ⇔ I(z))

∧ (P (x) ∧Q(y) ⇒ E(z))

)

∧ (∀x, y ⋅ ∃z ⋅ (I(x) ∧ I(y)) ⇔ I(z))

∧ ∃u, v ⋅ E(v) ∧ P (u) ∧Q(v) ∧ ¬I(u)

c’est-̀a-dire, en respectant la syntaxe que nous avons donnée des formules monadiques :

(∀x ⋅ −E(x) ∨+I(x))

∧

⎛
⎝∀x, y ⋅ ∃z ⋅

⎧
⎨
⎩

(−I(x) ∨ −I(y) ∨+I(z))
∧ (−I(z) ∨ −I(y) ∨+I(x))
∧ (−P (x) ∨ −Q(y) ∨+E(z))

⎞
⎠

∧

⎛
⎝∀x, y ⋅ ∃z ⋅

⎧
⎨
⎩

(−I(x) ∨ −I(y) ∨+I(z))
∧ (−I(z) ∨+I(x))
∧ (−I(z) ∨+I(y))

⎞
⎠

∧ ∃u, v ⋅+E(v) ∧+P (u) ∧+Q(v) ∧ −I(u)

Mise en forme clausale, cette formule devient :

−E(X) ∨+I(X)

−I(X) ∨ −I(Y ) ∨+I(c(X,Y ))

−I(c(X,Y )) ∨ −I(Y ) ∨+I(X)

−P (X) ∨ −Q(Y ) ∨+E(c(X,Y ))

−I(X) ∨ −I(Y ) ∨+I(p(X,Y ))

−I(p(X,Y )) ∨+I(X)

−I(p(X,Y )) ∨+I(Y )

+E(k)

+P (m)

+Q(k)

−I(m)

où m et k sont deux constantes, etc et p sont deux symboles binaires. Noter que, si l’on lit
c(X,Y ) “X chiffré avec la cĺeY ” et p(X,Y ) “paireX, Y ”, les 7 premìeres clauses̀a l’exception
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de la quatrìeme d́efinissent exactement les capacités d́eductivesI d’un intrus de Dolev-Yaòa
partir d’un ensembleE de messages dont il dispose.

La premìere clause,−E(X)∨+I(X), est un�-bloc. On incite le lecteur̀a vérifier que toutes
les autres sont des clauses complexes.

Le point important est que les clauses obtenuesà partir de formules monadiques, de types 1
ou 2 d́ecrits plus haut, ressemblent beaucoup aux clauses automatiques que nous avons vues en
section 6.4. On y a relâch́e la condition selon laquelle tous lesti devaient avoir le m̂eme ensemble
de variables libres, au profit de la conditiont1 ⊑ t2 ⊑ . . . ⊑ tm, tm contenant toutes les variables
libres de la clause. Les m̂emes techniques qu’en section 6 montrent que la résolution ordonńee
(pour≻1) avec śelection,élimination de tautologies et de clauses subsumées lińeairement, et
splitting, termine en temps non-déterministe simplement exponentiel. (On laisse l’adaptation du
théor̀eme 16 en exercice.)

Le cas de la restriction de Horn de la classe monadique se traite lui en temps d́eterministe
exponentiel. (De nouveau, on laisse l’adaptation du théor̀eme 18 en exercice. On doitétendre≻1

de sorte quet ⊏ u implique t ≺1 u.) De plus, toute formule monadique de Horn se réduit (en
temps exponentiel, adaptation du théor̀eme 20 laisśee en exercice) en un automate d’arbres avec
contraintes d’́egalit́es entre fr̀eres.

8 Approximations d’ensembles de clauses de Horn par auto-
mates ǵenéralisés

La logique du premier ordre est indécidable (section 7.1), mais ceci ne doit pas nous empêcher
de tester si un ensemble de clausesS donńee en entŕee est satisfiable ou non. Il y a deux approches
typiques de ce problème :

– Utiliser une ḿethode de d́emonstration automatiquecompl̀ete, comme la ŕesolution et ses
raffinements. Ceci áet́e le sujet des sections 3, 4, et 5, mais souffre du défaut qu’aucune
strat́egie de d́emonstration automatique ne terminera sur tous les cas.

– Ou utiliser des techniques d’approximation, c’est-̀a-dire des algorithmes de démonstration
A qui peuvent se tromper. En d’autres termes,A(S) répond “oui” ou “non”, mais on
s’autoriseà ne pas demanderà la fois la correction (si la réponse est “non” alorsS est
insatisfiable) et la complétude (siS est insatisfiable alors la réponse est “non”). Le gain est
que l’on peut esṕerer une garantie de terminaison.

Dans la suite, nous ne considérerons que des approximations qui terminent. Il y a alors deux
types d’approximations :

– les sous-approximationsA sont correctes mais pas nécessairement complètes. SiA(S)
retourne “non”, alorsS est insatisfiable, sinon on ne sait rien.
En termes de v́erification de protocoles cryptographiques par exemple, une sous-approxi-
mation est telle que siA(S) retourne “non”, òu S décrit un protocole cryptographique, les
hypoth̀eses de śecurit́e et les propríet́esà prouver, alors il y a une attaque sur le protocole,
de façon ŝure. En revanche, siA(S) retourne “oui”, on ne peut pas garantir la sécurit́e du
protocole.
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Trouver une sous-approximation est facile. Il suffit de tester S sur des mod̀eles finis par
exemple. Autrement dit, il suffit de définir une interpŕetation de TarskiI quelconque de
domaineD fini non vide, et de testerI ∣= S en temps polynomial en la taille deS et de
D. Plus finement, on peut définir le domaineD, fixer les śemantiquesIf des symboles de
fonction f , mais pas les śemantiquesIP des symboles de prédicats ; on peut alors tester
s’il existe un mod̀ele I deS avec lesD et lesIf fixés enénuḿerant toutes les instances
de clauses deS lorsqu’on remplace les termest par leurs valeursI JtK � ; on se ram̀ene
ainsi au probl̀eme SAT de satisfiabilité de formules propositionnelles, qui est NP-complet
(polynomial dans le cas de clauses de Horn).

– Lessur-approximationsA, d’un autre ĉoté sont compl̀etes mais pas nécessairement cor-
rectes : siS est insatisfiable, alorsA(S) =“non”. En renversant la proposition, siA(S)
retourne “oui”, alorsS est satisfiable, sinon on ne sait rien.
En termes de v́erification de protocoles cryptographiques, une sur-approximation est telle
que siA(S) retourne “oui”, òu S décrit un protocole cryptographique, les hypothèses de
sécurit́e et les propríet́esà prouver, alors il n’y a pas d’attaque sur le protocole, de façon
sûre. On obtient ainsi unepreuve de śecurit́e.
En revanche, siA(S) retourne “non”, on ne peut pas garantir qu’il y ait une attaque.
Notre but dans cette section est de décrire une famille tr̀es ǵeńerale de sur-approximations,
fondées sur la th́eorie de la section 6.

Remarque 8 À noter que l’on peut oṕerer une fertilisation croiśee entre les deux approches. Nos
sur-approximations vont transformer des ensembles de clauses ǵeńeralesS0 en des automates
d’arbres ǵeńeralisésS. On peut d́ecider de la satisfiabilit́e deS. SiS est satisfiable, alorsS0 sera
satisfiable (d’òu une preuve de sécurit́e, dans le cas des protocoles cryptographiques). SiS est
insatisfiable, on peut cependant, au moins dans le cas de Horn, convertir le sous-ensemble des
clauses d́efinies deS, qui est toujours satisfiable, en un modèle fini (voir remarque 7). Ce dernier
mod̀ele peut ensuitêetre utiliśe, au moins en principe, par l’algorithme de sous-approximation
décrit plus haut pour tenter de montrer queS0 est insatisfiable (c’est-à-dire l’existence d’une
attaque, dans le cas des protocoles cryptographiques).

8.1 Types descriptifs

Nous pŕesentons une famille extrêmement efficace d’approximations pour le problème de la
satisfiabilit́e : lestypage descriptifs. Il s’agit de familles d’algorithmes de typage de programmes
Prolog, c’est-̀a-dire d’ensembles de clauses définies, qui tentent de découvrir les types des va-
riables qui m̀enent̀a une d́eduction ŕeussie d’un but donńe. Par exemple, considérons l’ensemble
de clauses :

double(O, O) double(S(X), S(S(Y ))) ⇐ double(X,Y )

Il est facile de se convaincre que les seules formules dérivables de la formedouble(m,n) sont
telles quem est un entier en unaire, etn est un entier pair, qui vaut le double dem.

Un mécanisme de typage descriptif est un moyen d’attribuerà chaque variableX de chaque
clause untype� , c’est-̀a-dire un ensemble de termes clos, tel que toute utilisationde la clause
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dans une d́eduction instancieraX à un terme du type� (plus pŕeciśement, un terme dont toutes
les instances closes sont dans� ). Dans l’exemple ci-dessus, on peut ainsi attribueràX dans la
deuxìeme clause le typeNat des entiers unaires età Y le typeEven des entiers pairs. Nous
avions d́ecrits ces types en section 6.7 par les contraintes ensemblistes :

Nat = S(Nat) ∪ O Even = S(S(Even)) ∪ O

Connaissant ces types, on constate que, si on ajoute aux clauses ci-dessus la clause

⊥ ⇐ double(X, S(O))

il n’y a aucun moyen de d́eduire le faux. On peut bien sûr le voir en lançant un des outils de
démonstration automatique mentionnés plus haut. Mais c’est encore plus visible par typage :
si on pouvait d́eduire le faux⊥, ç’aurait ét́e avec une valeur paire du deuxième argument de
double, par typage. Mais on ne peut déduire⊥. qu’en passant la valeur1 (soit S(O)), qui n’est
pas paire.

Il n’est a priori pas facile de trouver de tels types descriptifs. Frühwirth et al. [FSVY91]
proposent une ḿethode extr̂emement́elégante et complètement automatisée. Elle proc̀ede en
trois étapes, consistantà transformer l’ensemble de clauses initialS0 en un nouvel ensemble de
clausesS décrivant les types des variables.

– On cŕee un nouveau prédicattype, prenant un argument, et autant de symboles de fonc-
tions fP qu’il y a de symboles de prédicatsP dans l’ensemble de clausesS0 de d́epart.
L’id ée est quetype(fP (t1, . . . , tn)) sera d́eductible deS siP (t1, . . . , tn) est d́eductible de
S0 : type décrit un sur-ensemble de toutes les formulesP (t1, . . . , tn) déductibles deS0.

– Pour toute clauseC deS0, de la forme

P (t1, . . . , tn) ⇐ P1(t11, . . . , t1n1
), . . . , Pm(tm1, . . . , tmnm

)

et chaque variable libreX deC, on cŕee un pŕedicattype-C-X, prenant un argument.
L’id ée est quetype-C-X(t) sera d́eductible deS si t est une valeur possible pour la
variableX dans une d́eduction utilisant la clauseC, comme dans l’exemple ci-dessus.
SoientX1, . . . , Xk les variables libres dans la têteP (t1, . . . , tn), listées de gauchèa droite.
(Il est possible qu’une m̂eme variable soit donc listée plusieurs fois.) SoientY1, . . . , Yk des
variables frâıches, et distinctes deux̀a deux. Soient̃t1, . . . , t̃n les termest1, . . . , tn où Xi

est remplaćee parYi, 1 ≤ i ≤ k. On remplace alorsC par les clauses :

type(fP (t̃1, . . . , t̃n)) ⇐ type-C-X1(Y1), . . . , type-C-Xk(Yk)

type-C-X1(X1) ⇐ type(fP1
(t11, . . . , t1n1

)), . . . , type(fPm
(tm1, . . . , tmnm

))

. . .

type-C-Xk(Xk) ⇐ type(fP1
(t11, . . . , t1n1

)), . . . , type(fPm
(tm1, . . . , tmnm

))

Par exemple, en partant des clauses ci-dessus, on obtient :

type(fdouble(O, O))
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type(fdouble(S(X), S(S(Y ))) ⇐ type-C2-X(X), type-C2-Y (Y )

type-C2-X(X) ⇐ type(fdouble(X,Y ))

type-C2-Y (Y ) ⇐ type(fdouble(X,Y ))

On peut se demander quel est l’avantage de décrire les types des variables d’un ensemble de
clausesS0 par un autre ensemble de clauses. Il se résume en ceci : savoir si un type est vide est
décidable, et le problème est DEXPTIME-complet [FSVY91]. (Le lecteur est invité à montrer
que la vacuit́e des programmes uniformes de Frühwirth et al.est d́ecidable en temps exponentiel
par les arguments de la section 6.5.)

On pourra v́erifier que l’ensemble de clauses ci-dessus est tel que le langage reconnu en
type-C2-X est exactement le typeNat, et le langage reconnu entype-C2-Y est exactement
le typeEven des entiers pairs.

8.2 Approximations par formules monadiques

Dans le m̂eme esprit, on peut définir une proćedure de sur-approximation valide pour tout
ensemble de clauses, même si elles ne sont pas de Horn. (Cette procédure sera similaire dans
l’esprit à celle de la section 8.2, mais ne coincide pas exactement dans le cas de Horn.)

Faisons l’hypoth̀ese que tout prédicat est unaire. C’est l’hypothèse que nous faisons depuis la
section 1. L’utilisation du pŕedicattype de la section 8.1 est une façon de ramener le cas géńeral
au cas unaire.

Définissons maintenant une série de transformations sur des ensembles de clausesS. Tant
qu’il existe un termet qui n’est ni une variable ni un terme plat dans une clauseC = C0∨±P (t)
deS, posonst = f(t1, . . . , tn), puis :

1. Si± est le signe−, créern prédicats unaires fraisPj, 1 ≤ j ≤ n, et remplacerC dansS
par lesn+ 1 clauses :

C0 ∨ −P1(t1) ∨ . . . ∨ −Pn(tn) (25)

−P (f(X1, . . . , Xn)) ∨+Pj(Xj) (1 ≤ j ≤ n) (26)

oùX1, . . . , Xn sontn variables distinctes deux̀a deux.

2. Si± est le signe+, créern prédicats unaires fraisPj, 1 ≤ j ≤ n, et remplacerC dansS
par lesn+ 1 clauses :

+P (f(X1, . . . , Xn)) ∨ −P1(X1) ∨ . . . ∨ −Pn(Xn) (27)

C0 ∨+Pj(tj) (1 ≤ j ≤ n) (28)

SiS ′ est obtenue par un tel remplacement,écrivonsS ↝ S ′. La relation↝ termine. En effet, soit
∣t∣ la taille du termet, définie par∣X∣ = 0, ∣f(t1, . . . , tn)∣ = 1+ ∣t1∣+ . . .+ ∣tn∣, et la taille d’une
clause±1P1(t1) ∨ . . . ∨ ±nPn(tn) par

∑n

i=1 ∣ti∣. Alors S ↝ S ′ implique que le multi-ensemble
des tailles des clauses deS est strictement plus grand que celui des tailles des clausesdeS ′.
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Il est aussi facile de voir que siS ↝ S ′, alorsS ′ impliqueS, c’est-̀a-dire que toute mod̀ele
deS ′ est un mod̀ele deS. C’est parce que la clause remplacéeC est un ŕesolvant (non ordonńe)
desn+1 clauses (25) et (26), respectivement (27) et (28). (Le lecteur intéresśe pourra aḿeliorer
la proćedure en constatant que l’on n’est pas obligé de cŕeer lesXi distinctes deux̀a deux, mais
qu’il suffit d’imposer queti ∕= tj impliqueXi ∕= Xj.)

SoitS1 une forme normale (pour↝) quelconque deS0 : S0 ↝
∗ S1, etS1 ∕↝ S ′ pour aucunS ′.

S1 est de plus obtenu en temps polynomialà partir deS0, etS1 impliqueS0. SiS1 est satisfiable,
S0 est donc satisfiable.

Bien queS ressemblèa un automate d’arbres géńeraliśe, il se peut qu’il n’en soit pas un. En
effet,S peut contenir une clauseC de la formeC0 ∨ L1 ∨ L2, où L1 et L2 sont deux litt́eraux
ayant des ensembles de variables libres distincts mais non disjoints.

Il y a ici deux possibilit́es. La plus pŕecise consistèa transformer ce type de clauses en les
clauses :

C0 ∨ −type−(ℎ(X1, . . . , Xn))

+type−(ℎ(X1, . . . , Xn)) ∨ L1 ∨ L2

siL1 etL2 sont des litt́eraux ńegatifs, et en :

C0 ∨+type+(ℎ(X1, . . . , Xn))

−type+(ℎ(X1, . . . , Xn)) ∨ L1 ∨ L2

si L1 ouL2 est positif, òu ℎ est un symbole de prédicat frais. Ce processus termine et préserve
la satisfiabilit́e, et aboutit̀a un ensemble de clausesS du type de celles obtenues en section 7.6,
c’est-̀a-dire des clauses dont les blocs sont des�-blocs ou des transitionśetendues.

On peut aussi directement produire un automate d’arbres géńeraliśe S (à splitting pr̀es) en
remplaçantC parC0 ∨ L1 ∨ C ′

0 ∨ L′
2, où C ′

0 ∨ L′
2 est un renommage deC0 ∨ L2 qui ne partage

aucune variable libre avecC0 ∨ L1. Noter queC0 ∨ L1 ∨ C ′
0 ∨ L′

2 impliqueC0 ∨ L1 ∨ L2 car
cette dernìere est un facteur de la première. L’itération de ce processus termine encore en temps
polynomial.

Dans les deux cas, l’ensemble de clauses finalS est obtenu en temps polynomialà partir de
S, etS impliqueS0. SiS est satisfiable,S0 est donc satisfiable. L’algorithme prenantS0 en entŕee
et retournant “oui” siS est satisfiable, “non” sinon est donc un algorithme de sur-approximation,
qui termine.

Dans le cas òu S0 est un ensemble de clauses de Horn, la procédure d’approximation ci-
dessus fournit toujours un ensemble de clauses de Horn. (Lesrègles ont́et́e conçues dans ce but.)
Ceci nous permet d’obtenir une garantie de terminaison en temps simplement exponentiel, et de
retrouver des mod̀eles descriptibles par automates d’arbres avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eres
(remarque 7) dans le cas où S est satisfiable.

8.3 Amélioration de la précision

On peut se demander si la méthode d’approximation des ensembles de clauses de Horn par
des automates d’arbres avec contraintes d’égalit́e entre fr̀eres de la section 8.2 est suffisamment
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précise. Il arrive, et notamment dans le cadre de la vérification de protocoles cryptographiques,
que ce ne soit pas le cas. Autrement dit, l’algorithme de sur-approximationA(S0) répond “oui”
trop souvent alors queS0 est insatisfiable.

Cependant, certaines transformations préliminaires de l’ensemble de clausesS0 améliorent
grandement la précision de l’algorithme de typage de la section 8.2. On pourra consulter [Gou02],
section 4.5 pour une justification de l’intér̂et de ces transformations. Toutes ces transformations
opèrent sur des ensembles de clausesde Horn.

Inlining L’ inlining est une technique venant de la compilation des langages de programmation,
adapt́ee au cas de Prolog. L’idée est que, si l’on a plusieurs clauses définies

C1 ∨ −P (t1)

. . .

Cn ∨ −P (tn)

ce que l’on peut voir comme plusieurs endroits dans le programme òu l’on appelle le sous-
programmeP , on peut remplacer les appelsàP (ti) par la d́efinition deP . Autrement dit, si les
clauses d́efinies dont la t̂ete est de la formeP (. . .) sont :

P (u1) ⇐ B1

. . .

P (um) ⇐ Bk

on peut remplacer la clauseCi ∨ −Pi(ti) par les clauses

(Ci ∨Bj)�ij

où �ij est le mgu deti avecuj, s’il existe.
Cette strat́egie intuitive est cependantà la fois trop näıve et trop compliqúee. De façon plus

simple, pourinliner un pŕedicatP , on liste d’abord les clausesC1, . . .,Cn qui ont un litt́eral de
la forme−P (...) mais aucun de la forme+P (...). On cŕee ensuiten nouveaux pŕedicatsP1, . . .,
Pn, et on remplaceP parPi dansCi, pour chaquei entre1 et n. La secondéetape consistèa
créer les clauses définissant les nouveaux prédicatsPi, en recopiant la d́efinition deP et de tous
les pŕedicats utiliśes parP , remplaçantP parPi.

Formellement, soitP(P ) le plus petit ensemble de prédicats contenantP et tel que siQ ∈
P(P ) et il existe une clause de la formeQ(...) ⇐ Q1(...), . . . , Qm(...), alorsQ1, . . . , Qm ∈
P(P ). Soit aussiC(P ) l’ensemble des clauses dont la tête est de la formeQ(...) avecQ ∈ P(P ).
Pour d́efinir Pi il suffit de, d’abord, cŕeer de nouveaux prédicatsQi distincts deux̀a deux, pour
chaqueQ ∈ P(Pi), 1 ≤ i ≤ n, ensuite de cŕeer pour chaque clauseC ∈ C(P ), la clause obtenue
en remplaçant tout prédicatQ apparaissant dansC parQi.

Cette ḿethode est appelée inlining, parce qu’elle correspond exactementà la technique d’in-
lining de proćedures en compilation, ici adaptée à Prolog. L’inlining produit un ensemble de
clausesS1 à partir d’un ensemble de clausesS0, tel que, pour tout pŕedicatnon inlinéP ,P (t1, . . . , tn)
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est d́eductible deS0 si et seulement s’il est déductible deS1 : c’est en cela que l’inlining est cor-
rect.

L’int ér̂et de l’inlining est que l’on remplace le calcul du langage reconnu enP , ce qui inclut
les valeurs des arguments deP venant de toutes les clausesC1, . . . , Cn de façon non discrimińee,
par les langages reconnus enP1, . . .,Pn sépaŕement.

Partitionnement Le partitionnement consistèa constater que toute variableX a pour vocation,
dans la śemantique de Herbrand,à être instancíee par un terme clos, qui est donc de la forme
f(t1, . . . , tn), f ∈ Σ, t1, . . . , tn termes clos.́Etant donńee une clauseC, et une variableX libre
dansC, on peut donc remplacer la clauseC par les clauses

C[X := f(X1, . . . , Xn)]

lorsquef parcourtΣ, etX1, . . . , Xn sontn variables frâıches, distinctes deux̀a deux,n étant
l’arit é def .

On peut utiliser cette règle de transformation avant de lancer un démonstrateur automatique.
Mieux : l’utilisation de la ŕesolution ordonńee avec śelection et de cette règle est un raffinement
complet de la ŕesolution, comme on s’en convaincra en adaptant la preuve duthéor̀eme 8.

Il est cependant̀a noter que l’utilisation de cette règle au plus t̂ot provoque la non-terminaison
dès queΣ contient un symbole de fonction d’arité non nulle. En revanche, si tout symbole deΣ
est une constante, alors la résolution plus cette règle fournit une proćedure de d́ecision pour la
classe de Bernays-Schönfinkel.

Cette transformation est davantage utile dans un cas typé, òu toute variable ne peut̂etre
instancíee que par des termes du même type qu’elle. On consultera [Gou02].

Le partitionnement pŕeserve tous les plus petits modèles de Herbrand, mais pas nécessairement
les autres mod̀eles.

Ensembles magiques Une autre transformation classique en Prolog est celle desensembles
magiques. Elle est utile en particulier en conjonction avec la transformation par partitionnement,
qui a tendancèa engendrer de nombreuses clauses qui ne serventà rien dans aucune dérivation.
La technique des ensembles magiques permet de guider la recherche de preuves [BMSU86].

La technique est relativement simple encore une fois. Supposons que nous ayons une clause
A ⇐ B1, . . . , Bn. Créons de nouveaux symboles de prédicats (que nous représenterons en ajou-
tant le pŕefixemagic-). La formulemagic-A intuitivement sera vraie si on estime avoir besoin
de prouverA. On modifie alors la clause ci-dessus en la clause

A:- magic-A,B1, . . . , Bn

qui exprime que l’on n’aura le droit d’utiliser cette clauseque simagic-A est vraie, c’est-̀a-dire
si on a demand́e à prouverA. La technique est́elégante, dans la mesure où l’on peut ainsi guider
la recherche de preuve de sorte qu’elle ne chercheà d́eriver que des formules qui ont une chance
de servirà la preuve, sans avoir̀a se plonger dans des détails algorithmiques : le formalisme
logique se charge de tout.
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On doit aussi rajouter des clauses exprimant les dépendances entre formules. Onécrira no-
tamment :

magic-B1 ⇐ magic-A

magic-B2 ⇐ magic-A

. . .

magic-Bn ⇐ magic-A

Autrement dit, si on a besoin de dériver A, on a a priorià d́eriver B1, . . ., Bn. Ce sont les
ensembles magiques(“magic sets”). Le raffinement desmotifs magiques(“magic templates”)
introduit une interaction non triviale avec la recherche depreuve proprement dite. Au lieu des
clauses ci-dessus, onécrit :

magic-B1 ⇐ magic-A

magic-B2 ⇐ magic-A,B1

. . .

magic-Bn ⇐ magic-A,B1, . . . , Bn−1

Autrement dit, si on a besoin de dériverA on doit d́eriverB1. Mais on n’aà d́eriverB2 que si
d’une part on a besoin de dériverA, mais aussi si d’autre part on a réussìa prouverB1.

Il est finalement ńecessaire d’ajouter une clauseà l’ensemble de clauses transformé exprimant
quel est le ŕesultat que nous souhaitons démontrer. Si l’on souhaite vérifier qu’il existe un terme
t tel queP (t) soit vrai dans le plus petit modèle de Herbrand de l’ensemble de clauses qu’on
s’est donńe, on va ajouter la clause

⊥ ⇐ P (X)

ainsi que la clause magique
magic-P (X)

On consultera [BMSU86] pour le cas de formules du premier ordre (avec variables). Ce n’est pas
sṕecialement plus compliqué.

Ces transformations ne préservent la d́erivabilité que des atomesP (t1, . . . , tn) pour lesquels
on a ajout́e la clausemagic-P (t1, . . . , tn). Ceci se d́emontre par ŕecurrence sur les arbres de
dérivation de clauses buts obtenus par hyperrésolution positive (exercice).
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A Quelques ŕesultats fondamentaux

A.1 Théorème du point fixe de Tarski

Une relation d’ordre≤ sur un ensembleL est une relation binaire réflexive (x ≤ x), anti-
symétrique (six ≤ y et y ≤ x alorsx = y) et transitive (six ≤ y et y ≤ z alorsx ≤ z). On dit
aussi que(L,≤) est unensemble ordonńe.

Pour toutF ⊆ L, unmajorantdeF est unélémentx deL tel quex ≥ y pour touty dansF .
Uneborne suṕerieuredeF est un majorant plus petit que tous les autres. Si elle existe, la borne
suṕerieure deF est unique, par antisyḿetrie de≤, et on la notera

⊔
F . Elle est caractériśee par

les propríet́es :

∀y ∈ F ⋅ y ≤
⊔
F (29)

∀x ⋅ (∀y ∈ F ⋅ y ≤ x) ⇒
⊔

F ≤ x (30)

Similairement, unminorantdeF est unélémentx deL tel quex ≤ y pour touty dansF . Le
plus grand des minorants deF , s’il existe, est laborne inf́erieure

d
F deF .

Un ensemble ordonné (L,≤) tel que toute partieF deL a une borne suṕerieure et une borne
inférieure est appelé untreillis complet. On pourra remarquer qu’il suffit de demander que toute
partieF ait une borne suṕerieure ; dans ce cas la borne inférieure existe toujours, et

d
F est la

borne suṕerieure de l’ensemble des minorants deF . Syḿetriquement, il suffit de demander que

63



toute partieF ait une borne inf́erieure ; dans ce cas la borne supérieure existe toujours, et
⊔

F
est la borne inf́erieure de l’ensemble des majorants deF .

Une applicationf : (L,≤) → (L′,≤′) est monotonesi et seulement six ≤ y implique
f(x) ≤ f(y). Pour toutef : L → L, unpoint fixedef est unélémentx deL tel quef(x) = x.

Théorème 23 (Tarski) Soit(L,≤) un treillis complet, etf : (L,≤) → (L,≤) une application
monotone. Alorsf a un plus petit point fixe, et un plus grand point fixe.

Démonstration.SoitPost(f) l’ensemble despost-points-fixesdef , c’est-̀a-dire deśelementsx
deL tels quef(x) ⊆ x. Post(f) est non vide, car⊤ est un post-point-fixe def , où⊤ =

d
∅ est

le plus grand́elément deL.
Posonsx0 =

d
Post(f). Pour toutx ∈ Post(f), x0 ≤ x, doncf(x0) ≤ f(x) puisquef est

monotone, doncf(x0) ≤ x puisquef(x) ≤ x (définition dex ∈ Post(f)). Doncf(x0) est un
minorant dePost(f). Commex0 est le plus grand des minorants dePost(f), f(x0) ≤ x0. Mais
ceci signifie quex0 est dansPost(f) : x0 est leplus petitpost-point-fixe.

Commef(x0) ≤ x0, par monotonief(f(x0)) ≤ f(x0), doncf(x0) est un post-point-fixe de
f . Commex0 est le plus petit,x0 ≤ f(x0). Par antisyḿetrie,x0 = f(x0), doncx0 est un point
fixe def . Comme tout point fixe est un post-point-fixe,x0 est donc aussi le plus petit point fixe
def .

De même,
⊔
Pre(f) est le plus grand point fixe def , où Pre(f) est l’ensemble despré-

points-fixesdef , c’est-̀a-dire deśelémentsx deL tels quex ≤ f(x). ⊓⊔

On peut m̂eme d́emontrer que l’ensemble des points fixes def forme un sous-treillis complet de
(L,≤).

Notonsx > y si et seulement six ≥ y etx ∕= y. Un treillis complet a lacondition de châıne
croissantesi et seulement s’il n’existe aucune chaı̂ne croissante infiniex0 < x1 < . . . < xi <
. . . ; on a :

Proposition 24 Soit (L,≤) un treillis complet ayant la condition de chaı̂ne croissante, etf :
(L,≤) → (L,≤) une application monotone. Alors le plus petit point fixe def est

⊔
n∈ℕ f

n(⊥),
où⊥ =

⊔
∅ est le plus petit́elément deL.

Démonstration.Posonsx =
⊔

n∈ℕ f
n(⊥). On remarque quefn(⊥) ≤ fn+1(⊥) pour toutn, par

récurrence surn. C’est vrai pourn = 0, parce quef0(⊥) = ⊥ est le plus petit́elément deL.
Ensuitefn−1(⊥) ≤ fn(⊥) entrâınefn(⊥) ≤ fn+1(⊥) par monotonie def .

La suite(fn(⊥))n∈ℕ est donc croissante. Par la condition de chaı̂ne croissante, elle est finie,
c’est-̀a-dire qu’il existe un entierN tel que pour toutn ≥ N , fn(⊥) = fN (⊥). Doncx = fN(⊥).
Il s’ensuit quef(x) = fN+1(⊥) = fN (⊥) = x, doncx est un point fixe def .

Soity un autre point fixe def . On a⊥ ≤ y car⊥ est le plus petit́element deL, doncfn(⊥) ≤
fn(y) pour touty, carf est monotone. Doncx =

⊔
n∈ℕ f

n(⊥) ≤
⊔

n∈ℕ f
n(y) =

⊔
n∈ℕ y = y

(cary est un point fixe). Doncx est le plus petit point fixe def . ⊓⊔

La preuve montre que, dans ce cas, le plus petit point fixe def est en faitcalculable(pourvu que
f soit elle-m̂eme calculable) par le programme :
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x := ⊥ ;
tant que (y := f(x), y ∕= x)

x := y ;

A.2 Arbres et lemme de K̈onig

Un ensemble ordonné (L,≤) est uneforêt si et seulement si :
– Pour toutx dansL, le segment initialx ↓= {y ∈ L∣y ≤ x} est totalement ordonné par
≤. On dit qu’un ensembleA est totalement ordonńe par≤ si et seulement si, pour tous
x, y ∈ A, x ≤ y ouy ≤ x.

– D’autre part, tout sous-ensembleX non vide deL a unélément minimal. Uńelémentx est
minimaldansX si et seulement si le seulélémenty ∈ X tel quey ≤ x estx.

Un arbreest une for̂et qui a un uniquéelément minimal, appelé laracinede l’arbre.
Pour toutx dansL, lessuccesseursdex sont leséléments minimaux de{y ∈ L∣x ≤ y, x ∕=

y}. On noteSucc(x) l’ensemble des successeurs dex. SiL est une for̂et, soitx est maximal, et
l’on dit quex est unefeuille de la for̂etL, soitx a au moins un successeur.

Une for̂etL està branchement finisi et seulement si, pour toutx, Succ(x) est un ensemble
fini. Une branched’un arbreL est une suite finie ou infiniex0, x1 ∈ Succ(x0), . . ., xi+1 ∈
Succ(xi), . . . ; on dit qu’il s’agit d’une brancheissue dex0.

Théorème 25 (K̈onig) Tout arbreà branchement fini dont toutes les branches sont finies est fini.

Démonstration.SoitL un arbre infini,à branchement fini. On va construire une branche infinie
deL. Pour ceci, il suffit de construire une branche finiex0, x1, . . . , xi pour touti ∈ ℕ, telle que
{y ∈ L∣y ≥ xi} est infini, par ŕecurrence suri. Notons que pour toutx, {y ∈ L∣y ≥ x} est
un arbre, qu’on appellera lesous-arbredeL de racinex. Pouri = 0, on posex0 la racine de
L. Sinon, on supposex0, x1, . . . , xi construits. Comme le sous-arbre de racinexi est infini, et
quexi n’a qu’un nombre fini de successeurs, il en existe nécessairement un qui est racine d’un
sous-arbre infini : soitxi+1 un de ces successeurs. ⊓⊔

Cet argument utilise, d’une façon assez cachée il est vrai, l’axiome du choix. Pour chaquei ∈ ℕ,
nous choisissons unxi ; nous pouvons effectuer ceci sans l’axiome du choix, en revanche dire
que nous pouvons collecter tous ces choix en une unique suiteest exactement ce que l’axiome
du choix nous autorise. En fait, le lemme de König estéquivalentà une forme faible d’axiome
du choix, appeĺe axiome des choix d́ependants, et qui exprime que pour toute relation binaireR,
pour toutx0, si pour toutxi déjà construit, il existexi+1 tel quexi R xi+1, alors il existe une
suite(xi)i∈ℕ telle quexi R xi+1 pour touti ∈ ℕ.

A.3 Ordres bien fondés

Un ordre strict≻ sur l’ensembleL est une relation binaire irréflexive (x ∕≻ x) et transitive
(si x ≻ y et y ≻ z alorsx ≻ z). Un ordre strict estbien fond́es’il n’admet aucune chaı̂ne infinie
décroissantex1 ≻ x2 ≻ . . . ≻ xk ≻ . . .. Il s’agit d’un anglicisme [well-founded], que nous
préférons pour des raisons de clarté au mot françaisbon ordre.
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Par exemple, l’ordre> sur les entiers naturels est bien fondé.
Une d́efinition équivalente d’un ordre bien fondé est que tout ensembleX non vide contient

un élément minimal pour≺. En effet, si≻ est bien fond́e etX non vide, soitx1 ∈ X quel-
conque : six1 est minimal, alors c’est fini ; sinon, il existex2 ≺ x1, et six2 est minimal, alors
on a encore gagné ; sinon, il existex3 ≺ x2 ≺ x1, etc. Ce processus doit terminer après un
nombre fini d’́etapes, fournissant uńelément minimal deX. Réciproquement, si tout ensemble
non videX contient unélément minimal, alors soitX l’ensemble desx tels qu’il existe une
châıne d́ecroissante infiniex = x1 ≻ x2 ≻ . . . ≻ xk ≻ . . . ; mais aucunx = x1 deX ne peut
être minimal, carx2 est encore dansX, doncX est vide et donc≻ est bien fond́e.

Une caract́eristique des ordres bien fondés est que l’on peut raisonner parrécurrencesur ces
ordres. Pour toute propriét́eP , pour montrer queP (x) est vraie pour toutx, il suffit de montrer
queP (x) est vrai sous l’hypoth̀ese queP (y) est vrai pour touty ≺ x. En effet, soitX l’ensemble
desx tels queP (x) est fausse. SiP (x) n’était pas vraie de toutx, X serait non vide, donc aurait
un élément minimalx, qui serait donc tel quex ∈ X maisy ∕∈ X pour touty ≺ x, c’est-̀a-dire
P (x) est fausse maisP (y) est vraie pour touty ≺ x, contredisant l’hypoth̀ese que toutx tel
queP (y) est vraie pour touty ≺ x vérifie P (x). Réciproquement, tout ordre qui admet un tel
principe de ŕecurrence est bien fondé (exercice).

Pour tout ordre strict≻, notonsર la relation d́efinie parx ર y si et seulement six ≻ y ou
x = y. Il s’agit d’une relation d’ordre, c’est-̀a-dire une relation binaire réflexive, antisyḿetrique,
et transitive. On dit que≻ esttotal si et seulement siર est total, autrement dit si et seulement si
pour tousx, y, x ≺ y oux = y oux ≻ y.

Théorème 26 (Zermelo)Pour tout ordre strict bien fond́e≻ surL, il existe un ordre strict bien
fond́e total≻ surL étendant≻, c’est-̀a-dire tel que pour tousx, y, six ≻ y alorsx≻y.

Démonstration.Pour tout sous-ensembleX non vide deL, comme≻ est bien fond́e, il existe un
élément minimal deX. Par l’axiome du choix, il existe donc une fonctionf qui à toutX ⊆ L
non vide associe uńelément minimal deX.

Disons qu’un couple(X,>) formé d’une partieX de L et d’un ordre strict> sur X est
adapt́esi et seulement si :

– > est un ordre total bien fondé surX ;
– > étend la restriction de≻ àX : pour tousx, y ∈ X, six ≻ y alorsx > y.
L’ensemble des couples adaptés est ordonńe par :(X,>) ⊑ (X ′, >′) si et seulement si :

1. X ⊆ X ′ ;

2. >′ étend> àX ′, c’est-̀a-dire que pour toutx, y ∈ X, six > y alorsx >′ y ;

3. X est un segment initial de(X ′, >′) : pour tousx ∈ X, x′ ∈ X ′, x′ >′ x.

Soit (Xi, >i)i∈I une châıne quelconque de couples adaptés, c’est-̀a-dire un ensemble totale-
ment ordonńe par⊑. Montrons que les(Xi, >i) ont un majorant(X,>). En fait, nous pŕetendons
que l’on peut choisirX =

∪
i∈I Xi, etx > y si et seulement s’il existei ∈ I tel quex, y ∈ Xi

etx >i y. ClairementXi ⊆ X pour touti ∈ I, > étend>i àX, etXi est un segment initial de
(X,>). Il ne reste qu’̀a montrer que(X,>) est un couple adapté. Or :

– > est irŕeflexive : si on avaitx > x on auraitx >i x pour uni ∈ I ;
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– > est transitive : six > y et y > z, alors il existei, j ∈ I tels quex, y ∈ Xi, y, z ∈
Xj, x >i y et y >j z. Comme les(Xk, >k) forment une châıne, (Xi, >i) ⊑ (Xj, >j)
ou (Xj, >j) ⊑ (Xi, >i). Dans les deux cas, par les propriét́es 1 et 2 ci-dessus, on peut
supposer qu’il existek ∈ I (tel queXk est le plus grand deXi, Xj) tel quex, y, z ∈ Xk,
x >k y ety >k z, doncx >k z. Doncx > z.

– > est total : pour tousx, y ∈ X, comme les(Xk, >k) forment une châıne, il existek ∈ I
tel quex, y ∈ Xk. Alors comme>k est total,x >k y ou y >k x oux = y, doncx > y ou
x < y oux = y.

– > est bien fond́e : soitY une partie quelconque non vide deX. En particulier,Y intersecte
au moins un desXi, i ∈ I, donc il existe uńelémenty ∈ Y ∩ Xi minimal pour>i.
Montrons quey est minimal dansY pour>. Supposons au contraire qu’il existez dansY
tel quez < y. Soit j ∈ I tel quez ∈ Xj et z <j y. Si (Xj, >j) ⊑ (Xi, >i), alorsz ∈ Xi

et z <i y par les propríet́es 1 et 2, ce qui est impossible. Sinon, alors(Xi, >i) ⊑ (Xj, >j)
par la propríet́e de châıne, donc par la propriét́e 3,y <j z, ce qui contreditz <j y.

– > étend la restriction de≻ à X : soientx, y ∈ X tels quex ≻ y. Comme les(Xk, >k)
forment une châıne, il existek ∈ I tel quex, y ∈ Xk, doncx >k y puisque(Xk, >k) est
un couple adapté ; doncx > y.

L’ordre ⊑ est donc un ordreinductif : toute châıne a un majorant. Le lemme de Zorn (équivalent
à l’axiome du choix) exprime que tout ensemble ordonné inductif a uńelément maximal.

Soit donc(X,>) un couple adapté maximal pour⊑. Si on avaitX ∕= L, il existerait un
élémentx0 ∈ L ∖ X, puisque≻ est bien fond́e. PosonsX ′ = X ∪ {x0}, et d́efinissons>′ par
x >′ y si et seulement six = x0 et y ∈ X, oux, y ∈ X etx > y. Il est clair que>′ est un ordre
total bien fond́e surX ′ qui étend≻, donc(X ′, >′) est un couple adapté. D’autre part, il est clair
aussi que(X,>) ⊑ (X ′, >′), contredisant l’hypoth̀ese de maximalité de(X,>). DoncX = L,
et> est donc un ordre total bien fondé étendant≻ surL. ⊓⊔

Dans le cas particulier òu ≻ est l’ordre strict vide (x ∕≻ x, pour toutx ∈ L), le théor̀eme 26
implique que tout ensemble peutêtre muni d’un ordre total bien fondé. Ce dernier ŕesultat est
ce qui est usuellement appelé le th́eor̀eme de Zermelo. C’est une conséquence de l’axiome du
choix, comme on l’a vu. Ŕeciproquement, l’axiome du choix est conséquence du th́eor̀eme de
Zermelo : si on munitL d’un ordre total bien fond́e≻, toute partie non videX deL a un unique
élément minimalmin(X), et la fonctionX 7→ min(X) est alors une fonction de choix surL.

Dans la suite, nous montrons quelques constructions permettant de combiner des ordres bien
fondésà partir d’ordres bien fond́es plus simples.

Ordre lexicographique. Si ≻1 et ≻2 sont deux ordres stricts, leurproduit lexicographique
≻1 ×lex ≻2 est d́efini par(x1, x2) (≻1 ×lex ≻2) (y1, y2) si et seulement si

– x1 ≻1 y1,
– oux1 = y1 etx2 ≻2 y2.
Si≻1 et≻2 sont deux ordres bien fondés, alors≻1 ×lex ≻2 est bien fond́e. Soit en effetA un

ensemble non vide de couples(x, y). SoitX l’ensemble{x∣∃y ⋅ (x, y) ∈ A}. CommeX est non
vide et≻1 est bien fond́e, il existe unélémentx0 minimal pour≻1 dansX. SoitY l’ensemble
{y∣(x0, y) ∈ A}. Y est non vide par d́efinition dex0 ∈ X, et contient donc uńelément minimal
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y0 pour≻2 dansY . Alors (x0, y0) est dansA, et est minimal pour≻1 ×lex ≻2, finissant de
prouver que≻1 ×lex ≻2 est bien fond́e.

On peut aussi montrer que si≻1 et≻2 sont deux ordres stricts totaux, alors≻1 ×lex ≻2 est
total lui aussi (exercice).

On peut ǵeńeraliser et montrer que tout produit lexicographique d’un nombrefini d’ordres
stricts bien fond́es est bien fond́e. Ce n’est plus vrai pour un produit infini. Par exemple, si≫ est
le produit lexicographique surℕℕ, on a la suite infinie d́ecroissante :

(1, 0, 0, 0, . . .) ≫ (0, 1, 0, 0, . . .) ≫ (0, 0, 1, 0, . . .) ≫ . . .

Ordre lexicographique sur suites finies tríees. Soit L un ensemble muni d’un ordre strict
bien fond́e≻. SoitL∙ l’ensemble de toutes les suites[x1, . . . , xn] tri ées, c’est-̀a-dire telles que
x1 ⪯ x2 ⪯ . . . ⪯ xn.

On d́efinit l’ordre≻∙ surL∙ par :
– [x1, . . . , xn] ≻

∙ [] si n ≥ 1 ;
– [x1, . . . , xn] ≻∙ [y1, . . . , ym] si n,m ≥ 1 et :

– soitxn ≻ ym ;
– soitxn = ym et [x1, . . . , xn−1] ≻∙ [y1, . . . , ym−1].

La définition de[x1, . . . , xn] ≻
∙ [y1, . . . , ym] est bien forḿee, par ŕecurrence surm+ n. On note

qu’il s’agit essentiellement d’une forme infinie de produitlexicographique. (Nous comparons ici
les éléments de droitèa gauche, et non de gaucheà droite comme pour≻1 ×lex ≻2, mais il est
clair qu’il s’agit d’un point de d́etail.)

On notera parfois⃗x la suite[x1, . . . , xn] ; salongueurestn, sonmaxestxn.
Si ≻ est bien fond́e surL, alors≻∙ est bien fond́e surL∙. En effet, supposons que≻∙ n’est

pas bien fond́e. Il existe alors une suite infinie⃗x0 ≻∙ x⃗1 ≻∙ . . . ; notons que⃗x0 n’est pas la suite
vide [], et choisissons une telle suite infinie telle que le maxx de x⃗0 soit minimal, et ce maxx
étant fix́e, telle que la longueur de⃗x0 soit minimale. Par la minimalité du maxx de x⃗0, tous les
x⃗i ont le m̂eme maxx. On en d́eduit quey⃗0 ≻∙ y⃗1 ≻∙ . . . est une suite d́ecroissante infinie,
où y⃗i est la suite⃗xi dont on a retiŕe le dernieŕelément (́egalà x). Mais comme⃗x0 est une suite
triée, le max de⃗y0 est inf́erieur ouégalàx, et sa longueur est strictement inférieureà celle de⃗x0,
contredisant la minimalité dex, et àx fixé, la minimalit́e de la longueur de⃗x0.

On peut aussi montrer que si≻ est total, alors≻∙ est total surL∙.

Ordre multi-ensemble. Un multi-ensemble(fini) m sur un ensembleA est une application
de A versℕ telle quem(x) = 0 sauf pour un nombre fini d’élémentsx de A. L’ensemble
{x ∈ A∣m(x) ∕= 0} est lesupportdem. Intuitivement, un multi-ensemble est un ensemble fini,
où chaquéelément peut apparaı̂tre une ou plusieurs fois. Par exemple, le multi-ensemble qui àx
associe1 ety associe3 est celui òu x apparâıt une fois ety trois fois, et on le notera usuellement
{x, y, y, y}. Une intuition utile est qu’un multi-ensemble est une liste, où l’ordre deśeléments ne
compte pas mais le nombre de leurs occurrences compte.

Sim etm′ sont deux multi-ensembles, leurunionm ⊎m′ est la fonction quìa toutx associe
m(x) + m′(x). Si m et m′ sont repŕesent́es par des listes, alorsm ⊎ m′ est repŕesent́e par la
concat́enation des deux listes.
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Si ≻ est un ordre strict surA, sonextension multi-ensemble≻mul est le plus petit ordre
strict tel quem ⊎ {x} ≻mul m ⊎ {x1, . . . , xn} pour toutx, et tout multi-ensemble d’éléments
x1, . . . , xn ≺ x.

Par exemple, si> est l’ordre usuel sur les entiers naturels, on a

{3} >mul {2, 2, 2} >mul {1, 1, 2, 2} >mul {1, 1, 2}

Dans l’inégalit́e de gauche, on a remplacé 3 par leséléments2, 2, 2, qui sont plus petits que3.
Dans celle du milieu, on a remplacé un2 par deux1. Dans celle de droite, on a remplacé un2
par źeroélément, autrement dit on a effacé un2.

Le point important est que si≻ est bien fond́e, alors≻mul est bien fond́e. C’est ce que nous
allons montrer maintenant. D’abord, par le théor̀eme 26, soit≻ une extension totale bien fondée
de≻. Alors≻mul est une extension de≻mul, et il suffit de montrer que≻mul est bien fond́e pour
en d́eduire que≻mul est bien fond́e. Donc, sans perte de géńeralit́e, nous pouvons supposer que
≻ est un ordre strict bien fondé total.

Comme≻ est total, on peut trier leśeléments d’un multi-ensemble en ordre croissant : pour
tout multi-ensemblem, de support l’ensemble finiX, soientx1 ≺ . . . ≺ xn les éléments deX,
et posonŝm la suite

x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m(x1)

, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
m(x2)

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
m(xn)

L’application quià tout multi-ensemblem associe la suite finie triéem̂ est clairement une bijec-
tion.

De plus, on v́erifie aiśement quem ≻mul m
′ si et seulement sîm ≻∙ m̂′. Il s’ensuite que si

≻ est bien fond́e, alors≻mul est bien fond́e.
Finalement, si≻ est total, comme≻∙ est total surL∙, ≻mul est lui aussi total sur l’ensemble

des multi-ensembles d’éléments deL.

B Classes de complexit́e

Nous faisons ici un rappel très informel, mais suffisant pour se faire une idée, de quelques
notions de base en théorie de la complexité.

Un problème de d́ecisionest, brutalement parlant, un langage. En pratique, on décrit un
probl̀eme de d́ecision sous la forme :

ENTRÉE : une donńeex ;
QUESTION : la propríet́eP (x) est-elle vraie ?

On verra souvent un problème de d́ecision comméetant juste le pŕedicatP .
Le langage d́efini par ce format est l’ensemble desx telles queP (x) est vraie. Par exemple,

le probl̀eme HORNSAT est :

ENTRÉE : un ensembleS de clauses de Horn propositionnelles (c’est-à-dire, closes) ;
QUESTION :S est-il satisfiable ?
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Le probl̀eme HORNSAT est d́ecidable entemps polynomial, c’est-̀a-dire qu’il existe un al-
gorithme qui, prenant en entrée un ensembleS de clauses de Horn propositionnelles, retourne
“oui” si S et satisfiable et “non” siS est insatisfiable en un tempsO(∣S∣n) pour un certain entier
n ≥ 1, et òu ∣S∣ dénote la taille deS. Il suffit en effet de saturerS par hyperŕesolution positive, ce
qui termine en tempsO(∣S∣2). (On peut m̂eme ŕesoudre le problème en temps [quasi-]linéaire.)

La classe de tous les problèmes de d́ecision d́ecidables en temps polynomial est notée P.
La classe NP (“Non-d́eterministe Polynomial”) est la classe des problèmes de la forme :

ENTRÉE : une donńeex ;
QUESTION : existe-t-il une donńeey de tailleO(∣x∣m) telle queP (x, y) soit vraie ?

oùm est un entier fix́e suṕerieur ouégalà1, etP (x, y) est un probl̀eme dans P.
Par exemple, le problème SAT suivant est dans NP :

ENTRÉE : un ensembleS de clauses propositionnelles ;
QUESTION :S est-il satisfiable ?

On ne sait pas si SAT est dans P ou non, mais cela semble improbable. On peut montrer que
SAT estNP-complet, c’est-̀a-dire que pour tout problèmeQ dans NP, il existe une fonctionf
calculable en temps polynomial telle que pour toute entréex deQ, Q(x) est vraie si et seulement
si f(x) est satisfiable. Ceci a comme conséquence que SAT est dans P si et seulement si P=NP.

Une façon plus classique de définir NP est d’utiliser un mod̀ele de machines, les machines
de Turingnon d́eterministes. Ces machines ont la possibilité, en plus d’effectuer deśetapes de
calcul normales, de se dupliquer en autant de machines qu’ily a de choix pour la donńeey dans
l’ énonće ci-dessus. La machine globale répond “oui” si l’une des machines filles répond “oui”, et
répond “non” si toutes les machines filles répondent “non”. NP est alors la classe des problèmes
résolubles sur une machine de Turing non déterministe en temps polynomial.

Clairement, P⊆NP.
Toujours plus haut, la classe PSPACE (“Polynomial SPACE”) est la classe des problèmes

P tels qu’on peut testerP (x) en temps fini quelconque, mais en utilisant qu’un espace poly-
nomial, c’est-̀a-dire une quantité de ḿemoire polynomiale. Il se trouve qu’ici, que la machine
soit d́eterministe ou non n’a aucune importance : le théor̀eme de Savitch dit que les problèmes
décidables en espaceO(f(∣x∣)) non-d́eterministe sont d́ecidables en espace déterministeO(f2(∣x∣)),
et clairement tout problème d́ecidable en espace déterministeO(f(∣x∣)) est d́ecidable en espace
non d́eterministeO(f(∣x∣)).

Une caract́erisationéquivalente, duèa Wrathall, de PSPACE, est la suivante. Un problème de
APTIME (“Alternating Polynomial Time”) est un problème de la forme :

ENTRÉE : une donńeex ;
QUESTION : existe-t-il un entiern = O(∣x∣m), une donńeey1 de tailleO(∣x∣m) telle que pour
toute donńee y2 de tailleO(∣x∣m), il existe y3 de tailleO(∣x∣m) telle que . . ., il existey2n−1

de tailleO(∣x∣m) telle que pour touty2n de tailleO(∣x∣m) la propositionP (x, y1, . . . , y2n) soit
vraie ?

Alors APTIME=PSPACE. On peut formaliser APTIME en utilisant la notion de machines
de Turingalternantes[CKS81]. Ce sont des machines qui peuvent soit effectuer desétapes de
calcul normales, soit des choix existentiels (se dupliqueren autant de machines filles qu’il y a
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de valeurs possibles poury2i−1, et retourner “oui” si et seulement si au moins une des machines
filles retourne “oui”), soit des choix universels (se dupliquer en autant de machines filles qu’il y
a de valeurs possibles poury2i−1, et retourner “oui” si et seulement si toutes les machines filles
retournent “oui”). APTIME est alors la classe des problèmes d́ecidables en temps polynomial
sur une machine alternante. Shapiro [Sha84] montre que les machines alternantes existent en
pratique, en un sens : ce sont essentiellement les programmes Prolog, et la notion de temps d’un
calcul alternant correspond̀a la profondeur d’une d́erivation par hyperŕesolution positive.

Le probl̀eme typique qui est complet pour PSPACE est QBF (“Quantified Boolean Formu-
lae”) :

ENTRÉE : une formuleF = Q1x1 ⋅ . . . ⋅Qnxn ⋅ S, où S est un ensemble de clauses proposi-
tionnelles sur les variablesx1, . . . , xn, et lesQi sont des quantificateurs∀ ou∃ ;
QUESTION :∣= F ?

On note queF est soit valide soit insatisfiable. On reconnaı̂t l’alternance de quantificateurs
caract́eristique de APTIME. En particulier, NP⊆PSPACE.

Un autre probl̀eme PSPACE-complet typique est la vacuité de l’intersection d’un ensemble
d’automates de mots (déterministes) [Koz77].

La classe DEXPTIME est celle des problèmes d́ecidable en temps (déterministe) exponentiel.
Parexponentielon entend de la formeO(2∣x∣

k

) pour un certaink ≥ 1, c’est-̀a-dire borńe par l’ex-
ponentielle d’un polyn̂ome en la taille de l’entrée. Un probl̀eme DEXPTIME-complet typique
est la vacuit́e de l’intersection d’un ensemble d’automates d’arbres (déterministes) [Sei94].

On a PSPACE⊆DEXPTIME. De toutes les classes de complexité mentionńees ci-dessus, la
seule inclusion stricte connue est P⊈DEXPTIME. On conjecture que toutes les autres inclusions
sont strictes.

Un autre ŕesultat remarquable de [CKS81] est que DEXPTIME=APSPACE (“Alternating
Polynomial Space”), la classe des problèmes d́ecidables sur une machine alternante en temps fini
quelconque mais espace seulement polynomial.

En fait, [CKS81] montre que l’alternance transforme le temps en espace, et l’espace en
une exponentielle du temps. On a vu que PSPACE=APTIME, mais on a par exemple aussi
que la classe EXPSPACE des problèmes d́ecidables en espace exponentiel sur une machine
déterministe (ou non d́eterministe, de façońequivalente, par le th́eor̀eme de Savitch) est iden-
tique à la classe AEXPTIME des problèmes d́ecidables en temps alternant exponentiel. De
même, DEXPTIME=APSPACE, mais on a aussi D2EXPTIME=AEXPSPACE, c’est-̀a-dire que

la classe des problèmes d́ecidables en temps doublement exponentiel (borné parO(22
∣x∣k

), k ≥ 1)
sur une machine d́eterministe est exactement la classe des problèmes d́ecidables en espace expo-
nentiel sur une machine alternante.

Il existe bien d’autres classes de complexité [Joh90]. La seule que nous utilisons dans ces
notes et que nous n’avons pas encore défini est NEXPTIME, la classe des problèmes d́ecidables
en temps non d́eterministe exponentiel. Elle se définit exactement comme NP, en remplaçant les
bornes polynomialesO(∣x∣m) par des bornes exponentiellesO(2∣x∣

m

).
Les inclusions strictes connues entre les classes que nous avons mentionńees ici sont

P⊈DEXPTIME, NP⊈NEXPTIME, PSPACE⊈EXPSPACE, DEXPTIME⊈D2EXPTIME
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Les autres sont conjecturées.

C Forme clausale d́efinitionnelle

Pour convertir une formuleF en un ensemble de clausesS, une façon intelligente est d’uti-
liser une mise enforme clausale d́efinitionnelle. Une mise en forme clausale classique prend
un temps en ǵeńeral exponentiel, une mise en forme clausale définitionnelle prend toujours un
temps lińeaire. On pourra consulter [FLHT01].

L’id ée est de créer un nouveau symbole de prédicat servant d’abréviation pour chaque sous-
formule deF , et d’écrire des clauses exprimant les relations entre ces prédicats.

On dit queF est unesous-formule imḿediatedeF ∧G, G∧F , F ∨G, G∨F , ∀x ⋅F , ∃x ⋅F .
La relationsous-formuleest la cl̂oture ŕeflexive transitive de la relation sous-formule immédiate.

Pour chaque sous-formuleG deF , de variables libresy1, . . .,ym, créons un nouveau symbole
de pŕedicatm-airePG, posonsLG = PG(y1, . . . , ym), et cŕeons lesclauses structurelles:

−LG ∨G siG est un litt́eral
−LG ∨+LG1

, −LG ∨+LG2
siG = G1 ∧G2

−LG ∨+LG1
∨+LG2

siG = G1 ∨G2

−LG ∨+LG1
siG = ∀x ⋅G1

−LG ∨+LG1
siG = ∃x ⋅G1, x pas libre dansG1

−LG ∨+PG1
(y1, . . . , ym, fG(y1, . . . , ym)) siG = ∃x ⋅G1, x libre dansG1

où, dans le dernier cas,y1, . . . , ym sont les variables libres deG, etfG est un symbole de fonc-
tion. On suppose que siG et G′ sont deux sous-formules distinctes, alorsfG et fG′ sont deux
symboles de fonctions distincts. (Il s’agit de fonctions deSkolem. On notera qu’on peut relaxer
cette condition en demanderà ce quefG etfG′ soient distincts siG etG′ ne sont pas logiquement
équivalentes.)

SoitD(F ) l’ensemble des clauses ci-dessus, union la clause+LF . Alors F est satisfiable si
et seulement siD(F ) l’est. En effet, siF est satisfiable, on peutétendre un mod̀eleI, de domaine
D, satisfaisantF en d́efinissant :

– IfG, pour toute sous-formuleG = ∃x ⋅ G1 telle quex est libre dansG1, commeétant
n’importe quelle fonction quìa v1, . . . , vn ∈ D associe une valeurv telle queI, [x1 :=
v1, . . . , xn := vn, x := v] ∣= G1 (ceci existe, par l’axiome du choix) ;

– IPG
de sorte queI, � ∣= LG si et seulement siI, � ∣= G, pour toute sous-formuleG deF ;

Cette structuréetendue satisfait trivialement les clauses structurelles, et satisfait+LF puisqu’elle
satisfaitF .

Réciproquement, siD(F ) est satisfiable, pour tout modèle I de D(F ), pour toute sous-
formuleG deF , il est facile de voir queI, � ∣= LG impliqueI, � ∣= G, doncI est un mod̀ele de
F .

72


