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Reésune

Ce document sert de notes de cours pour le coursémeodstration automatique de
théoremes (2-5), prendire partie, magisre MPRI Zme ange,éditions 2006-2007, 2007-
08, 2008-09, 2009-10. Il s'agit de la version 13 du 05 oct@@#0, faisant suita la version
12 du 09 octobre 2009, faisant suéda version 11 du 24 novembre 2006, faisant saite
la version 10 du 19 septembre 2006, la version 9 du 12 octdd6,2 la version 8 du 02
decembre 2004, la version 7 du 08 novembre 20@4la version 6 du 13 octobre 2004 |a
version 5 du 12 octobre 2004, @1a version 4 du 06 octobre 2004.

Les versions @cedentes servaient de notes de cours pour le cour€dfcation au-
tomatique de protocoles cryptographiques de DEA Prograitomaedition 2002—-2003. Il
s'agissait de la version 3. La version 1 date du vendredi Bligan 2002. La version 2 date
du mercredi 19 mars 2003. La version 3 date du mercredi 282008.

Il est question ici de techniques desplution, c’est-dire de @monstration automa-
tique, de techniques d’automates d’arbres et de contsagneemblistes. Le parti pris de
ce document est de ramener tous les mrotds d’automates et de contraintes ensemblistes
sysématiquemerd des prol#mes de @monstration automatique, ce qui fournit une certaine
unité au sujet.
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1 Préliminaires

Fixons une fois pour toutes un ensemble infiemdmbrable de symboles deedicats unaires.
Un atomeest un object de la form&(ty, ... ,t,), ou P est un symbole de pdicat ety, ..., ¢,
sont des termes du premier ordre sur la signature

Dans la suite, nous nous restreindrons toujours au ¢ad, sauf temporairement a@tut de
la section 7. Autrement dit, les atomes seront de la foft, ou P est un symbole de pdicat
unaire et est un terme du premier ordre sur la signatr€eci simplifiera les notations. D’autre
part, nous nous igresserons &eifiquement plus tard une sous-classe de la classe de la logique
du premier ordre (la classmonadiqug présentant naturellement cette restriction. Finalement,
ceci n'entache pas laégéralitt de no€noné&s, puisque I'on peut toujours codBft,, ..., t,)
sous la formeP(fp(t4,...,t,)), 0U P est maintenant unaire et il y a bijection entre les symboles
P est les symboles de fonctionairesf.

Un littéral est soit un litéral positif +P(¢), soit un litéralnégatif — P(¢). Uneclauseest une
disjonction de literaux+, Py (t1) V 2 Ps(t2) V ... V £, Pi(tx). (Pardisjonctionde litteraux, on
entend ici un ensemble fini de Btiaux.) Sik = 0, on écrit cette disjonctiond; il s’agit de la
clause vide

Certaines clauses sont parti@rément importantes, il s'agit des clausksHorn qui sont
celles contenant au plus un éttal positif. Nous ne nous limiterons pas au cas des clauses d
Horn, mais mentionneroré I'occasion certainsésultats intressants qui ne sont valables que
pour des ensembles de clauses de Horn.

Les clauses de Horn sont regr@gs en clausesfinies et clauses buts. Lekuses éfinies
sont les clauses ayant exactement uritt positif. On notera typiquement la clausefidie
+P(t)V —Py(t1) V...V —P,(t,) comme sulit :

P(t)<:P1<t1),,Pn(tn) (1)

Dans le cas@n = 0, on notera aussi cette clauBét), et on I'appellera utfiait. La notation«<
est cende rappeler la notion d’implication. Le langage Prologisgilen @réral la notatior -
au lieu de<=.
Un but, aussi appél clause ®gative est une clause ne contenant que desrétix regatifs.
Il s’ensuit que tout but est une clause de Horn.&rit parfois le but-P;(t1) V ...V —P,(t,)
sous la forme :
1L < Pi(th),..., Pu(ty) (2)

ou L dénote le faux.
Symétriguement, une claugmsitiveen est une qui ne contient que deligtux positifs.



2 Semantique

2.1 Smantique de Tarski

Unestructure! est la donge d’'un ensemble non vide (le domaing, de sous-ensemblés
de D, un pour chaque pdicatP, et d’applicationd : D" — D pour chaque fonctiorf € X,
d’arité n. Etant don@ unenvironnemenp, c'esta-dire une application qui assocechaque
variable urélement deD, lavaleurI [t] p d’'un termet est ckfinie par :

— I [z] p = p(x) pour chaque variable;

— I[f(tr, . t)] o =1 (I[ta] p, - I [Ea] p)-

On c&finit la relation/, p = P(t), etl'on dit queP(t) estvraiedansl, p, si et seulement di[t] p
est dandp.

Pour toute claus€’, on pose!, p = C si et seulement s’il existe un ktal+ P (¢) dansC' tel
quel,p = P(t), ou un literal — P(t) dansC tel quel, p [~ P(t). Ceci peuétre reformué dans
le cas de clauses de Horn, comme suit. Par convention, pas@isp |~ L. Onal,p = C,
ou C' est une clause de Hoth < A4, ..., A,, si et seulement di, p = A; pour au moins un,
1<i<n,oul,pE A

La structure/ est unmocklede la clause” si et seulement s, p = C pour tout environ-
nementp ; on écrit alors/ = C. I est un moéle d’'un ensemblé de clauses si et seulement si
I |= C pour toute claus€’ dansS'; onécrit/ = S dans ce cas.

On dit qu'une clause, resp. un ensemblde clauses, eshtisfiablesi et seulement elle (resp.
il) a un mockle.

2.2 S$Emantique de Herbrand

Un terme, un atome, un létal, une clause estos(e)si et seulement s’il (si elle) ne contient
aucune variable libre. Unsubstitutiono est une application des variables vers les termes. On
noteto le résultat de I'application de la substitutierau termel : xo = o(z), f(t1,...,tn)0 =
f(ty0o,...,t,0). Uneinstancede ¢ est tout terme de la former, pour une substitution. On
notera aussif la compositionde o et §, c’esta-dire 'unique substitution telle quofd) =
(to)d pour tout terme : o6 associex toute variable: le termeo(z)f. Un renommage est une
substitution qui est une bijection entre variables.

L’ univers de Herbrand{ est 'ensemble de tous les termes clos. Wimacture de Herbrand
est toute structuré dont le domaine est/, et telle quel; envoie toutrn-uplet de termes clos
t1, ..., t, vers le terme clog (¢, ..., t,), pour toutf d'arité n. (On suppose ici, sans perte de
géréralite, queX contient au moins une constante, c’astlire un symbole de fonction d’aio,
de sorte qué? est non vide.) Il est facile de voir que ceci est bi&fii, et que

Itlp=tp 3)

ou p est vu comme une substitution sur let& droit et comme un environnement sur k&
gauche. Umockle de Herbrandle S est une structure de Herbrand qui est un eledies.
On a le lemme facile suivant :



Lemme 1 Soito une substitution/ une structurep un environnement. Posop$s| I'environ-
nement qué toutz dans le domaine de associe/ [xzo] p, eta tout autrer associep(z). Alors,
pour tout termée, I [to] p = I [t] (p[o]).

Démonstration.Récurrence imradiate sur la structure de O

Proposition 2 Un ensemble de clauses est satisfiable si et seulement s’il a un ratedde
Herbrand.

Démonstration. Si S a un moele de Herbrand$ est clairement satisfiable.&Riproquement,
supposons qug est satisfiable, et soitun mocele deS. On c&finit la structure de Herbrand
parl, = {uclog! [u] € Ip}. (Commet est clos,! [t] p est incependant de; on note cette
valeur! [t].) Commel est un moéle deS, pour toute clausé€’ de S, pour tout environnement
p, onal,p |= C. Cest en particulier le cas lorsqueest cefinissable, c’esk-dire qu'il existe
une substitutionp’ envoyant les variables vers des termes clos telleogue= I [zp'] pour toute
variablez, autrement dit telle que = id[p']. Donc! = Cp’ parle lemme 1,d'a ', p' = C par
définition de!’ et I'équation (3). Dond’ est un moéle de Herbrand d§. O

Remarqgue 1 Nous ne consigfons que des clauses ici. Dans le cas de formuégngles du
premier ordre, ce lemme est toujours validecondition de ne consiter que des formules
universelles, c’esk-dire de la formevz,, ..., z, - F, ou F' ne contient aucun quantificateur. Ce
lemme est faux pour les formules existentielles.

Une structure de Herbrandl peut étre cara@risee, d’'une autre fagon, par un ensemble
d’'atomes clos a savoir les atomes claB(¢) tels quel = P(t). (Encore une fois, I'environ-
nementp est superflu ici, donc omis.)&iproquement, sk est un ensemble d’atomes clos,
on peut @finir I'interprétation de Herbrand correspondartgar I = {t clo§P(t) € E}.

On consi@érera dans la suite, sans le dire explicitement, qu'unectstrel de Herbranestun
ensemble d’atomes clos.

2.3 Clauses de Horn et plus petits mogles

En particulier, les structures de Herbrand peuvent atnes ordonies par inclusior. On
peut montrer (exercice !) que tout ensemble satisfiablealesek de Horn a yslus petit modle
de Herbrand Ceci n’est pas enéyéral vrai pour un ensemble de clauses qui n’est pas de Horn.

Une congquence imradiate est que tout ensemiffede clauses é&finies a un plus petit
modcele. En effet,S a un moale,a savoir celui qui contient tous les atomes clos.

Une autre caraétisation des plus petits mekks de Herbrand, qui est plésidente pour
les specialistes de Prolog, est la suivante. Fixons un ensemsilie clauses de Horn. Saff
'ensemble des atomes clos, unionPosons par conventioho = | pour toute substitution.

On consiére L. commeétant clos. On éfinit I'opérateurls deP(F) versP(F) par :

Ts(I) = {Ao|A<=Ay,..., A, €S,
Ao clos Ao el,..., Ao €}
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Ts est monotone pour l'ordre d’inclusion. Par leettieme de Tarski, il a un plus petit point
fixe. (Voir annexe A.1.) En fait, il est facile de voir que ceiplpetit point fixe est), . 74 (0)
(exercice). Ce plus petit point fixe est alors le plus petitidde de Herbrand dg& dans le caso

il ne contient pasl. S'il contient_ L, alorsS est insatisfiable.

2.4 Langages et reconnaissabift

Avant de passer aux techniques dbnstration automatique sur des ensembles de clauses
du premier ordre, notons que les ensembles de clauses deddfinissent desangages de
termes Ceci n'est pas sans rappeler lafidition de langages reconnus par automates. Nous
verrons en effet que les automates (d’arbres) sont des dasufiars d’ensembles de clauses de
Horn.

Soit.S un ensemble satisfiable de clauses de Hor®, eh symbole de g@dicat. Lelangage
Lp(S) desS alétat P estl'ensemble des termes clols queP(t) est dans le plus petit mete
de Herbrand dé&'. Leséléments dd.p(.S) sont appeds les termeseconnus P parS.

Par abus de langage, on dira gheestvide danssS si et seulement sL.p(S) est vide, et
de méme pour toute autre propte. Les lemmes suivants sont faciles. Le premier caresd la
reconnaissabil@, €mantiguement.

Lemme 3 Soit.S un ensemble satisfiable de clauses de Horn. Le termet @esreconnwa P
par S si et seulement & plus la clausel. < P(t) est insatisfiable.

Démonstration.Sit € Lp(S), alors par éfinition P(¢) est dans le plus petit méte de Her-
brand deS, donc dans tout made de Herbrand d&'; doncS plus L < P(t) est insatisfiable.
Réciproquement, s§ plus L < P(t) est insatisfiable, alors tout mél¢ deS doit ne pas satis-
faire L < P(t), et donc conteniP(¢); donct € Lp(S5). 0

Le deuxeme lemme caragtise la vacu.

Lemme 4 Etant don@ un ensemblé satisfiable de clauses de HorR, est vide dansS si et
seulement s plus la clausel <« P(x) est satisfiable.

On appellera parfois dans la suite des clauses de la farme P(x) desrequétes

Démonstration.Si P est vide, alors le plus petit meté de Herbrand d& ne contient pas
d’'atome clos de la form@(t), donc satisfaitL < P(x).

Réciproquement, s¥ plus L < P(x) est satisfiable, alors son plus petit retelde Herbrand
ne contient pas d’atome clos de la form?¢t). Comme tout moéle deS plus L < P(z) est
aussi un modle deS, le plus petit modle de Herbrand d¢& est inclus dans celui d& plus
1 < P(z), donc ne contient pas d’atome clos de la forR(e) non plus ; c’est-dire queP est
vide danssS. O

Le troisieme lemme caragtise lavacuié d’intersectionc’esta-dire,etant donds un nombre
fini de symboles de pdicatsP, ..., P,, la question de la vac@tdeLp, (S)N...NLp, (S). (On
dira par abus de langage que lintersectionfte. . ., P, est vide dans ce cas.)



Lemme 5 Etant doné un ensemblé satisfiable de clauses de Horn, l'intersection Be . . .,
P, estvide dan$ si et seulement & plus la clausel. < Py(z),..., P,(z) est satisfiable.

On appellera de telles clauses degletes conjonctives
Démonstration.La demonstration est similair& celle du lemme 4, et laise en exerciceld

Remarque 2 Il esta noter que la vacuét se traduit en une progte de satisfiabilé. Dans le
cadre des protocoles cryptographiques, un gleddu codage en clauses de Horn d’un proto-
cole est une preuve dé&aurite, une observation du& Selinger [Sel01]. Dans ce cadre, une
propriéte de €curite d’un protocole cryptographique se traduit en une préfride vacui d’'un
langage. On pourra penser &eurite = vacuieé de 'ensemble des attaques”, encore que ceci soit
davantage un moyen ramotechnique qu’'unevitable correspondance.

3 Reésolution

Comment peut-on&tecter si un ensemble de clauses est insatisfiable ? Uneathesques de
demonstration automatique les plus connues, et les plusedficen pratique, est tésolution
inven&e par J. Alan Robinson en 1965.

La résolution au premier ordre utilise la notiorudification Ununificateuro de deux termes
ou atomes; ett est une substitution telle que = to. La substitutiors estplus ¢gerérale que
o’ si et seulement s'’il existe une traésne substitutiod telle ques’ = of. Un unificateur le
plus ¢eréral, oumgu(abegeant I'expression anglaismbst general unifié) de s et det est un
unificateur des ett qui est plus g@réral que tout autre unificateur deet+.

Si s ett sont unifiables, alors ils ont un unificateur le pligral. On noterangu (s = t)
I'un de ces mgu. On peut montrer que les unificateurs les @osrgux ne diferent que par un
renommage ; c’est-dire, sioc eto’ en sont deux, alors il existe un renommagel ques = o’/p.
On peut aussi montrer qu'il existe parmi les unificateursples ¢geréraux certaing qui sont
idempotents autrement ditgo = 0. Cette condition estquivalente au fait qu’aucune variable
du domainelom o = {z|o(x) # z} n'est libre dans aucun term(x), x € dom o.

La regle derésolutionest :

CV+A C'v-A
CoVv (o

o=mgu (A=A4")

ou la conditionc = mgu (A = A’) signifie queA et A’ sont unifiables, et que est leur mgu.
D’autre part, la notatio’ vV +A en pémisse sous-entend gued n’est pas dans la disjonction
C, et similairement pout” v —A’. On sous-entend aussi que les deuanpisses ont des en-
sembles de variables libres disjoints, ce qui e effecté en renommant I'une ou I'autre des
prémisses. On appelle la conclusiorrésolvant binairedes deux gEmisses.

Cette Bgle se spcialise dans le cas des clauses de Hdaregle :

A<= A,...,A, B<B,...,B,

Ao <= Byo,...,B,0,As0,... A0

o =mgu (4; = B)
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La regle de esolution binaire est comgie pour les clauses de Horn : si un ensenside clauses
de Horn est insatisfiable, alors on pe@ddire la clause vide. en un nombre fini dtapes de
résolution binaire.

Dans le cas de clausesmgrales, la@solution binaire n'egpbascompkte. Par exemple, I'en-
semble de clauses suivant est insatisfiable :

+P(x)V+P(y) —P(x)V—Py) (4)

Ici , y sont deux variables distinctes. Cependant, 'unig@solvant binairea renommage gs,
de ces deux clauses estP(z) vV —P(z), eta partir de celuid, aucune nouvelle clause n’est
produite ; en particulier, la clause vide ne sera jamais yited

Ceci est facilea corriger ; il suffit de nous donner la possil@lid’utiliser une egle addition-
nelle, dite defactorisation(positive) :

CV+AV+A

- !/
CoV+Ac o =meu (4= 4)
On notera que cett@&gle n’est jamais applicable sur une clause de Horn — on@ppla néme
convention que plus haut, et 'on comprend que& +A v +A’ en pémisse sous-entend que
et A’ sont distincts et hors dg€.

On a alors le ésultat que la combinaison des deexgles de @solution binaire et de facto-
risation positive est comete : tout ensemble insatisfiable de clauses admet @neation de
la clause vided a l'aide de ces deuxegles. (Cette combinaison des deegles est appee la
résolution) Nous montrerons un doeme plus fort en section 3.2.

Dans I'exemple ci-dessus, ogive + P(x) résolvant—P(z) vV —P(y) avec+P(x), on ob-
tient —P(y) ; en ©solvant cette derare clause aveg P(x) de nouveau, on obtient la clause
vide.

On appellefacteur (positif) d’'une claus& toute clause&”’ que I'on peut obtenia partir de
C par0, 1, ou plusieurs applications de lagle de factorisation (positive). On appalésolvant
de deux clause€ etC’ v — A’ tout résolvant binaire” v C’ entre un facteu€ Vv +A deC et
c'v-A.

On a le ésultat facile :

Lemme 6 (Correction) SoitS un ensemble de clauses,®n’'importe quel ensemble de clauses
obtenues partir de S par résolution binaire et factorisation positive. Tout nételdeS est un
moctle deS’.

En particulier, sid est ceductible par ésolutiona partir de S, alors S est insatisfiable.

Exercice 1 On consieére la regle defactorisation @gative:
CVv—-Av-A
CoV +Ao

On cEfinit les facteurs @gatifs de marire similaire aux facteurs positifs, et lagle derésolution
géreralepar :

o=mgu (A=A4")

CV+AV..V+A, CV-AVv..Vv-A
CoVv(C'o
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oum>1,n>1,etoc =mgu (A = Ag,..., Ay = A, A] = A . A=A A, =

A")). Montrer par recurrence sumn > 1 que tout Esolvant gréral est @&ja un résolvant, au-
trement dit que la égle de factorisation &gative est superflue. (Ne pas oublier que les deux
prémisses sont suppEess avoir des ensembles de variables libres disjoints.)

3.1 Raffinements de la esolution, resolution ordonnée avec 8lection

Il existe un certain nombre de restrictions dedgle de esolution qui restent comgies :

— On peut restreindre la @misseC' V +A de la egle de ésolution binairéi étre une clause
positive ; cette restriction est apgella egle dhyperésolution positive
Dans le cas des clauses de Horn, ceci re\aamistreindre cette pmissea étre une clause
réduitea un seul litéral positif+ A, c’esta-direa étre un fait.
La restriction de la&gle de ésolution binaire 0 'une des deux @misses de laegle
de esolution binaire est une clauseitaire, c’esta-dire ne contenant qu’un ktal, est
appeéerésolution unitaire La résolution unitaire est donc congpé pour les clauses de
Horn, mais elle ne I'espasdans le cas de clausegrgrales. Consigrer par exemple
'ensemble insatisfiable :

+P(a)V+P(b)  +P(a)V —P(b) (5)
—P(a)V+P(®b)  —P(a)V —P(b)

— On peut restreindre la @pmisseC' vV — A de la egle de esolution binairé étre une clause
négative ; on obtient ainsiltyperésolution egative

— En ¢ereéral, larésolution #mantiqueest compéte, ai 'une des pemisses est contrainée
étre fausse dans une integpation/ fixée. On notera que I'on retrouve I'hypésolution
positive en prenanf l'interprétation de Herbrand fausse de tout atome clos, et I'hy-
peresolution @gative en choisissant pourlinterprétation del vraie de toute atome
clos.

— Larésolution ordonaedemande que :

— A soit maximal dans la clausg v +A, et A’ maximal dang”’ v —A’, ou C Vv +A et
C'v —A’ sont les pemisses de laagle de ésolution binaire,

— etA, A’ soient tous les deux maximaux dans lampisseC' vV +AV +A’ de factorisation,

ceci pour un ordre strict stable sur les atomes. On dit que eststablesi et seulement si

A > Bimplique Ao - Bo pour toute substitution telle qués et Bo sont clos. (Il est en

fait possible de relaxer la condition de stakilivoir [dN95].)

Précisons qu’un atomd estmaximaldans une claus€' s'il n’existe pas de ligral +B

dansC' tel queB - A.

La résolution ordonée est un raffinement complet de &solution, qui est &s restrictif.

— Larésolution ordonée avec 8lectionest similaire, mais utilise en plus une fonctian ,
dite desélection quia chaque claus€ associe un sous-ensemble (possiblement vide) de
ses literaux regatifs. L'idee est que I'on utilise la fonction délsction pour éterminer
sur quel litéral resoudre ; on n’utilise I'ordre que paéthut.

Regardons d’abord le cas (plus simpl@)sel (C) retourne soit 'ensemble vide (on dit
qu’aucun litéral n’est &lectionre dansC') soit un singleton{ — A} (on dit que— A est le
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litteral €lectionre dang”). Preciment, la égle de eésolution ordonée avec 8lection est

alors :
CV+AV...V+A, CVv-=-A
CovVv(Co
oun > 1,0 = mgu (A, = A',..., A, = A’), aucun literal n’est &lectionré dans

CV+A V... V+A,etA;, ..., A,sontmaximaux danS'Vv+A4,V...V+A,;et—A" est
selectionre dansC” v — A’ ou bien aucun litral n’y est glectionré maisA’ est maximal
dansC’ v —A'.

On remarquera que I'on a com@resolution binaire et factorisation en une seelgle. La
prémisse de droit€” v — A’ s’appelle la pemisseprincipale, celle de gauche la pmisse
auxiliaire.

En geréral, on peut demander qydusieurslittéraux soient&lectionres, — A/, ..., — A4,
au lieu d'un seul—A’, dans la pemisse principale de droite. On unifiera chacun avec une
nouvelle pemisse auxiliaire. Dans le cagmgral, doncsel est une fonction quelconque
qui a toute clause associe un sous-ensemble, possiblementigides littraux regatifs,
et la regle de ésolution ordonée avec slection est :

1<i<e
7\

CiV+ALV ... V+A,, CV-A V.. Vv-A

CioV ... NCiwoV(Co
ou :
(i) n; > 1 pourtouti, 1 <i < /;
(i) o =mgu{A4; =A;|1 <i<(1<j<n};

(ii) sel (C;V+AqV...V+A;,.)=0etA;,...,A;,, sontmaximaux dans; v +A4;; V
...V +A;,, pourtouti, 1 <i </,

(iv) sel (C'"V —=AjV...v—=A4)) ={-A4],...,—A,} et > 1, ou bien aucun litral n’est
selectionre, ¢ = 1 et— A} estmaximal dan€”’ v —A} v...V —A4, =C'Vv —A].

Il esta noter que la fonctiorel estquelconqueet n’est restreinte que par le fait qu’elle
doit £lectionner des litraux regatifs. (On pourrait les choisir positifs, ceci ne chaager
rien en terme de comgpltude.)

Si I'on choisit comme fonction deétection la fonction qui retourne toujours I'ensemble
vide, on note qu’on retrouve l@solution ordon@e. Si au contraireel (C') retourne I'en-
semble de tous les lgtaux regatifs deC’, on obtient un raffinement de I'hypésolution
positive ai les litteraux positifs sur lesquels oasout sont de plus restreirda®tre maxi-
maux dans leur clause. L&solution ordonge avec 8lection est comgte, et donc ces
derniers raffinements aussi, comme nous allons le montrer.

D’autres raffinements complets peuveite troues dans [CL73] : la lockéasolution de
Boyer, la stragégie “set-of-support”, la stragie lintaire notamment. Certains raffinements ne
sont complets que sur des ensembles de clauses de Hesalution unitaire, &solution input
[CL73], résolution avecé&lection libre [dN95].
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3.2 Compktude, arbres €mantiques

Soit Ay, A, ..., A;, ... uneénuneration des atomes clos. Uirgerprétation partiellesur
cetteénuneration est une liste finig-; A;, £ A,, ..., £, A.. Si A; appardt avec le signet, on
dit que A; estvrai dans l'interpetation partielle ; il estauxs’il apparat avec le signe-. Sinon,

A; estindéfinidans I'interpétation partielle.

L'arbre de Herbrandest I'arbre dont les sommets sont les intétptions partielles. L'in-
terpietation partiellet; Ay, +2 A, ..., £ A adeuxfils, quisont Ay, +5A,, ..., 1 Ap, —Apiq
et +1A;, 1545, ..., 11 Ag, +Ars1. (Ceci, bien @r, a condition queA,,, existe; sinon;t; A,
+9A,, ..., LA, N'a pas de fils.) La racine de I'arbeeest l'interpétation partielle vide.

Les branches maximales (infinies eengral) de I'arbre de Herbrand sont naturellement en
bijection avec les inter@tations de Herbrand. $iest une intergatation de Herbrand, on obtient
une branche maximale qui passe par les nceupsis £+, A, puis+,A4;, £, A,, etc., a1 &; est
le signe+ si A; € I, — sinon. Reciproquement, sur toute branche maximale, on note que tout
atome A; appar@ avec un signe unique-; dans toute inter@tation partielle de longueur au
moins: ; on obtient donc une interptation de Herbrand contenant exactementligels quet;
est le signer.

Théeoreme 7 (Herbrand) Etant don@ un ensemble de clausésdu premier ordre, les trois
conditions suivantes soétjuivalentes :

1. S estinsatisfiable;
2. 'ensembleS | des instances closes deest insatisfiable ;
3. il existe un ensemble fis} d’instances closes d€ qui est insatisfiable.

Démonstration. Supposons satisfiable, et un moctle de Herbrand d& (cf. proposition 2).
Alors pour toute instance clogép d’'une clause&” de .S, commel, p = C, par I'équation (3), on
al = Cp.Donc! estun modle deS |. On en é&duit que 2 implique 1.

Réciproquement, si est une interf@tation de Herbrand qui satisfdit |, par I'eéquation (3)
de nouveau/ satisfaitS. On en @duit que 1 implique 2.

Clairement, 3 implique 2. Il ne reste guemontrer que 2 implique 3. Fixons uaeuneration
quelconqued,, A,, As, ..., des atomes clos. Disons gu’une clause closstfausseau nceud
N = +1A,£5A,, ..., £, A, si et seulement si pour tout Eital A deC, le littéral oppoé FA
est dans la listéV. On remarque que €I’ est fausse au nceud, alorsC' est fausse dans toute
interpretation/ passant par le nceud. Réciproquement, si' est fausse dans l'interpiation/,
alors il existe un nceudy ou C' estfausse : sil'on posgé = £, A4, V...V, A4, i1 < ... < ipm,
alors on peut prendre poN n’importe quel nceud qui contieat; 4;,, ..., Fn 4, -

On remarque maintenant que, pour toute intetgion de Herbrand, par 2 il existe une
instance clos&€’c d'une clauseC de S qui est fausse dank Par la remarque ci-dessuSg
est donc faussa un nceudV de I'arbre €mantique. Appelonsceud déchecpour S tout nceud
minimal rendant fausse au moins une instance close d’'unseldeS. (Par minimal on entend
minimal pour la longueur du nceud vu comme listearbre £€mantique clogst le sous-arbre
de l'arbre €mantiqgue de @me racine:, et dont les feuilles sont les nceud€chec. L'arbre
semantique clos n’a pas de branche infinie : sinon d@fndtait une interpetation/, pour laquelle
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au moins une instance clog& d’'une clauseC de S serait fausse, menaatl'existence d’'un
nceud déchec sur la branchg ce qui serait absurde. D’autre part, I'arb&nsantique clos est
a branchement fini, donc d’'ags le lemme de #&nig, il est fini. (Voir annexe A.2 pour plus
d’'informations sur le lemme de @hig.) En particulier, il a un nombre fini de feuilles, c’est-
dire de nceuds échec. Choisissant pour chaque nce@thdecN une instance closéyfy d’'une
clauseC'y de S qui est fausse eV, on obtient que I'ensemble fini dé&y 0y est insatisfiablel

FiG. 1 — Un arbre 8mantique

lllustrons les notions empl@&gs dans la preuve sur un exemple. En figure 1, on @sepé
un arbre émantique (fini) sur les trois atomé§ B, A, dans cet ordre. Autrement did; = C,
Ay = B, A3 = A. Le nceud 1 est l'inter@tation partielle vide, le nceud 2 est I'inter@tation
partielle —C, le nceud 3 est-C, le nceud 4 est-C, —B, le nceud 5 est-C, + B, etc. Notons
que la claus&' < B, c'esta-dire+C VvV —B, est fausse erC, +B (nceud 5). On note ainsi
gue siS est 'ensemble des clausesA; B < A; C < B; 1L < A, B, C, alors toute branche
rencontre un nceud qui rend au moins une des clauses fausea.@ioisit les nceuds minimaux
(les plus hauts possibles) parmi ces derniers, on obtismtdeuds dchec, que I'on a repsengs
en figure 1 par des nceudésur lesquels unedthe pointe ; la source de l&@theétant la clause
C'y choisie qui est fausse éwi.

On peut @ja en cduire la comg@tude de laé&solution, par&currence sur la taille de I'arbre
semantique clos. Sila racireest un nceud @chec, alors@cessairemerdt, est la clause vide, car
aucune clause non vide n’est fauageSinon, il existe umoeud d’'inérence c’esta-dire un nceud
dont les deux fils sont des nceudédahiec. (Choisir un nceud noredhec maximal, c’esa-dire le
plus bas possible.) En figure 1, les nceuds éiiefice sont 4, 6, et 7. St un nceud d’'inérence,
etN,—AetN,+A ses deux fils. On rappelle quéy 40y — 4 est fausse eV, —A mais pas en
N, doncCy 40y _4 est de la forme’; vV +A. (De plus,C; est fausse e.) En particulier,

Cn_a peut sécrireC'V +By V...V +B,,,oum > 1etBy_, = ... = B,0y_4 = A
De mémeC\y 1 40n +4 peut sécrireC] vV —A ou (] est fausse eV, et Cy .4 peut sécrire
C'V—-B{V...V—=B,oun > 1letBfyia = ... = B 0nia = A. Posonsy, I'union
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(disjointe si I'on suppose quéy 4 et Cy 14 ont des ensembles de variables libres disjoints)
defy 4 et dedy , 4. Par constructiom, unifie tous lesB; et tous lesB}, donc est une instance
o0 deoc = mgu (B, = B,,...,Bny = BB, = B,,....B, , = B, B, = B). On
peut donc appliquer lzegle de esolution @rérale (exercice 1) etédiuire un esolvant @réral
CoVC'o. Il esta noter que cette derie clause a comme instance cloSe v C'o)0 = C, vV (Y,

qui est fausse au nceud. En appliquant judicieusement lagle de esolution @réralea deux
clauses bien choisies, on a doné&un nceud &chec au moins aussi haut que le n@udPar
I'exercice 1, on peut obtenir cé&solvant @réral sans utiliser la factorisatiorégative, donc par
résolution.) Ceci diminue strictement la taille de I'arb&rgntique clos, et I'on peut appliquer
I'hypothése de&currence : la clause vide esdiictible par&solutiona partir des.

Théeoreme 8 (Compétude) La résolution ordonée avec &lection est compte : pour tout
ordre > stable, pour toute fonction de&kectionsel , I'ensemble de clauses est insatisfiable
si et seulement siI'on peuédver la clause vidé€l a partir de S par la seule egle de ésolution
ordonrée avec &lection.

Démonstration.La direction “si” estévidente. Rciproquement, fixond?, ..., A% I'ensemble
fini des atomes clos figurant dans I'ensemble $ind’instances closes dedu theoeme 7.3. On
suppose lest) dans un ordre tel que si? < A?, alorsi < j. (En d’autres termes, ogtend>-

a un ordre total sur led?.) Appelons un arbre&mantique closdapé si ses nceuds sont de la
forme+, A9, ... + A aveck < n. Par construction, il existe un arbréreantique clos adamt
tel qu'a tout nceud @checN est assoé une claus€’y de S et une substitutiod v telle que
Cn0Oy est une clause close qui est faussé\en

Appelonsarbre décoré pour un ensemble de claus&stout uplet(7', C,, 6,), ou T est un
arbre €mantique clos adaptC, associéd chaque nceud &hec (feuille d§") N une clausé€’y
de S’, etd, associea chaque nceud &hecN une substitutioy telle queC 0y est close et
faussea N. Il existe donc un arbre@tog poursS.

Etant dong un arbre dcok (T, C.,6,) pour S, soit la racinee est un nceud échec, et
alorsC. est recessairement la clause vide, soit I'on trouve un nceud (gst pas déchec) dans
T en calculant comme suit. Le plan de landonstration consiste montrer que ce nceud est
caracéristique de clauses sur lesquelles on peut appliquérgie de esolution ordonée avec
sélection. L'appliquer engendre une nouvelle clause, qra an arbre @cog plus petit, au sens
ou une certaine mesure bien faralde cet arbre&trdtra ; ce qui montrera la terminaison.

Choix des clauses sur lesquell&soudreSoit doncS’ un ensemble de clauses et un arbre
décogé (T, C,, 6,) pour S’. Soit, pour chaque nceudé&thecN, Cy6y une clause close qui est
fausse enV. Soit +y Hy le litteral £+ A? de C'y6y aveci maximal—autrement dit, le ligral
le plus grand, ou le plus bas sur la branche meaait Si N est un ensemble fini d’atomes
By, ..., By, notons—N\ la disjonction—B; V ...V —By,. Si P est un ensemble fini d’atomes
B, ..., By, notons+P la disjonction+B; V ...V +B;.

On peutécrire C'yfy de facon unique sous la formeyHy V +Py V =Ny V Sy, ol Py
est 'ensemble des atomes dg;6y (hors £y Hy) qui apparaissent sous le sighe Sy =
{LOy|L € sel (Cy)}, etNy estl’ensemble des atomesdgfy (hors=+y Hy) qui apparaissent
sous le signe-, resp. non 8lectionrees et électionres.
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Disons queCly, et par extensiol'y 6, estgérératrice si et seulement stf, appard po-
sitivement, c’est-dire+, = -+, et si aucun littral n'y est glectione (Sy = ). Si Cy est
géreratrice,C'y0y est donc de la forme Hy V +Py V —Ny.

On construit une inter@tation propositionnellé parétapes, comme suit. Sdijt = (). Suppo-
sonsl;, déja construite, et consilons toutes les clauses@gratricesC'y telles queHy = A}, ;,
le k + 1-ieme atome. S'il en existe une telle q¥g;, C I, (tous les atomes @s sont vrais)
et Py N I, = 0 (tous les atomes positifs sont faux), posdps, = I, U {A},,}. Sinon, po-
serl,,; = I;. La suite s'arétea l'indice n, lorsqu’on aénuneré tous les atomes, et I'on pose
I = I,,. Linterprétation/ a les propmtes suivantes :

(1.1) Pour toute clauseageratriceC'y telle quel rend vrais tous les atomes dlé; et faux tous
les atomes d®y, I rend Hy vrai.

(1.2) Si H estun atome vrai dars alors il existe une clauseegeratriceC'y telle queHy = H.
De plus, tous les atomes déy sont vrais dang, et tous les atomes @@y sont faux dans
1.

La vérification de ces deux prog@tes est laisse en exercice. Ellegpend du fait qu’un litral
devenu vraia I'etapek ne pourra jamais redevenir faux; et, plus subtilement, dug@un
littéral dePy qui était fauxa I'étapek, au moment 0 Hy = Agﬂ, restera fawa toutes les
étapes suivantes (parce glg est plus bas que tout atome Ag).

I étant une intergatation de Herbrand, est aussi une branche de I'aérastique, et &finit
donc une unique branche de l'arbrécdé (7', C.,,0,). Au bout de cette branche dafis on
trouve donc un unique nceudédhec)V;. Lid ée est qu&’y, vaétre la pemisse principale dans
la regle de esolution ordonée avec 8lection.

Prémisse principaleMontrons donc en premier quéy, peutétre pésenge de sort@ oleir
aux restrictions impases aux gEmisses principales, c’eatdirea la condition(iv).

Sisel (Cy,) est non vide, alors c’estvident : on posd—A/, ..., —A;} = sel (Cy,), et
¢ > 1 par hypotlese. Suppons donc qu’aucundital ne soit 8lectionreé dansC'y,. Consicrons
le littéral +x, Hy,. Si le signety, était+, Cy, serait donc grératrice. Mais commé€’y, est
fausse dans, tous les atomes d¥&y, sont dand et aucun des atomes @, n'est dand. Par
la propréte (I.1), ceci impliquerait qued; soit aussi dang, ce qui rendraiCy, vraie dans/,
contradiction. Donc le sign¢ y, est—. Soit—A’ n'importe quel literal regatif deCly, tel que
AlOn, = Hy,. Alors Cy, s’écritC" v — A, ou aucun literal n’est &lectionre, et a1 — A est
maximal. Donc la propété (iv) est \erifiee dans tous les cas.

Prémisses auxiliairesConsicerons lesA; comme @finis ci-dessus. Comme€\y, 0y, est
fausse dans, tous lesA’fy, sont vrais dang. Par la propte (/.2) (premere partie), il existe
une clause grératriceCy, telle queHy, = Alfy,. Elle est recessairement telle quéy,dx,
contient le literal + A0y, .

Soient donc+A;y, ..., +A;,,, n; > 1, tous les littrauxL de C\, tels queLfy, = +A0y,,
et soitC; la disjonction de tous les autres &ttux deC'y,. (Notez bien qu’il se peut qu’il y ait
plusieurstels litterauxL ; c’est ce qui justifie le fait que; n'est en @réral pasgalal, d'ou le
besoin de la factorisation.) On a ainsi tréa pémisse auxiliair€'y, = C;V+A; V... V+A;,,.
Commen; > 1, la condition(i) est \érifiee.
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CommeCly, est une clauseé&yératrice, aucun liiral n’y est &lectionre. De plus, les-A;;
y sont maximaux : sinon il existerait un Bital L dansCly;, tel queL > +A;;, doncLfy, -
+A;;0n, = +A0N, = Hy, (par stabilié de>). Mais Hy, est par @finition le grand litral (le
plus bas dans I'arbre) d€y.fy,, contradiction. Donc la conditiofiii) est \erifiee.

Finalement, on &0y, = A.fy,. Comme on a suppégsans perte deégeralite) queA,;
et A, n'avaient aucune variable libre en commuri st 7/, et queA,;; et A, n'avaient aucune
variable en commun (pour toudsi’, 7), la substitutiorfy, Uy, U ... U8y, U6y, a un sens, et
est clairement un unificateur dels; et desA;.

Soito leur mgu : la conditior(ii) est donc @rifiee. De plusfy, Uy, U ... U0y, U by, est
une instanced de o, pour une certaine substitution (Nous utiliserons ceci plus bas.)

LaclauseCio V...V Cyo VvV C'o est donc éductible par@solution ordonae avec slection.

TerminaisonMontrons que ce processus terminéfidissons le nouvel arbré&dogé (77, C, 6,)
a partir de(7', C,, 0,) comme suit. Soit5” 'ensemble de clauses dofit’, C,, 0,) est un arbre
décokg, et soitS” I'ensemble de clauses plus le gsolvantCio v ...V Cyo vV C'o.

On montre d’abord qu&” o V... VCipoVC'0)0 = C10N, V...V Cily, vV C'0y, est fausse au
noeudN,, ce qui revient dire queC’fy, est fausse efV;, ettous les”;0y,, 1 < ¢ < ¢, sont faux
en N;. Le fait queC’6fy, soit fausse enV; estévident, catC’dy, est incluse dan€'y,fy,, qui
décore le noeud échec;. Ensuite Cy,, qui est @rératrice, eségalea+Hy, V +Pu, V —Ny;,.
Par construction dé€'y, (voir plus haut) et la propéite (/.2) (deuxeme partie), tous les atomes de
Ny, sont vrais dang et tous ceux d&®y, sont faux dang. Comme par constructioi;6, est
exactement la sous-clauséy, V —Ny;,, elle est fausse dardsDonc(Cio V...V Coo V C'o)0
est faux dand. Comme cette derare clause ne contient que des atomesriafirs ouegaux
(plus haut dans 'arbre) que ceux degmisses, elle est fausse au nadid

Il est donc sertsde consiérer le nceudV’ le plus haut au-dessus d& qui rend le ésolvant
(Cio V...V Cho Vv C'0)0 faux. Alors :

(&) Si N’ est strictement plus haut qué; dansT, alors soit7” I'arbre £mantique clos dont
les nceuds &chec sontV’, plus tous les nceuds&thec del’ qui ne sont pas en-dessous
de N'. On poseC,, égale au@solvantCio Vv ...V Cyo vV C'o, etdy, := 6, alors que

v = Cnn ety = Onn pour toutN” # N'.

(b) SiN' = N;, onposel” =T, C), égale augsolvantCio Vv ...V Cio vV C'o (qui remplace
donc au nceud échecV; laclauseCy, = C'V —A| V...V —A4)), 0y =0 etCy, = Cyn
etdy, = Oy pour toutN” = Nj.

Ce dernier cas ne peut se produire que si I'atome le plus dtampdus bas) déC o Vv ...V
Ceo vV C'0)0 est le néme que celui d€'y,0y,, soit Hy,. Consicerons les autres |éraux de
(010' V...V CgO’ V 0/0')0 = 019]\[1 V...V Cg@Nz V C/QNI- Les litteraux deS’JiHNi, 1 <4<V,
sont par @finition deC; strictement plus petits (strictement plus haut) dlie = A}fy,, qui est
un atome de&”'y,0y,, donc plus petit o@gala (plus haut que}y,. Les literaux deC;0y, sont
donc toujours strictement plus hauts gidg,. La seule raison pour laquellé,, pourrait donc
appardtre dangCio V...V Cpo vV C'0)0 = Ci0n, V...V Ciln, V C'0y,, C'est qu'il apparaisse
dansC’fy,. Ce qui est important, c’est qu’en passanttety, aCi0y, V...V Cibn, V C'0y,
comme @coration du nceud’;, on a moralement remplaaes “grands” ligraux H y, par des
clauseg”;0y,, qui ne contiennent que desé&itaux strictement plus petits.
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Formellement, onéffinit la mesure:; (Cy, ) du nceud cdchecV d’un arbre écogé (T, C,, 0,)
commeétant le multi-ensemble contenant autant de fois I'entmgu’il y a de litteraux+A’ de
Cy tels qued’dy = AV (le iieme atome clos de@hunération choisie). Dans le cdb), ol
N’ = Ny (et en posaniv = N;), ce multi-ensembleé&trdt, dans I'ordre multi-ensemble, lors
du remplacement d€y, parCio V...V Cpo V C'o.

On rappelle en passant que cet ordre multi-ensemble esfdrea, voir 'annexe A.3 pour
plus de @tails. (On rappelle qu’'un ordre ebten fone s'il n'admet aucune chiae infinie
décroissante. Il s’agit d’un anglicisme [well-founded],eqmous peférons pour des raisons de
clarte au mot francaibon ordre)

On c&finit ensuite la mesurg— (7, C,, 6,) commeétant le multi-ensemble des (Cx, 0x),

N parcourant les nceudsathec d€'. Dans le cagb), 11 (Cy, 0) décrdt strictement, les autres
w1 (Cnr, Oyn) etant inchangs. Donc la mesurg~ décrdt dans I'ordre multi-ensemble dans le
cas(b).

D’un autre ©té, la taille|T’| décrdt strictement dans le cd4a), et est inchange dans le cas
(b). Donc la mesure(T, C,, 0,) définie comme le coupl€T|,u (T, C.,,6,)) ordonré lexico-
graphiguement, @&crdt lors du passage d&", C,,0,) a(1", C., 0,). Lordre lexicographique sur
les couples forras d’'un entier et d’'un multi-ensemble de multi-ensemblentirsétant bien
fondé, le processus termine, et I'on peut doriider la clause vide en un nombre finietpes
de résolution ordonée avec slection. O

On pourra remarquer l'utilisation de- pour montrer par des moyens puremegmsintiques
(c’esta-dire sans utiliser I'exercice 1) que la factorisati@yative n’est paséactessaire.

Remarque 3 L'utilisation d’'une fonction de&lection est parfois encore un peu trop restrictive,
et I'on pourrait garder juste uneelationde €lection ; en termes basiques, on pourragcdler
de lectionner un ensemble de &thux regatifs diferent pour deux occurrences de l&me
clause. Ceci n’a, en pratique, aucuné@nét : si onélimine les clauses subsées comme nous le
ferons dans la suite, nous ne fabriquerons en particuliengss deux fois la Bme clause, et le
probleme ne se pose donc pas.

4 Elimination de redondances

En pratique, il est utile, voire fondamental, de combineelgle de eésolution avec diffrentes
regles desimplificationde I'ensemble de clauses courant. Les deux plus importagggss de
simplification sont :

— L’élimination de tautologieson dit qu’une claus€’ est ungtautologiesi et seulement si
elle est de la formé€'; v +A Vv — A pour un certain atomd. On peut alor€liminer toutes
les tautologies dé.

— L’ élimination de clauses subséss: on dit qu’'une claus€’ subsumeine clause” si et
seulement sC’ est de la forme”c v (. On notera qu&’ implique C'o, qui implique
Co Vv C;. Donc siC subsumeC’, alors C' implique C’. Intuitivement, on doit pouvoir
éliminer toute claus€” impliquée par une autré€'. Lintuition est fausse, mais I'on peut
treés souvengéliminer les clauses subs@es.
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— L'élimination des clauses pure®on dit qu’une clausé&’ est pure dans un ensemble de
clausesS si et seulement i’ est de la forme&”; vV £A, et il n’existe aucune clause de la
formeC]VvFA’ dansS telle queA et A’ sont unifiables (on dit qué A estpur). L'ensemble
S est alors satisfiable si et seulemen$'sj {C'} est satisfiable.

Le fait queS \ {C'} est satisfiable si et seulementSsest satisfiable est une bonne indication
que 'on peut enlevef’ de S. Mais ce n’est pas une condition suffisante. Un casr@gsant est
celui ai I'on sépare la eégle de ésolution en &solution binaire et factorisation positive : tout
facteurCo de C est subsur parC, donc si I'on pouvait ne serait-ce @iiminer toute clause
subsunge, alors la&solution binaire serait comgte sans factorisation ; on a vu que ceétait
pas le cas.

En géréral, le probéme peut s’expliquer comme suit. Supposons guest un ensemble de
clauses insatisfiables, et que la plus coudrwvétion de la clause vide pagsolution (ordonae,
avec &lection) est de longueuf. Enlevons de5; une claus&” redondante (tautologique, sub-
sunee, pure), et posorts = S;\ {C}. S, est toujours insatisfiable, mais rien n’eéghe a priori
que la plus courte&tivation de la clause vide soit de longuear(par exemple). Effectuons une
étape deé&solution, obtenants, qui n’est plus qua 19 étapes de la clause vide. Il est plausible
qu’éliminer une autre clause redondantermaa S, qui est disons 30 étapes de la clause vide.
On voit ainsi que I'on engendre une suite infinie d’ensembéeslauses, tous insatisfiables, mais
qui ne se rapprochent pas d’un ensemble de clauses contemtaise vide.

Nous allons regarder quelles clauses peugtr@éliminées de faconise en regardant fine-
ment la preuve du #preme 8. L'icke sera de garantir que la mesu(&’, C,, ,) (ou un raffine-
ment) decroisse.

4.1 Elimination de tautologies

Une tautologie”; vV + AV — A n’a que des instances closes vraies. Donc aucune dause
n’est une instance d’une telle clause.

Raffinons la mesure des arbrescdgés en posant/(S, 7, C,,0.) = (u(7T,C.,b.,|S]|) or-
donree lexicographiquementpgs| est lataille de 'ensemble de clausés et ai I'on contraint
(T, C,,0,) aétre un arbre écok pourS. Comme aucune tautologie den’est une clausé’'y,
I élimination de tautologies laisg& T, C,, 0,) inchang, mais fait &crdtre |S|.

On en conclut que I'on peut intercaler entre towdtgpes deasolution ordonée avecslection
n'importe quel nombre &tapes d’effacement de tautologies. Notamment, on peider déli-
miner sysématiquement toutes les tautologies.

4.2 Elimination de clauses subsurées

Supposons qug contientC' et une clause subsweCo Vv C,. (DansCo V Cy, on suppose
implicitement qu’il n’y aucun litteral communa Co et C.) Supposons qué/ est un noeud
rendant faux une instance clo&es v ()0 deCo v C;. CommeN rend fausse la claugést v
(10, en particulierN rend fausse la claugésf, qui est une instance close de Donc il existe
un nceud cdchecN’ au-dessus d&/.
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Si N’ est strictement au-dessus &g comme en section 4.g¢liminerCo Vv (] fait decrdtre
w(T, C,, 0,). Ce cas ne se psente en fait jamais, puisqdeest un nceud @chec : il n’y a aucun
nceud au-dessus @€ ou une clause dé€ serait @ja fausse.

DoncN’ = N. SoitCy n'est pas la claus€o Vv C1, et le méeme argument s’applique, saity
estla claus€'c Vv C1, et 'on peut remplacer la claugey au nceud dchecN parC', a condition
que i, (C, o) soit plus petit otegal dans 'ordre multi-ensemble que(Co Vv C1,0). (Le cas
plus petit est clair; si on aé&gali&, noter quesS| décrdt.)

C’est notamment le cas sin’unifie aucun literal dang”' (autrement dit, ne calcule pas un
facteur deC’). En effet, dans ce cas, (Co Vv C1,0) = u1(Co,0) W py (C1,0) > pi(Co,0) =
u1(C,00). Noter qu’'en @réral i, (Co,0) < u1(C,00), eton n'alégalie que sb n’unifie aucun
littéral dang’'.

Nous appellerons une clause subgedio \V (' telle ques n’unifie aucune paire de létaux
de C une clausesubsurge lirtairementLa discussion ci-dessus montre que 'on pélirhiner
toute clause subsuae lineairementa tout moment au cours de la recherche de preuvapdtier
I'argument ci-dessus potousles nceudsV tels queC = Cy; il peut y en avoir plus d'un.) En
particulier, on peut supprimer les clauses subsesrireairement le plust possible.

Par exemple, la clauseP(z) V +P(y) subsume lidairement les clauses :

— +P(a) V+P(y) (o instancier para)

— +P(a) V+P(y) V+Q(2)

— +P(z)V+P(y) V+Q(z)
et elle subsume, mais pasédmirement :

- +P(2) (o instancier ety parz)

- +P(a) (o instancier ety para)
A noter que eciproquement}- P(z) subsume liBairement-P(x) V +P(y).

Remarqgue 4 On peut en fait fournir des cktres délimination de clauses subséss plus lie-
raux, a condition de changer de mesy€T’, C,, 6.). Un cas simple est celui de l&solution
ordonrée, c’esta-dire al sel (C') = () pour toute claus&”’. La compétude de ce cas peut se
montrer en prenant, (C, 0) = |T|; alors on peutliminer toute clause subs@m®, néme si elle
ne l'est pas ligairementa tout moment.

Dans le cas de laé&solution ordonée avec &lection, on peué la place raffineru, (C, ).
Etendons I'ordre~ sur les atomes un ordre sur les ligtraux par le produit lexicographique
de l'ordre - sur I'atome sous-jacent avec I'ordre > + sur le signe. Ordonnons les clauses
C par I'ordre multi-ensemble> sur les litéraux, ordon@s par I'ordre peécdent. La preuve du
theoréme 8 tient toujours en choisissant(C, §) égalea C', ordonrée par>>>. D’autre part, on
a toujoursCo VvV C; > C, sauf siCo Vv C; subsume elle aussi. (Exercice.) On en conclut
gue I'on peutéliminer toute clausé&’ strictement subsuée par une autre claus€”’, c’esta-
dire toute clause” subsurge parC’ telle queC’ n’est pas subsuée parC. D’autre part, on
peut ausseliminer tout esolvant (ordoné, avec 8lection) qui est subsus{pas cessairement
strictement) par une autre clause 8eCeci est proug notamment en [BG01] par une technique
apparemment &s diferente de celle @senke ici, mais (probablement) ebalite isomorphe.
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Remarque 5 Tester si une claus€’ est subsuge par une autre’, est un probdme NP-
complet. Il est clairement dans NP : il suffit de deviner qlileraux deC' proviennent d’instan-
ciation de literaux deC’, puis de esoudre en temps polynomial le pretle de pattern-matching
qui en tesulte. Il est d’autre part NP-complet, mais éiffntes techniques algorithmiques per-
mettent de @tecter toutes les clauses sub&@s par une clause do@e, ou eciproquement si
une clause dorée est subsuee par une des clauses d’'un ensemble éenmxtémement ef-
ficacement [RSVO01]. Dans le cas de formats de clauses conumegoe I'on consiérera en
section 7.6, il sera facile de voir que le test de subsomgsiriaisable en temps polynomial.

4.3 Elimination de clauses pures

L’ élimination de clauses pures est une & délimination de clauses redondantes qui
est parfois tes efficace : supprimer une clause redondante (pure notatnpert rendre pures
d’autres clauses, et ainsi de suite eninka

Un argument facile montrant qu’on peétiminer les clauses pures est le suivant : tout
résolvant d’'une clause puééVv + A (ou + A est pur, c’est-dire ne s’unifie avec aucupA’ dans
aucune clause) avec une clad$eest de la forme&” v + Ao, ou +Ac ne s’unifie toujours avec
aucunF A’ dans aucune clause. Donc to@solvant d’'une clause pure est pur. Comme la clause
vide n’est pas pure, aucune deapes deésolution construites dans la preuve dediéme 8 ne
peut utiliser de clause pure. On peut donc toutegliesiner.

En pratique, un @monstrateur automatique faadur la ésolution ordonée avec &lection
maintient des tables des &taux qui s’unifient en position maximale oélactionree dans les
clauses. Il est alors facile deetdcter quelles clauses sont de la for@e/ +A (A maximal,
sel (C'Vv +A) = 0) telles que+A est pur, et quelles clauses sont de la fothey —A (A
selectionrg, ou biersel (C'vV —A) = () et A maximal) avec—A pur. Il est aussi plus facile de
donner un argument direct de corgplde délimination de ces clauses pures partierds par la
technique de preuve dugbeme 8, les”y ne pouvanétre pures dans ce sens.

4.4 Divers

Bachmair et Ganzinger [BG01] mentionnent d’autres cas dermgance. En particulier, la
regle derésolution-subsomptigmermeta partir des deux @misses’ v +AetC’'vCo V FAo,
d’'inférerC’ v Co. Il s’agit d'uneétape de&solution (non ordorée, sans&ection), qui est donc
toujours correcte et pserve la comgttude. L'avantage de cetteégle est que la conclusidrf v
Co subsume lieairement la ggmisse”’vVC'oVF Ao, que I'on peut donc effacer imediatement.

Joyner [JJ76] utilise une autre forme de&lange entre@solution et subsomption. Posons
C ~ Co, ou Co est un facteur gréral deC, si et seulement i’ est de la formeC'o Vv C'.
Noter que dans ce ca&, et son facteut’c se subsument mutuellement. De pla%; subsume
C' linéairement, donc on peut effagérdes que’’ ~ C'o. Cette Bgle s’appelle l@ondensation

Pour voir quand cetteegle est utile, cons@tons la clausé' = +P(x)V+P(y)V+P(a). On
aC ~ +P(x)V +P(a) (par l'unificateury := x ouy := a) ~ +P(a). En geréral,~ définit
un syseme de &écriture qui terminedvident) et est confluent. Joyner appelle l'unique forme
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normale d’'une claus€’' pour~» sacondensationRemplacer syématiguement une clause par
sa condensation est correct ebperve la comgtude.

5 Splitting

Consicerons une clause de la formev C’, ou C' et C’ ne partagent aucune variable libre, et
un ensemble de clauses de la forthel {C' v C’}. Ce dernier est insatisfiable si et seulement si
SU{C}etSuU{C’"} sontinsatisfiables.

Par exemples U {+P(z) V+Q(y)} est satisfiable par tout méte qui satisfaitS d’'une part,
et tel queP est vrai de tout:, ou bien( est vrai de touy. Donc S est satisfiable si et seulement
s'il existe un moeéle deS U {+P(z)}, ou un moeéle deS U {+Q(y)}. On remarquera qu'il est
important que” (ici, +P(z)) etC’ (ici, +Q(y)) ne partagent aucune variable.

On va examiner plusieurs facons d’exploiter cette remarqu

5.1 Splitting et tableaux

La premere approche consiste cecouper I'ensemble de clausgsu {C' Vv C’} en deux
ensembles de clauseg,){C'} et SU{C’}. On a alors besoin de manipuler plusieurs ensembles de
clauses. Appelonsbleau7 tout multi-ensemble fini non vide d’ensembles de clausesiddera
S1|9] ... |S, le tableau forrd des ensembles de clausgs S,, ..., S,. En ¢ggréral, on notera
T |7’ 'union multi-ensemble des tableagx et 7'. Chaque ensemble de clausgsest apped
traditionnellement unéranchedu tableau7. On dit qu’une branche estosesi et seulement
si elle contient la clause vide. On dit qu’'un tableaw estclos si et seulement si toutes ses
branches sont closes.

Pour moaliser le splitting, soit> une relation binaire entre ensembles de clauses, appel
relation de @duction. On pense ici typiquemenla relation éfinie parS > S’ si et seulement si
S’ est obtenu par I'ajoud S d’un résolvant ordon@e avec 8lection entre clauses d& ou S’ est
obtenu palimination d’une tautologie ou d’'une clauses subgarineairement par une autre
clause de&5. Cependant, notre argumentation restera valable pourmi@rmuses autres relations
de ceduction.

On cefinit la relation binaire— entre tableaux par leggles :

S S (5) C,C’ n'ont aucune variable libre en commL(Jg
S| T — ST SU{CvCHT — SU{C}HSU{C'HT

lit)

Disons qu’une interg@tation / satisfaitun tableau7 si et seulement si satisfait au moins
une branche d& . En particulier,7 est insatisfiable si et seulement si toutes ses branches sont
insatisfiables.

Lemme 9 (Correction) Supposons que est correcte, au senui S > S’ et.S est satisfiable,
alors S’ est satisfiable.

Alors — est correcte, au sensusi7 —* T’ etT est satisfiable, alor§” est satisfiable.
En particulier, siT —* T’ et7T’ est un tableau clos, alorg est insatisfiable.
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Démonstration.

— (Regle(>))siS > S’ etS’|T est satisfiable, soit une interpétation satisfaisar|7". Si
I satisfaitS, par hypotlése il existe une interptation’ satisfaisants’, doncl’ satisfait
S'|T.

— (Regle(Split)) si C et ¢’ sont deux clauses n’ayant aucune variable en commun/ soit
est une intergtation qui satisfait U {C' Vv C'}|T. Si I satisfaitS U{C Vv C'}, comme on
I'a vu plus haut,/ satisfaitS U {C'} ouS U {C"}, doncS U {C}|SU{C"}|T.La méme
conclusion est clairement obtenud satisfait7 . O

La compktude est, comme d’habitude, un prale plus élicat. Notons d’abord que la rela-
tion — est compte, de facon triviale,@&k quer est compéte : il suffit de ne jamais appliquer
(Split). On souhaite cependant utilisgfplit) a volong, par exempleé&k qu’elle est applicable.

Pour ceci, et bien qu’on puisse I@€montrer dans un cadre&ggral, supposons que  est
I'union des relations>" et >¢// , ou S " S’ si et seulement s$’ est.S union un ésolvant
ordonré avec &lection de clauses d&, et S >¢// S’ si et seulement s§’ est.S moins une
tautologie, ou moins une clause 8esubsurge lintairement par une autre clause<le

Définissons unstrategie d’effacement et de splittifdans la suite, on dira justdrategie
commeétant une fonctiory qui & chaque tableali’ associe soit le symbole spial %, soit un
tableau7” tel que soit7 — 7' est céductible par la&gle (Split), soit T >¢// T’. Une
f-dérivationest une @rivation

To = T — ... = 7T

ou pour toutj, 1 < j < k, soit f(7;_1) = T;, soit f(T;_1) = *. On dit que>" est f-compktesi
et seulement si, pour tout tableduinsatisfiable, il existe uneédivation finie comme ci-dessus
telle que7T = T, et7, est clos. On a alors :

Théeoreme 10 (Compétude) La résolution ordonée avec 8lection estf-compkte pour toute
strategie f d’effacement et de splitting.

Démonstration. On mesure chaque brancked’'un tableau par le couple(7, C,,¥6,),|S],
comme en Section 4, et un tableau comglepar le multi-ensemble de ces quadsitiorsque
S parcourt les branches dE. Il est clair que toute application d&plit) ou de >¢// fait
décrdtre cette mesure, alors que la construction de la preuvba@heme 8 fournit unétape de
résolution ordonee avec splitting>" qui fait decrdtre cette mesura partir de toute branche
non close de tout tableali si f(7) = . 0

En d’autres termes, l&@solution ordonée avec slection, augmege de I'effacemend volongé
de tautologies et de clausesdairement subsuees, et de l'utilisatiora volong de la egle de
splitting (Split), est compdte.

Dans la suite, on utilisera toujours une forme partiendide splitting. Pour tout ensemble
de clauses, toute clausé de S peutétre cecoue enCy V ...V C%, ou chaqueC; est une
sous-clause minimale non vide telle quget C; ne partagent aucune variable libre, pour aucun
i # 7. Ondira que le€; sont lesblocsde C, et queCy, . .., C} est unedécomposition en blocs
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deC. On utilisera toujours la forme suivante de &gte de splitting :
C1,...,C, decomposition en blocs d&, k£ > 2

SU{CHT — SU{Ci}|...|SU{C}HIT

Cette egle est simulable pdr— 1 applications de ladgle (Split). Réciproquement, il est clair
qu’utiliser cette derréire gle au lieu d€.Split) reste complet, pour toute stéafie d’effacement
et de splitting (exercice).

5.2 Splitting et non-déterminisme

La mocklisation des tableaux comme des multi-ensembles de krares$t pratique pour
démontrer la correction et la congilide, mais ce n’est pas la bonne fagon de voir ce qui se passe
réellement. lllustrons ceci sur un exemple. Coasiths 'ensemble de clauses

() P(f(z,y)) < Pi(x), P(y) (0) Qu(x) <= P(f(2,y)), Qa2(y)

(c) Pag(9(y)) < Paly) (d) Ps(g(a))
(e) Qa(g9(g(9(v)))) «= Qa(y) (f) Q2(g(g(a)))
(9) L <= Qi(y(a)) (h) Pi(g(z))

Lorsqu’on Esout entre les deux preénes clauseg:) et (b) sur P(f(x,y)), on obtient la clause
Q1(z) < Pi(z), Py(y), Q2(y), qui se splitte en deux. On poursuit ensuite le raisonnesent
chaque branchmdépendamment

(i) Qu(x) = Pi(x), P(y), @2(y) par(a), (b)
Q1(z) <= Pi() () lﬁpz(y),Qz(y)
(9(a)) par(j),(9) | (m) L < P(y),Q ( (9(y)) par(k
par(l), (h) (n) L«tPa(()) 2(y)  par(m)
(0) L <= PBy(y),Qa(g(y)) par(n),(c)

(p) L <= Qag(g(a)) par(o),(d)
(¢) O par(p),(f)

La véritable forme d’une @rivation en pesence de splitting n’est donc pas une suite &afons,
en pratique, mais uarbre. Sur une machine de Turing nomtérministe, oné&alisera le split-
ting en remplacant nonéterministiguement toute claugséayant une dcomposition en blocs
Ci,...,Cy par'undesC;, 1 < j < k. Appelons cetteagle lesplitting non eterministe Di-
sons aussi qu’'un ensemble de clauSesstsatuté pour un certain raffinement de lésolution
et splitting non @terministe si toute clause obtenue par splitting netedniniste d’'un&solvant
de deux clauses de€ (pour le raffinement choisi) est subsaenlireairement par une clause de
S. Siun ensemble de clausésnene par un certain raffinement de &solution et splitting non
deterministea un ensemble de clauses satbls,, alors on en dduit quesS est satisfiable.

Si S est dans une classkde clauses telle que le nombre maximurétdpes deésolution
et de splitting non dterministe est polynomial en la taille & ceci fournira un algorithme de
décision de la satisfiabitpour la class€ qui est donc dans NP. Sile nombre maximurgtdpes
est exponentiel (c’esd-dire bor par I'exponentielle d’'un polydme en la taille de), alors la
satisfiabilie sera dans NEXPTIME. Nous utiliserons cette remarqueguusifois dans la suite.

(7)
() L<P
O

(y
y)
)
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5.3 Splitting sans splitting

On peut simuler le splitting en utilisan&lquivalence entré' v C’" etdq - (¢ = C) A (—q =
"), lorsqueC et C’ ne partagent aucune variable libre. Ceci permet de remplacksjonction
C'Vv (' par laconjonctiondes deux clausesq VvV C et+q Vv C’, ou g est un symbole de pdicat
frais d’arite 0.

Ceci permet cBviter d’avoira parler de tableaux, et de ne raisonner de nouveau que sur des
ensembles de clauses. Dans la suite, jgeoiter d’avoira parler de symboles d’agb, onécrira
q(*) ala place de, ou x est une constante fe.

Pour formaliser ceci, nous avons besoin decgger ce qu’'un symbole degaticatfrais signi-
fie. Fixons donc I'ensembl® des symboles de pdicats pouvant appate dans un ensemble
de clauses fourni en entee de notre praaure de&solution. SoiQ un ensemble de symboles
de pedicats, disjoint d&. Supposons de plus g@est en bijection avec I'ensemble des clauses
forméesa I'aide de pedicats dan® seulement, modulo renommage. Autrement dit, il existe une
application quia chaque claus€ forméea l'aide de pedicats dan$ uniquement associe un
symbole™C'" de Q, telle que"C™ = "C’" si et seulement s’il existe un renommagéel que
C = (C'p. Cette construction existe toujours : il suffit de choisiup@ exactement le quotient de
'ensemble des clauses foemsa I'aide de pedicats dan® par la relation déquivalence reliant
toute claus&’ a tout renommageé’o.

La regle desplitting sans splittingst alors :

cvc'
CV-="C(x) +TC7(x)VvC

par laquelle on entend qué et C’ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune
variable, telles qué” est formee de symboles degdicats dan® uniqguement, et qu€' contient
au moins un atomé(t) avecP € P ; I'effet de la regle est de remplacér v C’ par 'ensemble
des deux clauseS v —"C"(x) et+"C"(x) vV C". (On pourrait lever la restriction qué” est
formée de symboles de @uicats dan$® uniquement, mais nous n’en aurons pas besoin. En
revanche, nousberons cette restriction dans le cas du splitting non alaseetion 5.4.)

Soit I une interpetation de Tarski, de domaine, des symboles de @dicats dan$. Son
extension standard? est telle que/s = Ip pour toutP ¢ P, et ]%j vautD si I |~ C, et
() siI = C. On dira qu'une intergtation/ eststandardsi et seulement si, pour toute clause
C forméea l'aide de symboles de @dicats deP uniquement/--- est vide si et seulement si
I |= C. Toute extension standard est clairement standard.

Lemme 11 (Correction) La résolution ordonée avec 8lection, Ielimination de tautologies et
de clauses subsiguas, et la eégle de splitting sans splitting sont correctes au sanssbl existe
une interpétation standard telle quel = S et siS’ est ceduite deS par I'une de ceségles,
alors/ = 5'.

En particulier, si on peut &duire la clause vide d8 par ces egles, et si5 ne contient que
des clauses forgesa I'aide de symboles de @dicats deP, alors S est insatisfiable.

Démonstration. Immédiat pour toutes lesegles saukventuellement laggle de splitting sans
splitting. Si/ = C' Vv C’, alors on a deux cas. $i= C’, commel est standard] (= +"C"7(x),
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donc/ = C' Vv —"C""(x); d'autre part/ = +"C""(x) v ', doncI est un moéle de toutes
les clauses en conclusion de &gte. Si/ = C’, commel est standard] = +"C""(x), donc
I = +7C"(x) v C"; d'autre part commd [~ C' mais! = C v C’ et C et C' ne partagent
aucune variable libre,atessairement = C, donc/ = C' v —"C""(x). Donc est encore un
mockle de toutes les clauses en conclusion dedgdet

Finalement, si on peut&diuire la clause vida partir deS, S ne peut donc avoir aucun mele
standard. Mais toute extension standard d’'un eedeS est un moéle standard d§. DoncS
n’a aucun modle : S est insatisfiable. O

L'ajout de @ modifie la base de Herbrand, c'estdire 'ensemble des atomes clgonsi-
dérer : on doit maintenant con&er non seulement tous les atomes diig), P € P, mais
aussi les atomes clos de la forr@gt), ol ) € Q. Pour tout ordre stable-, on étend>- de
sorte queP(t) = Q(x) pour tout terme clog, et pour tousP € P, ) € Q. Un tel ordre sera
appeé admissible On peut @finir comme en section 5.1 une notionstetegied’effacement et
de splitting sans splitting (exercice). On a alors :

Théoreme 12 (Compétude) Soit - un ordre stable admissible. La&solution ordonée pour
>~ avec €lection &limination de tautologies, de clauses subgamlireairement et splitting sans
splitting est comgdte : pour tout ensemble insatisfialele clauses foréesa partir de symboles
de ptédicats dang?, pour toute stra&gie f, il existe unef-dérivation de la clause vida partir
deS.

Démonstration. Il suffit de remarquer que, sV est un nceud échec, e’y est de la forme
C' Vv C’, ol niC ni C’" nest vide, alors soit C'"(x) est fausse etV et alors+"C"7(x) V C"0y
est fausse efV, soit” C'(x) est vraie enV et alorsCfy v —"C"(x) est fausse elV.

Dans le deuxme casy;(C' vV —"C"7(x),60y) est plus petite que, (C vV C’,0y), carC’
est non vide, construite uniguemenpartir de symboles dg, donc pour tout atomel de C’,
Afy = "C"(x), puisque- est admissible.

Dans le premier cas, de@me,yu; (+"C"7(x) V C’,0y) est plus petite que, (C vV C’,0x),
cette fois-ci parce qué€' contient au moins un atome de la foriR¢t) avecP € P, donc tel que
P(t)0y = "C". O

Note : L'argument du tloeme 12 contient une erreur, qui m&e signake en 2005 par K.
Neeraj Verma. Je pfere ne pas la corriger poéwxeiller I'attention du lecteur sur un point subtil.

Il se trouve qué C"7(x) est fausse eV, ou"™C"7(x) est vraie enV, ou encore” C''(x) n'est
pas interpette du tout enV. Il suffit que™C’"7(x) tombe en-dehors de I'ensemble des atomes
AV ..., AY garanti par le ttoeme de compadt On peut corriger le #roeme de diférentes
facons:

1. Dans le cas w I'on saurait par avance que lI'on ne peut fabriquer qu’un bi@fini
d’atomes de la formeC’"(x) au cours de lagsolution — ce sera le cada section 6.5 —
il suffit de rajoutera A?, ..., A° I'ensemble fini de tous ces atomes, et &mbnstration
fonctionne alors sans aucun autre changement.
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2. Dans le casé@éral, on peut encore ajouter tous les atomM@s'(x) a I'énunération des
AY, ce qui en fait un@nuneration infinie. On doit alors consder des arbressnantiques
transfinis [Rus89], ce qui complique l&mhonstration.

3. Une version plus simple consisteutiliser la nethode de @monstration de Bachmair
et Ganzinger [BGO1]. Le splitting sans splitting est en teffe cas particulier de leur
critere ¢eréral de redondance. Il y a des pagddls entre leur @hode et celle des arbres
semantiques [GLJO5].

L'exemple de la section 5.2 devient alors :

(1) Qi(x) < Pi(x), Pa(y), Q2(y) par(a), (b)
() Qui(z) <= Pi(x),q(%)
(k') a(x) = Pa(y), Qa(y)

(M) q(*) <= Pa(y), Q2(9(9(y))) par(k), (c)
(n) q(x) <= Pa(g(y), Q2(y)  par(m’), (e)
(0) qa(x) = Pa(y),Q2(g(y))  par(n’),(c)

(') a(x) < Qa2(9(g(a))) par (o), (d)
(@) alx) par (p), (f)

(") @i(z) = Pi(x) par(q'), ()
(") L <= Pi(g(a)) par (;”), (g)

O par(l’), (h)

oug ="1 < Py(y),Q2(y)". On pourra remarquer que légapesk’)—(q’') simulent exactement
la branche droite du tableau de la section 5.1étapes suivant”) simulant la branche gauche.

Le splitting sans splitting a de nombreux avantages. D@bem pratique, les@monstrateurs
automatiques pagsolution sonécrits dans des langages iargtifs, et effectuer du splitting est
difficile dans ce contexte : il ne faut pas qu'ugiape de @duction sur une branche modifie par
inadvertance les do&es d’'une autre branche. Ceci n’est pas un gmlel avec le splitting sans
splitting, puisqu’il n’y a jamais qu’une branche dans ce €assuite, I'utilisation du splitting sans
splitting permet I'utilisation de toutes les stgies délimination de redondances de la section 4,
alors que le splitting interdit &limination des clauses d’une branche qui sont redondgates
rapporta des clauses d’'une autre branche. Finalement, I'utiivatie fonctions deédection
adapées nous permettra d’obtenirage au splitting sans splitting des bornes de comg@exit
fines, notamment en section 6.5. Ces bornes seront en piarticeilleures que par I'utilisation
du splitting ordinaire.

5.4 Splitting non clos

On peut pousser plus loin 'k du splitting sans splitting. Supposons que I'on ait uaesg
C'v (', mais queC etC’ partagent une variable Alors C'\v C’ estéquivalent3g-Vz - (¢(z) =
C) AVz - (—~q(z) = C'), ol g est un symbole de pdicat frais d’arié 1.

26



Soit @; un ensemble de symboles degicats disjoint déP et de Q, en bijection avec les
paires(z, C') formées d’une variable et d'une claus€’ forméea partir de symboles degdicats
dansP, modulo renommage. Autrement dit, il existe une applicatjoiaz etC associé = - C™
de Q,, telle que x - C ="z’ - C' si et seulement s’il existe un renommageel queC = C’p
etx = o(2).

La regle desplitting non closest alors :

cvc’
CvV -z -C'(x) +Tz-C"(x)v

par laquelle on entend quéet C’ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que lalearia
x au plus, telles qué” est fornee de symboles degiicats dan® uniquement, et qué€ contient

au moins un atomé&(t) avecP € P ; I'effet de la regle est de remplacérf v C’ par 'ensemble
des deux clauses vV —"z - C"(z) et+"z - C"(x) v C".

Il sera utile de pouvoigétendre un tant soit peu cetteégte, en assouplissant la condition
surC’. On autoriseC” a étre de la forme”| v ="z - C (x) V...V =Tz - C},(z). Noter que
¢’ est intuitivement kequivalent de la claus€| v C| v ... Vv C}. Parsplitting non clos nous
comprendrons @ormais laggle :

o

A\

™~

VeIV Tz -C\ () V...V —"z-Cl(2) (6)
CV-Tx-CovOvV...vC.(x) +Tz-CovCiVv...vC,(z)v !

ou C' et C’ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que laleariau plus, telles que
Cy est fornee de symboles deégdicats dan® uniquement(; etC’; ne partagent que la variable
x au plus pour tous, j, 0 < i < j < k, etC contient au moins un atomé(t) avecP € P.

Les arguments de la section 5.3 ggatent pratiquement mot pour mot. Une inté&tation
I de domaineD eststandardsi et seulement si elle est standard au sens de la sectioet i3,
pour toute claus€’ formée de symboles degilicats dan® uniquement, pour toute variabte
I,.c~ est 'ensemble des valeurse D telles qu’il existe un environnementtel quep(z) = v
etl,p = C.

Lemme 13 (Correction) La résolution ordonée avec 8lection, Ielimination de tautologies et
de clauses subslass, et les@gles de splitting sans splitting et de splitting non clastsor-
rectes au sensip s'il existe une intergatation standard telle quel = S et siS’ est ceduite de
S par I'une de ceségles, alord | 5'.

En particulier, si on peut @duire la clause vide d& par ces Bgles, et si5 ne contient que
des clauses forgesa I'aide de symboles de @dicats deP, alors S est insatisfiable.

Appelons un ordre stabble admissiblesi et seulement s’il est admissible au sens de la sec-
tion 5.3 (P(t) >~ Q(*) pourtoutP € P,Q € Q), si P(t) = Q(t') pourtousP € P, Q € Q,, et
tous termes closett’, etenfinsiz - C7 > "z - C'7 des queC subsume’’ strictement.

Théeoreme 14 (Compétude) Soit - un ordre stable admissible. La&solution ordonée pour
>~ avec €lection,élimination de tautologies, de clauses subgamlireairement, splitting sans
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splitting et splitting non clos, est congpé : pour tout ensemble insatisfialsiele clauses forges
a partir de symboles de pdicats dan$?, pour toute stra&gie f, il existe unef-dérivation de la
clause videa partir de S.

Nous laissons la&monstration de ces deu&sultats en exercice ; les arguments sont similaires
a ceux du lemme 11 et duébreme 12 respectivement.

Donnons un exemple de splitting non clos, que n@&usiliserons par la suite. Cong&itbns
'ensemble de clauses :

(a) Fo(f(2,y)) < Pi(x), Paly)  (0) Ps(f(x,9)) <= Pi(x), PBa(y) (c) Pa(f(2,y)) <= Pa(x), P3(y)
(d) Pi(a) (€) Py(a) (f) Pa(a)
(9) Q) = Fo(x), Pu(x)  (h) Pi(x) <= Ps(x), Pa(x) (i) Ps(x) < Pa()

Choisissons un ordre tel queP(f(u,v)) = P'(u), P'(v) pour tousP, P’, u,v. On a lesttapes
de ésolution, @ I'on attire I'attention sur legtapes de splitting non clés,)—(k2) et (ng)—(n2) :

(1) Pu(f(z,y)) < Pi(x), Pa(y), Pa(f(z,y)) par(h),(b)

(k) P(f(z,y)) < Pi(z), Pa(y), Pu(x), Ps(y) par(j), (c)
(ko) Pi(f(x,y)) < pra(x), pas(y) par splitting non clos, avec
(k1) pu(z) < Pi(z), Py(x) puu="z- L < Pi(x), Pyx)"
(k2) pas(z) < Py(x), P3(2) pos ="z L < Py(x), Ps(z)"

(1) Q(f(x,y)) < Pi(x), Py), Pi(f(z,y)) par(g),(a)
(m) Q(f(x,y)) <= Pi(x), Pi(y), pra(), p2s(y) par(l), (ko)
(no) Q(f(z,y)) < p1a(x), pasaly) par splitting non clos (6), avec
(1) P23a(x) <= Py(x), pas() pasa = "2 - L < Py(w), P3(x), Py(z)”
pa(z) <= Pi(x), pra(x) [tautologie]

Remarque 6 On peut @finir une egle de splitting gréralise comme SUItA partir de n’importe
quelle disjonctiorC' vV C” de deux clauses non vides, telles que les variables paetagntre’’ et
C’ soient parmizy, . .., =, on fabrique les deux clausé€sv —q(x1, . .., z,) et+q(z1, ..., x,)V
C’, ou ¢ est un symbole de @dicat frais. On laisse le soin de&delopper les étails au lecteur.
On remarquera aussi que le cas= 0 est le splitting sans splitting, et le cas= 1 est ce que
nous avons [@seng ici commeetant le splitting non clos. Nous n’aurons jamais besoin asl ¢
n > 2 dans la suite.

6 Automates d’arbres, contraintes ensemblistes

Nous avons vu en section 2.4 que tout enserflie clauses de Horréfinissait des langages
Lp(S). Ceci n'est pas sans rappeler |&thie des automates, et pour cause. Naagebbppons
ici ce theme extensivement.
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6.1 Automates d'arbres

Consicerons par exemple I'automate de mots fiaidroite.
On suppose quedtat initial esty;,,;;, et que lestats finaux &
sont entougs (le seuktat final est dong;,,;;). Cet automate
reconnd tous les mots de la formgb*)*, c’esta-dire tous
les mots sur I'alphabeta, b} commencant pas et le mot

vide. )
On peut exactemengégrire I'ensemble des mots reconraushaquetatq, sous forme de clauses

de Horn, a1 ¢(t) signifie quet est reconnu en :

nit

Ginit(€)  q(a(X)) < Ginat(X)
(X)) = qa(X)  gmu(X) <= q(X)

Tout motu est ici coe sous la forme du terme clase), ou e est une constante : eeigeral, siu

est le mot vide, alors(¢) = ¢, et siu est de la formea, ou a est une lettre, alorg(t) = a(v(t)).
On peut en greral cefinir des automates afbres qui sont

des automates finis permettant de recdmeaes ensembleso Qist-even
de termes clos. Lautomate d’arbres de droite, par exemple, DS(‘ L)/
reconnd (enqis_even) I'€nsemble de toutes les listes d’en- v,

tiers pairs. Pouétre pécis, 'ensemble de toutes les listes /’\

cons(ty, cons(ts,...,cons(t,,nil)...)), ou chaque; est e () s() ni |

de la formes™(0), n; pair. Noter que la transitiod (en haut

a gauche) part deétat, alors que la transitiatons(_, -) (au \\

milieu) part de deuetatSgeyen €t Giist_even- odde
Pour cefinir precigment la émantique des automates d’arbres, le plus simple est dectael

en clauses de Horn. Comme plus haut, chaque transition doleea exactement une clause :

Qeven<0> qeven<S(X)) <~ QOdd(X) qud(S<X)) <~ Qeven<X)
qlistfeven(cons (Xa Y)) ~ qeven(X)a Qlist—even (Y) Qlist—even (Illl)

Noter que I'on n'a pas besoin deefihir desétats initiaux dans un automate d’arbré par
exemple est reconnu ef..,,, en utilisant la transitioe.,(0), d’arité 0.
En geréral, on appellerautomate d’arbresout ensembleS de clauses de Horn de la forme

P(f(Xy,....X,)) < Pi(X1),...,P.(X,) (7)

ou les variablesXy, ..., X,, sont deuxa deux distinctes. Lorsque= 0, on retrouve les clauses
initiales telles qU&cyen (0).

Un langage de termes est dégulier si et seulement s'il est de la formies(S), pour un
prédicatP et un automate d’arbres.

Test d’appartenance. On peut tester si un terme clo®st dand.p(5) en testant sb plus la
clausel < P(t) estinsatisfiable, par le lemme 3. Seit’ordre sous-termgc’esta-dire le plus
petit ordre strict tel quef (¢4, ...,t,) & t; pour touti, 1 < i < n, ettoutf. Utilisons 'ordre:-,
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sur les atomesé&fini par P(t) =, P'(t') si et seulement gic t'. Il est facile de voir que, sur
toute branche du tableau obtenu pasalution ordonae (avec-) et splitting, on ne grérera
que des clauses de la forme< Q(u), ou () est un symbole de pdicat et. un sous-terme de
Chaque branche est donc de longueur polynomiale en la dallet S, et le probéme est donc
dans coNP. Enéalit, le probéme est rame dans P : on peut extraire de touggivhtion ded
par hyperésolutionpositivecette fois une @rivation par hypegésolution positive ne&tivant que
des clauses unitaires de la forrRéu), ou u est un sous-terme de de plus, siv est de la forme
f(ug, ..., uy,), alorsP(u) est cerivé par une instance d’'une clause (7) de la forme

P(f(ui,...,u,)) < Pi(ug),...,P,(uy)

Il N’y a qu’un nombre polynomial de telles instances, loesguparcourt les sous-termes de
De plus, ces instances sont closes, donc 'ensemble destasdes est en fait un ensemble de
clauses de Horn propositionnelles. Ceci reste vrai lomguajoute la clause. < P(t). Or
I'hyperrésolution positive sur des clauses de Horn propositioesd#rmine en temps polyno-
mial. (On peut r@me la faire terminer en temps &aire, en utilisant des structures d’'indexation
adapées.) Donc I'appartenance d’un terme casp(.S) est cecidable en temps polynomial.

Test du vide. On peut aussi tester ip(S) est vide par &solution ordonée et splitting, en
utilisant le lemme 4. On neé&yere que des clauses de la for®¢X ), donc le prokdme est
aussi dans coNP. Cependant, le peobhé de la vacuit est lui aussi, en fait, dans P. En effet,
Lp(S) est non vide si et seulement si 'ensemble des clauses astarmpartir deS en oubliant
les arguments des symboles de&dicats (c’est-dire en passant d@(¢) a @) plus la clause
1 <« P estinsatisfiable. On obtient ainsi encore un ensemble dsesgpropositionnelles. Leur
insatisfiabilie est donc écidable par hype@solution positive en temps Baire.

6.2 Cloture par les operations bookennes

Il est possible de montrer que toute union finie, toute imeisn finie, tout com@ment de
langages reconnus par des automates d’arbres est enconeaéssable par automates d’arbres.

Union. Le cas de I'union est trivial : sP est unétat nouveau, et si I'on ajoute les deux clauses
P(X) < Q:(X)etP(X) < Q(X), alors le langage reconnu éhest I'union de ceux reconnus
en@); et Q.. (Pour ceci, on suppose que les deux automates dont on soghbiuler I'union
ontéte fusionreés en un seul, en prenant I'union de leurs ensembles de s|aEs renommage
eventuel des symboles degglicats de I'un des deux.)

Intersection. Le cas de l'intersection fait appal la construction produitPour calculer I'in-
tersection de deux automates d’arbres — ensembles de sladsg et S,, on consi@re les
symboles de @dicatsP! N P2, pour chague symbol®! apparaissant dan® et P? danssS, ;

on construit I'automate dont les clauses sont

(P'NPH(f(X1,...,X,)) < (PLNPH(X)),..., (PN P?)(X,)
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pour toute paire de clauses

PYf(X1,...,X,)) < PHX1),...,P(X,)
P (f(X1,...,X,)) < PXX)),...,P¥X,)

dansS; et S, respectivement, avec leéme f. (Les X; sont les nBmes, ce qu’on peut toujours
supposer, moduler renommage.)

Au lieu d'utiliser la construction produit, on pourrait ajer la simple clauseé?(X) <«
Q1(X), Q2(X) pour reconntire en P (P nouveau pedicat) I'intersection des langages recon-
nus en@); et(Q),. Mais cette nouvelle clause n’est pas une clause de la forin&ous verrons
en section 6.3 que l'utilisation désolution ordonée avec 8lection et splitting non clos permet
en fait deliminer ces clauses, et de retrouver un automate d’'arette derrgére construction
est une optimisation de la construction produit, au sén®os les produit$®! N P? ne sont pas
engendes.

Le calcul de I'intersection binaire est faisable en templgmamial, en fait quadratique. Le
calcul de l'intersection dé automates de: clauses produit un automate d’au ptu$ clauses.
On peut montrer que ceci est optimal, au sein¢aovacuié de I'intersection d’une famille finie
d’automates d’arbres est un prébie DEXPTIME-complet [Sei94]. (Le prairhe analogue sur
les automates de mots est PSPACE-complet [Koz77].)

Complémentaire. La construction du compmentaire dd.p(S) est plus complexe. En parti-
culier, il ne suffit pas de éer de nouveaux symboles dé&gicatsP dénotant le com@mentaire
de P, et d’exploiter le fait que I'on doit avoiP(X) si et seulement si noR(X). La raison en est
queP(t) doit &tre vrai si et seulement $i(¢) est fauxdans le plus petit made de Herbrandie
'automate d’arbres’. Or passea la regation nous fait passer du plus petit au plus grandateod
de Herbrand, ce qui n&pond pas la question. Par exemple, corgsidns I'ensemble de clauses
S vide, Lp(S) est donc vide, et I'on s’attendl ce queP reconnaisse tous les termes clos, mais
définir P comme la ggation deP signifie ajouter les clauses

—P(X)V-P(X) +P(X)V+P(X)

Au passage, celle de droite n’est pas une clause de Horm'gtadlpas de plus petit mate. On
laisse le lecteurérifier que ces deux clauses plus< P(X), ou bien plusL. < P(X), forment
des ensembles satisfiables (mais pouidiffits modles). En particulier, ajouter <= P(X) ne
produit pas d’insatisfiabili (alors que le comphmentaire de” est non vide... dans le plus petit
mockle de I'ensemble vide de clauses).

Ala place, pour chague symbole de&gicatP, pour chaque symbole de fonctiéh énune-
rons les clauses dg¢ dont la &te ('atomea gauche de=) est de la formeP(f(X,,..., X)) :

P(f(X17,Xn)) = .Pﬂ(Xl),,Pln(Xn) (]. S’LSI{Z)
Un terme closf (¢4, ... ,t,) tel quet, € Lp,(S), ....t, € Lp, (S) estdand.p(5), clairement.

Mais comme l'on consiére le plus petit mogle de Herbrand dé, la réciproque est vraie : si
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f(t1,...,t,) estreconnu e, alors il existei, 1 < i < k, tel quet, est reconnu ey, ..., t,
est reconnu et;,,. Autrement dit, la formule suivante est vraie dans le plug peodele desS :

P(f(X1,...,Xn) & \/ Pa(X1) A A Pu(X,)

=1

Passant aux com@entaires, e@utilisant la notatiorP introduite plus haut,

P(f(X1,.... X)) & NAPa(X1))V...VPy(X,)

Ceci peut seécrire en ne conservant que la directien de I'équivalence ci-dessus (I'autre
venant, de rame, du fait que nous congins toujours le plus petit metk), et en introduisant
de nouveaux @Edicats); servanta abéger les disjonctions de droite dédjuivalence ci-dessus :

P(X) < Qi(X),...,Q(X)
Qi(f(X1,..., Xy) <= Py(X;) (1<i<k1<j<n)

Aucune de ces deux formes de clauses ne correspdijl Dans le cas de la deexne forme,
ceci est aisment gparable, quoique de facon pelégante, en lesecrivant

Qi(f(X1,...,X,) < Pu(X;), T(X1),..., T(X;21), T(Xj11), ..., T(X,)

ou T estun pedicat reconnaissant tous les termes : ajouter toutesaesesl (g(Y3,...,Y,)) <
T(Y1),..., T(Y.,,). Dans le cas de la predre forme, on a des clauses intersection, que I'on peut
éliminer par des constructions produits, comme plus haut.

Ceci prend un temps exponentiel en la taille des clausesaltne facon classique de calculer
les unions, intersections, et corapients, est deéderminiser les automates d’arbres. Nous ne le
traiterons pas ici, voir [GS97]. Dans tous les cas, la corifeexponentielle est @vitable : le
probleme de I'universalé d’'unétat P de I'automateS, c’esta-dire le probkme de la vacug du
compEmentaire dd.p(.5), est DEXPTIME-complet (PSPACE-complet pour les automeees
mots).

Un point inEressant est que la construction du conpéntaireP au moyen de passages
d’'implications a deséquivalences, qui sont valides dans le plus petit @®de Herbrand, se
géréralisea n'importe quel format de clauses de Horn. Poéfimr P, énunerer toutes les
clauses dont leéte commence par le gdicatP :

Alors, dans le plus petit made, on a:

k
=1
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ou 7; est la liste des variables libres deilame clause ci-dessus, Etest une variable fiahe.
(Ceséquivalences forment ce qu’on appellet@mpktion de Clarkde S.) Donc

k
=1

Mais cetteéquivalence ne &trit pas ®cessairement sous forme d’un ensemble fini de clauses
en ¢gréral, ce qui interdit degréraliser la construction du congghentaire aux clauses de Horn
gérérales. Malge cela, on peudéfinir la négationP de P commeétant le pedicat satisfaisant

I’ équivalence ci-dessus. Cettegation n’est pas laggation classique; c’est laégation par
I'échecdu langage Prolog (au moins dans le cas dectaantique dite stratéie, mais nous ne
rentrerons pas dans cestdils).

6.3 Automates bidirectionnels, alternants, et autres

On peut considrer des automates enrichis, utilisant d’autres formedaieses, et pas seule-
ment les clauses (7).

e-transitions. Un premier ajout, bnin, est celui destransitions:
PX) <« P/(X) (8)

qui exprimer que tout terme reconnu éhest aussi reconnu e. Nous avons @ja utilise une
telle forme de clause dans notre premier exemple d’autoeragection 6.1, sans le dire.

Un ensemble de clauses de forme (7) ou (8) sera appelutomate d’arbre aveetransitions
Tous les esultats de @cidabilié et de complexi des test d’appartenance et du vide, et des cal-
culs d'unions, d’intersections, et de corapientaires, tiennent toujours erepence d@-transi-
tions ; les modificationa apporter aux arguments des sectioresgmtentes sont mineures.

Alternance. Un ajout plus inéressant, et que nous avorggadfait en section 6.2 dans les calculs
d’intersections et de comg@nentaires, est de conéi@r desclauses intersection

P(X) < P/(X),...,P(X) 9)

oun > 1. (Oninclura donc le cas dedransitions dans les clauses intersection.)

Une collection de clauses de la forme (7) ou (9) est @pel automate d’arbralternant
La raison intuitive est que, pour reconima un terme clog en P, on doit d’abord trouver (par
un choix existentiel) une clause qui permet d®ivker P(t), et si cette clause est une clause
intersection (9), on doit &rifier quet est reconnu en towtat P;, 1 < i < n (c’est un choix
universel). On reconiidonct en alternant des choix existentiels et universels.

En réalitt, le probéme de I'appartenance d’'un terme cloa Lp(S) est dans P. Il suffit,
comme dans le cas non alternan&mlinérer les instances closes de clauses dabriqueesa
I'aide de sous-termes deet de tester 'insatisfiabift par hyper@solution positive.
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Par contre, le proBime de la vacuit est DEXPTIME-complet. Il est DEXPTIME-difficile,
parce qu’il contient le prol@me de lintersection d’automates d’arbres, qui est DEXFHA
complet, comme on I'a vu en section 6.2. Il est dans DEXPTIRHEEqui est une coigjuence
du theoeme suivant et du fait que la vadrit’automates d’arbres est dans P. (On peut aussi
donner une dmonstration directe en utilisant laéme stra&gie de esolution que celle de la
demonstration de ce #oeme.)

Théeoreme 15 Pour tout automate d’arbres alternamst, on peut calculer en temps exponentiel
un automate d’arbreseg(S) équivalent, au sensigpour tout symbole de pdicat P apparais-
santdansS, Lp(S) = Lp(reg(5)).

(En premere approche, on pourra lire |&ihonstratiora I'aide de I'exemple doréma sa suite.)

Démonstration. SaturonsS par resolution ordonée avec 8lection, splitting non clos, et
élimination de clauses subseéss lireairement. (Lelimination de clauses subsées ne nous
servira qua éliminer des clauses qui sont identiques modulo renommageplan de la preuve
est le suivant : on montre que ceéitape de saturation ne produit que des clauses d’un certain
format, puis gu'’il n’y a qu’'un nombre exponentiel de claudesce format, donc la stigie de
résolution termine sur un ensemble sattit; ensuite, on montre que toutédlction de la clause
videa partir deS’ etde L < P(t), permettant de testersie Lp(S’) = Lp(S5), n'utilise comme
clauses d&’ que celles qui sont des clauses d’automates d’arbres (7).

L'ordre choisi est-; (étendua un ordre admissible quelconque), la fonction élestion est
telle quesel (C') est 'ensemble de tous les &taux maximaux pour; de C' qui sont regatifs.
Finalement, nous appliquons kgle de splitting non clos (6)ed que possible, sous la condition
suppementaire qué€” soit une clauseéyative d’au moins deux létaux. SoitP I'ensemble des
symboles de g@dicats apparaissant dasis

On peut supposer sans perte dégagalitt que toute clause intersection (9) est telle fue
n < 2;sinon, on peutéécrireP(X) < P (X),..., P,(X) sous forme de—1 clausesP(X) <«
Pi(X),P(X)etP/(X) < P(X),Py(X)et...etP ,(X)< P, 1(X), P,(X).

SoitQ;, 'ensemble des symboles de la forme- 1. < P,(X),...,P,(X),0uP,..., P, €
P. Les clauses obtenues dans tolgewvation partant dé sont de la forme :

1. P(f(Xy,..., X)) < Q1(Xy),...,Q.(X,), 00 Xy, ..., X, sont deuwxa deux distinctes,
P,Q1,...,Q, € PUQy,

2. OUP(f(X1,..., X)) < Q1(Xy),...,Qu(X,), P(f(Xy,...,X,)), 00 Xy,..., X, sont
deuxa deux distinctesp > 1, P, P, Q+,...,Q, € P U Qyy,

3. 0UQ(X) = Q1(X),...,Qu(X), 001 <n<2etQ,Q,...,Q, € PU Q.

En effet, c’est clairement le cas initialement. Ensuiter@marque que l'unique ligral maximal
dans les clauses de type 1 estétet en particulier, aucun létal n'est glectioné dans les
clauses de type 1. Sil'orésout une clause de type 1

Pl(f<X1a s 7Xn)) = Ql(Xl)a ce 7Qn(Xn)

sursaéteP(f(Xy,...,X,)) avec une clause de type 2
P(f(Xy,..., X)) < Q1(Xy),...,Q,(X,), Pi(f(X1,...,X,))
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on obtient :

P(f(XlaaXn)) ~ Ql(Xl)a"'aQn<Xn)>
Qu(X1), .-, @ (Xn)

Par splitting non clos (6, on obtient les clauses :

P(f(Xy,.... Xy) < Qi(Xy),...,@n(Xy)
QX)) <= Qi(X),Q(X)

Qn(X) = Qu(X),Qn(X)

ou @Y, ...,Q" sont des symboles deétficats dan®),, et la premére clause est de type 1. Si
I'on résout une clause de type 1 avec une clause de type 3r{diEraux regatifs,1 < n < 2),
on obtient soit une clause de type Insi= 1 soit une clause de type 2 si= 2. Comme les
clauses de type 2 ou 3 contiennent au moins uerétt€lectionre, on ne peut pagsoudre sur
leur tete.

On remarque ensuite qu’il N’y a qu’'un nombre exponentiel kdeises de type 1, 2, ou 3.
Soitp le nombre de symboles degaticats dan$, f le nombre de symboles de fonctions dans
la signatureX, a I'arité maximale des symboles de fonctionsXell y a en effet au plug?
symboles dan€;,, donc au plusf2P(¢+b clauses de type & renommage gs, au plug2r@+2)
clauses de type 2, et au pl2® + 2% clauses de type 3. On peut donc proddingartir deS un
ensemble de clausés satué en temps exponentiel.

Posons maintenanteg(S) I'ensemble des clauses d# qui sont de type 1. Clairement,
reg(S) est un automate d'arbres. Il ne reste @umontrer que pour touP € P, Lp(S) =
Lp(reg(5)).

Consicerons n’importe quel ensembtg de clauses de la forme

() L< Pyt), ..., Pu(tm)

tel quep,,..., P, € PU Qq, etty,...,t, sont des termes clos. Conéidns unectape de la
strakgie de esolution choisie$’ US; — S”, non triviale au senstoS” # S’ U S;. Cetteétape ne
peut paetre unectape de&solution entre clauses & carS’ est satug. Ce ne peut patre une
étape de&solution entre clauses dg, car.S; ne contient que des clausesgatives. Finalement,
consicerons unettape deé&solution ordonée avec &lection entre une clauge) et une clause
C deS'. C est recessairement de type 1, car c’est le seul type de clauseaun literal n’est
sélectionre. Le €solvant obtenu est de la formye) de nouveau.

On en conclut que dans toutérivation S’ U S; = S — S, — ... = S/ — ..., oU
I'on peut supposer sans perte dengralitt que chaquétapesS; — S;,, est non triviale, les
seules clauses d# qui sont utili€es sont de type 1, donc darg(S). Pour tout terme clos si
t € Lp(S),alorsSU{ L < P(t)} aune @rivation de la clause vide comme ci-dessus, donc aussi
reg(S)U{L < P(t)}, donct € Lp(reg(S)). Laréciproquet € Lp(reg(S)) =t € Lp(S) est
évidente. O
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lllustrons la proédure sur 'exemple des clausgs—(i) de la section 5.4 :

(a) Bo(f(2,y)) < Pi(x), Paly)  (0) Ps(f(z, (c) Pa(f (=,
(d) Pi(a) (f) Pula)
(9) Q(x) <= Po(x), Pr(x) (i) Ps(x) < Py(x)

On pourra erifier que 'ensemble des clausesddites par la stragie de esolution utili€e dans
la preuve fournit les claus€g)—(n;) déja cecrites en section 5.4, plus d’autres :

y)) <= Pi(z), P (y)

(e) Pa(a)
(h) Pi(x) < P3(x), Py(x)

y)) < Py(x), Ps(y)

(1) Pu(f(z,y) < Pi(x), Pa(y), Pa(f(z,y)) par(h), ()

(k) Pi(f(z,y)) < Pi(z), P2(y), Pa(z), Ps(y)  par(j), (c)

(ko) Pi(f(x,y)) < pra(x), pas(y) par splitting non clos, avec
(k1) pu(z) < Pi(z), Py(z) puu="z-L << P(x), Pi(z)”
(k2) ps(x) <= Pa(z), Ps(x) pas ="z L < Py(x), P3(x)"

(1)  QUf(x,y) < Pi(x), Pi(y), Pi(f(x,y) par(g),(a)

(m) Q(f(z,y)) < Pi(z), Pa(y), pra(x), pas(y) par(l), (ko)
(n0) Q(f(z,y)) < p1a(x), p23a(y) par splitting non clos (6), avec
(1) Pasa(x) <= Py(x), pas(z) pasa ="x - L < Py(x), P3(x), Py(z)”

pa(x) < Pi(x), pra(x) [tautologie]

(0) Q(a) < Fy(a) par(g), (d)

(p) Pi(a) < Ps(a) par(h), (f)

(9) Ps(a) par (i), (f)

(r)  pas(f(z,y) < Pa(f(z,9)), Pi(2), Pa(y) par(ks), (b)

(s) pulf(z,y) < Pi(f(z,y)), Pa(x), Ps(y)  par(ki), (c)

(t) pasa(f(z,y)) <= Pu(), Ps(y), pas(f(x,y)) par(ni),(c)

(u) pu(a) < Py(a) par(k1), (d)

(v) pas(a) < Ps(a) par (k2), (e)

(w) P23a(@) <= pas(a) par(ny), (f)

(z) pua(a) par (u), (f)

() QUf(z.y) <= Po(f(z,y)), pa(x), p2s(y)  par(ko), (g)

(2) pu(f(x,y)) < pu(r),psy), P(f(z,y)) par(ke), (k1)
(aa) Pyi(a) <= Py(a) par(q), (h)
(ab) pas(a) < Py(a) par(q), (k2)

Pi(a) par(q), (p) [subsuné par(d)]

(ac) pas(a) par(q), (v)
(ad) pasa(a) < Pi(a) par(ac), (n1)
(ae) pasa(a) par(ac), (w) [subsumgad)]
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L'automate d’arbres &duit par la proédure du teoeme 15 est donc le sous-ensemble des
clauses d’automates d’arbres, soit :

Bo(f(x,y)) < Pi(x), Pa(y)

—~
Q

)
(0)  Ps(f(z,y)) < Pu(x), Pa(y)
(c)  Pu(f(z,y)) < Pu(z), P5(y)
(d) Py(a)
(e) Ps(a)
(f) P4(CL)
(ko) Pi(f(z,y)) <= pra(z), p2s(y)
(no) Q(f(w,y)) <= p1a(), p2saly)
(9) Ps(a)
(x) p1a(a)
(ac) pa3(a)
(ae) P23a(a)

Automates bidirectionnels. On peut enrichir les automates d’arbres avec des clauses de |
forme

P(X;) < Q(f(Xi,...,X»)) (10)

oul < i < netles variablesYy, ..., X, sont distinctes deua deux. Alors que les clauses (7)
reconnaissent un term@t,, ..., ¢,) a unétatP en le cecomposant, et en essayant ensuite de re-
connatret, enPy, .. .,t, enP, (enlisantla clause (7) de gauchdroite), les clauses (10) tentent
de reconntre un terme en P en devinant un terme plus grg$t,, ..., t;_1,t,tiv1, ..., t,) re-
connu ery).

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (10) est appalautomate d’arbrdsidirectionnel Un
ensemble de clauses (7), (9) ou (10) est a@palautomate d’arbrdsdirectionnel alternant

En \érification de protocoles cryptographiques, on a naturadiet besoin de clauses qui sont
des extensions naturelles du format (10) :

P(X;) < Q(f(Xy,...,Xn),Q1(Xi),. .., Qr(X;,) (11)

ouk > 0,1 < iy,...,i;; < n etles variablesXy, ..., X,, sont distinctes deur deux. Par
exemple, en supposant qu’un intrus de Dolev-Yaeussia recugerer un ensemble de messages
défini par un pédicatFE — autrement dit, le messagest Ecugeré si et seulement $i'(¢) dans

le plus petit modle de Herbrand d’un ensemble de clauses doen alors le pedicat/ défini
par les clauses additionnelles :

[(X) « EX)
I(e(X,Y)) < I(X),I(Y)
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I(X) < I(c(X,Y)),I(Y)
I(p(X,Y)) = I(X),[(Y)

I(X) < I(p(X,Y))

1Y) <= I(p(X,Y))

est tel quel/(¢) est vrai dans le plus petit méte de Herbrand si et seulement st ceductible
par l'intrus de Dolev-Yao, en lisara{u, v) “u chiffré en utilisant la @& synétriquev” et p(u, v)
“paire u, v". La premiere clause exprime que tout messageugeré est @ductible, et est une
e-transition. La deux@me clause exprime que l'intrus pewdiire tout message qui est le chif-
frement de deux messagesaldeduits, et est une transition d’automate d’arbres (7). digigme
clause exprime que l'intrus peuédhiffrer tout message chiffic(u, v) qu'il sait deduirea condi-
tion de pouvoir @duire aussi la élv ; il s'agit d’'une clause de la forme (11). Les trois déeneis
clauses, qui expriment que l'intrus pewdiiire la pairep(u, v) si et seulement s'il peutadiuire
a la foisu etw, sont une clause (7) et deux clauses (10).

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (11) est appelautomate d’arbrdsdirectionneletendu
Un ensemble de clauses (7), (9) ou (11) est appelautomate d’arbrdsdirectionnel alternant
étendu

Contraintes d’égalites entre freres. La restriction exprimant que les variablés, ..., X,
sont distinctes dans les clauses d’automates (7) et lesadaliautomates bidirectionnels (10) ou
etendus (11) peudtre relaee. Consiérons par exemple la clause d’automate (reé&gpsuivante :

P(f(X,X,Y)) < Qi(X),Q2(X),Qs(Y)

Elle exprime quef (¢, t2, t3) est reconnu e dés que; est reconnu ey, t; enQs, t3 enQ)s,
etquet; = t, (C'esta-dire quet, ett, sont identiques en tant que termes clos).

La contrainte dégali€ entret, ett, porte sur de§reres: ¢, ett, sont des arguments duéme
symbole de fonctiorf dansf(t, ¢, t3). Les ensembles de clauseidis par des clauses de la
forme :

P(f(X1,...,X,)) < P(X1),...,P.(X,)

sans aucune contrainte sur les variabigs . . ., X,,, sont appdls desautomates d’arbres avec
contraintes dégalite entre feres

Il esta noter que les langages reconnus par automates d’arbresaeaintes dgalig entre
freres sont plus riches que ceux reconnus par automatesebafar exemple, le langagede
tous les termeg (¢, ), t parcourant les termes clos, est reconnaissable en utiliiem@galies
entre feres, mais il n’existe aucun automate d’arbseel queLp(S) = L, pour aucun pdicat
P.

Comme en section 6.1, on peut montrer que tester si un teoaest reconna I'etatP d’'un
automate d’arbre avec contrainteggali€ entre feres est faisable en temps polynomial. L'union
et l'intersection d’automates d’arbres avec contraintégadli€ entre feres est calculable en
temps polynomial sous forme d’automate d’arbres avec aonés dégalié entre feres, mais le
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compEmentaire n’est pas eeral repésentable sous forme d’automate d’arbre avec contrainte
d’égali€ entre feres. Pour reidiera ce probkme, Bogaert et Tison [BT92] ont proggod’utili-
ser des contraintes &jjali€ et de differencet; # ¢, entre fieres. Ces derniers automates sortent
du cadre de ces notes, cependant.

On peut aussetendre les contraintesétjalie ou de diferencea des sous-termes plus pro-
fonds, mais tester la vacgides automates ainsi obtenus eséaidable, me pour des tests
d’égali€ dits entre cousins et pas de tests dexdiifice. Pour plus d’information, voir [CD®7].

6.4 Decider la vacuite d’automates d’arbres generalisés

Géreralisons grereusement le format de clauses que I'on peut rencontrerdiEsautomates
d’arbres bidirectionnels alternané$endus, avec contraintesedalié entre feres. Notamment,
ignorons le fait que toutes les clauses rendmggrsont de Horn.

Un e-blocest une clause de la forme :

£ PU(X) V... V£,Po(X)

oun > 0, ettous les gdicatsP; sont appligésa la néme variableX ; on notera souven®(X)
une-bloc dont la seule variable libre (si elle existe) &stNoter que la clause vide est eibloc,
gue toutes-transition est ur-bloc, que toute clause intersection (9) esttbioc.
Appelonsterme plattout terme de la formg (X, ..., X,,), ou f est un symbole de fonction
n-aire etXy, ..., X,, sont des variables, noreoessairement distinctes.
Unetransitionest une clause de la forme :

\7 +;P;(t;) V B1(X1) V...V B,(X,)

i=1

oum > 1, les Bj(x;) sont des-blocs, et leg; sont des termes plats dont les variables libres
contiennentXy, ..., X,,.

On appellera clausautomatiqueout clause qui est soit unbloc soit une transition. On no-
tera que toutes les clauses d’automates d’arbres bidirewls alternantstendus, avec contraintes
d’égali€é entre feres, sont des clauses automatiques, qui sont de plus deg<léfinies. Les
requetes L < P(X) (voir lemme 4) et les red@tes conjonctives. <= Pi(x),..., P,(z) (voir
lemme 5) sont aussi des clauses automatiques.

Théoreme 16 La satisfiabilie d’ensembleS§ de clauses automatiques estitlable en D2EXPTIME,
et dans NEXPTIME si I'aré des symboles de fonction est gmpar une constante.

Démonstration.Par &solution ordon@e (voir section 3.1) avec I'ordre,, subsomption ligaire,

et splitting. Rappelons que I'ordee; est cefini parP(t) >, P'(t') si et seulement sict/, c’est-
a-dire si et seulement ¢i est un sous-terme strict de Le plan de la preuve est : d’abord,
montrer que la &solution ordonée avec splitting ne fabrique que des clauses automatiques;
ensuite, montrer qu’il 'y a qu’'un nombre fini, qu’on estiragde clauses automatiques.
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Appelonsprojectiontoute substitutiorr telle ques(X') est une variable, pour toute variable
X. Il est clair que, pour toute projectian pour toute-bloc C, C'o est encore uml-bloc, et pour
toute transitiorC', C'o est encore une transition. (On notera que cette degrffirmation épend
du fait que nous autorisons les variablepatees, c’esta-dire, dans le cas de Horn, les contraintes
d’'égalié entre feres.)

Tout facteur ordon@ d’un e-bloc est donc ure-bloc. De plus, tout facteur ordoard’'une
transition est une transition. En effet, sOitv +A v +A’ une transition aved et A’ unifiables et
maximaux pout-. Nécessairemem = P(t) et A’ = P(t') pour deux termes platsett’. Leur
mgu est donc une projection, donc le facteur ordof@ Vv +A v +A’)o est une transition.

Montrons maintenant que touésolvant binaire ordorinde deux clauses automatiques est
une disjonction de clauses automatiques ne partageanh@wewiable. En fait, on va montrer
que tout esolvant binaire ordornde deux clauses automatiques est soit une transition, soit
une disjonction d’-blocs, que I'on peut toujoursécrire comme une disjonction @blocs ne
partageant aucune variable ;

— Un résolvant binaire de deuxblocs est urz-bloc.

— SiC V +P(X) est une-bloc etC’ v —P(f(X1,...,X,)) est une transition, alors leur
résolvant binaire est[X := f(X,,...,X,)]VC’, quiest une transition&s que” est non
vide ouC’ est une transition (c’esi-dire contient au moins un atorag))(¢), ou ¢ est un
terme plat, @cessairement de variables libiEs, . . ., X,,). Sinon,C est vide etlC’ est de
laformeB;(X;) V...V B,(X,), etle esolvant binaire est donc la disjonction ddsocs
Bl(Xl), Ce etBn(Xn)

— Le cas syratriqueC' vV —P(X) une-bloc, C' V +P(f(Xy,...,X,)) une transition, est
similaire.

— Finalement, sV +P(f(Xy,...,X,)) etC’vV —P(f(Y1,...,Y,)) sont deux transitions,
on remarque d’abord que le mgu servardalculer le €solvant binaire est une projection.
On a maintenant deux cas. Siou C’ est une transition, c’est-dire contient au moins
un atome+Q(t), avect plat, alorsC' v C’ est une transition, donc l&solvant binaire
(C v C")o est encore une transition. Sinafi,et C’ sont des disjonctions éblocs, donc
(C' v C")o est encore une disjonctionedblocs.

On en aduit que tout &solvant ordona de deux clauses automatiques est une disjonction de
clauses automatiques ne partageant aucune variable. Ba@snlution ordonee, avec splitting
appliqe le plus &t possible, produit des tableaux dont les branches neetorgnt que des
clauses automatiques.

Comptons le nombre de clauses automatiques.Seithombre de symboles degglicats,

f le nombre de symboles de fonctions dans la signaflirel’arité maximale des symboles de
fonctions de2. D’abord, il y a au plug? = 47 e-blocs,a renommage gs. (Sil'on a deux-blocs
B(X) et B(Y) qui ne different que par renommage, chacun subsume l'autailiement, et 'on
peut donc supprimer n’importe lequel d’entre eux.) Pour ptanles transitionsa renommage
pres, on peut supposer que les variables libres des trarsgmrtX, ..., X, (0 < n < a) dans
cet ordre. Il y an” listes den variables prises parmi ces degreés (on pos€’ = 1), donc fn"
termes plats, dongpfn™ littéraux+P(t), avect plat, donc au plug®/m" = 4p/n" < grfa”
possibiliés pour la partie des transitions qui porte sur des termés ;pda a ensuite au plug
e-blocs By (X)), 47 e-blocs By(X5), etc. Donc on a au plug/® .4r = 4rfa+ra trapsitions. I
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existe donc au plug’/@"+re + 47 clauses automatiques.

Cette borne est une double exponentielle en (un f@ohe de) la taille de 'ensemble de
clauses automatiques initial, et une simple exponensellarité maximalez est une constante.
La satisfiabilie revenana tester s'il existe une branche du tableau obtenugsarution ordonae
et splitting qui est satée et ne contient pas la clause vide est donc dans N2EXPTltvwians
NEXPTIME sia est une constante.

On obtient la borne D2EXPTIME au lieu de N2EXPTIME en remartfuque, comme le
splitting n'opere en fait que sur des disjonctions d’un nombre au pld&-blocs, et qu'il n'y
a qu’'un nombre exponentiel dblocs @r), le probEme @nréral se esout en temps doublement
exponentiel sur une machine qui ne fait qu’un nombre expibeiete choix non-éterministes (de
splittings) ; donc au total dans D2EXPTIME. Un autre argutrest d'utiliser le splitting sans
splitting, et de constater qu’il n’y a qu'un nombre au plusidiement exponentiel de clauses
obtenues avec cettegle (exercice). O

D2EXPTIME est une complexttres haute. C’est en grande partie un artefact du forraat tr
géréral des transitions, qui autorise notamment :
— arenommer les symboles de fonction eétetdes termes :

P(f<X17 s 7Xn)) = Q(Q(X1, s aXn»

permet de changer umen unf au sommet d’'un terme reconnu éhpour en faire un
reconnu ery;
— areordonner les sous-termes, par exemple :

P(f(X,Y)) < Qg(Y, X))

permet de changer unen f tout eneéchangeant leurs deux arguments ;

— et tout ceci tout en dupliquant des sous-termes ou en tesiiarsontégaux, entre autres.

La tres haute complex@tdu probéme de la satisfiabifitdes ensembles de clauses automa-
tiques est aussi un artefact du fait que nous avémérgli€ les automates de sodénclure des
clauses qui ne sont pas de Horn. D’autre part, il est relaire improbable que le prafane soit
complet pour D2EXPTIME, mais laéritable complexé de ce proldme est ouverte.

Un cas important est celuitip dans les transitions, tous les termes platont de la forme
fi(Y1,...,Y,), avec lamémeliste de variables en argument, ..., Y,,. C'était notamment le
cas des automates d’arbres bidirectionnels alterr@atslus, et Bme avec contraintesé&tjalie
entre fieres. Appelons de telles transitions des transitiomformes et appelons clausesito-
matiques uniformelese-blocs et les transitions uniformes.

La résolution ordonee avec splitting appliqule plus &t possible, partant de clauses auto-
matiques uniformes, ne produit que des clauses automatiquformes, et il y a cette fois-ci au
plus4r/+re 4 4P clauses automatiques uniformes, w'o

Proposition 17 La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiques uniformeseegtable
en NEXPTIME.

Il se trouve que le proBme est en fait NEXPTIME-complet, car les clauses automesiaini-
formes incluent en particulier toutes les contraintes endistes, dont la satisfiabilitest @ja
NEXPTIME-compkte (voir section 6.7).
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Note : La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiquesme non uniformes, est en
realitt cecidable en NEXPTIME [SVO05].

6.5 Le cas des automatesapéralisés de Horn

Dans le cas de Horn, qui est agrtout notre premre motivation ici, on peut ramener la
complexieé encore un peu plus bas,condition de travailler un peu plus dur. En fait, nous al-
lons montrer que le probime est dans DEXPTIME. (Les argumentégamés dans le reste de
cette section, en particulier, demandent pétre métrisésa avoir bien compris la preuve du
theoeme 16.)

On pourrait penser qu'il suffit d’effectuer de lasolution ordonée, et qu’aucun cas de split-
ting ne se pesentera, mais c’est faux. Par exemple, €mgince suivante paésolution produit
une clause qui splitte :

Qi(X) < P(f(X,Y, 2)),Q2(Y),@s(2)  P(f(X,Y,2)) < P(X), P(Y), P5(Z)
Ql(X> ~ Pl(X>7P2<Y>7Q2(Y)7P3(Z)7Q3(Z)

(On a aussi vu un exemple en section 5.2.) On peut cependaatqaer que les clauses obtenues
par splitting sont, d’une part, une clausefidie Q,(X) < P;(X), et d’autre part deux clauses
qui sont des recites conjonctives] < P (Y),Q2(Y) et L < P3(Z),Qs3(Z). En d’autres
termes, la conclusion de I'iéfence ci-dessus peut se lirf@,(X) < P;(X) a condition que
P, N Q, et P3N Q5 soient non vides”.

Ceci motive I'icee suivante. Utilisons le splitting sans splitting (satto3), ce qui aki&¥gera
la clause ci-dessus en :

Q1(X) < Pi(X),q(%), ¢ (%)
q(x) = P(Y),Q2(Y)
q'(x) <= P3(2),Q3(2)

On souhaite maintenant consier la premére clause ci-dessus comgtant la claus€), (X) <
P;(X), mais geke tant quey(x) et ¢'(x) n'ont paséte cérivés, c’esta-dire tant qu’on n’'a pas
montie queP, N Q) et P3 N @3 étaient non vides.

Pour ceci, il suffit de @lectionnerg(x) et¢’(x) dans cette clause, ce qui forcera la claase
n’étre utilie qu’avec des clauses de la forpie) < ... et¢'(x) < .... Ensuite, arrangeons-
nous pour qu’au moins un létal soit €lectionré dans ces deux derniers types de clauses, d
gu’elles contiennent au moins un &tal regatif.

Precigment, reprenons le formalisme de la section 5.3, Boith ensemble de symboles
de pédicats, etQ I'ensemble de$ C™, pour toute claus€' formée a partir de symboles de
prédicats dan$. Pour toute clausé’ (utilisant possiblement des symboles@g définissons
sel (C') comme suit :

— SoitQ~(C) I'ensemble des liiraux de la forme-¢(t) deC tels queg € Q; si Q~(C) #

0, posersel (C) = Q= (C).

— Sinon, soitM ax(C') 'ensemble des ligraux maximaux dé€' pour I'ordre>, alorssel (C)

est le sous-ensemble des8itiux regatifs deM axz(C).
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Rappelons qué’(t) =, P'(t') si et seulement gic t/, c’esta-dire si et seulement $iest un
sous-terme strict de

Utilisons la esolution ordonee (pour-) avec fonction de&lectionsel , élimination de tau-
tologies et de clauses subsees lireairement, et la stragie suivante de splitting sans splitting.
Pour toute clausé€’ de Horn,écrivonsC' sous la forme’» VV Cg, ou Cp est fornéea partir de
symboles de @dicats dan$ uniquement, eC'y est formeea partir de symboles de g@dicats
dansQ uniquement; soit’y, ..., Cy une cecomposition en blocs dép. Il existe au plus une
sous-clausé€’; qui est afinie ; on peut donc supposer o, .. .,C}, sont des clausefgatives.
Notre straggie de splitting sans splitting consiste alanreemplacer”’ par

CoV OV —"CT(x) V...V —="Cp ()
+,_CQ—|(*) V CQ

‘|"_Ck—'(>k) Vv Cy,

si k > 2. (On notera que toutes ces clauses sont de Horn ; toutes asaibfgment la prerare
sont en fait des clause€fihies.) D’autre part, on applique cetteamposition au plut. Par
les sultats de la section 5.3, c’est une &gi¢ compéte.

Soit Q, le sous-ensemble d@ formé des"C, ou C est une-bloc regatif formé a partir
de symboles de pdicats dan$. On notera qu’il y a au plug? élements dang),, ou p est le
cardinal deP. (Ceci garantit en particulier que la solution 1 au pashé mentiona dans la note
suivant le tieoeme 12 s’applique.)

Si S est un ensemble de clauses automatiques desmpartir de symboles de @dicats dans
‘P uniquement, toute clause obtenue par la 8gigt ci-dessus est de Horn, et :

1. une-bloc formé a partir de symboles degdicats dan®, possiblement en disjonction avec
un—+q(x), ¢ € Qo;

2. ou une transition foreea partir de symboles de @dicats dan$, possiblement en dis-
jonction avec unt-q(x), ¢ € Qy;

3. ouuneclausé'Vv —g;(*) V...V —gn(x), ol C est une-bloc formé a partir de symboles de
prédicats dan®, ¢;,..., ¢, € Qo etl < m < a, O0u a est I'aritt maximale des symboles
de fonctions, possiblement en disjonction avecHylx), ¢ € Qp.

Noter en effet que toutsolvant ordon@ avec &lection des clauses de type 1 ou 2 fournit des
clauses de type 1, 2, ou bien une disjonctioalmbcs (possiblement en disjonction avec un
+q(*), ¢ € Qp), qui fournissent des clauses de type 3 par splitting sditirep L'argument est
similaire a celui de la preuve du doeme 16. Ensuite, la seule fagcon ésoudre une clause de
type 3 est deé&soudre sur un des Etaux—g;(x), 1 < i < m, qui est &lectionré. On doit donc
résoudre avec une clau€econtenantt-g; (). Mais+g¢;(x) n’est pas maximal dans si C est de
type 1 ou 2, sauf g0’ est eduite au seul litral+-¢;(x) ; et siC est de type, I étape de&solution
est impossible car alorsl (C') # (. Donc on ne peutasoudre une clause de type 3 qu’avec un
fait +¢;(x), ce qui fournit une clause de type 3 ou 1.

Ily a au plusi?(27+1) clauses de type 14? possibilies de-blocs,2? possibilies pourt-g(x)
si présent. (En fait, on en a au plR&2” + p+ 1), en tenant compte du fait qu’il s’agit de clauses
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de Horn, mais nous ne serons pas aussi fins dans la suitegyiterrde rendre le comptage trop
compliqe). Ily a au plustr/a*+ra (2 + 1) clauses de type 24/+P2 + 47).(2P + 1) dans le cas
uniforme). Il'y a au plust?(2? + 1). 37 | Ci, clauses de type 3. Or;_, C, < S0 2P =
2r(2r* —1)/(2P — 1). lly adonc au plug? (2P 4 1)2P(2P* — 1) /(2 — 1) clauses de type 3, une
guantie simplement exponentielle. On eadiiit :

Théeoreme 18 La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiques de Hornésstlable en
DEXPTIME si l'arité des symboles de fonction est lEgmpar une constante.

La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiques uniformes de Hodéasiable en
DEXPTIME.

Le probEme est en fait DEXPTIME-complet, car la vaéuite I'intersection d’automates d’arbres
est ceja DEXPTIME-compéte (section 6.2).

6.6 Reduction des automates gnéralisés de Horn aux automates d’arbres

LorsquesS est satisfiable, la striagie de la section 6.5 needve pas la clause vide, mais
I'on peut utiliser 'ensemble de clauses obtenu lorsqueroegssus termine pour obtenir des
informations sup@mentaires. Notamment, nous obtiendrons la description dioctle deS
sous forme d’'un automate d’arbres (possiblement avec aiotds dégalié entre feres). La
technique est essentiellement l&@mme que celle utilise dans le thoeme 15.

Proposition 19 Pour tout ensemblé' satisfiable de clauses automatiques de Horn, il existe un
ensembleiorm, (S) de clauses de la forme

(@) P(f(X1,..., X)) < By(X1),...,Bu(X,) ou (b) P(X)

ou By, ..., B, sont des blocséuyatifs, et tel qud.p(S) = Lp(norm,(S)) pour toutP € P.
De plus,norm;(.S) est calculablex partir de.S en temps doublement exponentiel, et simplement
exponentiel si I'arié des fonctions est baee par une constante.

Démonstration. Appliquons la stratgie de esolution ordonae avec 8lection, splitting sans
splitting etélimination de clauses redondantes de la section 6.5, abtem nouvel ensemble
de clauses satérS’ en temps doublement exponentiel, simplement exponentl&rgé des
fonctions est boree. (Ce faisant, nous supposons sans perteéderaitt queP contient P
et tous les symboles degaticats apparaissant dafg Pour simplifier la preuve, adaptons la
straggie de splitting sans splitting de soéae splitter que des clauses non closes ; @nifiera
que ceci calcule le Bme ensemblé’, avec les remesétapes de calcul. (On pourrait ne rien
changei cette stratgie, mais I'argument serait plus complégy

Consicerons n'importe quel ensemhtg de clauses de la forme

(%) 1L < Pi(ty),..., Pu(ts)

oun>1,P,...,P, € P,etty, ... t, sont des termes clos. (Donc on ne splittera pas une telle
clause.) Consigrons unectape de la stragie ci-dessus’ U S; — S”, non triviale au sensto
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S” £ S"U S;. Cetteétape ne peut pare uneétape de&solution entre clauses d#, car S’
est satug. Ce ne peut pare unettape de&solution entre clauses dg, carS; ne contient que
des clauseséyatives. Finalement, congins unettape deé&solution ordonée avec &lection
entre une clauséx) et une claus€' de S’. D’abord,C' ne peut pas contenir de Bital +¢(x),
q € Qy, carg(x) ne s'unifie pas ave®,(t;). Ensuitegel (C') = ), doncC ne peut pagtre de
type 1, sauf si elle est exactement la clalseX ), donc de la forméb). C' ne peutetre de type
2 que siC est une transition ne contenant pas défit de la forme-P(f(Xy,...,X,)), qui
serait maximal doncédectionré ; doncC' est de la forméa). EnfinC' ne peut pagtre de type 3,
car sinorsel (C') # 0.

De plus, chaquétape de&solution ci-dessus fabrique soit la clause vide soit uaesd de
la forme (%), de nouveau. On en conclut que dans towewdtion S’ U S; = S| — S, —

. — S; — ..., oul'on peut supposer sans perte dangralitt que chaquétapes; — S;_,
est non triviale, les seules clauses $lequi sont utili€es sont de forméaz) ou (b). On pose
doncnorm,(S) = {C € S’|C de forme(a) ou (b)}, il S’ensuit que pour tout terme clas si
t € Lp(S),alorsSU{L < P(t)} aune @rivation de la clause vide comme ci-dessus, donc
aussinorm, (S)U{L < P(t)}, donct € Lp(normy(S)). Laréeciproque € Lp(norm,(S)) =
t € Lp(S) estévidente. 0

On peut maintenant remplacer toute clause de la fgimesoit P(.X), par 'ensemble fini de
clauses
P(f(X177Xn)) = P(X1)77P<Xn)

lorsquef parcourt la signatur®&. Ceci ne change le langage d’aucugdicat denorm,(S). On
peut ensuite transformer en temps polynomial toute cléwsen les clauses

P(f<X17-~-7Xn)) ~ Ql(Xl)v”-aQn(Xn)
(X)) <« Bi(X)

Qn(X) < Bu(X)

en introduisant des symboles dégicats),, .. .,Q, frais.
En utilisant une @monstration similair@ celle du teoeme 15, on en&Huit :

Théoreme 20 Pour tout ensemblg satisfiable de clauses automatiques de Horn, il existe un au-
tomate d’arbres avec contraintesagjalitt entre feresnorm(S) tel queLp(S) = Lp(norm(S))

pour toutP € P. De plus,norm(S) est calculable partir de S en temps doublement exponen-
tiel, et simplement exponentiel si I'agitles fonctions est boge par une constante.

Démonstration.On obtientnorm(S) a partir denorm, (S) enéliminant les clauses intersection
comme dans le #toeme 15. De fagcon remarquable, eéme sinorm(S) est de taille dou-
blemenent exponentielle (simplement exponentielle sit€ades fonctions est boge par une
constante) en celle de en ¢eréral, les nombres de symboles dédglicatsp, I'arité maximales
des symboles de fonctions, le nombre de symboles de fonftsamt les némes dan$' et dans
normy (S). Or le calcul denorm/(.S) est exponentiel ep, f, a, d’ou le résultat. O

Les mémes arguments fournissent les deux autssltats :
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Théeoreme 21 Pour tout ensemblé§ satisfiable de clauses automatiques uniformes de Horn, il
existe un automate d’arbres avec contraintesgdilit entre feresnorm(S) tel queLp(S) =
Lp(norm(S)) pour toutP € P. De plus,norm(S) est calculableé partir de S en temps expo-
nentiel.

Théeoreme 22 (Reduction) Pour tout automate d’arbres bidirectionnel alternagtendus, on
peut calculer en temps exponentiel un automate d’arbees:(S) tel queLp(S) = Lp(norm(S))
pour toutP € P.

Démonstration. Il suffit de remarquer que I'on peut restreindre toutes lasisgs contenant un
littéral de la formef (X3, ..., X,,) de sorte queXy, ..., X,, soient distinctes deux deux. (Ceci
ne serait pas vrai si I'on avait utiliser la factorisation ; heureusement, nos clausesdsHorn).
O

En particulier, tout langage reconautoutétat de n'importe quel automate d’arbres bidirec-
tionnel alternanétendu esté&gulier.

Remarque 7 On peut aussi utilisenorm(S) pour extraire un moéle deS. En effet, tout auto-
mate d’arbresS, avec contraintes &galite entre feres a un moéle de Tarskil défini comme
suit. Le domaineD est 'ensemble des parties d@ ou P est 'ensemble des symboles de
prédicats deS,. Ensuite, pour tout symbole-aire I, on posels(vy,...,v,) I'ensemble des
prédicatsP tels qu’il existe une clause de la forme

P(f(Xy,..., X)) < Pi(X1),..., P (X,)

oupP, €vy,...,B, €v, Cemoele esttel que € I si et seulement g € v. On notera que
ce moele est fini, et de taille exponentielle en la taille de I'antte d’arbres avec contraintes
d’égalitt entre feresS, = norm(.S), donc doublement exponentielle en la taillesie

6.7 Contraintes ensemblistes

Les contraintes ensemblistes sont un formalismm@emere vue teés different, mais qui ne
I'est pas tant. Elles orété invenées par John Reynolds [Rey69], et éfd plus tard utili#es en
inféerence automatique de types pour programmes Prolog, ereimtfe de forme de doees en
ML, et en \erification de protocoles cryptographiques.

Informellement, si I'on consigre lesequations suivantes,

Nat = S(Nat) U0 FEven = S(S(Fven)) U0 ListEven = cons(Even, ListEven) Unil

intuitivement, on a sgcifie queNat devait repesenter I'ensemble des entiers naturétsis en
unaire),Fven I'ensemble des entiers pairsist Even 'ensemble des listes finies d’entiers pairs.
La notationS(Even) dénote I'ensemble de tous les successeurs d’entiers pairs.

Plus gréralement, on peut souhaitéecrire des inclusions entre expressions. (C'est plus
géréral car on peut toujourggcrire uneégalie e; = e, en deux inclusions; C e, ete; C e4.)
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Par exemple, si est 'ensemble des message&sidctibles par un intrus de Dolev-Yaopartir
d’'un ensemble de messagBson doit avoir :

ECI oI, I)C1 ¢(1,1)NICc(I,1)

ou ¢ est l'opérateur de chiffrement. Linclusio® C I exprime que tout message de est
déductible par l'intrus, l'inclusiore(1, I) C I exprime que tout message de la fornjé/, V)
avecM € I, N € I, estdand (I'intrus sait chiffrer). Finalement] dénote I'ensemble de tous
les termes; I'inclusior(1, )N I C ¢(1,1) exprime alors que tout message de la forfie, NV)
avecN danslI, et qui est dang, est dang(/, 1), c’esta-dire queM est dand. Autrement dit,
l'intrus sait cechiffrer.

Formalisons ceci. Lesxpressions ensemblistant cefinies par la grammaire :

ex=&El0]1eneleUe|Cel| fler,...,en)

ou f est un symbole de fonction quelconque (d&ri), eté, n, ..., sont devariables ensem-
blistes L'ensemble des variables ensemblistes est suppdisii denombrable. Dans les expres-
sions de la forme; ! (e) (lesprojectiong, on demandé < i < n.

La s#smantiqudle] p d’une expression ensemblistelans un environnemenpt qui associéx
chaque variable ensembliste un ensemble de termes clds sedtante, @ 7 est 'ensemble de
tous les termes clos :

[€] p = p(€) [0]p=0 [p=T
[exnes] p=[ed] p[ea] p lerUes] p=[ed] pU[ea] p [Ce] p=T\[elp
Hf(elv"'aen)]]p = {f(tl,...,tn)‘tl € [[61]] p,...,tn c [[Gn]]p}

Unecontrainte ensemblistest une inclusion de la formg C e,. Un syseme de contraintes
ensemblisted est un ensemble fini de contraintes ensemblistes. PR-a¢; C e, Si et seule-
ment sife;] p C [e2] p, €tp = K si et seulement si = e; C e, pour toute contrainte; C e,
dansK. On dit alors quep satisfait K. K estsatisfiablesi et seulement s’il existe un environne-
ment qui satisfaits’.

On peut toujours ramener la satisfial@lile systmes de contraintes ensemblistesles
sysémes decontraintesélementairesqui sont les contraintes lists dans la premie colonne
de la table ci-dessous. Il suffit en effet d’introduire de velles variables ensemblistes pour
nommer chaque sous-expression, et de simplifier. Par eegmplpeut remplacef(g(&)) € n
parg(§) C &, f(&') C n, ou bien on peut remplacérC nN ¢ paré C net C (. Cette
transformation prend un temps polynomial.
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On peut ensuite traduire

chaque contrainte ensenpontrainteélémentairq Clauses automatiques

bliste élementairez; C e, en £CO —£(X)

une conjonctionS de clauses 1C¢ +£(X)

(montiée en visa-vis), telle €S —§(X) vV +n(X)

que p ): e C ey Si et §CnU(¢ —&§(X) V +n(X) V +¢(X)
ENnc( —&§(X) vV —n(X) V +((X)

seulement sp = S. Noter
ici que I'environnementp
n‘est rien dautre qu’une
interpiétation de Herbrand,

¢ CCn —{(X) vV —n(X)
Cccn +E(X) V +n(X)
_g(f(le cee 7XTL)) \ +€1(X1)

celle telle quele = p(¢) pour £ < f(&,---.6n) ;é(f(Xl, X))V A6 (X)
tout symbolg de pdicat &. —&(g9(X1,...,Xm)) (pourtoutg # f)
Cette traduction prend encore (¢, ... ¢,)C¢ Vi, —&(X) V +E(F(X, ..o, X))

un temps polynomial.
Au total, on a eduit, en temps polynomial, le prashe de la satisfiabiétde contraintes ensem-

blistesa celui de la satisfiabit de clauses automatiques, qui plus est uniformes. Cecoast d
décidable en NEXPTIME, par la proposition 17. En fait, le gesbe est NEXPTIME-complet.

L'exemple de contrainte ensembliste nétidant la connaissance de l'intrus de Dolev-Yao,
gue nous avons vu plus haut, se traduit en :

[(X) < E(X) I(c(X,Y)) < I(X),I(Y)
§(X) n(c(X,Y)) <= &(X), 1Y) ¢(X) <= n(X),I(X)
I(X) < ((c(X,Y))  wl)«<=((cX,Y) L<(gX,....Xn) (9#0)

ou I'on a d’abord traduit la contrainte ensembliste, /) N/ C ¢(/,1) en les contraintes
élementaires
1c¢ &S nnlIc¢ (Ce(l,w)

On note que ces clauses sont des clauses de Horn, et en faladess d’automates d’arbres
bidirectionnels alternants.

Ceci motive la éfinition de la classe desontraintes ensembliste€fihies qui sont les
contraites ensemblistes C e, ol le symboleC n’apparét pas ni dans:; ni danse,, et dl
le symboleU n'appardt pas dans,. La traduction pesenge ci-dessus fournit alors un ensemble
de clauses automatiques uniforntesHorn

Par le tleoreme 18, la satisfiabift de systmes de contraintes ensemblistédimes est
DEXPTIME-compkte.

Par le tlieoeme 22, la plus petite solution d’un sgste de contraintes ensemblistes envoie
chaque variable& vers un langageggulier, calculable en temps exponentiel.
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7 Classes dcidables de clauses du premier ordre

7.1 Indécidabilité du cas gnéral

L'insatisfiabilitt d’ensembles de clauses du premier ordre est ungmabindcidable. Iy a

un certain nombre de facons de kendontrer. En voici deux :

— Le probEme de correspondance de Post (PCP) egtiddble. Ce prokime est le suivant :
ENTREE : un nombre fini de paires de méts, v;), 1 < i < p, surun alphabefa,, ..., a,};
QUESTION : existe-t-il une suite d’entieis, . .., 7, entrel et p (avec Epétitions pos-
sibles) telle quew;, u;, . . . w;, = vy, vy, ... v;, €t CE Mot est non vide ?

On peut le coder comme suit. D’abord, pour tout met tout terme, définissons le terme
u(t) par : siu est le mot vide alors(t) = ¢; siu est le motva, ou a est une lettre, alors
u(t) = a(v(t)). Il ne reste plus q@ écrire les clauses :

P(e,e) (12)

P(ui(z),vi(y)) < P(z,y) (1<i<p) (13)
Qla;(e))  (1<ji<n) (14)

Qlaj(z)) <= Q= (1<j<n) (15)

1 <« P(x,x),Q(x) (16)

Le mockle minimal des quatre pregres clauses est consétde I'ensemble deB(u;, u;,
U, (€), 004, . i (€)), et des@(w(e)) pour tout motw non vide. La derrére clause
permet de @duire faux si et seulement s'il existe un mot non vige.,, . . . u;, = vy, vs,
...v;,. Sil'on savait @cider un tel ensemble de clauses, on saurait dénitidr du PCP,
ce qui est impossible.

— Le probbEme de I'accessibiit dans les machin@sdeux compteurs est igdidable. Il s’agit
de:
ENTREE : un ensemble fini @tats ), un étatinitial ¢o € @, un étatfinal ¢; € Q,
un ensemble fini déransitions qui sont des tripletg——¢’, oll ¢, ¢’ € @ eta est une
expression de la forme, + +,R; — — OUR;==0,1 <1 < 2.
QUESTION : existe-t-ilR;, R, € N tels que(qo, 0,0) —* (qr, Ry, Ra) ?
Ici, on c&finit (¢, Ry, Ry) — (¢, R}, R}) si et seulement s'il existe une transitign™s¢’

telle que :
— a estde laforme,; + +, R;:Ri+1etR§:R;(oUT:2,§:1);
— ouaestdelaform&, — — R, >1, R, =R, — 1 ethz R;;

— ouaestdelaform&;, ==0,R; =0, R, = R; etR;_. =R;.
On peut coder ceci en clauses de Horn de nouvaalesoconfigurationgq, Ry, Ry) sont
cockes sous forme d’'atomesRz;, Iz,), oll le codage des entiers @st= 0,7 + 1 = S(7) :

7(S(x),y) <= qlz,y) (pour toute transition™—= ¢') (18)
¢(z,8(y)) < q(z,y)  (pour toute transition ™= ¢') (19)
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d(z,y) < q(S(x),y) (pour toute transition™— ¢') (20)
q(z,y) < q(z,8(y)) (pour toute transition™2= ¢') (21)
¢(0,y) < q(0,y) (pour toute transitiog™—"q’) (22)
¢ (z,0) < q(z,0) (pour toute transition™2=>"¢) (23)

1 <= qi(z,y) (condition d’accessibilé) (24)

Enrevanche, il existe certains formats d’ensembles desekagui sontécidables : ce sont les
classes dcidablegle la logique du premier ordre. La plus importante est aeetaent la classe
monadique, que nous examinerons en section 7.6 et suivawted d'y arriver, mentionnons-en
guelques autres.

7.2 Laclasse de Herbrand

Il s’agit de la classe des ensembles de clausdsires (Une clause unitaire est une clause
formée d’'un seul littral.) Elle est écidable par&solution etant doné un ensembl§ de clauses
unitaires, soit il existe deux clausesi et —A’ de S qui s'unifient, alorsS est insatisfiable, soit
il n’en existe pas, lagsolution termine sans produire la clause videy est donc satisfiable. On
note en particulier que ceci fonctionne en temps polynariiadification du premier ordrétant
décidable en temps polynomial &me lireaire).

7.3 Laclasse de Bernays-Sdcmfinkel

C’est la classe des clauses dont le€idtx sont de la forme-P(¢4,...,t,), ou chaque
termet; est soit une variable, soit une constante. Il n'y a pas de sigrde fonction d’ari non
nulle, 'univers de Herbrand est donc fini. On peut doécider tout ensemblg de clauses dans
cette classe en listant I'ensemble (finid) | de toutes les instances clauseél@ments des,
et en Esolvant le prolime de satisfiabift resultant. La satisfiabit propositionnelle est NP-
compkte, etS | est en @réral de taille exponentielle en la taille de en fait la satisfiabilé de
la classe de Bernays-Siatifinkel est NEXPTIME-comggite.

Bizarrement, on ne sait pagécider la classe de Bernays-8dfinkel par aucun raffinement de
la résolution. Le sous-cas de Horn estitlable, dans DEXPTIME, par hypésolution positive :
on ne produit qu’'un nombre au plus exponentielle de claus#aires.

La classe de Bernays-Sififinkel est exactement la classe des mises en formes @ausal
de formules de la formé@zy, ..., 2 - Yy1,. .. Yn - F(21, ..., T, Y1, -, Yn), OU F €St sans
guantificateur et ne contient que des variables comme ter@weglit traditionnellement que
cette classe est feagmentg*V* de la logique du premier ordre.

7.4 La classe d’Ackermann

De méme, la classe d’Ackermann est le fragmént3*. Les clausesasultante§’ contiennent
au plus une variable, et consistent en des Bitaux de la forme:P(¢,, ... ,t,), ou chaquée; est
une constante, ou la variable ou un terme de la formg(z) (avec la n@éme variabler).
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On peut montrer que lgsolution ordoné@e termine sur des ensembles de clauses de cette
forme. Définissons lgrofondeurd(t) d’un terme ou un atomepard(x) = 0, d(f(t1,...,t,)) =
maxi<;<n d(t;) + 1, et posonsA > B si et seulement si(A) > d(B). On peut alors @montrer
gue > est un ordre stable, que towsolvant ordon@ entre clauses de la forme ci-dessus est
encore de la forme ci-dessus, et que d’autre part il 'y amuaombre fini (exponentiel...) de
clauses de cette forme. La classe d’Ackermann est decicldble, en DEXPTIME.

7.5 Divers

Le fragment3*v*3* est incecidable, mais un certain nombre de sous-fragments &widat
bles. Notamment le fragmeftvv3* (la classe de Gdel), ou le fragment d’ensembles de clauses
obtenues partir du fragmenfi*v*3* restreints aux clausesau plus deux liiraux (la classe de
Maslov). On pourra consulter [JJ76]. Montrer que ces deagsgs sontatidables est difficile.

Le fragment des formuleséfiniesa l'aide de deux variables seulement estidable lui
aussi, mais le fragmer# trois variables est ir@tidable. (Il s’agit ici de @&utiliser au maxi-
mum les némes variables dans les diverses quantifications. Par ésevhpy - (P(z,y) =
Jdz - (P(y,z) AVy-—P(x,y))) est une formulé deux variables ety.) La décidabili& du frag-
menta deux variables pe@tre montee par esolution ordonée, en utilisant une forme clausale
définitionnelle (voir annexe C).

De méme, lefragment garé de de Nivelle est &idable paré&solution ordonae [dN98]. Il
s’agit des formules de la forme

F = £P(z1,...,2,)|FAF|FVF
| Vai,...,x - P(ry,...,2,) = F
| T,z - Plxy, ..o x0) A F
ou, dans les deux de®mes lignes, les variables libres déesont toutes dangzy, ..., z,}, et

1<a,,...,2;, <n.
On pourra consulter [FLHTO1] pour un panorama des clasgegldbles de la logique du
premier ordre.

7.6 Laclasse monadique

La classe monadique estfthie traditionnellement comme la classes des formulea figine

F = £P@)|FAF|IFVF
| Vo F|3z-F

A part la restriction que les arguments des symboles éeipats sont des variables, comme dans
les classesé&tidables mentior@es plus haut, la restriction essentielle de la classe nunadst
gue tout symbole de pdicatP est darité 1.

Montrer que cette classe edtaidable est facile. Soiedt,, ..., P, les symboles de pdicat
(unaires). Soit/ une structure quelconque, de domaibe: pour chaque, 1 < i < n, Ip,
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est un sous-ensemble d& A chaque valeur de D, on associe une suitgv) de symboles
+,,+9,...,£,, définie par +; vaut+ siv € Ip, —siv ¢ Ip,. Il estalors facile de voir que, pour
toute formule monadiqué’ construite sui”,, ..., P,, la valeur de @rité deF' dans I'environne-
mentp ne cepend que des(p(z)), = libre dansF'. Si F' est satisfiable, et a un melé I de do-
maineD, elle a alors un maglefini, dont le domaine est 'ensemble d€s), v € D. Ce moele
est de taille au plug™, ou n est le nombre de pdicats distincts dé'. Une facon de tester la
satisfiabilie deF’ est donc de deviner un ensemiblale symboles-,, +», ..., +,,, et de tester si
F estvraie surle magle / de domaineD ettel quelp, = {£1,...,+; 1,4+, tit1,..., £a|V] #
i-£; € {+,—}}. La classe monadique est donecitlable en NEXPTIME. De plus, cet al-
gorithme est thoriquement optimal : la satisfiabéitde formules monadiques est un perhke
NP-complet.

Cet algorithme est cependant @&trement lourd. En fait, il fonctionne en un temps qui est
toujours le pire possible. On va voir (superficiellementiogupeut transformer ce probine en
un probEme de satisfiabiit de clauses, que I'on pewsoudre pargsolution. Le premier et
est que I'on peut egper trouver des preuves pasolution plus rapidement qu’en temps non-
déterministe exponentiel dans les cas pratiques. On versa&ion 6.7 que ceci hous permettra
de plus une comghension plus fine de la relation entre classe monadiquéahates d’arbres.

La mise en forme clausale (standard) d’'une formkilele la classe monadique fournit des
clauses qui ont une forme partioée. Si I'on met d’abord®” en forme pénexe, on obtient une
formule de la forme)z; - ... - Q,z, - G, ou G est une formule sans quantificateur, etdgs
sont des quantificateurs, dafis, v}. Si 'on skoEmise maintenant, on obtient la formulér,
ou o est la substitution qua z; associez; si ); = V, etg;(Z,«;) Si Q; = 3, ou les symboles
de fonctionsy; sont dewa deux distincts, ef; ; denote la liste de toutes les variablggelles
quej < 7 etQ; = V. Il ne reste plus qél mettreGo en une forme clausalg. CommeF’ est
monadique, les atomes d& et donc deS sont de la formeP(z;) (avecQ,; = V) ou de la forme

P(f(%y<;)). Renunérotons les; tels que(); = V, et appelons-les,, ..., z,, dans cet ordre.
Renungrotons aussi leg sous la formefy, . . ., f,. Les atomes d§ sont donc de la forme(x;)
ouP(fi(z1,...,2y,,)), avecd <ny <...<n, <m.

NotonsC I'ordre sur les termes platini par : f (X, ..., X,,) C g(Y1,...,Y,) si et seule-
ment s'il existe un entiek, 0 < k < n, tel que{X,...,X,,} = {¥1,...,Y:}. Par exemple,
f(X) T g(X.,Y),a C f(X), g(X,X) C g(X,Y), maisg(X,Y) Z f(X),g(X.Y) Z g(X,X),
f(Y) £ g(X,Y). Il estclair que toute clause deest fornée d’atomes’(¢), ou ¢ est une variable
ou un terme plat.

Toute clause ainsi obtenue a donc ugeamposition en blocs d’une des deux formes :

1. Une-bloc
+HP(X)V...V£,P,(X)

oun > 0, et tous les pgrdicatsP; sont appligésa la meme variableX ; on notera souvent
B(X) une-bloc dont la seule variable libre (si elle existe) &st
2. Ou undransitionétendueale la forme

\7 +,P(t;) vV B1(X1) V...V B,(X,)
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oum > 1, lesB;(z;) sont des-blocs, leg; sont des termes plats tels que
-t Lt .. .Eiln,
— etXy,..., X, sonttoutes libres darts,.

En fait, la mise en forme clausale de formules de la classeadique produit rame des clauses
un peu plus particudires, au senstoles X; sont distinctes deu& deux dans les clauses com-

plexes.
Par exemple, considons la formule monadique

(Vo - E(z) = I(x))
A (va;,y-az-{ I(y) = (I(«

A (Ve,y-3z- (I(x)
A Fu,v- E(w) A P(u) AQ(v) A —I(u)

(Vo - —E(z) vV +I(x))

AN | Ve,y-dz-< A
A

(

(

(

( { (—1( )
AN | Ve,y-3z-¢ AN (=1(2)V+I(x))
A (I )

A Fu,v-+E@W) A+P(u) AN +Q(v) A —I(u)
Mise en forme clausale, cette formule devient :

—E(X)V+I(X)
~I(X)V —I(Y)V +I(c(X,Y))
~I(e(X,Y))V —I(Y)V+I(X)
—P(X)V=Q(Y)V+E(c(X,Y))

V—I(Y) vV H+I(p(X,Y))
YY)V +I(X)
V)V +I(Y)

+P(m)

+Q(k)
—1(m)

ou m et k sont deux constantes, etet p sont deux symboles binaires. Noter que, si I'on lit
c(X,Y) "X chiffreavecla@Y” etp(X,Y) “paire X, Y”, les 7 premeres clausea |'exception
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de la quateme cefinissent exactement les capasiteductives/ d’'un intrus de Dolev-Yaa
partir d’'un ensemblé’ de messages dont il dispose.

La premere clauser-E(X) V +I(X), est une-bloc. On incite le lecteua \érifier que toutes
les autres sont des clauses complexes.

Le point important est que les clauses obteraupartir de formules monadiques, de types 1
ou 2 cecrits plus haut, ressemblent beaucoup aux clauses aifoegtjue nous avons vues en
section 6.4. Ony a ratke la condition selon laguelle tous leslevaient avoir le lame ensemble
de variables libres, au profit de la conditignC ¢, C ... C ¢,,, t,, cOntenant toutes les variables
libres de la clause. Les@&mes techniques qu’en section 6 montrent quésalution ordonae
(pour =) avec €lection,élimination de tautologies et de clauses subsesnlireairement, et
splitting, termine en temps noreterministe simplement exponentiel. (On laisse I'adémtadu
theome 16 en exercice.)

Le cas de la restriction de Horn de la classe monadique ge taiien temps éterministe
exponentiel. (De nouveau, on laisse I'adaptation @ogme 18 en exercice. On d@tendre~
de sorte que C u impliquet <; u.) De plus, toute formule monadique de Horn éduit (en
temps exponentiel, adaptation déteme 20 laisse en exercice) en un automate d’arbres avec
contraintes cégalies entre feres.

8 Approximations d’ensembles de clauses de Horn par auto-
mates genéralises

Lalogique du premier ordre estiadidable (section 7.1), mais ceci ne doit pas noussemer
de tester si un ensemble de clauSenree en ente est satisfiable ou non. Il y a deux approches
typiques de ce probme :

— Ultiliser une néthode de @monstration automatiqummpkte comme la esolution et ses
raffinements. Ceci @t le sujet des sections 3, 4, et 5, mais souffre @fiaut qu’aucune
stragégie de @monstration automatique ne terminera sur tous les cas.

— Ou utiliser des techniquesapproximation c’esta-dire des algorithmes dé&chonstration
A qui peuvent se tromper. En d’autres termgg,S) répond “oui” ou “non”, mais on
s’autorisea ne pas demanderla fois la correction (si lagponse est “non” alor§' est
insatisfiable) et la comptude (siS est insatisfiable alors I&ponse est “non”). Le gain est
gue I'on peut esgrer une garantie de terminaison.

Dans la suite, nous ne conéi@rons que des approximations qui terminent. Il y a alotsxde
types d’approximations :

— les sous-approximationsl sont correctes mais pagcessairement conmgiks. SiA(S)
retourne “non”, alorsS est insatisfiable, sinon on ne sait rien.

En termes de @rification de protocoles cryptographiques par exemple,sgus-approxi-
mation est telle que s4(.S) retourne “non”, @ .S décrit un protocole cryptographique, les
hypotheses deécurig et les prop@tesa prouver, alors il y a une attaque sur le protocole,
de facon @re. En revanche, sil(S) retourne “oui”, on ne peut pas garantir kecsirie du
protocole.
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Trouver une sous-approximation est facile. Il suffit dedest sur des modles finis par
exemple. Autrement dit, il suffit de&dinir une interpetation de Tarski quelconque de
domaineD fini non vide, et de testef = S en temps polynomial en la taille deet de
D. Plus finement, on peugdinir le domaineD, fixer les €mantiqued; des symboles de
fonction f, mais pas les&@nantiquedp des symboles de @dicats ; on peut alors tester
s'il existe un moele I de S avec lesD et lesI; fixés enénunerant toutes les instances
de clauses d& lorsqu’on remplace les termeéspar leurs valeurd [t] p; on se rar@ne
ainsi au prob#me SAT de satisfiabifitde formules propositionnelles, qui est NP-complet
(polynomial dans le cas de clauses de Horn).

— Lessur-approximations4, d’un autre 6té sont comgtes mais paséatessairement cor-
rectes : siS est insatisfiable, alorgl(S) =“non”. En renversant la proposition, st(5)
retourne “oui”, alorsS est satisfiable, sinon on ne sait rien.

En termes de @rification de protocoles cryptographiques, une sur-appration est telle
que siA(S) retourne “oui”, a1 S décrit un protocole cryptographique, les hypedls de
securig et les propétesa prouver, alors il n'y a pas d’attaque sur le protocole, d®ifa
slire. On obtient ainsi ungreuve de 8curite.

En revanche, si(.S) retourne “non”, on ne peut pas garantir qu’il y ait une atequ
Notre but dans cette section est dedre une famille s ¢grérale de sur-approximations,
fondées sur la thorie de la section 6.

Remarque 8 A noter gue I'on peut ogrer une fertilisation croige entre les deux approches. Nos
sur-approximations vont transformer des ensembles desela@rérales.S, en des automates
d’arbres cgeréralisésS. On peut @cider de la satisfiabilé deS. SiS est satisfiable, alor§, sera
satisfiable (d’a une preuve deéurite, dans le cas des protocoles cryptographiques) 8st
insatisfiable, on peut cependant, au moins dans le cas de,ldonvertir le sous-ensemble des
clauses éfinies de5, qui est toujours satisfiable, en un nédel fini (voir remarque 7). Ce dernier
mockle peut ensuitétre utilise, au moins en principe, par I'algorithme de sous-approxiora
décrit plus haut pour tenter de montrer qug est insatisfiable (c’est-dire I'existence d’'une
attaque, dans le cas des protocoles cryptographiques).

8.1 Types descriptifs

Nous pésentons une famille e&mement efficace d’approximations pour le pesbé de la
satisfiabilie : lestypage descriptifdl s’agit de familles d’algorithmes de typage de prograreme
Prolog, c’'esta-dire d’ensembles de clausesfidies, qui tentent deétouvrir les types des va-
riables qui nénenta une @duction éussie d’un but dorin Par exemple, congdons I'ensemble
de clauses:

double(0,0) double(S(X),S(S(Y))) < double(X,Y)

Il est facile de se convaincre que les seules formuéeivables de la forméouble(m,n) sont
telles quen est un entier en unaire, etest un entier pair, qui vaut le double de

Un mécanisme de typage descriptif est un moyen d’attrildueinaque variablé’ de chaque
clause urtyper, c’esta-dire un ensemble de termes clos, tel que toute utilisatela clause
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dans une éduction instancier&” a un terme du type (plus peci€ment, un terme dont toutes
les instances closes sont dar)sDans I'exemple ci-dessus, on peut ainsi attribtgf dans la
deuxiéme clause le typ&'at des entiers unaires atY le type Fven des entiers pairs. Nous
avions dkcrits ces types en section 6.7 par les contraintes enssasii

Nat =3(Nat) U0 FEven = S(S(Even))U0
Connaissant ces types, on constate que, si on ajoute awgeslaiddessus la clause
1 <« double(X,S(0))

il N’y a aucun moyen de &Huire le faux. On peut bierlisle voir en lancant un des outils de
démonstration automatique menti@mplus haut. Mais c’est encore plus visible par typage :
si on pouvait é@duire le fauxl, ¢’auraitétt avec une valeur paire du deamie argument de
double, par typage. Mais on ne peugduire L. qu’en passant la valeur(soit S(0)), qui n'est
pas paire.
Il n’est a priori pas facile de trouver de tels types destgpfruhwirth et al. [FSVY91]
proposent une Bgthode ex@&mementelegante et comptement automat®. Elle proede en
trois étapes, consistaattransformer I'ensemble de clauses inittglen un nouvel ensemble de
clausesS décrivant les types des variables.
— On cée un nouveau pdicattype, prenant un argument, et autant de symboles de fonc-
tions fp qu’il y a de symboles de pdicatsP dans I'ensemble de clauses de cepart.
L'id ée est queype(fp(t1,...,t,)) sera @ductible de5 si P(t4, ... ,t,) est ceductible de
So : type décrit un sur-ensemble de toutes les formuigs, , . . ., ¢,,) déductibles de,,.

— Pour toute claus€' de S,, de la forme

P(tl,...,tn) <:Pl(tlla---7t1n1)7---7Pm<tm1a---7tmnm)

et chaque variable libr& de C, on cée un pedicattype- C- X, prenant un argument.
L'id ée est quecype- C- X (t) sera @ductible deS si ¢ est une valeur possible pour la
variable X dans une éduction utilisant la claus€’, comme dans I'exemple ci-dessus.

SoientX;, ..., Xj les variables libres dans late P(¢4, . . . , t,,), listées de gauchedroite.
(Il est possible qu’'une &me variable soit donc lisé plusieurs fois.) Soienf, ..., Y, des
variables fréches, et distinctes deuxdeux. Soient,, ..., ¢, les termesg;,...,t, ou X;

est remplaée parY;, 1 <i < k. On remplace alor§' par les clauses :
type(fp(ti,...,t,)) < type- C- Xi(V1),...,type- C- X(Y2)
type- C- X1(X1) < type(fp (ti1,---,tin,)),---,type(fr, (tmi,- - tmn,,))
type- C- Xi(Xy) < type(fp (ti1s---sting))s-- - type(fr, (tmis- - tmn,,))
Par exemple, en partant des clauses ci-dessus, on obtient :
type( faounre(0,0))
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type(faow1e(8(X),8(8(Y))) <« type- Ca- X(X), type- Co- Y (Y)
type- Co- X(X) <= type(faoure(X,Y))
type- Co- Y(V) < type(faowie(X,Y))

On peut se demander quel est 'avantage @wick les types des variables d’un ensemble de
clausesS, par un autre ensemble de clauses. ll&sime en ceci : savoir si un type est vide est
décidable, et le prokime est DEXPTIME-complet [FSVY91]. (Le lecteur est igwt montrer
gue la vacuié des programmes uniformes déiRwirth et al. est cecidable en temps exponentiel
par les arguments de la section 6.5.)

On pourra erifier que I'ensemble de clauses ci-dessus est tel que ¢mdgnreconnu en
type- Cy- X est exactement le typ¥at, et le langage reconnu emype- Cs>- Y est exactement
le type Even des entiers pairs.

8.2 Approximations par formules monadiques

Dans le néme esprit, on peutéinir une proédure de sur-approximation valide pour tout
ensemble de clauseséme si elles ne sont pas de Horn. (Cette pdare sera similaire dans
I'esprit & celle de la section 8.2, mais ne coincide pas exactemestelaas de Horn.)

Faisons I'hypotkse que tout jdicat est unaire. C'est I'hypatkse que nous faisons depuis la
section 1. L'utilisation du grdicattype de la section 8.1 est une fagcon de ramener le éasrgl
au cas unaire.

Définissons maintenant unérge de transformations sur des ensembles de clatis&ant
qu’il existe un terme qui n’est ni une variable ni un terme plat dans une clause Cy VvV £ P(t)
de S, posong = f(ti,...,t,), pUis:

1. Si+ est le signe-, créern prédicats unaires frai;, 1 < j < n, et remplacer’ dansS
par lesn + 1 clauses :

CoV —=Pi(t1) V...V —=P,(t,) (25)
—P(f(X1, . X)) VHP(X;)  (1<i<n) (26)

ou Xi,..., X, sontn variables distinctes deuxdeux.

2. Si+ est le signer, créern prédicats unaires fraig;, 1 < j < n, et remplaceC' dansS
par lesn + 1 clauses :

+P(f(X1,...,X,)V—-Pi(X1)V...V—=PFP,(X,) (27)
Co V +P;(t;) (1<j<n) (28)

Si S’ est obtenue par un tel remplacemétivonsS ~» S’. La relation~» termine. En effet, soit
|t| la taille du terme, définie pan X| = 0, | f(t1,...,tn)| = 1+ |t + ...+ |tn], etlataille d’une
clauset | Pi(t,) V...V £, P,(t,) pard_;_, |t;]. Alors S ~ S" implique que le multi-ensemble
des tailles des clauses deest strictement plus grand que celui des tailles des claiesg’s

57



Il est aussi facile de voir que $i ~ S’, alors S’ implique S, c’esta-dire que toute maxe
de S’ est un modle deS. C’est parce que la clause rem@ac’ est un ésolvant (non ordor&)
desn + 1 clauses (25) et (26), respectivement (27) et (28). (Le ledtgeress pourra argliorer
la procdure en constatant que I'on n’est pas oblig ceéer lesX; distinctes dewa deux, mais
qu’il suffit d’'imposer quel; # t; implique X; # Xj.)

SoitS; une forme normale (pous») quelconque dé, : Sy ~* Sy, etS; »4 S’ pour aucurt’.
S, est de plus obtenu en temps polynongigdartir deSy, et.S; implique Sy. Si S; est satisfiable,
Sy est donc satisfiable.

Bien queS ressembl& un automate d’arbre€gerali€, il se peut qu’il n’en soit pas un. En
effet, S peut contenir une clausé de la formeCy vV L, V L, ou L; et L, sont deux littraux
ayant des ensembles de variables libres distincts maisismmnds.

Il'y a ici deux possibilies. La plus pgcise consista transformer ce type de clauses en les
clauses :

CoV —type (h(X1,..., X))
+type_(h(X1, . 7Xn)) V L1 V L2

si L, et L, sont des littraux regatifs, et en :

CYO \v +type+(h(X17 s >Xn>>
_typeJr(h(Xl? s 7Xn)) v Ll \ L2

si L; ou L, est positif, @ h est un symbole de pdicat frais. Ce processus termine etgarve
la satisfiabilie, et aboutii un ensemble de clauségiu type de celles obtenues en section 7.6,
c’esta-dire des clauses dont les blocs sontdbkcs ou des transitiorestendues.

On peut aussi directement produire un automate d’arbeesrgli S (a splitting pes) en
remplacantC parC, V L, vV Cy vV Li, ou Cj V Li, est un renommage d&, V L, qui ne partage
aucune variable libre avet, v L,. Noter queC, vV L, vV C{ v L, implique Cy V Ly V L, car
cette derrgre est un facteur de la preené. L'itération de ce processus termine encore en temps
polynomial.

Dans les deux cas, I'ensemble de clauses fihast obtenu en temps polynoméabpartir de
S, etS impliqueS,. Si S est satisfiableS, est donc satisfiable. L'algorithme prenaijten entee
et retournant “oui” siS' est satisfiable, “non” sinon est donc un algorithme de spr@apmation,
qui termine.

Dans le cas @ Sy est un ensemble de clauses de Horn, la @doce d’approximation ci-
dessus fournit toujours un ensemble de clauses de Hornréhess onéte congues dans ce but.)
Ceci nous permet d’obtenir une garantie de terminaisonrapgesimplement exponentiel, et de
retrouver des maeles descriptibles par automates d’arbres avec contsaiféégali€ entre feres
(remarque 7) dans le cas § est satisfiable.

8.3 Amélioration de la précision

On peut se demander si laéthode d’approximation des ensembles de clauses de Horn par
des automates d’arbres avec contraintégdli€ entre féres de la section 8.2 est suffisamment
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précise. Il arrive, et notamment dans le cadre degafication de protocoles cryptographiques,
que ce ne soit pas le cas. Autrement dit, I'algorithme deagpyroximationA(.Sy) répond “oui”
trop souvent alors qu§, est insatisfiable.

Cependant, certaines transformationslipninaires de I'ensemble de claus&saneliorent
grandement la j@cision de I'algorithme de typage de la section 8.2. On @otonsulter [Gou02],
section 4.5 pour une justification de I'éét de ces transformations. Toutes ces transformations
operent sur des ensembles de clawe$iorn

Inlining L inlining est une technique venant de la compilation des langage®dspimation,
adapée au cas de Prolog. L& est que, si I'on a plusieurs clauségicies

C1V —P(ty)

C V —P(t)

ce que I'on peut voir comme plusieurs endroits dans le progra ai I'on appelle le sous-
programmeP, on peut remplacer les appels(¢;) par la ckfinition deP. Autrement dit, si les
clauses éfinies dont lagte est de la formé(...) sont:

P(ul) = B1

on peut remplacer la claugé VvV —P;(¢;) par les clauses
(Cz V Bj>0ij

ou o;; est le mgu de; avecu,, S'il existe.

Cette stragie intuitive est cependaatla fois trop néve et trop compligge. De facon plus
simple, poutinliner un pdicatP, on liste d’abord les clausés,, ..., C, qui ont un litéral de
la forme—P(...) mais aucun de la forme P(...). On ciee ensuite: nouveaux pedicatsp, . . .,
P,, et on remplace” par P, dansC;, pour chaque entrel etn. La secondetape consista
creer les clausesdfinissant les nouveauxgaticatsP;, en recopiant la &finition deP et de tous
les pédicats utili€s parP, remplacant? par P;.

Formellement, soiP(P) le plus petit ensemble degxticats contenan® et tel que si) €
P(P) et il existe une clause de la formg(...) < Qi(...),...,Qum(...), @lors@y,...,Q, €
P(P). Soit aussC(P) 'ensemble des clauses dontédéd est de la formé)(...) avecq € P(P).
Pour cefinir P; il suffit de, d’abord, ceer de nouveaux pdicatsQ’ distincts dewa deux, pour
chaquel € P(P;), 1 < i < n, ensuite de &er pour chaque clausé € C(P), la clause obtenue
en remplacant tout pdicatQ) apparaissant darfs parQ’.

Cette néthode est appéet inlining, parce qu’elle correspond exactemiefd technique d’in-
lining de pro@dures en compilation, ici add@gata Prolog. Linlining produit un ensemble de
clauses5; a partir d’'un ensemble de clausgs tel que, pour tout @dicatnon inline P, P(ty, ..., t,)
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est ceductible deS, si et seulement s’il estadiuctible deS; : c’est en cela que I'inlining est cor-
rect.

L'intérét de I'inlining est que I'on remplace le calcul du langageoreu enP, ce qui inclut
les valeurs des arguments Berenant de toutes les clauseés . . ., C,, de fagon non discrimiee,
par les langages reconnus By .. ., P, sepaément.

Partitionnement Le partitionnement consisteconstater que toute variabtea pour vocation,
dans la 8mantique de Herbrand,étre instand@e par un terme clos, qui est donc de la forme
f(ty, .. tn), f € 5, tq,...,t, termes closEtant donie une clausé, et une variableX libre
dansC', on peut donc remplacer la clauSepar les clauses

CIX == f(Xy,..., X,)]

lorsque f parcourty, et X, ..., X, sontn variables fréches, distinctes deux deux,n étant
larité def.

On peut utiliser cetteagle de transformation avant de lancer @mubnstrateur automatique.
Mieux : l'utilisation de la Esolution ordonee avec 8lection et de cetteegle est un raffinement
complet de la&solution, comme on s’en convaincra en adaptant la preutieed@me 8.

Il est cependard noter que I'utilisation de cettégle au plusat provoque la non-terminaison
des queX contient un symbole de fonction d’a&inon nulle. En revanche, si tout symboleXie
est une constante, alors kasolution plus cetteegle fournit une proedure de écision pour la
classe de Bernays-Sahfinkel.

Cette transformation est davantage utile dans un cas, ty¥ptoute variable ne petlétre
instancée que par des termes d@me type qu’elle. On consultera [Gou02].

Le partitionnement @serve tous les plus petits mads de Herbrand, mais pasaessairement
les autres mogles.

Ensembles magiques Une autre transformation classique en Prolog est celleedsembles
magiquesElle est utile en particulier en conjonction avec la transfation par partitionnement,
qui a tendance@ engendrer de nombreuses clauses qui ne seavagrh dans aucuneedvation.
La technique des ensembles magiques permet de guider krcbelde preuves [BMSU86].

La technique est relativement simple encore une fois. SagrEogque nous ayons une clause
A < By,...,B,. Creons de nouveaux symboles dédlicats (que nous reggsenterons en ajou-
tant le péfixemagi c- ). La formulemagi c- A intuitivement sera vraie si on estime avoir besoin
de prouverA. On modifie alors la clause ci-dessus en la clause

A:- magic-A, By,...,B,

qui exprime que I'on n'aura le droit d’utiliser cette claupee simagi c- A est vraie, c’esk-dire

si on a demangla prouverA. La technique estlegante, dans la mesura bon peut ainsi guider

la recherche de preuve de sorte qu’elle ne cheéctieriver que des formules qui ont une chance
de servira la preuve, sans avoir se plonger dans de&tdils algorithmiques : le formalisme
logigue se charge de tout.
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On doit aussi rajouter des clauses exprimant kgsethdances entre formules. ©crira no-
tamment :

magi c- B; < nmagic-A
magi c- B, < magic- A

magi c- B, < magic-A

Autrement dit, si on a besoin detdver A, on a a prioria ceriver By, ..., B,. Ce sont les
ensembles magiquédnagic sets”). Le raffinement dewotifs magique$‘magic templates”)
introduit une interaction non triviale avec la recherchepdeuve proprement dite. Au lieu des
clauses ci-dessus, @arit :

magi c- By < nmagic- A
magi c- By, < magi c- A, B

magic-B, < magic-A,B,...,B, 1

Autrement dit, si on a besoin dedver A on doit ceriver B;. Mais on n’aa ceriver B, que Si
d’'une part on a besoin deedver A, mais aussi si d’autre part on aussia prouverB;.
Il est finalement cessaire d’ajouter une clauskensemble de clauses transf@exprimant
quel est le @ésultat que nous souhaitonsndontrer. Si I'on souhaiteérifier qu’il existe un terme
t tel que P(t) soit vrai dans le plus petit méte de Herbrand de I'ensemble de clauses qu’on
s’est dong, on va ajouter la clause
1 < P(X)

ainsi que la clause magique
magi c- P(X)

On consultera [BMSU86] pour le cas de formules du premiereofavec variables). Ce n’est pas
spécialement plus complidgu

Ces transformations negservent la @rivabilite que des atomeB(t4, ..., t,) pour lesquels
on a ajoué la clauseragi c- P(ty,...,t,). Ceci se @montre par&currence sur les arbres de
dérivation de clauses buts obtenus par hy@sslution positive (exercice).
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A Quelques résultats fondamentaux

A.1 Théoreme du point fixe de Tarski

Unerelation d’ordre < sur un ensemblé, est une relation binaireeflexive ¢ < x), anti-
symetrique (six < y ety < x alorsz = y) et transitive (sir < y ety < z alorsz < z). On dit
aussi qué L, <) est unensemble ordoré

Pour toutF' C L, unmajorantde F' est unélementz de L tel quex > y pour touty dansF'.
Uneborne sugrieurede F' est un majorant plus petit que tous les autres. Si elle eXasteorne
superieure def’ est unique, par antisy@trie de<, et on la notera | F'. Elle est caraérisee par
les proprétées :

Vye F-y<|]|F (29)
Ve - WVyeF -y<z)=||]F<z (30)

Similairement, uminorantde F' est unélementz de L tel quex < y pour touty dansF'. Le
plus grand des minorants d¢ s'il existe, est ldborne inkrieure[ | F de F.

Un ensemble ordor@n L, <) tel que toute partié’ de L a une borne si@rieure et une borne
inférieure est appéluntreillis complet On pourra remarquer qu’il suffit de demander que toute
partie I ait une borne sugrieure ; dans ce cas la borneérieure existe toujours, €f F' est la
borne suprieure de I'ensemble des minorantsideSymetriquement, il suffit de demander que
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toute partief” ait une borne iréirieure ; dans ce cas la borne étipure existe toujours, ¢t F
est la borne irérieure de I'ensemble des majorantside

Une applicationf : (L,<) — (L/,<’) estmonotonesi et seulement si < y implique
f(z) < f(y). Pourtoutef : L — L, unpoint fixede f est unélementz de L tel quef(x) = x.

Théoreme 23 (Tarski) Soit(L, <) un treillis complet, etf : (L, <) — (L, <) une application
monotone. Alorg a un plus petit point fixe, et un plus grand point fixe.

Démonstration.Soit Post( f) I'ensemble depost-points-fixede f, c’esta-dire de€lementse
deL tels quef(z) C z. Post(f) est non vide, carl est un post-point-fixe d¢, ou T =[]0 est
le plus grancelement del..

Posonsey = [ | Post(f). Pourtoutr € Post(f), zo < z, doncf(zy) < f(x) puisquef est
monotone, dong(xy) < z puisquef(x) < z (définition dex € Post(f)). Donc f(xy) est un
minorant dePost(f). Commez, est le plus grand des minorants Best(f), f(zo) < xo. Mais
ceci signifie query est dansPost(f) : zo est leplus petitpost-point-fixe.

Commef(xqy) < o, par monotonief (f(xq)) < f(xg), doncf(z,) est un post-point-fixe de
f. Commez, est le plus petitzy < f(zo). Par antisyratrie,zy = f(x,), doncz, est un point
fixe de f. Comme tout point fixe est un post-point-fixg, est donc aussi le plus petit point fixe
def.

De méme,| | Pre(f) est le plus grand point fixe dg ou Pre(f) est 'ensemble depré-
points-fixegle f, c’esta-dire de€lements: de L tels quer < f(z). O

On peut néme émontrer que I'ensemble des points fixesfderme un sous-treillis complet de
(L, <).

Notonsz > y si et seulement st > y etz # y. Un treillis complet a lacondition de chine
croissantesi et seulement s’il n’existe aucune @ha croissante infinie; < z; < ... < x; <
...,ona:

Proposition 24 Soit (L, <) un treillis complet ayant la condition de chme croissante, ef :
(L, <) = (L, <) une application monotone. Alors le plus petit point fixefdest| | . f"(L),
ou L =| |0 estle plus petielement dd..

Démonstration.Posons: = | |, f™(L). On remarque qué¢”(L) < f**!(_L) pour toutn, par
récurrence sun. C'est vrai poum = 0, parce quef®(L) = L est le plus peti€lement del.
Ensuitef"~1(L) < f*(L) entrdne f*(L) < f**1(_L) par monotonie d¢.

La suite(f"(L)), .y €St donc croissante. Par la condition deinbacroissante, elle est finie,
c'esta-dire qu'il existe un entieN tel que pourtout. > N, f*(L) = fN¥(L). Doncz = fN(L).
Il s’ensuit quef(z) = fN*1(L) = f¥(L) = z, doncz est un point fixe de¢f.

Soity un autre point fixe d¢. Onal < ycar_L estle plus petiélement dd., doncf™ (L

<
f"(y) pour touty, car f est monotone. Dong = | |, /"(L) < ey " (W) = Upeny = ¥
(cary est un point fixe). Done est le plus petit point fixe dé. O

La preuve montre que, dans ce cas, le plus petit point fixeekt en faitcalculable(pourvu que
f soit elle-méme calculable) par le programme :
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T = _1;
tant que (y := f(2), y # 2)
Ti=y;

A.2 Arbres et lemme de Konig

Un ensemble ordorn L, <) est ungforét si et seulement si :

— Pour toutr dansL, le segment initial: |= {y € L|y < z} est totalement ordo@npar
<. On dit qu'un ensemblel esttotalement ordon@par < si et seulement si, pour tous
r,y€e A,x <youy < .

— D’autre part, tout sous-ensembtenon vide del, a unélement minimal. Urelementz est
minimaldansX si et seulement si le se@lementy € X tel quey < x estx.

Un arbre est une foét qui a un uniqué&lement minimal, appéllaracinede I'arbre.

Pour toutz dansL, lessuccesseurde x sont leselements minimaux déy € Lijz < y,x #
y}. On noteSucc(z) 'ensemble des successeurs:deSi L est une foét, soitz est maximal, et
I'on dit que z est unédfeuille de la folt L, soitz a au moins un successeur.

Une foét L esta branchement fingi et seulement si, pour toutt Succ(x) est un ensemble
fini. Une branched’un arbre L. est une suite finie ou infiniey, 1 € Succ(xg), ..., i1 €
Suce(z;), ...; ondit qu'il s’agit d’'une branchissue dex.

Théeoreme 25 (Konig) Tout arbrea branchement fini dont toutes les branches sont finies est fini

Démonstration.Soit L un arbre infini,a branchement fini. On va construire une branche infinie
de L. Pour ceci, il suffit de construire une branche fimigz,, ..., z; pour tout; € N, telle que

{y € Lly > ;} est infini, par écurrence sut. Notons que pour tout, {y € L|y > z} est

un arbre, qu’'on appellera leous-arbrede L de raciner. Pouri = 0, on poser, la racine de

L. Sinon, on supposey, =1, . . . , x; construits. Comme le sous-arbre de racineest infini, et
qguez; n'a qu'un nombre fini de successeurs, il en exigeassairement un qui est racine d’'un
sous-arbre infini : soit;,; un de ces successeurs. O

Cet argument utilise, d'une fagon assez @&echest vrai, I'axiome du choix. Pour chaque N,
nous choisissons up; ; nous pouvons effectuer ceci sans I'axiome du choix, enneva dire
gue nous pouvons collecter tous ces choix en une uniqueestiexactement ce que I'axiome
du choix nous autorise. En fait, le lemme déri{g estéquivalenta une forme faible d’axiome
du choix, appe&t axiome des choix&pendants, et qui exprime que pour toute relation binajre
pour toutz, Si pour toutz; déja construit, il exister;,; tel quex; R x;,1, alors il existe une
suite(x;), telle quez; R x;,, pour touti € N,

A.3 Ordres bien fondées

Un ordre strict - sur 'ensemblel, est une relation binaire &flexive (¢ # x) et transitive
(sixz > y ety = z alorsz > z). Un ordre strict esbien fonc s’il n"admet aucune chiae infinie
décroissanter; > =, > ... = x; = .... Il S’agit d’un anglicisme [well-founded], que nous
préférons pour des raisons de ciagu mot frangaibon ordre
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Par exemple, I'ordre- sur les entiers naturels est bien fénd

Une cefinition équivalente d’un ordre bien foidest que tout ensemhlé non vide contient
un élément minimal pour<. En effet, si> est bien foné et X non vide, soitr; € X quel-
conque : sir; est minimal, alors c’est fini; sinon, il existe < z1, et sixz, est minimal, alors
on a encore ga@t sinon, il exister; < x, < 1z, etc. Ce processus doit terminer @prun
nombre fini détapes, fournissant weément minimal deX. Réciproquement, si tout ensemble
non vide X contient unéléement minimal, alors soik I'ensemble des: tels qu'il existe une
chdne cecroissante infinie = x; = 29 = ... = x; = ...; mais aucun: = x; de X ne peut
étre minimal, car, est encore dan¥’, doncX est vide et donc- est bien foné.

Une caradtristique des ordres bien foesl est que I'on peut raisonner gécurrencesur ces
ordres. Pour toute prof@é P, pour montrer que®(x) est vraie pour tout, il suffit de montrer
queP(z) est vrai sous I'hypotlse queP(y) est vrai pour touy < x. En effet, soitX I'ensemble
desx tels queP(z) est fausse. SP(x) n’était pas vraie de tout, X serait non vide, donc aurait
un éléement minimalz, qui serait donc tel que € X maisy ¢ X pour touty < z, c’esta-dire
P(z) est fausse mai®(y) est vraie pour touy < z, contredisant I'hypotbse que tout: tel
que P(y) est vraie pour touy < x véerifie P(x). Réciproquement, tout ordre qui admet un tel
principe de ecurrence est bien foedexercice).

Pour tout ordre strict, notons> la relation dfinie parxz = y si et seulement st = y ou
x = y. ll s’agit d’une relation dordre, c’esta-dire une relation binaire&flexive, antisyratrique,
et transitive. On dit que- esttotal si et seulement st est total, autrement dit si et seulement si
pourtousr,y,z < yoOuxr =y OUx > y.

Théoreme 26 (Zermelo) Pour tout ordre strict bien for&l- sur L, il existe un ordre strict bien
foncé total - sur L étendant-, c’esta-dire tel que pour tous, y, Siz > y alorsz>y.

Démonstration.Pour tout sous-ensemhlé non vide del, comme> est bien fond, il existe un
element minimal deX. Par 'axiome du choix, il existe donc une fonctigrgui a toutX C L
non vide associe ualément minimal deX.

Disons qu’un couplé X, >) formé d’'une partieX de L et d’un ordre strict> sur X est
adapeési et seulement si :

— > est un ordre total bien foredsurX ;

— > étend la restriction de- a X : pour tousr, y € X, siz = y alorsz > y.

L'ensemble des couples adaptest ordon@par (X, >) C (X', >') si et seulement si :

1. X CX/;
2. >' etend> a X', c’esta-dire que pour tout,y € X, siz > y alorsx >’ y;
3. X estun segment initial dgX’, >') : pour touse € X, 2’ € X', 2" > x.

Soit (X, >;),.; une chane quelconque de couples adegptc’esta-dire un ensemble totale-
ment ordon@ parC. Montrons que le§X;, >;) ont un majorant.X, >). En fait, nous pgtendons
que l'on peut choisitX' = (J,.; X;, etz > y si et seulement s'il existec [ tel quez,y € X,
etz >; y. ClairementX; C X pourtouti € I, > étend>; a X, et X; est un segment initial de
(X, >). Il ne reste qua montrer qué X, >) est un couple ada@tOr :

— > estiréflexive : si on avait: > x on auraitr >; x pourun; € I ;
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— > est transitive : sit > y ety > z, alors il existe:,j € [ tels quexr,y € X, y,z €
X;, x >; yety >; z. Comme les( Xy, >;) forment une chime, (X;,>;) T (X,,>,)
ou (Xj;,>;) C (X;,>;). Dans les deux cas, par les praes 1 et 2 ci-dessus, on peut
supposer qu'il existé < I (tel queX), est le plus grand dg(;, X;) tel quex,y, z € Xy,
x > y ety >, z, doncx >, z. Doncz > z.

— > est total : pour tous, y € X, comme leg X}, >;) forment une chime, il existek €
tel quez,y € X,. Alors comme>, est total,x >, y ouy >, x ouz = y, doncz > y ou
r<youzr=y.

— > est bien fond : soitY” une partie quelconque non vide de En particulier,Y” intersecte
au moins un desX;, i € I, donc il existe urelementy € Y N X; minimal pour>;.
Montrons quey est minimal dang” pour>. Supposons au contraire qu’il existelansy’
tel quez < y. Soitj € I tel quez € X; etz <; y. Si(X;,>;) C (X;,>;), alorsz € X;
etz <; y par les proptes 1 et 2, ce qui estimpossible. Sinon, alos, >;) C (X, >,)
par la propréte de chéne, donc par la propgte 3,y <; z, ce qui contredit <; y.

— > étend la restriction de- & X : soientz,y € X tels quer > y. Comme leq Xy, >)
forment une chime, il existek € [ tel quex,y € Xy, doncx > y puisque(Xy, >;) est
un couple adapt; doncz > .

L'ordre C est donc un ordrenductif : toute ch@ne a un majorant. Le lemme de Zoggivalent
a I'axiome du choix) exprime que tout ensemble ordomductif a unélement maximal.

Soit donc(X, >) un couple adagt maximal pour=. Si on avaitX # L, il existerait un
élementz, € L\ X, puisque- est bien fon@. PosonsY’ = X U {z,}, et cefinissons>’ par
x >"ysietseulementsi = xyety € X,ouz,y € X etz > y. Il est clair que>’ est un ordre
total bien fon@ surX’ qui étend-, donc(X’, >’) est un couple adapt D’autre part, il est clair
aussi qué X, >) C (X', >'), contredisant I'hypotbse de maximakt de(X, >). DoncX = L,
et > est donc un ordre total bien foaétendant- sur L. O

Dans le cas particulierto- est I'ordre strict vide  # x, pour toutz € L), le theoeme 26
implique que tout ensemble pegtire muni d’un ordre total bien foigd Ce dernier@sultat est
ce qui est usuellement appdk treoeme de Zermelo. C’est une c@uwgence de I'axiome du
choix, comme on I'a vu. Bciproquement, I'axiome du choix est cégsience du #oeme de
Zermelo : si on munif, d’un ordre total bien foné’=, toute partie non vid& de L a un unique
élement minimalnin(X), et la fonctionX — min(X) est alors une fonction de choix sir

Dans la suite, nous montrons quelques constructions penmtele combiner des ordres bien
fondésa partir d’ordres bien fongk plus simples.

Ordre lexicographique. Si = et =, sont deux ordres stricts, legroduit lexicographique
1 Xiex o €St fini par(zq, x2) (=1 Xiex =2) (¥1,y2) Si et seulement si

- X1 ~1 Y1,

— 0Uxy = yp etas >9 ys.

Si -, et, sont deux ordres bien fold, alors-; x;., =2 est bien foné. Soit en effetd un
ensemble non vide de couples y). Soit X I'ensemble{z|3y - (z,y) € A}. CommeX estnon
vide et est bien foné, il existe unelementz, minimal pour>; dansX. SoitY I'ensemble
{y|(zo,y) € A}. Y estnon vide par&finition dezx, € X, et contient donc uglément minimal
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Yo pour =, dansY’. Alors (xg,y,) est dansA, et est minimal pous-; X, >, finissant de
prouver que-; X, =2 est bien fond.

On peut aussi montrer que:si, et =, sont deux ordres stricts totaux, alots X;., >- est
total lui aussi (exercice).

On peut gréraliser et montrer que tout produit lexicographique d'amibrefini d’ordres
stricts bien fonés est bien fongl Ce n’est plus vrai pour un produit infini. Par exemplepsest
le produit lexicographique si¥Y, on a la suite infinie écroissante :

(1,0,0,0,...) > (0,1,0,0,...) > (0,0,1,0,...) > ...

Ordre lexicographique sur suites finies trees. Soit L un ensemble muni d’un ordre strict
bien fonc . Soit L* 'ensemble de toutes les suitps, . .., z,] triées c’esta-dire telles que
T X292 ... 1,

On céfinit I'ordre -* sur L*® par :

= [x1,...,zp] =[] Sin > 1;
=[xy, 0] = (Y1, Ym] Sin,m > 1et:
— SOitz, > Ym;
— SOitz, = Yy, €t[ry, ...,z 1] = (Y1, Ym_1]-
La définition de[zy, ..., z,) >=°* [y1,. .., yn] €St bien forngée, par écurrence sum + n. On note

gu'’il s’agit essentiellement d’'une forme infinie de prodakicographique. (Nous comparons ici
lesélements de droita gauche, et non de gauchalroite comme pouf; x,;., >o, Mais il est
clair qu’il s’agit d’'un point de @tail.)

On notera parfoig’ la suite[z4, . . ., x,] ; salongueurestn, sonmaxestz,,.

Si > est bien foné surl, alors-* est bien foné surL*. En effet, supposons que® n'est
pas bien fond. Il existe alors une suite infini@ -* 7! =* ... ; notons que® n’est pas la suite
vide [], et choisissons une telle suite infinie telle que le made 2° soit minimal, et ce max
étant fixe, telle que la longueur d& soit minimale. Par la minimakt du maxz de z°, tous les
7' ont le mt@me maxz. On en @duit quey® =* ' =° ... est une suite &roissante infinie,
ol ¢ est la suiter’ dont on a retie le dernierelement ggala x). Mais commez® est une suite
triee, le max dg® est infrieur ouégalaz, et sa longueur est strictementénurea celle der”,
contredisant la minimakt dez, etax fixé, la minimalié de la longueur dg°.

On peut aussi montrer que;siest total, alors-* est total sur.®.

Ordre multi-ensemble. Un multi-ensembldfini) m sur un ensemblel est une application
de A versN telle quem(z) = 0 sauf pour un nombre fini 8lementsz de A. L'ensemble
{z € Alm(z) # 0} est lesupportde m. Intuitivement, un multi-ensemble est un ensemble fini,
ou chaqueelement peut appaitae une ou plusieurs fois. Par exemple, le multi-ensembieq
associel ety associe est celui @ = appardt une fois ety trois fois, et on le notera usuellement
{z,y,y,y}. Uneintuition utile est qu’'un multi-ensemble est une lisiel'ordre destléments ne
compte pas mais le nombre de leurs occurrences compte.

Sim etm’ sont deux multi-ensembles, leunionm W m’ est la fonction qua toutz associe
m(z) + m/(z). Sim etm’ sont repesenks par des listes, alors W m’ est repéseng par la
concaénation des deux listes.
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Si > est un ordre strict Sud, sonextension multi-ensemble,,,, est le plus petit ordre
strict tel quem W {z} >, m W {z1,...,x,} pour toutz, et tout multi-ensemble @léments
Ti,..., Ty < T

Par exemple, si- est I'ordre usuel sur les entiers naturels, on a

{3} > mal {27272} > mal {17 17272} >mal {]-7 ]-72}

Dans l'inégalie de gauche, on a remp&g par lesélements2, 2, 2, qui sont plus petits qua.
Dans celle du milieu, on a rempkan?2 par deuxl. Dans celle de droite, on a rempéan2
par Zroélement, autrement dit on a efaan?2.

Le point important est que si est bien foné, alors>,,,; est bien foné. C’est ce que nous
allons montrer maintenant. D’abord, par I@teme 26, soit une extension totale bien foad
de>. Alors-,,,; est une extension de,,,,;, et il suffit de montrer que-,,..;, est bien foné pour
en ceduire que-,,,,; est bien foné. Donc, sans perte dé&igeralite, nous pouvons supposer que
> est un ordre strict bien forgdotal.

Commes est total, on peut trier lesléments d’'un multi-ensemble en ordre croissant : pour
tout multi-ensemblen, de support 'ensemble finX, soientz; < ... < x, lesélements deX,
et posongn la suite

;’Eh...,l’y\‘fg,...,l’%,...7$n7...,$n

v~ v~

m(z1) m(w2) m(zn)
L'application quia tout multi-ensemble: associe la suite finie &&m est clairement une bijec-
tion.
De plus, on erifie aiement quen =,,,; m’ Si et seulement st =* /. Il s'ensuite que si
>~ est bien fond, alors>-,,,,; est bien fonéd.
Finalement, si- est total, comme-* est total sur’®, ~,,.; est lui aussi total sur 'ensemble
des multi-ensembles elements dd..

B Classes de complex@

Nous faisons ici un rappelés informel, mais suffisant pour se faire unéadde quelques
notions de base enébrie de la complexi.

Un probleme de dcisionest, brutalement parlant, un langage. En pratique, @ridun
probleme de écision sous la forme :

ENTREE : une donéexz;
QUESTION : la propete P(x) est-elle vraie ?

On verra souvent un probine de @cision commetant juste le @dicatP.

Le langage dfini par ce format est I'ensemble deselles queP(z) est vraie. Par exemple,
le probeme HORNSAT est :

ENTREE : un ensemblé de clauses de Horn propositionnelles (c’asdire, closes) ;
QUESTION :S est-il satisfiable ?
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Le probeme HORNSAT esté&tidable ertemps polynomialc’esta-dire qu’il existe un al-
gorithme qui, prenant en el un ensembl§ de clauses de Horn propositionnelles, retourne
“oui” si S et satisfiable et “non” s est insatisfiable en un temp¥|S|™) pour un certain entier
n > 1, etal|S| dénote la taille des. Il suffit en effet de sature$ par hyperésolution positive, ce
qui termine en temp&(|S|?). (On peut ieéme esoudre le prolgime en temps [quasi-]iéaire.)

La classe de tous les pr@wphes de écision écidables en temps polynomial esté®P.

La classe NP (“Non-gterministe Polynomial”) est la classe des pénbés de la forme :

ENTREE : une donaez ;

QUESTION : existe-t-il une dor@ey de tailleO(|z|™) telle queP(z, y) soit vraie ?
ou m est un entier fik sug@rieur ouégalal, et P(x, y) est un proleme dans P.

Par exemple, le probme SAT suivant est dans NP :

ENTREE : un ensemblé de clauses propositionnelles;

QUESTION .S est-il satisfiable ?
On ne sait pas si SAT est dans P ou non, mais cela semble infgieokan peut montrer que

SAT estNP-complet c’esta-dire que pour tout probme(@ dans NP, il existe une fonctiofi
calculable en temps polynomial telle que pour toute@mirde ), )(x) est vraie si et seulement
si f(x) est satisfiable. Ceci a comme cégsence que SAT est dans P si et seulement si P=NP.

Une fagon plus classique défihir NP est d’utiliser un mogle de machines, les machines
de Turingnon ceterministesCes machines ont la possitdjten plus d’effectuer destapes de
calcul normales, de se dupliquer en autant de machinesygar'de choix pour la dorgey dans
I'énoné ci-dessus. La machine globa#gond “oui” si 'une des machines fillegpond “oui”, et
réepond “non” si toutes les machines fill&pondent “non”. NP est alors la classe des potds
résolubles sur une machine de Turing n@bedministe en temps polynomial.

Clairement, EENP.

Toujours plus haut, la classe PSPACE (“Polynomial SPACEY)l& classe des pradhes
P tels qu’on peut testeP(x) en temps fini quelconque, mais en utilisant qu'un espace- poly
nomial, c’esta-dire une quantt de némoire polynomiale. Il se trouve qu’ici, que la machine
soit deterministe ou non n’a aucune importance : leale@me de Savitch dit que les prebhes
décidables en espack f(|z|)) non-ceterministe sontécidables en espacétérministeD(f2(|z|)),
et clairement tout proRime @cidable en espacetérministeO( f(|x|)) est decidable en espace
non ceterministeO( f(|x|)).

Une caradtrisationéquivalente, dua Wrathall, de PSPACE, est la suivante. Un peohé de
APTIME (“Alternating Polynomial Time”) est un probime de la forme :

ENTREE : une dongex;
QUESTION : existe-t-il un entien = O(|z|™), une donkey, de tailleO(|z|™) telle que pour
toute donee y, de taille O(|z|™), il existe y; de taille O(|x|™) telle que ..., il existeyy, ;
de tailleO(|z|™) telle que pour touy,, de tailleO(|z|™) la propositionP(x, yi, . .., y2,) SOit

vraie ?

Alors APTIME=PSPACE. On peut formaliser APTIME en utilisant la notion dacimnes
de Turingalternanteg§CKS81]. Ce sont des machines qui peuvent soit effectueetigres de
calcul normales, soit des choix existentiels (se dupligureautant de machines filles qu'il y a
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de valeurs possibles poys; 1, et retourner “oui” si et seulement si au moins une des mashin
filles retourne “oui”), soit des choix universels (se dupbgen autant de machines filles qu’il y
a de valeurs possibles pouy;_1, et retourner “oui” si et seulement si toutes les machin&ssfil
retournent “oui”). APTIME est alors la classe des pehes @cidables en temps polynomial
sur une machine alternante. Shapiro [Sha84] montre que &himes alternantes existent en
pratique, en un sens : ce sont essentiellement les prografrokdg, et la notion de temps d’un
calcul alternant corresporadla profondeur d’'uneé&tivation par hype@solution positive.

Le probEme typique qui est complet pour PSPACE est QBF (“Quantifiedi&n Formu-
lae”) :

ENTREE : une formulel’ = Qqx; - ... Q,x, - S, 0u.S est un ensemble de clauses proposi-
tionnelles sur les variables, . . ., z,, et lesQ; sont des quantificateuxsou 3 ;

QUESTION := F'?
On note queF’ est soit valide soit insatisfiable. On recotirialternance de quantificateurs

caracéristique de APTIME. En particulier, NBPSPACE.

Un autre prokdme PSPACE-complet typique est la vaeude I'intersection d’un ensemble
d’automates de mots &kerministes) [Koz77].

La classe DEXPTIME est celle des prebies @cidable en temps éerministe) exponentiel.
Parexponentiebn entend de la form@(?'x‘k) pour un certairk > 1, c’esta-dire bor par I'ex-
ponentielle d’'un polyime en la taille de I'enée. Un prokdme DEXPTIME-complet typique
est la vacui de l'intersection d’'un ensemble d’automates d’arbrésguninistes) [Sei94].

On a PSPACEDEXPTIME. De toutes les classes de complexitention@es ci-dessus, la
seule inclusion stricte connue est BEXPTIME. On conjecture que toutes les autres inclusions
sont strictes.

Un autre esultat remarquable de [CKS81] est que DEXPTHPSPACE (“Alternating
Polynomial Space”), la classe des prkes écidables sur une machine alternante en temps fini
guelcongue mais espace seulement polynomial.

En fait, [CKS81] montre que l'alternance transforme le tengm espace, et I'espace en
une exponentielle du temps. On a vu que PSPABETIME, mais on a par exemple aussi
gue la classe EXPSPACE des prainles é@cidables en espace exponentiel sur une machine
déeterministe (ou noné&terministe, de facogquivalente, par le #oeme de Savitch) est iden-
tique a la classe AEXPTIME des praithes @cidables en temps alternant exponentiel. De
méme, DEXPTIME=APSPACE, mais on a aussi D2EXPTIMBEXPSPACE, c'est&-dire que

la classe des probines é@cidables en temps doublement exponentiel (é)parO(QQ"”‘k )k >1)
sur une machine&terministe est exactement la classe des probk @écidables en espace expo-
nentiel sur une machine alternante.

Il existe bien d’autres classes de compleXidoh90]. La seule que nous utilisons dans ces
notes et que nous n'avons pas encaréind est NEXPTIME, la classe des prébtes écidables
en temps non&erministe exponentiel. Elle séfihit exactement comme NP, en remplacant les
bornes polynomiale®(|z|™) par des bornes exponentiell@g2!*™).

Les inclusions strictes connues entre les classes que Wons mentionaes ici sont

PZDEXPTIME, NRZNEXPTIME, PSPACE EXPSPACE, DEXPTIME D2EXPTIME
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Les autres sont conjeckes.

C Forme clausale @finitionnelle

Pour convertir une formulé’ en un ensemble de clausg€sune fagon intelligente est d'uti-
liser une mise eriorme clausale dfinitionnelle Une mise en forme clausale classique prend
un temps en gréral exponentiel, une mise en forme clausaérdtionnelle prend toujours un
temps lireaire. On pourra consulter [FLHTO1].

L'id ée est de &er un nouveau symbole deglicat servant d’algwviation pour chaque sous-
formule deF’, et décrire des clauses exprimant les relations entre cadiqats.

On dit queF’ est unesous-formule imédiatede FAG,GAF, FVG, GV F,Vx- F,3x- F.

La relationsous-formuleest la cbture Eflexive transitive de la relation sous-formule iradiate.

Pour chaque sous-formulede ', de variables libreg, .. .,v,,, créons un nouveau symbole

de pédicatm-aire Py, posonsl.g = Pg(y1, - - .,Ym), €t CEONs lexlauses structurelles
—Lo VG si G est un litéral
—LagV +LG1, —LgV +LG2 SiG =Gy NGy
—LagV +LG1 vV —|—LG2 SiG = GV Gs
—LgV +LG1 SiG =V - G1
—LgV +Lg, siG = dzr - G,z pas libre dangr,

—LeV+Pa, (Y1, -y Ym, fa(y1, .- ym)) SIG = 3Jx - Gy, x libre dansG

ou, dans le dernier cag;, ..., y,, sont les variables libres d&, et f; est un symbole de fonc-
tion. On suppose que §&i et G’ sont deux sous-formules distinctes, algeset fo- sont deux
symboles de fonctions distincts. (Il s’agit de fonctionsSk®lem On notera qu’on peut relaxer
cette condition en demand&rce quef; et f soient distincts iz et G’ ne sont pas logiquement
équivalentes.)

Soit D(F') 'ensemble des clauses ci-dessus, union la clausg. Alors F' est satisfiable si
et seulement D (F') I'est. En effet, siF’ est satisfiable, on peétendre un moéle 7, de domaine
D, satisfaisant’” en cefinissant :

— Iy, pour toute sous-formulé&/ = dz - G telle quex est libre dang;, commeétant

n’importe queIIe fonction quéa vy, ...,v, € D associe une valeur telle que/, [z, :=
V1, ooy Ty = Up, x := 0| = G (CECI eX|ste par I'axiome du choix) ;

— Ip, de sorte qud, p = L¢ si et seulement di, p = G, pour toute sous-formulé’ de F';
Cette structur@étendue satisfait trivialement les clauses structuredtesatisfaitt L puisqu’elle
satisfaitF'.

Réciproquement, sD(F') est satisfiable, pour tout meétk / de D(F'), pour toute sous-
formule G de F, il est facile de voir qud, p = L¢ implique I, p = G, doncl est un modle de
F.
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