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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce document est de donner une introduction aussi complète que possible à quelques
extensions de la notion de mesure et de probabilité. Les plusimportantes sont celles dejeux
convexes, de fonctions decrédibilité, et via des théorèmes de correspondance à la Riesz, de fonc-
tionnelles appeléesprévisions basses. Par dualité, nous considérerons aussi des jeuxconcaves,
des fonctions deplausibilité, et des prévisionshautes.

1.1 Illustration : jeux stochastiques

La ligne directrice de ce document est que ces notions sont des réponses adéquates à la ques-
tion de donner une sémantique suffisamment simple aux langages de programmation qui incluent
à la fois la notion de choix non déterministe et de tirage probabiliste. Un cas particulier relati-
vement simple est celui desjeux stochastiques, qui sont des automates formés sur un ensemble
d’étatsQ, séparé en deux sous-ensembles disjointsQc etQp. Les états deQc sont les états de
choix non déterministe. Tout étatq ∈ Qc est associé à un ensembleδ(q) ⊆ Qp de successeurs
deq. Lorsqu’on arrive dans un tel état, on peut ensuite voyager vers n’importe quel état deδ(q).
Les états deQp sont les états probabilistes. Dans ce cas,q ∈ Qp est associé à une distribution de
probabilitésP (q) surQc. Lorsqu’on arrive en l’étatq, on va voyager ensuite vers l’étatq′ avec
probabilitéP (q)(q′).

La différence entre choix non déterministe et choix probabiliste n’est pas extrêmement claire
au vu de cette présentation. En voici une autre. Un jeu stochastique peut être vu comme un jeu
entre deux joueurs,C et P. À tout moment, il y a un unique jeton dans le jeu, posé sur un état
q ∈ Q. C’est au tour deC de jouer lorsqueq ∈ Qc, et c’est au tour deP de jouer lorsque
q ∈ Qp. Le but du joueurP est d’amener le jeton sur un état final, c’est-à-dire dans un état d’un
ensembleF ⊆ Q précisé à l’avance. S’il y arrive, on dit queP gagneet C perd. Si C arrive
à systématiquement détourner le jeton hors deF , C gagne etP perd. (On pourrait choisir des
conditions de gain plus complexes, mais celle-ci suffira pour une introduction.) Maintenant,C
et P sont deux joueurs aux possibilités très différentes : alorsqueC peut décider de déplacer le
jeton vers n’importe quel successeurq′ ∈ δ(q), et en particulier vers celui qui l’arrange le plus,
P ne peut que tirer au hasard l’étatq′ sur lequel il déplacera le jeton, avec probabilitéP (q)(q′).
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Travaux connexes Introduction

Cette vision correspond à celle desjeux contre naturede Papadimitriou (1994), dans laquelle
on incarne le joueurC, et la nature joue le rôle deP. L’intuition est que l’on peut calculer vers
quel état aller pour maximiser nos chances de gagner, mais que la nature ne calcule pas, et se
contente de faire évoluer le système selon des lois de probabilité prédéterminées.

Une vision duale est utilisée dans la conception de protocoles cryptographiques. Ici, on in-
carneP, et l’adversaireC peut utiliser tous les moyens pour, par exemple, obtenir un secret. Notre
seul moyen de se défendre contre l’adversaire est de tirer des objets au hasard, sachant qu’aucun
moyen calculatoire ne peut prédire un tel objet.

Une idée suggérée par François Laviolette et Josée Desharnais en juillet 2003 pour modéliser
tant le choix non déterministe que le tirage probabiliste est de coder les deux sous forme d’une
sorte de tirage probabiliste, avec une notion un peu plus laxiste que d’ordinaire de la notion de
probabilité, que nous appellerons pour l’instant une préprobabilité. En général, notonsP (q)(E)
la préprobabilité que le jeton se déplace vers un état de l’ensembleE ⊆ Q, sachant qu’il est
en ce moment sur l’étatq. Si P (q) est une probabilité,P (q)(E) est simplement la somme des
P (q)(q′) lorsqueq′ parcourtE.

Soit A un ensemble fixé d’états, et définissonsP (q)(E) comme valant1 si et seulement
si A ⊆ E. Clairement,P (q) n’est pasune probabilité. Mais nous prétendons queP (q) code
exactement le choix non déterministe d’un état successeurq′ parmiA. Plaçons-nous dans un
cadre pessimiste, où nous jouons le rôle deP, et l’adversaireC peut choisir n’importe quel état
q′ ∈ δ(q) = A. Si A contient un étatq′ hors deE, C peut toujours choisir d’aller vers cet état
q′, et ruiner notre espoir d’arriver dansE. Définissons informellement la préprobabilitéP (q)(E)
comme la probabilité minimale que le jeton arrive dans un état deE. LorsqueE \ A 6= ∅, on
vient de voir que l’adversaire peut toujours forcer cette probabilité à0. En revanche, siA ⊆ E,
l’adversaireC est obligé de choisir un état deA, donc deE, et la préprobabilité vaut1.

Le parti pris de ce document est de décrire cette construction sous un angle le plus général
possible. Les notions de jeux, de crédibilité, etc., sont traditionnellement explicitées dans un
cadre fini. Il semble que le cadre topologique soit bien adapté à une extension de ces notions et
des principaux résultats afférents dans le cas d’espaces infinis.

1.2 Travaux connexes

La question de trouver la bonne façon de combiner le non-déterminisme et le choix probabi-
liste en sémantique des langages de programmation ne date pas d’hier. Même si j’ai des raisons
de croire que les notions de ce document sont un bon choix, je n’irai pas jusqu’à prétendre que
c’est l’unique bon choix.

Une construction relativement générale consiste à combiner les deux monades de non-déter-
minisme et de choix probabiliste, dans une catégorie donnée. La bonne façon de combiner deux
monades est elle aussi sujette à discussion. Lüth (1997) a proposé dans sa thèse que la bonne
façon de combiner deux monades était leur coproduit, qui existe sous des conditions relative-
ment courantes (Kelly, 1980). Cependant, dans le cas général, le coproduit de deux monades
est un objet relativement incompréhensible. Dans des cas particuliers, on peut en donner une
description plus simple. C’est notamment le cas pour le coproduit de deux monadesidéales
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(Ghani and Uustalu, 2004). En particulier, la combinaison de la monade de non-déterminisme
non bloquant(où l’ensemble des choix possibles par le joueurC est toujours non vide) et de celle
des probabilités tombe dans ce cas. Comme on peut se l’imaginer, la monade résultante consiste
en celle de toutes les suites de choix tant probabilistes quenon déterministes (Ghani and Uustalu,
2004, exemple 4.3).

Varacca (2002) a lui aussi proposé une monade intégrant les notions de choix non détermi-
niste et de choix probabiliste. Ghani and Uustalu remarquent que la monade coproduit ci-dessus
est très proche de la notion d’arbres de synchronisation queVaracca utilise.

En sémantique des langages de programmation, il est souventnécessaire de remplacer l’usage
d’ensembles par ceux de cpo (voir la section 2.3 pour la définition). Ceci introduit trois notions
de choix non déterministe : le non-déterminismedémoniaque(à la Smyth), le non-déterminisme
angélique(à la Hoare), et le non-déterminismechaotique(à la Plotkin-Egli-Milner). Intuitive-
ment, le non-déterminisme démoniaque est celui où le joueurC essaie de faire perdreP, pour
reprendre l’exemple de l’introduction. Il est donc clair que nous nous intéresserons davantage à
cette forme de non-déterminisme. Cependant, nous verrons que nous pouvons ramener l’étude
des deux autres formes de non-déterminisme à celle du non-déterminisme démoniaque, notam-
ment grâce à la notion de dualité convexe-concave, que nous introduirons à la section 6.2.

Le non-déterminisme angélique est celui oùC, au contraire, essaie de choisir un état suivant
qui fera gagnerP s’il en existe un. Les valuations indexées de Varacca (2002)sont une combi-
naison de tirage probabiliste et de non-déterminisme angélique, comme l’auteur le remarque.

Tix et al. (2005) étudient des modèles très généraux rendantcompte du mélange du tirage
probabiliste avec les trois formes de non-déterminisme. Onpourrait naturellement se demander
pourquoi nous devrions nous fatiguer à en inventer encore d’autres. J’espère que la simplicité et
une certaine clarté des modèles que je propose dans ce document plaideront en leur faveur. Nous
verrons d’autre part que nos modèles sont en fait très proches de ceux de Tix et al.. La relation
entre les deux formes de modèles demandera cependant beaucoup d’efforts, et nous n’aurons les
moyens d’en parler qu’à la fin de la section 11.6.
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qui allait devenir ce document, avec Josée Desharnais et François Laviolette.

Tout en espérant que ceux que j’aurais oublié ne m’en voudront pas, je dois remercier Mike
Mislove pour son extrême gentillesse et sa patience à répondre à mes questions techniques ;
Prakash Panangaden pour m’avoir grandement encouragé à poursuivre mes travaux lors d’une
présentation de ceux-ci à la session résidentielle GeoCal àMarseille en février 2006 (et m’avoir
même offert une heure d’exposé de plus, pris sur son temps d’exposé) ; Catuscia Palamidessi,
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avec qui nous avons fondé l’ARC (action de recherche concertée) de l’INRIA ProNoBis, dont
une grosse moitié consistait justement à développer les idées aujourd’hui présentes dans ce do-
cument. Et puis, en vrac, Laurent Mazaré, Jérémie Jakubowicz, Elie Bursztein, Romain Beauxis.
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Chapitre 2

Préliminaires

Nous récapitulons dans ce chapitre toute une série de notions et résultats connus. Le style
est emprunté à Alvarez-Manilla (2000, chapitre 1). En particulier, les notions introduites ici sont
notées non en italique comme il est l’usage, mais en gras, pour faciliter la recherche des concepts
importants.

2.1 Topologie

Un espace topologiqueest un couple(X,O) formé d’un ensembleX et d’un ensembleO de
parties deX, appelées lesouverts, tel que toute union et toute intersection finie d’ouverts est un
ouvert.O est alors appelé unetopologie. On note en généralX tout court l’espace topologique,
la topologie restant implicite.

LorsqueO est l’ensemblePX de toutes les parties deX, on parle detopologie discrète.
Un fermé est par définition le complémentaire d’un ouvert. Toute partieA deX contient un

plus grand ouvert
◦

A, sonintérieur . Symétriquement, il existe un plus petit fermécl(A) contenant
A, sonadhérence. Une partieA deX estpartout densedansX si et seulement sicl(A) = X.

Un voisinaged’un pointx ∈ X est une partieA deX dont l’intérieur
◦

A contientx.
Un espace topologique peut avoir des propriétés de séparation plus ou moins fortes. De la

moins forte à la plus forte :
– X estT0 ou de Kolmogoroff si et seulement si, pour tousx 6= y dansX, il existe un

voisinage dex ne contenant pasy, ou un voisinage dey ne contenant pasx.
– X estT1 si et seulement si, pour tousx 6= y dansX, il existe un voisinageA dex, et un

voisinageB dey, tels quex 6∈ B ety 6∈ A. La dénomination bourbakienne de tels espaces
est “espace accessible”.

– X estT2, ou de Hausdorff, si et seulement si, pour tousx 6= y dansX, il existe un
voisinageA dex, et un voisinageB dey, tels queA∩B = ∅. C’est le cas de la plupart des
espaces topologiques rencontrés en topologie générale usuelle (Bourbaki, 1971, 1974). La
dénomination bourbakienne de tels espaces est “espace séparé”.

Il existe aussi d’autres notions plus fortes, dont nous n’aurons pas besoin (T3 et au-delà). Tout
espaceT2 estT1, et tout espaceT1 estT0. La plupart des espaces usuels en topologie, commeR,
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Rn par exemple sontT2. L’espace de Sierpínski S est l’ensemble{0, 1} muni de la topologie
dont les seuls ouverts sont∅, S et{1}, mais pas{0}. S estT0 mais pasT1 : tout ouvert contenant
0 contient aussi1. S n’est donc en particulier pasT2 non plus.

Un sous-ensembleK deX estcompact si et seulement s’il vérifie la propriété deHeine-
Borel : de tout recouvrement ouvert(Ui)i∈I deK on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Une famille(Ui)i∈I de parties deX est unrecouvrementdeK si et seulement siK ⊆ ⋃i∈I Ui.
Un tel recouvrement estouvert si et seulement si tous lesUi sont ouverts. Unsous-recouvrement
est une sous-famille(Ui)i∈J , J ⊆ I, qui est encore un recouvrement deK : K ⊆ ⋃

i∈J Ui.
Bourbaki (1971) appelle les compactsquasi-compacts, et réserve le terme de compact aux com-
pactsT2.

Une définition équivalente de la notion de compact est la suivante :K est compact si et
seulement si, pour toute famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts (pour l’ordre d’inclusion) qui est un
recouvrement deK, il existei ∈ I tel queK ⊆ Ui.

SiX est un espace topologique, on peut définir lepréordre de spécialisation≤ par :x ≤ y
si et seulement si tout ouvertU qui contientx contient aussiy. De façon équivalente, six ∈ cl{y},
où l’on rappelle quecl{y} est l’adhérence du pointy. Nous noterons généralement simplement
≤ le préordre de spécialisation d’un espace topologique donné.

Une partieA deX estsaturéesi et seulement si elle est égale à l’intersection des ouvertsU
qui la contiennent. C’est exactement la même chose que de demander queA soit close par le haut
dans le préordre de spécialisation, c’est-à-dire quex ∈ A etx ≤ y impliquenty ∈ A. De façon
symétrique, on dira queA estcosaturéesi et seulement si elle est égale à l’union des fermésF
contenus dansA. Les ensembles cosaturés sont exactement les ensembles clos par le bas dans le
préordre de spécialisation.

Les ensembles↑ E = {x ∈ X|∃y ∈ E · y ≤ x}, oùE est une partie finie deX, sont toujours
des compacts saturés deX (les compactsfinitaires), mais il y en a en général d’autres. SiK est
un compact, alors↑ K est le plus petit compact saturé contenantK.

On notera en général les compactsK, K ′, Ki, et les compacts saturésQ, Q′, Qi, etc. Toute
union finie de compacts saturés est un compact saturé. Cependant, en général même une inter-
section de deux compacts saturés n’est pas nécessairement compacte. (C’est le cas siX estT2,
cependant : en effet, l’intersection d’un fermé avec un compact est toujours compact, et dans un
espaceT2, tout compact est fermé.)

Un espace topologique estlocalement compactsi et seulement si tout voisinage ouvertU
de tout pointx ∈ X contient un voisinage compact dex. (De plus, on ne perd aucune généralité
en demandant que ce voisinage compact soit saturé.) Autrement dit, si et seulement si, pour tout

ouvertU contenantx ∈ X, il existe un compact saturéQ tel quex ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ U . Une
conséquence est que, siQ est un compact saturé inclus dans un ouvertU , il existe un compact

saturéQ′ tel queQ ⊆
◦

Q′ ⊆ Q′ ⊆ U . (Pour toutx ∈ Q, choisir un compact saturéQx tel que

x ∈
◦

Qx ⊆ Qx ⊆ U . La famille des
◦

Qx, x ∈ Q, est alors un recouvrement ouvert deQ. L’union
desQx obtenus à partir d’un sous-recouvrement fini deQ répond alors à la question.)

Tout espace compactT2 est localement compact. Nous nous intéresserons en majorité à des
espaces nonT2, cependant, pour lesquelles la compacité n’entraîne pas engénéral la compacité
locale.
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Un fermé non videF deX estirréductible si et seulement si on ne peut pas l’écrire comme
union de fermés non vides plus petits : siF ⊆ F1∪F2, oùF1 etF2 sont fermés, alorsF ⊆ F1 ou
F ⊆ F2. Dans tout espace topologiqueX, l’adhérencecl{x} de tout pointx ∈ X est un tel fermé
irréductible. Si de plusX estT0, cl{x} = cl{y} impliquex = y, ce qui implique que tout fermé
irréductible de la formecl{x} est l’adhérence d’un unique point (x). Un espace topologiqueX
estsobresi et seulement sitout fermé irréductible est l’adhérence d’un unique point ; autrement
dit, s’il estT0 et les seuls fermés irréductibles sont ceux de la formecl{x}. Il est facile de voir
que tout espaceT2 est sobre, mais la réciproque est fausse.

Une topologieO estplus fine qu’une autre,O′, si et seulement siO′ ⊆ O, autrement dit s’il
y a plus d’ouverts dansO que dansO′.

Si A est une partie quelconque deX, il existe une plus petite topologieO(A) contenant
A. C’est latopologie engendréeparA. Elle consiste en toutes les unions d’intersections finies
d’éléments deA.

Une fonctionf d’un espace topologiqueX vers un espace topologiqueY estcontinue si et
seulement si l’image réciproque d’un ouvert deY est un ouvert deX. La fonction identité est
toujours continue, et la composition de deux fonctions continues et encore continue. On notera
[X → Y ] l’espace de toutes les fonctions continues deX versY .

D’autre part, l’image d’un compact par une fonction continue est toujours compacte. Le
lemme d’Alexander énonce que, dans tout espace topologiqueX dont la topologie est en-
gendrée par une famille de partiesB, un sous-ensembleK ⊆ X est compact si et seulement
si de tout recouvrement ouvert(Ui)i∈I deK, où tous lesUi sont dansB, on peut extraire un
sous-recouvrement fini. Autrement dit, on peut définir la compacité en se restreignant à desB-
recouvrements, c’est-à-dire des recouvrements formés d’ouverts deB seulement.

Un sous-espaceY d’un espace topologiqueX est un sous-ensembleY deX, muni de la
topologie induite, formée des ouvertsU ∩ Y , lorsqueU parcourt les ouverts deX. Les fermés
deY sont alors exactement lesF ∩ Y , oùF parcourt les fermés deX.

Le produit de deux espaces topologiquesX etY est l’ensembleX×Y = {(x, y)|x ∈ X, y ∈
Y }, muni de la topologie formée des unions quelconques d’ouverts de la formeU ×V , U ouvert
deX, V ouvert deY . En général, le produit d’une famille(Xi)i∈I d’espaces topologiques est
l’ensemble des fonctionsx = (xi)i∈I qui à chaquei ∈ I associexi ∈ Xi, muni de la topologie
la moins fine qui rend toutes les projectionsπi : x = (xi)i∈I 7→ xi continues. C’est la topologie
engendrée par les produits

∏
i∈I Ui d’ouvertsUi deXi, tels que tous lesUi sauf un nombre fini

sont égaux àXi. Cette topologie est latopologie produit.
Le théorème de Tychonoffénonce que tout produit d’espaces compacts est compact.

2.2 Préordres, ordres

Un préordre sur un ensembleX est une relation binaire≤ qui estréflexive (x ≤ x pour
tout x ∈ X), et transitive (si x ≤ y et y ≤ z, alorsx ≤ z). C’est une relation d’ordre si et
seulement s’il est aussiantisymétrique (si x ≤ y et y ≤ x, alorsx = y). Un ensembleX muni
d’une relation d’ordre≤ est appelé unensemble ordonné.
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SiX est un ensemble ordonné, l’ensemble des éléments deX muni de l’ordre inverse≥ est
appelé l’opposédeX, et est notéXop.

On note↑ A l’ensemble{y ∈ X|∃x ∈ A · x ≤ y} : c’est automatiquement une partie close
par le haut. Six est un point deX, on note aussi↑ x =↑ {x}. Rappelons qu’un ensembleA est
clos par le hautsi et seulement si, pour toutx ∈ A, six ≤ y alorsy ∈ A. De façon équivalente,
si et seulement siA =↑ A.

De façon symétrique, on définit lesclos par le bas, et ↓ A = {y ∈ X|∃x ∈ A · y ≤ x},
↓ x =↓ {x}.

Un majorant x d’une partieF deX est un élément tel quey ≤ x pour touty ∈ F . Si l’en-
semble des majorants deF admet un plus petit élément, celui-ci est appelé uneborne supérieure
deF , et est notésupF . Une telle borne supérieure est unique dès que≤ est antisymétrique, et
donc une relation d’ordre.

On définit de façon symétrique la notion deminorant et deborne inférieure inf F .
Un treillis complet est un ensemble ordonnéX dont toute partieA admet une borne supé-

rieuresupA et une borne inférieureinf A. Il est équivalent de demander l’existence des bornes
inférieures seules, puisqu’alorssupA = inf{x ∈ X|x majore A} ; ou de demander l’existence
des bornes supérieures seules, puisqueinf A = sup{x ∈ X|x minore A}.

Une fonctionf d’un ensemble ordonnéX vers un ensemble ordonnéY estcroissante si et
seulement six1 ≤ x2 impliquef(x1) ≤ f(x2).

Pour toute fonctionf d’un ensemble ordonnéX dans lui-même, unpoint fixe de f est un
élémentx ∈ X tel quef(x) = x. On dit quex est unpré-point fixe si et seulement six ≤ f(x),
et quex est unpost-point fixesi et seulement sif(x) ≤ x.

LorsqueX est un treillis complet etf est croissante deX dansX, la borne inférieure de tous
les post-points fixes def est encore un post-point fixe def : c’est le plus petit post-point fixe de
f . On peut alors montrer que c’est aussi un point fixe def , qui est nécessairement le plus petit.
C’est lethéorème de Tarski: toute fonction croissante d’un treillis completX dans lui-même
a un plus petit point fixe, qui est aussi son plus petit post-point fixe. De façon symétrique, toute
fonction croissante d’un treillis completX dans lui-même a un plus grand point fixe, qui est aussi
son plus grand pré-point fixe. Ces résultats forment le débutdu théorème de Knaster-Tarski:
l’ensemble des points fixes d’une fonction croissantef d’un treillis completX dans lui-même
est est un sous-treillis complet deX.

2.3 Cpos et topologies d’ordres

Tout préordre≤ surX définit une topologie, latopologie d’Alexandroff : les ouverts sont
les partiesO deX qui sont closes par le haut. Une fonction d’un ensemble ordonnéX vers
un ensemble ordonnéY est croissante si et seulement si elle est continue pour les topologies
d’Alexandroff respectives.

Réciproquement, on peut toujours voir un espace topologique comme un ensemble ordonné,
muni de son préordre de spécialisation. Le préordre de spécialisation de la topologie d’Alexan-
droff de≤ est de nouveau≤.
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Unepartie dirigée D ⊆ X est par définition non vide, et telle que tout couple d’éléments
deD a un majorant dansD : si x, y ∈ D, il existez ∈ D tel quex ≤ z et y ≤ z. Un cpo est
un ensemble ordonnéX dont toute partie dirigéeD admet une borne supérieuresupD. Un cas
particulier important de cpo est formé par les treillis complets.

2.3.1 La topologie de Scott, cpos continus

La topologie de Scottsur un ensemble ordonnéX a pour ouverts les partiesU ⊆ X qui sont
closes par le haut et telles que toute partie dirigéeD ⊆ X qui a une borne supérieure dansU
intersecteU . De façon sans doute plus claire, cette dernière propriété se réexprime en disant que
F est un fermé si et seulement si son complémentaire est clos par le haut, et la borne supérieure
de toute famille dirigée d’éléments deF , si elle existe, est encore dansF . La topologie de Scott
d’un ensemble ordonné est toujoursT0, mais n’est jamaisT1, sauf dans le cas trivial où l’ordre
sous-jacent est l’égalité. La topologie de Scott est clairement moins fine que celle d’Alexandroff.

On peut démontrer que, pour tous ensembles ordonnésX et Y , la fonctionf : X → Y
est continue si et seulement sif estScott-continue, c’est-à-dire que pour toute famille dirigée
D ⊆ X dont la borne supérieuresupD existe, alorssup f(D) existe et est égale àf(supD).
Ceci implique en particulier quef est croissante :x ≤ x′ impliquef(x) ≤ f(x′).

Comme pour la topologie d’Alexandroff, l’ordre de spécialisation d’une topologie de Scott
est l’ordre≤. L’adhérencecl{x} du pointx est identique à sa clôture par le bas↓ x, qui est donc
en particulier fermée.

Dans un cpoX, la relation d’approximation≪ (lire : “estbien au-dessous de”) est définie
par :x ≪ y si et seulement si pour toute famille dirigéeD telle quey ≤ supD, il existez ∈ D
tel quex ≤ z. On note↑↑x l’ensemble {y ∈ X|x ≪ y}, et↓↓x l’ensemble{y ∈ X|y ≪ x}. Un
cpo estcontinu si et seulement si, pour toutx ∈ X, ↓↓x est dirigé etx = sup ↓↓x.

En général, on peut définir≪ sur tout ensemble ordonné parx ≪ y si et seulement si pour
toute famille dirigéeD ayant une borne supérieure et telle quey ≤ supD, il existez ∈ D tel
quex ≤ z. Un ensemble ordonné continuest alors un ensemble ordonnéX dans lequel↓↓x est
dirigé etx = sup ↓↓x pour toutx ∈ X.

L’ensemble↑↑x est toujours ouvert pour la topologie de Scott. SiX est un cpo continu, de
plus, tout ouvertU est une union de tels ouverts :U =

⋃
x∈U ↑↑x. Ces propriétés se déduisent de

propriétés élémentaires : six ≤ y ≪ z, alorsx≪ z ; si x≪ y ≤ z, alorsx≪ z ; et la propriété
d’interpolation : si x≪ y alors il existez tel quex≪ z ≪ y.

La propriété d’interpolation est vraie en général dans toutensemble ordonné continu. On peut
en trouver une démonstration dans le cas des cpo continus, par exemple chez Abramsky and Jung
(1994, lemme 2.2.15), chez Heckmann (1990, proposition 6.7.4), ou bien chez Mislove (1998,
lemme 4.16). Dans le cas des ensembles ordonnés continus, ladémonstration est pratiquement
similaire, mais n’est pas facile à trouver dans la littérature. La voici donc. (Je remercie Mike
Mislove de me l’avoir communiquée.) Soity ∈ X quelconque, et considéronsA = {w ∈
X|∃z ∈ X · w ≪ z ≪ y}. A est non vide parce que↓↓y est non vide, et pour toutz ∈ ↓↓y, ↓↓z
est non vide. On remarque queA est dirigé : siw1 ≪ z1 ≪ y etw2 ≪ z2 ≪ y, comme↓↓y est
dirigé, il existez ≪ y tel quez1, z2 ≤ z ; doncw1 ≪ z ≪ y etw2 ≪ z ≪ y ; comme↓↓z est
dirigé, il existew ≪ z tel quew1, w2 ≤ w. On remarque aussi quey est la borne supérieure de
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A. En effet,y en est clairement un majorant, et il ne reste qu’à montrer quetout majoranty′ deA
est supérieur ou égal ày. Puisquey′ majoreA, pour tousw, z tels quew ≪ z ≪ y on aw ≤ y′.
Fixonsz ≪ y. Commez est la borne supérieure desw ≪ z, on a doncz ≤ y′. Puisquey est la
borne supérieure desz ≪ y, on a doncy ≤ y′. Doncy = supA. Mais alors, six ≪ y, il existe
un élémentw ∈ A tel quex ≤ w, doncx ≤ w ≪ z ≪ y pour un certainz.

Un exemple typique d’ensemble ordonné continu estR, ordonné par l’ordre usuel≤, où≪
est juste la partie stricte< de l’ordre. SurR+ ou R

+
(l’ensembleR+ ∪ {+∞}, avecx < +∞

pour toutx ∈ R+), la relation≪ est définie parx ≪ y si et seulement six = 0 ou x < y. R
+

est un cpo continu. Un des exemples les plus simples de cpo noncontinu est donné à l’exercice
suivant.

⊲ Exercice 2.1

SoitX le cpo formé des éléments0, 1, 2, . . ., ainsi que0∗, 1∗, 2∗, . . . , et
ω, avec0 < 1 < 2 < . . . < ω et 0∗ < 1∗ < 2∗ < . . . < ω, tous les
autres éléments étant incomparables. Montrer qu’il n’existe aucun élé-
ment bien en-dessous deω. En déduire queX n’est pas un cpo continu.

*

*

*

0

1

2 2

1

0

ω

Une baseB d’un ensemble ordonnéX est une partie deX telle que, pour toutx ∈ X,
l’ensemble desy ∈ B tels quey ≪ x est dirigé et admetx comme borne supérieure. Un
ensemble ordonné estX continu si et seulement s’il a une base, et alorsX lui-même est une
base. Mais il existe des cas oùX a une base plus petite. Par exemple,R

+
a une base formée

uniquement de nombres rationnels. SiX est un cpo continu de baseB, tout ouvertU s’écrit⋃
x∈B∩U ↑↑x.

Dans un ensemble ordonné continu équipé d’une baseB, on peut raffiner la propriété d’inter-
polation : six≪ y alors il existez dansB tel quex≪ z ≪ y. Nous appellerons ceci la propriété
d’interpolation raffinée. En effet, par la propriété d’interpolation classique, il existez1 etz2 tels
quex ≪ z1 ≪ z2 ≪ y. Commez2 est borne supérieure d’une famille dirigée d’éléments deB,
et z1 ≪ z2, il existe un élémentz deB tel quez1 ≤ z ≤ z2. Mais alorsx≪ z ≪ y.

Un élémentx d’un ensemble ordonnéX est ditfini si et seulement six ≪ x. Un cpo est
algébrique si et seulement s’il admet une base formé uniquement d’éléments finis. Autrement
dit, si et seulement si l’ensemble des éléments finis inférieurs ou égaux àx est dirigé, et de borne
supérieure égale àx, pour toutx ∈ X. Tout cpo algébrique est continu, mais la réciproque n’est
pas vraie :[0, 1] muni de la topologie de Scott est continu, mais son unique élément fini vaut0.

Un domaineest un cpo continu dans lequel tout couple d’élémentsx, y qui a un majorant a
une borne supérieuresup(x, y). De façon équivalente, dans lequel toute partie finie non videF
qui a un majorant a une borne supérieuresupF ; ou encore, dans lequel toute partie non vide qui
a un majorant a une borne supérieure ; ou encore, dans lequel toute partie non vide a une borne
inférieure. Toutes ces conditions sont équivalentes. L’intérêt de la notion de domaine est que les
domaines forment une catégorie cartésienne close, comme onle verra au chapitre 12.

Tout cpo continu est unC-espace(Erné, 1991), c’est-à-dire un espaceX tel que, pour tout
ouvertU , pour tout pointy ∈ U , il existe un pointx ∈ U tel quey soit dans l’intérieur de
↑ x. Autrement dit, tout point a une base de voisinages formé d’ensembles de la forme↑ x. Par
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Erné (1991, proposition 2.2.C),X est un C-espace si et seulement si l’intérieur de toute union

d’ensemblesAi clos par le haut,i ∈ I, égale l’union des intérieurs
◦

Ai.

2.3.2 Espaces sobres, cohérents, stablement compacts

Le théorème de Hofmann-Mislove (Abramsky and Jung, 1994, théorème 7.2.9) énonce que
dans tout espace sobreX, il existe une correspondance bijective entre filtres Scott-ouverts d’ou-
verts deX et compacts saturés deX. Un filtre d’ouverts est une familleU d’ouverts qui est non
vide, close par le haut (siU ∈ U etU ⊆ V , alorsV ∈ U), et stable par intersection binaire (si
U, V ∈ U, alorsU∩V ∈ U). Un filtreU estScott-ouvert, c’est-à-dire ouvert pour la topologie de
Scott sur l’ensemble des ouverts deX muni de l’inclusion, si et seulement si pour toute famille
dirigée d’ouverts(Ui)i∈I telle que

⋃
i∈I Ui ∈ U, alors il existei ∈ I tel queUi ∈ U.

Au vu de la définition, il est clair que, pour tout compact saturéQ, l’ensemble des ouverts
U qui contientQ est un filtre Scott-ouvert d’ouverts. Réciproquement, dansun espace sobre, si
U est un filtre Scott-ouvert d’ouverts, alors

⋂
U∈U

U est un compact saturé. SoitQ(X), l’espace
de Smyth, l’ensemble des compacts saturés non vides deX, ordonné par inclusion inverse⊇.
Une conséquence directe du théorème de Hofmann-Mislove estque, siX est sobre, alorsQ(X)
est un cpo isomorphe à celui des filtres Scott-ouverts non triviaux d’ouverts deX, ordonnés par
inclusion⊆. (Un filtre estnon trivial si et seulement s’il est différent du filtre formé de tous les
ouverts deX, autrement dit s’il ne contient pas l’ouvert vide.)

De plus, toujours siX est sobre, on a une propriété duale de celle de Heine-Borel, au sens où
le rôle des compacts et des ouverts est échangé :X estbien filtrant , au sens oùX estT0, et si
(Qi)i∈I est une famille filtrante de compacts saturés contenue dans un ouvertU , alors il existe un
i ∈ I tel queQi ⊆ U (Abramsky and Jung, 1994, corollaire 7.2.11). Une famille est filtrante ,
ici pour l’inclusion, si et seulement si elle est dirigée pour l’ordre inverse, ici l’ordre⊇ deQ(X).

SiX est un espace sobre, alors muni de son ordre de spécialisation,X est un cpo. Appelons
ouvert de Scott, ou encoreScott-ouvert, tout ouvert deX vu comme cpo, muni de la topologie
de Scott. Alors tout ouvert deX est ouvert de Scott, autrement dit la topologie de Scott surX est
plus fine que la topologie de l’espace sobreX. (Un espace topologique qui est un cpo muni de
son ordre de spécialisation, et dont la topologie de Scott est plus fine que la topologie de départ,
est parfois appelé unespace à convergence monotone.)

Réciproquement, il existe des cpos qui, munis de la topologie de Scott, ne sont pas sobres.
Cependant, tout cpo continu est sobre. De plus, tout cpo continu est aussi, trivialement, loca-
lement compact : pour tout ouvertU , pour toutx ∈ U , il existey ≪ x tel quey ∈ U , donc
x ∈ ↑↑y ⊆↑ y ⊆ U , où↑ y est un compact finitaire, et↑↑y est l’intérieur de↑ y.

Il sera parfois intéressant de considérer d’autres topologies que la topologie de Scott sur un
ensemble ordonnéX. Notamment, la topologie engendrée par les ensemblesX\ ↓ x, x ∈ X,
est appelée latopologie haute, et l’on noteraXu l’espace topologique résultant. Latopologie
basseest, elle, engendrée par les ensemblesX\ ↑ x, x ∈ X ; on noteraXℓ l’espace topologique
correspondant. (Il serait tentant de noter, par exemple,Xσ l’espaceX muni de sa topologie de
Scott, pour le distinguer de l’ensemble ordonnéX. Nous préférons le noter justeX, cependant,
la topologie de Scott étant la topologie par défaut sur un ensemble ordonné dans cet ouvrage.)
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Si X est un ensemble ordonné muni de l’ordre≤, rappelons que↓ x est un fermé de Scott
pour toutx ∈ X. Ceci implique que la topologie de Scott est toujours plus fine que la topologie
haute. Rappelons aussi que la topologie d’Alexandroff est plus fine que celle de Scott. Toutes ces
topologies ont le même préordre de spécialisation≤. En fait, la topologie haute est la moins fine
dont≤ est l’ordre de spécialisation, et la topologie d’Alexandroff est la plus fine, la topologie de
Scott étant au milieu.

Par ces considérations, siX est un espace sobre, d’ordre de spécialisation≤, la topologie de
X est à la fois plus fine que celle deXu et moins fine que celle de Scott surX. Un espace dont
la topologie est plus fine que la topologie haute et moins fine que la topologie de Scott est appelé
correctement ordonné(“order-consistent”).

Nous dirons qu’un espace topologiqueX est cohérent si et seulement l’intersection de
deux compacts deX est toujours compacte. (Il est équivalent de demander que l’intersection
de deux compacts saturés soit un compact saturé.) L’appellation espace cohérentest en général
réservée aux espacessobrestels que toute intersection de deux compacts est compacte (voir par
exemple Alvarez-Manilla 2000, définition 1.11 ou Tix 1995, définition 3.1, qui définit un espace
cohérent comme additionnellement sobre et localement compact). Notre définition est en accord
avec Jung (2004, proposition 2.6). Il se trouve que les espaces sobres, localement compacts, et
cohérents sont exactement les espaces sobres, localement compacts, et vérifiant la condition de
cohérence relative: pour tous ouvertsU, V1, V2 deX, siU ⋐ V1 etU ⋐ V2 alorsU ⋐ V1∩V2, où
⋐ est la relation “bien au-dessous” de l’ensemble des ouvertsdeX ordonné par l’inclusion⊆. De
tels espaces sont appelésstablement localement compacts. Un espace stablement localement
compact qui est de plus compact, autrement dit dans lequel toute intersection finie de compacts
est compacte, est ditstablement compact.

LorsqueX est un espace localement compact,X est sobre si et seulement siX est bien
filtrant (Gierz et al. 2003, théorème II.1-21, cité par Jung 2004, juste après la définition 2.7). Un
espace stablement localement compact est donc, de façon équivalente, un espace bien filtrant,
localement compact, et cohérent.

Tout espace localement compact etT2 étant sobre, est aussi stablement localement compact.
Rappelons que tout cpo continu est sobre et localement compact. Il existe des cpos continus qui
ne sont pas cohérents, cependant (Tix et al., 2005, exemple 1.11).

Tout produit topologique d’espaces stablement compacts est stablement compact (Jung, 2004,
Proposition 2.15). Ceci se démontre aisément via la correspondance entre espaces stablement
compacts et espaces de Nachbin. Unespace de Nachbinest un espace compactX ′, muni d’une
relation d’ordre� dont le graphe est fermé dans le produit topologiqueX ′ ×X ′. Tout espace de
Nachbin est compact etT2. En général, les espaces de Nachbin possèdent un certain nombre de
propriétés remarquables, on consultera par exemple Jung (2004, Section 2) pour plus de détails.
Si X ′ muni de� est un espace de Nachbin, la collection des ouverts deX ′ qui sont clos par le
haut pour� forme une topologie stablement compacte, satopologie supérieure. SoitX l’espace
X ′ muni de la topologie supérieure deX ′. De façon peut-être surprenante, on peut retrouver la
topologie deX ′ et l’ordre� à partir de la seule topologie supérieure, c’est-à-dire deX. D’abord,
� est l’ordre de spécialisation deX. Ensuite, la topologie deX ′ est la topologiepatch deX. La
topologie patchd’un espaceX est par définition la plus petite topologie contenant à la fois les
ouverts et les complémentaires de compacts saturés deX. SiX est stablement compact, alorsX ′,
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l’espaceX muni de la topologie patch deX, est un espace de Nachbin. (Nous démontrerons le
nécessaire pour établir ce résultat, et un petit peu plus, à la proposition 3.5.8.) Il y a donc corres-
pondance bijective entre espaces de Nachbin et espaces stablement compacts. De plus, si(Xi)i∈I

est une famille d’espaces stablement compacts, et≤i est l’ordre de spécialisation deXi, alors
en posantX ′

i l’espaceXi muni de sa topologie patch,X ′ =
∏

i∈I X
′
i muni de l’ordre compo-

sante par composante≤ est un espace de Nachbin. De plusX ′ muni de l’ordre≤ est exactement
l’espace de Nachbin associé au produit

∏
i∈I Xi. Autrement dit, la topologie patch d’un pro-

duit d’espaces stablement compacts coïncide avec le produit des topologies patch, et l’ordre de
spécialisation du produit est l’ordre composante par composante (Jung, 2004, Proposition 2.15).

Cette correspondance permet aussi de montrer facilement que tout sous-espace patch-fermé
d’un espace stablement compactX est stablement compact (Jung, 2004, Proposition 2.16). (Un
patch-ferméest par définition un fermé de la topologie patch, de même qu’un patch-ouvert est
un ouvert de la topologie patch.) Ceci est la généralisationaux topologies non-T2 du résultat bien
connu que tout sous-espace fermé d’un espace compactT2 est compactT2.

Toute union finie de parties compactes saturés d’un espaceX est toujours compacte saturée.
LorsqueX est stablement compact, de plus, toute intersection, même infinie, de compacts sa-
turés, est compacte. En effet, l’intersection vide estX lui-même, qui est compact saturé. Toute
intersection finie non vide est compacte saturée, parce queX est cohérent. Donc toute inter-
section finie de compacts saturés est compacte. Comme toute intersection de compacts saturés
peut s’écrire comme une intersection filtrante d’intersections finies, et commeX est bien fil-
trant, toute intersection de compacts saturés est bien compacte saturée. Il s’ensuit que, lorsque
X est stablement compact, l’ensemble des complémentaires des compacts saturés deX forme
une topologie, latopologie cocompacte. LorsqueX est un espace topologique quelconque, on
appelle topologie cocompacte la topologie engendrée par les complémentaires des compacts sa-
turés deX, et elle prend donc une forme légèrement moins simple dans lecas général : appelons
protocompact toute intersection quelconque de compacts saturés deX, alors les ouverts de la
topologie cocompacte, lescocompactsdeX, sont les complémentaires des protocompacts de
X. (Les protocompacts sont juste les compacts saturés lorsqueX est bien filtrant et cohérent.)

On noteXd l’espace topologique dont l’ensemble des points est justeX, muni de la topologie
cocompacte.Xd est appelé ledual de de GrootdeX.

LorsqueX est stablement compact,Xd est encore stablement compact. De plus,Xdd = X,
les compacts saturés deX sont les fermés deXd, les fermés deX sont les compacts saturés de
Xd, et le préordre de spécialisation deXd est l’opposé de celui deX. Tout ceci est immédiat via
la correspondance avec les espaces de Nachbin (Jung, 2004, corollaire 2.13) : siX ′ est l’espace
de Nachbin obtenu en équipantX de sa topologie patch,Xd′ est juste l’espace de NachbinXd

muni de l’opposé≥ de l’ordre de spécialisation deX.

2.3.3 Espaces localement finitaires

En remplaçant la notion de compact par celle de compact finitaire dans la définition d’un
espace localement compact, on définit un espacelocalement finitaire (Heckmann, 1996) comme
étant un espace où tout voisinage ouvertU de tout pointx contient un voisinage dex qui est un

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 21



Cpos et topologies d’ordres Préliminaires

compact finitaire, autrement dit il existe un ensemble finiE tel quex ⊆
◦︷︸︸︷
↑ E ⊆↑ E ⊆ U . Tout

cpo est localement finitaire, car pour tout ouvertU , pour toutx ∈ U , il existey ≪ x tel que
y ∈ U , doncx ∈ ↑↑y ⊆↑ y ⊆ U , où↑ y est un compact finitaire, et↑↑y est l’intérieur de↑ y.

Un espace estfinitairement sobre (Goubault-Larrecq, 2005, définition 3.10) si et seulement
si, pour tout ouvertU et tout famille filtrante(↑ Ei)i∈I de compacts finitaires non vides telle
que

⋂
i∈I ↑ Ei ⊆ U , alors il existei ∈ I tel que↑ Ei ⊆ U . Le lemme de Rudin (Jung,

1998, théorème 4.11) énonce que, dans un ensemble ordonné, de toute famille filtrante(↑ Ei)i∈I

de compacts finitaires non vides on peut extraire un ensembledirigéZ ⊆ ⋃i∈I Ei qui intersecte
chaqueEi, i ∈ I. Il s’ensuit que tout cpo est finitairement sobre (Heckmann,1990, lemme 3.9.4).
(Le lemme de Rudin est un équivalent de l’axiome du choix, voir la section 2.5.)

Nous dirons qu’un espace topologiqueX estfinitairement cohérent si et seulement si l’in-
tersection de deux compacts finitaires est un compact finitaire. Cette propriété est appelée pro-
priété M par Jung (1998, définition, p.38). Elle exprime que,pour tousx, y ∈ X, l’ensemble
des majorants communs àx et ày est égal à l’union d’un nombre fini d’ensembles de la forme
↑ z, z ∈ X. Un espaceX eststablement localement finitairesi et seulement s’il est finitai-
rement sobre, localement finitaire, et finitairement cohérent. (La notion “stablement localement
finitaire” est appelée “finitairement cohérent” par Goubault-Larrecq 2005, définition 3.10. Nous
la renommons ici par souci de cohérence avec les notions “stablement localement compact” et
“cohérent”.) Un cpo est stablement localement finitaire si et seulement s’il est finitairement co-
hérent.

2.3.4 Produits d’ensembles ordonnés, produits d’espaces topologiques

Le produit de deux ensembles ordonnésX etY est l’ensembleX×Y = {(x, y)|x ∈ X, y ∈
Y }, muni de l’ordre défini par(x, y) ≤ (x′, y′) si et seulement six ≤ x′ et y ≤ y′. Ici l’on
doit mentionner une subtilité. En tant qu’ensemble ordonné, X peut être vu comme un espace
topologique, muni de la topologie de Scott. De même pourY , et pour le produit d’ensembles
ordonnésX × Y . Cependant, en général, le produit d’ensembles ordonnésX × Y , vu comme
un espace topologique, est distinct du produit d’espaces topologiquesX × Y : la topologie de
Scott surX×Y contient en général plus d’ouverts que la topologie produit. Cependant, les deux
coïncident lorsqueX etY sont des ensembles ordonnés continus. De plus,X×Y est alors encore
un ensemble ordonné continu, et l’on a(x, y) ≪ (x′, y′) si et seulement six ≪ x′ et y ≪ y′ (la
démonstration de Jones 1990, lemme 2.1, par exemple, s’adapte du cas des cpos continus à celui
des ensembles ordonnés continues).

2.3.5 Un panorama du monde des espaces topologiques

On présente en figure 2.1 un résumé de l’essentiel des inclusions de classes d’espaces. (Deux
classes n’ont pas encore été définies : les espaces localement relativement compacts seront dé-
finis en définition 3.4.8, les espaces stablement localementrelativement compacts le seront en
définition 3.6.18.) Une flèche pleine deA versB énonce que tout espace de la classeA est aussi
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FIG. 2.1 – Quelques inclusions utiles de classes d’espaces topologiques
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de la classeB. Une flèche pointillée d’une classe d’espaces topologiquesA vers une classe d’en-
sembles ordonnésB énonce que tout espace topologique deA est un ensemble ordonné deB,
muni de son préordre de spécialisation. Une flèche pointillée dans le sens inverse énonce que tout
ensemble ordonné deB est un espace de la classeA, muni de sa topologie de Scott. Les flèches
sont orientées de telle sorte que les classes d’espaces les plus générales se trouvent en bas, les
plus spécifiques en haut. Les espaces topologiques usuels rencontrés en mathématiques (R, Rn,
etc.) seraient en général au-dessus de la case “espaceT2 localement compact”, voire “espaceT2

compact” pour certains ([0, 1], le cube de Hilbert[0, 1]N par exemple). Les classes en gras sont
celles qui revêtiront le plus d’importance dans le reste de ce document.

2.4 Limites

Pour toute suite(xn)n∈N
d’éléments d’un espace topologiqueX, on dit quex est unelimite

de la suite, ou que(xn)n∈N
tend versx, ou bienconverge versx, si et seulement si, pour tout

ouvertU contenantx, il existen0 ∈ N tel quexn ∈ U pour toutn ≥ n0. Autrement dit, sixn est
dansU pour toutn suffisamment grand. La limite est unique siX estT2, mais pas en général.

On peut généraliser la notion de convergence, au sens de Moore et Smith, en remplaçant
l’ensemble d’indicesN par des familles plus généralesJ , munies d’un préordre⊑, et qui sont
dirigées dans le préordre⊑. Un philtre (xj)j∈J (neten anglais) est une famille d’éléments deX
indexée par les éléments deJ . On dit quexj est dans l’ensembleU pourj suffisamment grand
si et seulement s’il existej0 ∈ J tel quexj ∈ U pour toutj ∈ J tel quej0 ⊑ j. On dit finalement
que le philtre admetx pour limite, ou tend versx, ou converge versx, si et seulement si pour tout
ouvertU contenantx, xj ∈ U pourj suffisamment grand.

On dit de même quexj vérifie la propriétéP pourj suffisamment grand si et seulement s’il
existej0 ∈ J tel quexj vérifieP pour toutj ∈ J tel quej0 ⊑ j. On note que, pour toutk ∈ N,
si xj vérifie la propriétéP1 pour j suffisamment grand, et aussiP2 pour j suffisamment grand,
. . . et aussiPk pourj suffisamment grand, alorsxj vérifie la conjonction des propriétésP1, . . . ,
Pk pourj suffisamment grand.

LorsqueX est muni d’un préordre≤, par exemple le préordre de spécialisation deX, un
philtremonotoneest un philtre(xj)j∈J tel que la fonction qui àj ∈ J associexj est croissante :
si j ⊑ k alorsxj ≤ xk. La famille (xj)j∈J est alors une famille dirigée, en utilisant le fait
queJ est dirigée dans l’ordre⊑. Réciproquement, toute famille dirigée(xi)i∈I définit un philtre
monotone, à condition d’équiperI de l’ordre⊑ défini pari ⊑ i′ si et seulement sixi ≤ xi′.
On peut donc voir, en particulier, toute famille dirigée comme un philtre monotone, et parler des
limites de cette famille dirigée.

LorsqueX est muni de la topologie de Scott d’une relation d’ordre≤, alors la borne su-
périeurex d’une famille dirigée(xi)i∈I , si elle existe, est non seulement le plus petit de ses
majorants, mais aussi la plus grande de ses limites. Les limites de(xi)i∈I sont exactement tous
les éléments inférieurs ou égaux àx.

Un sous-ensembleF d’un espace topologiqueX est fermé dansX si et seulement si pour
toute limitex de tout philtre(xj)j∈J formé d’éléments deF , x est encore dansF . Autrement dit,
F est clos par l’opération consistant à prendre les limites dephiltres dansF .
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Pour tous espaces topologiquesX etY , pour toute fonctionf : X → Y , f est continue si et
seulement sif préserve les limites, c’est-à-dire si et seulement si, pourtout philtre(xj)j∈J dans
X qui converge versx, alors(f(xj))j∈J converge versf(x) dansY .

En revenant aux nombres réels, notons que, pour tout philtre(ri)i∈I de réels, oùI est préor-
donné par⊑,

lim sup
i∈I

ri = inf
i∈I

sup
j∈I,i⊑j

rj

lim inf
i∈I

ri = sup
i∈I

inf
j∈I,i⊑j

rj

si ces quantités sont définies, sont respectivement appelées la limite supérieure et la limite
inférieure du philtre.

2.5 Ordres bien fondés, beaux préordres, ordinaux

Une relation< sur un ensembleX estirréflexive si et seulement six < x pour aucunx ∈ X.
Un ordre strict est une relation transitive et irréflexive. Un préordre≤ définit automatiquement
un ordre strict<, défini parx < y si et seulement six ≤ y ety 6≤ x.

Un ordre strict< surX estbien fondé si et seulement s’il n’admet aucun chaîne infinie
décroissantex1 > x2 > . . . > xk > . . .. De façon équivalente,< est bien fondé si et seulement
si toute partie non videA deX a un élément minimal pourX, c’est-à-dire un élémenta ∈ A tel
queb < a impliqueb 6∈ A.

Une propriétéP des éléments deX est diteinductive par rapport à< si et seulement siP (x)
est vraie dès queP (y) est vraie pour touty < x. Un ordre strict< surX est bien fondé si et
seulement si le principe derécurrence le long de< est valide : toute propriété inductiveP par
rapport à< est vraie de toutx ∈ X.

Un beau préordre≤ surX est un préordre tel que, de toute suite infiniex1, x2, . . . , xk, . . .
d’éléments deX on peut extraire une sous-suite croissante infiniexi1 ≤ xi2 ≤ . . . ≤ xij ≤
. . . (i1 < i2 < . . . < ij < . . .). Il est équivalent de demander que l’on puisse extraire deux
élémentsxi1 ≤ xi2 aveci1 < i2. Il est encore équivalent de demander que toute famille infinie
contient deux éléments comparables, ou que toute famille d’éléments incomparables est finie.
(Deux élémentsx et y sont incomparablessi et seulement six 6≤ y et y 6≤ x.) Il est encore
équivalent de demander que tout ensemble clos par le hautA deX ait un nombre fini d’éléments
minimauxx1, . . . , xn et queA =↑ {x1, . . . , xn}.

En particulier, tout beau préordre≤ définit un ordre strict< qui est bien fondé. Cependant,
il existe des préordres≤ dont l’ordre strict associé< est bien fondé, mais qui ne sont pas beaux.

Il sera utile de lire la dernière définition ci-dessus d’un beau préordre sous la forme suivante :
≤ est un beau préordre si et seulement si toutes les parties closes par le haut sont des compacts
finitaires, autrement dit si les notions d’ouvert d’Alexandroff et de compact finitaire coïncident.

L’ordre composante par composante surNk est défini par :(i1, . . . , ik) ≤ (j1, . . . , jk) si et
seulement sii1 ≤ j1 et . . . ik ≤ jk. Le lemme de Dicksonénonce que cet ordre est un beau
préordre pour toutk ∈ N.
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De nombreux résultats de ce document reposent sur l’axiome du choix. Celui-ci exprime
que, pour toute propriétéP (x, y) de deux élémentsx ∈ X, y ∈ Y , si pour toutx ∈ X il existe
uny ∈ Y tel queP (x, y) soit vraie, alors il existe une fonctionf : X → Y telle queP (x, f(x))
soit vraie pour toutx ∈ X. Les principes élémentaires de la logique font que, àx fixé, s’il existe
y ∈ Y tel queP (x, y), alors on peut en choisir un. Enn étapes de raisonnement, on peut choisir
un y1 tel queP (x1, y1), . . . , unyn tel queP (xn, yn), et donc fabriquer une fonction de domaine
fini x1 7→ y1, . . . , xn 7→ yn. L’axiome du choix est nécessaire lorsqueX est infini, pour montrer
que l’on peut faire une infinité de choixxi 7→ yi, en une seule étape de raisonnement.

L’axiome du choix a de très nombreuses formulations équivalentes. Une de celles-ci est le
lemme de Zorn. Un ensemble ordonnéX estinductif si et seulement si toute partie totalement
ordonnée deX est majorée. Le lemme de Zorn exprime que tout ensemble ordonné inductif a un
élément maximal. Un élémentmaximal est un élémentx deX tel que six ≤ y alorsx = y. Un
élément maximal n’est pas nécessairement unique, au contraire d’un plus grand élément, qui est
un élémentx tel quey ≤ x pour touty ∈ X.

Une autre est leprincipe de maximalité de Hausdorff. Celui-ci énonce que toute partie
totalement ordonnéeA deX est incluse dans une partie totalement ordonnée maximale — pour
l’ordre d’inclusion. Ceci se démontre en appliquant le lemme de Zorn à l’ensembleY de toutes
les parties totalement ordonnées deX contenantA.Y est inductif, car pour toutB ∈ Y ,

⋃
A′∈B A

′

est encore totalement ordonné et contientA.
Une autre conséquence du lemme de Zorn est le fait que, pour tout ensemble ordonné bien

fondéX, d’ordre≤, il existe un ordre total≤′ surX étendant≤, c’est-à-dire tel quex ≤ y im-
pliquex ≤′ y, et tel que≤′ soit encore bien fondé. Pour démontrer ceci, on considère l’ensemble
Z des couples(A,≤A), oùA est une partie close par le bas deX et≤A est un ordre total bien
fondé surA étendant≤. On ordonneZ par (A,≤A) ⊑ (B,≤B) si et seulement siA ⊆ B et
pour tousx, y ∈ A, x ≤A y si et seulement six ≤B y. Pour toute partie totalement ordonnée
{(Ai,≤Ai

)|i ∈ I} deZ, posonsA =
⋃

i∈I Ai, x ≤A y si et seulement six ≤Ai
y, où i est

n’importe quel indice tel quex, y ∈ Ai. A est close par le bas,≤A est un ordre total surA. Il
est de plus bien fondé, car s’il admettait une chaîne infinie décroissantex1 >A x2 >A . . ., alors
cette chaîne serait aussi une chaîne infinie décroissante pour>Ai

dansAi, oùi est n’importe quel
indice tel quex1 ∈ Ai, puisqueAi est clos par le bas. DoncZ est inductif, et a en conséquence
un élément maximal(A,≤A). Si A était différent deX, il existerait un élémentz ∈ X \ A,
et (A ∪ {z},≤A∪{z}) serait un élément plus grand (pour⊑) que(A,≤A), où x ≤A∪{z} y si et
seulement six, y ∈ A etx ≤A y, ouy = z. (Ceci est un ordre bien fondé car≤A l’est, et parce
queA est clos par le bas.) Ceci contredirait la maximalité de(A,≤A). DoncA = X, et≤A est
l’ordre bien fondé total cherché.

La collection de tous les ensembles est bien fondée, au sens où il n’existe aucune chaîne
infinie décroissante pour l’ordre strict d’appartenancex1 ∋ x2 ∋ . . . ∋ xk ∋ . . . C’est une
conséquence de l’un des axiomes de la théorie des ensembles,appelé axiome de fondation. Ceci
permet de définir des ensembles totalement ordonnés et bien fondés canoniques appelés lesor-
dinaux. Un ordinalα est un ensemble tel quex ∈ y ∈ α impliquex ∈ α, et ayant la propriété
de trichotomie : pour tousx, y ∈ α, x ∈ y oux = y ouy ∈ x. La relation d’inclusion⊆ définir
alors un ordre surα, tel quex ⊆ y si et seulement six ∈ y ou x = y. L’ordre strict associé
à⊆ est donc∈. De plus,⊆ est bien fondé surα par l’axiome de fondation, et est total par la
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propriété de trichotomie. On peut démontrer que tout ensembleX muni d’un ordre total et bien
fondé≤ est isomorphe à un unique ordinalα, au sens où il existe une bijectionf : α → X telle
quex ⊆ y si et seulement sif(x) ≤ f(y). On notera à l’avenir< plutôt que∈ et≤ plutôt que⊆
dans les ordinaux.

On peut former des ordinaux à l’aide de trois constructions fondamentales. D’abord, l’en-
semble vide est un ordinal, que l’on notera usuellement0. Ensuite, pour tout ordinalα, α ∪ {α}
est encore un ordinal, que l’on appelera l’ordinalsuccesseurdeα, et que l’on noteraα+1. Enfin,
pour tout famille d’ordinaux(αi)i∈I ,

⋃
i∈I αi est un ordinal, appelé lalimite de la famille, et on

le noteralimi∈I αi. On identifie les entiers aux ordinaux0, 1 = 0 + 1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1,
etc. L’ordinal limn∈N n est notéω, et est le plus petit ordinal infini. Notons queω n’est le suc-
cesseur d’aucun ordinal. Un ordinal différent de0 est qui n’est le successeur d’aucun ordinal est
appeléordinal limite . L’axiome de fondation a comme conséquence le principe derécurrence
ordinale : pour toute propriétéP des ordinaux telle queP est vraie en0, siP (α) est vraie alors
P (α+ 1) aussi, et pour tout ordinal limiteβ, siP (α) est vraie pour toutα < β alorsP (β) aussi,
alorsP est vraie de tous les ordinaux. Le principe de récurrence ordinale permet notamment de
montrer que si deux ordinaux sont isomorphes, alors ils sonten fait égaux.

On dispose aussi du principe dedéfinition par récurrence ordinale, permettant de définir
une quantitéf(α) pour tout ordinalα en spécifiant la valeur def(0), celle def(α+1) en fonction
de celle def(α) pour toutα, et celle def(β) en fonction desf(α), α < β, pour tout ordinal
limite β.

Notamment, soitX un treillis complet etf une fonction croissante deX dansX. Posons
x0 = ⊥, le plus petit élément deX, xα+1 = f(xα), etxβ = supα<β xα pour tout ordinal limite
β. La famille des(xα)α ordinal est une partie deX, et sa borne supérieuresupα xα est en fait le
plus petit point fixe def . Rappelons quef a nécessairement un plus petit point fixe et un plus
grand point fixe, par le théorème de Tarski. On peut même montrer qu’il existe un ordinalα tel
quexβ = xα pour toutβ, α ≤ β, et alorsf(xα) = xα+1 = xα est un point fixe def . C’est
nécessairement le plus petit car on peut montrer par récurrence ordinale que siy est un point fixe
quelconque def , alorsxβ ≤ y pour toutβ.

De même, on peut obtenir le plus grand point fixe def en construisant par récurrence ordinale
y0 = ⊤, le plus grand élément deX, yα+1 = f(yα), etyβ = infα<β yα pour tout ordinal limiteβ.

2.6 Correspondances de Galois

SoientX etY deux ensembles ordonnées, et notons≤ leurs ordres. Unecorrespondance de
Galoisα ⊣ γ est un couple de deux fonctions croissantesα : X → Y et γ : Y → X telles que,
pour toutx ∈ X et touty ∈ Y , α(x) ≤ y si et seulementx ≤ γ(y).

On a alorsα(γ(y)) ≤ y pour touty ∈ Y , etx ≤ γ(α(x)) pour toutx ∈ X. Il s’ensuit que
α(x) est le plus petit élémenty tel quex ≤ γ(y), et queγ(y) est le plus grand élémentx tel que
α(x) ≤ y.

Ceci implique aussi queα ◦ γ ◦ α = α et queγ ◦ α ◦ γ = γ.
Si de plusγ ◦ α est l’identité surX, alorsγ est surjective etα est injective. Réciproquement,

si γ est surjective, alorsγ(α(x)) = x pour toutx : en effet, commeγ est surjective, il existe un
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y ∈ Y tel queγ(y) = x ; alorsγ(α(x)) = γ(α(γ(y))) = γ(y) = x. De même, siα est injective,
alorsγ(α(x)) = x pour toutx : en effet, c’est une conséquence deα(γ(α(x))) = α(x) et de
l’injectivité deα.

Si l’une de ces conditions équivalentes est vérifiée :γ ◦α est l’identité surX, γ est surjective,
α est injective ; alors on dit queα ⊣ γ est unesurrection de GaloisdeX dansY . L’injection
α : X → Y est alors automatiquement unplongement d’ordre, c’est-à-dire queα(x) ≤ α(x′)
si et seulement six ≤ x′. De plus,X et Y sont des cpos, alorsα est de plus automatiquement
un plongement d’espaces topologiques. Unplongement d’espaces topologiquesdeX dansY
est par définition une fonction continue injectivei deX dansY dont l’inverse est aussi continue
de l’imageℑ(i) de i dansX, oùℑ(i) est équipé de la topologie induite par celle deY . Mais
attention : un plongement d’ordre n’est pas en général un plongement d’espaces topologiques.
Par exemple, si l’on pose

On peut définir de façon similaire lesinsertions de Galois, caractérisées de façon équivalente
en ce queα ◦ γ est l’identité surY , γ est injective, ouα est surjective.

Lorsqueα : X → Y etγ : Y → X sont croissantes, et queα ◦ γ etγ ◦α sont toutes les deux
égales à l’identité,α et γ forment unisomorphisme d’ordre. On a alors trivialementα ⊣ γ, et
ceci forme à la fois une surrection de Galois et une insertionde Galois. SiX etY sont des cpos,
un isomorphisme d’ordre entreX etY est automatiquement unhoméomorphisme, c’est-à-dire
un isomorphisme d’espaces topologiques : deux fonctions continues inverses l’une de l’autre.

Un résultat important est lelemme de Cousot: soitf une fonction croissante deX dansX,
lfp(f) le plus petit point fixe def , et le plus petit point fixelfp(α ◦ f ◦ γ) deα ◦ f ◦ γ dans
Y , alorsα(lfp(f)) ≤ lfp(α ◦ f ◦ γ). En effet,lfp(α ◦ f ◦ γ) est le plus petit post-point fixey
deα ◦ f ◦ γ, c’est-à-dire le plus petity ∈ Y tel que(α ◦ f ◦ γ)(y) ≤ y, ou de façon équivalente,
f(γ(y)) ≤ γ(y). Doncγ(y) est un post-point fixe def , qui est donc supérieur ou égal au plus
petit post-point fixelfp(f). Mais lfp(f) ≤ γ(y) est équivalent àα(lfp(f)) ≤ y.

De façon symétrique,gfp(γ ◦ g ◦α) ≤ γ(gfp(g)) pour toute fonction croissanteg deY dans
Y , oùgfp(g) désigne le plus grand point fixe deg.

2.7 Combinatoire

SoitX un ensemble ordonné fini. Soitf une fonction deX dansR. On peut alors construire
une fonctiong : X → R, définie parg(x) =

∑
x′≤x f(x′).

Réciproquement, étant donnée une fonctiong : X → R, on peut se demander s’il existe une
fonctionf : X → R vérifiantg(x) =

∑
x′≤x f(x′). La réponse est positive, et est donnée par la

formule d’inversion de Möbius :

f(x′) =
∑

x≤x′

µX(x, x′)g(x)

oùµX(x, x′), la fonction de Möbius, dépend de la structure de l’intervalle[x, x′] = {z ∈ X|x ≤
z ≤ x′} (Stanley, 1986).

On peut s’en convaincre comme suit. Sig(x) =
∑

x′≤x f(x′), alors nécessairementf(x) =
g(x) −∑x′<x f(x′), ce qui définit une fonctionf de façon unique surX, par récurrence surx.
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(Ce principe de récurrence est valide carX est fini, donc≤ est bien fondé.) En développant cette
formule, on en déduit que nécessairement

f(x) = g(x)−
∑

x1<x

f(x1)

= g(x)−
∑

x1<x

g(x1) +
∑

x2<x1<x

f(x2)

= g(x)−
∑

x1<x

g(x1) +
∑

x2<x1<x

g(x2)−
∑

x3<x2<x2<x1<x

f(x3)

= . . .

=
∑

k∈N
xk<...<x2<x1<x

(−1)kg(xk)

On en déduit la formule d’inversion de Möbius, avec

µX(x, x′) =
∑

k∈N

x=xk<...<x2<x1<x0=x′

(−1)k =
∑

π∈xրx′

(−1)|π|

oùxր x′ désigne l’ensemble deschaînes finies croissantesdex versx′, c’est-à-dire des suites
π = xk, . . . , x2, x1, x0 telles quex = xk < . . . < x2 < x1 < x0 = x′. On note|π| la longueur
k deπ. On vérifie alors qu’effectivement

∑

x′≤x

f(x′) =
∑

x′≤x

∑

x′′≤x′

µX(x′′, x′)g(x′′)

=
∑

x′≤x

∑

x′′≤x′

∑

π∈x′′րx′

(−1)|π|g(x′′)

=
∑

x′′≤x

(
∑

x′/x′′≤x′≤x
π∈x′′րx′

(−1)|π|
)
g(x′′) = g(x)

La raison en est que, d’une part, lorsquex = x′′,
∑

x′/x′′≤x′≤x
π∈x′′րx′

(−1)|π| vaut 1 puisque la seule

valeur possible dex′ estx et l’unique chaîne croissanteπ consiste juste enx. D’autre part, si
x′′ < x, on peut découper la somme

∑
x′/x′′≤x′≤x
π∈x′′րx′

(−1)|π| en une somme sur les chaînesπ ∈
x′′ ր x′ avecx′ < x et les autres ; mais ces dernières sont exactement les chaînes de la forme
π.x, lorsqueπ ∈ x′′ ր x′ avecx′ < x. (On noteπ.x la chaîne obtenue en ajoutantx à la
fin deπ.) Comme|π.x| = |π| + 1, les termes des deux sommes s’annulent deux à deux, donc∑

x′/x′′≤x′≤x
π∈x′′րx′

(−1)|π| = 0 pour toutx′′ < x.

LorsqueX est l’ensemble des parties non vides d’un ensemble finiI donné, on aµX(x, x′) =

(−1)|x
′|−|x|.
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2.8 Capacités, jeux, et valuations

Une grande partie des notions sont ici reprises de Gilboa andSchmeidler (1992), que nous
adaptons au cas d’un espace topologique sous-jacentX quelconque. Gilboa and Schmeidler
(1992) considèrent en effet implicitement un espaceX fini. (C’est un cas particulier de notre
cadre : équiperX de la topologie discrète.) Pour ce qui est de la notion de valuation, voir Jones
(1990).

2.8.1 Une taxonomie élémentaire des capacités

SoitX un espace topologique. Unecapacitéν surX est une fonction qui à tout ouvertU de
X associe un réelν(U) ∈ R+, tel queν(∅) = 0. Autrement dit, une capacité est une fonction
stricte de l’ensemble des ouverts deX versR+. On dit que :

– ν estmonotone ssiU ⊆ V impliqueν(U) ≤ ν(V ) ; une capacité monotone est appelée
un jeu.

– ν estmodulaire ssiν(U ∪ V ) + ν(U ∩ V ) = ν(U) + ν(V ) ;
– ν est unevaluation ssiν est un jeu modulaire ;
– ν estsous-normaliséessiν(X) ≤ 1 ;
– ν estnormaliséessiν(X) = 1 ; une valuation normalisée est appelée uneloi de probabi-

lité ;
– ν estcontinuesi et seulement si, pour toute famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts,

ν

(
⋃

i∈I

Ui

)
= sup

i∈I
ν(Ui)

Autrement dit, ssiν est continue vue comme fonction du cpo des ouverts deX muni
de l’inclusion⊆ vers l’ensembleR+ muni de l’ordre usuel. En particulier, toute capacité
continue est un jeu. On peut considérer les valuations continues comme une notion adé-
quate de mesure sur les espaces topologiques, en particulier les cpo (Jones, 1990).

– ν estconvexessiν(U∪V )+ν(U∩V ) ≥ ν(U)+ν(V ). Une capacité monotone et convexe
est appelé unjeu convexe.

– ν esttotalement convexessi, pour toute famille finie(Ui)
n
i=1 d’ouverts,

ν

(
n⋃

i=1

Ui

)
≥

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
(2.1)

où |I| dénote le cardinal deI. Une capacité monotone et totalement convexe est appelé une
loi de crédibilité (“belief function”), ou simplement unecrédibilité .

– ν estconcave ssi ν(U ∪ V ) + ν(U ∩ V ) ≤ ν(U) + ν(V ). Une capacité monotone et
convexe est appelé unjeu concave.

– ν esttotalement concavessi, pour toute famille finie(Ui)
n
i=1 d’ouverts,

ν

(
n⋂

i=1

Ui

)
≤

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋃

i∈I

Ui

)
(2.2)
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où |I| dénote le cardinal deI. Une capacité monotone et totalement convexe est appelé une
loi de plausibilité (“plausibility function”), ou simplement uneplausibilité.

Toute valuation est totalement convexe et totalement concave. En fait, siν est une valuation,
alors

ν

(
n⋃

i=1

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
(2.3)

Cette égalité est connue sous le nom deprincipe d’inclusion-exclusion. Si ν est une valuation,
on a aussi

ν

(
n⋂

i=1

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋃

i∈I

Ui

)
(2.4)

qui en est une forme duale, et que l’on appellera leprincipe d’exclusion-inclusion. Ensuite,
toute capacité totalement convexe est convexe : c’est le casn = 2 de l’inégalité (2.1). De même,
toute capacité totalement concave est concave.

La propriété de convexité totale est traditionnellement appeléemonotonie totale, voir par
exemple Gilboa and Schmeidler (1992) ou Maaß (2001). Comme il s’agit d’une généralisation
de la proposition de convexité, et non de monotonie, nous avons préféré la renommer. Ceci
permet aussi de la distinguer de la propriété de concavité totale.

Notre exemple de “préprobabilité” de l’introduction est connu sous le nom dejeu d’unani-
mité (“unanimity game”)uA : uA(U) vaut1 si A ⊆ U , et 0 sinon. Il est facile de voir queuA

est une capacité si et seulement siA est non vide, et est modulaire si et seulement siA est un
singleton{x}. On note alorsδx = u{x} : c’est lavaluation de Dirac enx.

On peut vérifier queuA est en revanche toujours monotone et totalement convexe, autrement
dit une loi de crédibilité. Il existe donc des capacités et même des jeux totalement convexes mais
non modulaires, et des lois de crédibilité qui ne sont pas desvaluations. De même, il existe des
jeux convexes qui ne sont pas totalement convexes, donc pas des lois de crédibilité. L’exemple
typique est l’espace à trois éléments{1, 2, 3} (muni de la topologie discrète) avec :

U {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
ν(U) 0 0 0 1

2
1
2

1
2

1

On vérifie queν n’est pas totalement convexe : prendreU1 = {2, 3}, U2 = {1, 3}, U3 = {1, 2}.
Sur un ensemble finiX, toute capacitéν s’exprime comme une combinaison linéaire unique

de jeux d’unanimité. Par exemple, la capacité ci-dessus s’écrit 1
2
u{1,2} + 1

2
u{1,3} + 1

2
u{2,3} −

1
2
u{1,2,3}. En général, on a

ν =
∑

A 6=∅,A⊆X

αAuA (2.5)
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où

αA =
∑

B⊆A

(−1)|A|−|B|ν(B)

= ν(A)−
∑

I 6=∅,I⊆{1,...,n}

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ai

)

lorsqueA est de cardinaln, et oùAi estA privé de soniième élément. Les coefficientsαA

peuvent être négatifs, comme l’exemple ci-dessus le montre. La sous-classe des capacités dont
tous les coefficientsαA sont positifs ou nuls coïncide avec celle des crédibilités,c’est-à-dire des
jeux totalement convexes.

Nous introduirons toutes notions supplémentaires sur les capacités, les jeux convexes, et les
lois de crédibilité au fur et à mesure, et en profiterons pour les adapter de façon adéquate au cas
topologique.

2.8.2 Valuations simples, et quasi-simples

Une valuation surX estsimple si et seulement si elle est de la forme
∑n

i=1 αiδxi
, où tous

lesαi sont positifs ou nuls, etx1, . . . , xn ∈ X. Une valuation estquasi-simple (l’appellation est
de Goubault-Larrecq 2005, mais la notion est introduite, etjoue un rôle fondamental, dans Jones
1990) si et seulement si elle est borne supérieure d’une famille dirigée de valuations simples.
Toute valuation quasi-simple est continue.

Si X est un cpo continu, réciproquement, toute valuation continue est quasi-simple (Jones,
1990, théorème 5.2). En fait, on peut montrer que les valuations quasi-simples sur un espace
topologique quelconqueX sont exactement celles qui s’étendent en des valuations continues
sur la topologie d’Alexandroff du préordre de spécialisation deX — qui est une topologie plus
fine que celle deX (Goubault-Larrecq, 2005). Sur tous les C-espaces, en particulier les cpos
continus, mais aussi les ensembles ordonnés continus, il existe alors uneplus petitevaluation
continue étendant une valuation continue donnéeν à la topologie d’Alexandroff, qui est celle qui

à tout ensemble clos par le hautA associeν(
◦

A) (Goubault-Larrecq, 2005, fait 1). Notamment,
tout valuation continue sur un ensemble ordonné continuX (pas seulement un cpo continu)
est quasi-simple. A contrario, sur tout espace stablement localement finitaire, toute valuation
continue a uneplus grandeextension à la topologie d’Alexandroff, qui a tout ensembleclos par
le hautA associesupE finie⊆A infU ouvert,U⊇↑E ν(U) (Goubault-Larrecq, 2005, fait 2).

En particulier, siX est un cpo continu, l’espaceV≤1(X) des valuations continues sous-
normalisées est alors un cpo continu (Jones, 1990, corollaire 5.4). De plus, il admet une base
formée uniquement de valuations simples. C’est lethéorème de Jones. On peut déduire par les
mêmes techniques que l’espaceV(X) de toutes les valuations continues sur un cpo continuX
est un ensemble ordonné continu. On en déduit aussi que, siX est un cpo continu avec un plus
petit élément⊥, alors l’espaceV1(X) des valuations continues normalisées, c’est-à-dire telles
queν(X) = 1, est aussi un cpo continu, avec une base formée de valuationssimples normalisées
(Edalat, 1995, corollaire 3.3). C’est lethéorème d’Edalat.
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L’espaceV(X) de toutes les valuations continues n’est pas un cpo : par exemple, (rδx)r∈R+

n’a pas de borne supérieure. La raison en est que, comme nous l’avons déjà mentionné, nos
valuations sont bornées : il existeK ∈ R+ tel que pour tout ouvertU , ν(U) ≤ K. (Prendre
K = ν(X).) Si nous redéfinissions les valuations comme étant à valeurs dansR

+
, l’espace

V(X) de toutes les valuations continues ainsi non bornées surX serait un cpo, continu siX est
continu (Kirch, 1993).

On utilisera dans la suite lelemme de découpage(“splitting lemma”) de Jones (1990, théo-
rème 4.10). Ce lemme énonce que la valuation simple

∑m
i=1 aiδxi

est inférieure ou égale à la
valuation simple

∑n
j=1 bjδyj

si et seulement s’il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m
1≤j≤n

dansR+ tels que la somme des coefficients sur chaque ligne donne lesai (
∑n

j=1 tij = ai),
la somme des coefficients sur chaque colonne donne une quantité inférieure ou égale auxbj
(
∑m

i=1 tij ≤ bj), et telle que les seules entréestij non nulles de la matrice sont telles quexi ≤ yj.
En étant formel, le lemme de découpage de Jones ne s’appliquequ’au cas oùX est un cpo.

Mais le lemme de découpage reste valide dans le cas oùX est un espace topologique quelconque ;
ceci est dû à Sünderhauf (1997, théorème 2.4, corollaire 2.6).

On peut de même démontrer unlemme de découpage adapté à≪ (Jones, 1990, lemme
4.13) : lorsqueX est un cpo continu,

∑m
i=1 aiδxi

≪ ∑n
j=1 bjδyj

(où lesbj sont non nuls) si
et seulement s’il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m

1≤j≤n
dansR+ telle que la somme des

coefficients sur chaque ligne donne lesai (
∑n

j=1 tij = ai), la somme des coefficients sur chaque
colonne donne une quantitéstrictementinférieure auxbj (

∑m
i=1 tij < bj), et telle que les seules

entréestij non nulles de la matrice sont telles quexi ≪ yj.

2.9 Espaces métriques, de Banach, convexité, cônes

Une distance d sur un ensembleX est une fonction deX2 versR+ telle qued(x, y) = 0
si et seulement six = y, telle qued(x, y) = d(y, x) pour tousx, y ∈ X, et telle qued(x, z) ≤
d(x, y) + d(y, z) pour tousx, y, z ∈ X. Un ensemble muni d’une distance est appelé unespace
métrique.

Une distance ultramétrique est une fonction deX2 versR+ telle qued(x, y) = 0 si et
seulement six = y, telle qued(x, y) = d(y, x) pour tousx, y ∈ X, et telle qued(x, z) ≤
max(d(x, y), d(y, z)) pour tousx, y, z ∈ X. Toute distance ultramétrique est une distance. Un
ensemble muni d’une distance ultramétrique est appelé unespace ultramétrique.

Un espace métriqueX définit un espace topologique sous-jacent, dont les ouvertssont les
unions d’intersections finies deboules ouvertesB(x, ǫ) = {y|d(x, y) < ǫ}, où ǫ > 0. Cette
topologie est toujoursT2.

Selon cette définition, une suite(xn)n∈N
converge vers la limitex ∈ X si et seulement si,

pour toutǫ > 0, d(xn, x) < ǫ pour toutn assez grand. Une fonction d’un espace métrique vers
un autre est continue si et seulement si elle préserve toutesles limites de suites convergentes. Un
compact d’un espace métrique est une partieK telle que de toute suite(xn)n∈N

avecxn ∈ K
pour toutn, on peut extraire une sous-suite convergente.

Unesuite de Cauchyest une suite telle que pour touteǫ > 0, d(xn, xm) < ǫ pour tousn,m

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 33



Espaces métriques, de Banach, convexité, cônes Préliminaires

assez grands. Toute suite convergente est de Cauchy. Un espaceX dans lequel toute suite de
Cauchy converge est ditcomplet.

Soit E un espace vectoriel surR. Une norme surE est une fonction|| · || : E → R+

telle que||x|| = 0 si et seulement six = 0, ||αx|| = |α| ||x|| pour toutα ∈ R, et telle que
||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||. Un espace vectoriel norméest un espace vectoriel muni d’une norme.

Toute norme surE induit une distance définie pard(x, y) = ||x − y||. Un espace vectoriel
normé complet est appelé unespace de Banach.

Une fonctionf de l’espace vectorielE vers l’espace vectorielF est linéaire si f(αx) =
αf(x) et f(x + y) = f(x) + f(y). Une forme linéaire surE est une fonction linéaire deE
versR. LorsqueE est un espace vectoriel normé, toute forme linéairef surE est continue (avec
R muni de sa topologie métrique usuelle, pas sa topologie de Scott) si et seulement si elle est
lipschitzienne, c’est-à-dire si et seulement si|f(x)| est borné lorsquex varie parmi lesx ∈ E
tels que||x|| = 1. On peut alors définir lanorme sup sur l’espaceLE des formes linéaires
continues par

||f || = sup
x∈E,||x||=1

|f(x)|

Un sous-ensembleA d’un espace vectorielE estconvexesi et seulement si, pour tousx, x′ ∈
A, pour tousα, β ∈ R+ tels queα+ β = 1, on aαx+ βx′ ∈ A. Autrement dit, si deux pointsx
etx′ sont dansA, alors le segment reliantx àx′ est tout entier dansA.

Une fonctionf d’un sous-ensemble convexeA deE estconcave si et seulement si l’en-
semble des couples(x, y) tels quey ≤ f(x)} est une partie convexe de l’espace vectorielE×R.
De façon équivalente, si et seulement si, pour toutx, x′ ∈ A, pour tousα, β ∈ R+ tels que
α + β = 1, on af(αx+ βx′) ≥ αf(x) + βf(x′).

SoitE un espace vectoriel normé. Appelonsforme sous-linéaire surE toute fonctionp de
E versR telle quep(x+ y) ≤ p(x) + p(y), etp(αx) = αp(x) pour toutα ∈ R+. Les normes et
les formes linéaires sont des exemples de formes sous-linéaires.

Le théorème de Hahn-Banachénonce que sip est une forme sous-linéaire sur l’espace
vectoriel norméE, et sif est une forme linéaire sur un sous-espace vectorielF deE telle que
f(x) ≤ p(x) pour toutx ∈ F , alors il existe une forme linéairef∗ sur toutE qui coïncide avec
f surF et telle quef∗(x) ≤ p(x) pour toutx ∈ E.

Un corollaire immédiat est que pour tout sous-espace vectoriel F de l’espace vectoriel normé
E, si f est une forme linéaire continue surF , alorsf s’étend en une forme linéaire continuef∗

surE, de même norme :||f∗|| = ||f ||. C’est le théorème de Hahn-Banach appliqué à la fonction
sous-linéairep(x) = ||f || ||x||.

SoitO un voisinage ouvert et convexe de0 dans l’espace vectoriel norméE. La fonction de
Minkowski pO deO est définie par :pO(x) est la borne inférieure des réelsα > 0 tels que1

α
x

soit dansO. Il s’agit d’une fonction sous-linéaire. On en déduit lethéorème de Minkowski: si
x0 6∈ O, alors il existe une forme linéaire continuef∗ surE telle quef∗(x) < f∗(x0) pour tout
x ∈ O. (Prendref la forme linéaire définie sur la droiteF passant parx0 telle quef(x0) = 1.)

Le noyau d’une telle forme linéaire étant par convention unhyperplan, ceci s’exprime en
disant qu’il existe un hyperplan passant parx0, séparantE en deux demi-espaces, de sorte que
O soit entièrement contenu dans l’un des deux demi-espaces.
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On en déduit aussi lethéorème de séparationpar un hyperplan : siA est un sous-ensemble
convexe non vide deE, O est un ouvert convexe non vide deE, et siA et O sont disjoints,
alors il existe une forme linéaire continuef∗ surE telle quef∗(x) < f∗(y) pour tousx ∈ A et
y ∈ O. C’est une application du théorème de Minkowski : fixerx0 ∈ A, y0 ∈ O, et réaliser que
{(x − y) − (x0 − y0)|x ∈ A, y ∈ O} est un voisinage ouvert convexe de0 qui ne contient pas
x0 − y0.

En général, nous ne pourrons pas travailler sur des espaces vectoriels. La notion dont nous
aurons besoin est celle decône(Tix et al., 2005, chapitre 2). Uncôneest un ensembleC muni
de deux opérations, l’addition + : C ×C → C et lamultiplication scalaire · : R+×C → C,
ainsi que d’unzéro 0 ∈ C, tels que les lois suivantes sont vérifiées :

(a+ b) + c = a+ (b+ c) a+ b = b+ a a+ 0 = a

1 · a = a 0 · a = 0 (rs) · a = r · (s · a)
r · (a+ b) = r · a+ r · b (r + s) · a = r · a+ s · a

Autrement dit,C muni de l’addition est un monoïde commutatif (et non un groupe commutatif
comme dans le cas d’un espace vectoriel). Un exemple immédiat de cône estR+ lui-même, ou
bien R

+
, qui estR+ avec un point+∞ en plus, tel quea + (+∞) = (+∞) + a = +∞,

r · (+∞) = +∞ pour toutr > 0 et0 · (+∞) = 0. MaisR, par exemple, n’est pas un cône : dans
un côneC, 0 est nécessairement le plus petit élément, puisque0 = 0 · a ≤ 1 · a = a pour tout
a ∈ C ;

Une fonctionf d’un côneC vers un côneD estlinéaire si et seulement si

f(a+ b) = f(a) + f(b) f(r · a) = r · f(a)

Un cône ordonnéest un cône muni d’une relation d’ordre≤ qui rend+ et · croissantes en leurs
deux arguments. Und-côneest un cône ordonné qui est un cpo, et pour lequel+ et · sont Scott-
continues. Uncône topologiqueest un côneC tel que l’addition soit continue deC ×C versC,
et la multiplication scalaire soit continue deR+ × C versC, R+ étant comme d’habitude muni
de la topologie de Scott. Tout cône topologiqueT0 est un cône ordonné, une fois équippé de son
ordre de spécialisation. En revanche, un d-cône n’est pas nécessairement un cône topologique,
la topologie produit ne coïncidant pas nécessairement avecla topologie de Scott sur le produit.
Cependant, un d-cône continu est toujours un cône topologique.

Dans un d-cône,0 est le plus petit élément. Ceci, avec le fait que l’addition soit croissante,
implique que le d-côneC soit lui-même dirigé, ce qui implique queC a un élément maximal. En
conséquence,R+ n’est pas un d-cône. MaisR

+
est un d-cône, et même un d-cône continu.

Un analogue du théorème de Hahn-Banach est lethéorème du sandwich de Roth(Tix et al.,
2005, théorème 3.1), que voici. SoitC un cône ordonné. En adaptant la définition donnée plus
haut, une fonctionp : C → R

+
estsous-linéaire si et seulement sip(a + b) ≤ p(a) + p(b)

et p(r · a) = r · p(a) pour toutr ∈ R+. De façon symétrique, une fonctionq : C → R
+

est
sur-linéaire si et seulement siq(a + b) ≥ q(a) + q(b) et q(r · a) = r · q(a) pour toutr ∈ R+.
Alors, si pour tousa, b ∈ C tels quea ≤ b on aq(a) ≤ p(b) (par exemple siq ≤ p et q ou p est
croissante), alors il existe une fonction linéaire croissantef deC versR

+
telle queq ≤ f ≤ p.
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Nous aurons besoin de ce théorème de façon répétitive en partie IV. Nous en donnerons une
démonstration complète, ainsi qu’une série de conséquences, à la section 3.12.

2.10 Intégration

Il existe de nombreuses notions d’intégrales dans la littérature. L’une des plus connues est
l’intégrale de Lebesgue. La théorie de l’intégrale de Lebesgue est fondée sur la notion de mesure,
dont nous parlerons plus loin, à la section 2.11.

Il est déjà possible ici de donner une idée de ce que serait la mesure de Lebesgue surR,
en définissant la notion proche devaluation de Lebesguesur un intervalle[a, b] de R. (Nos
valuations sont à valeur dansR+, excluant+∞. Elles sont donc bornées, ce qui simplifie le
traitement mathématique — sauf à quelques rares endroits, notamment au théorème 11.2.9. En
revanche, ceci nous force à restreindre la valuation de Lebesgue à un intervalle borné deR.)

La valuation de LebesgueνL est définie par : pour toute union disjointe dénombrableU
d’intervalles ouverts]xi, yi[⊆ [a, b], i ∈ I, νL(U) =

∑
i∈I(yi − xi). Ceci est bien défini, sur tout

ouvertU de R (pour la topologie métrique usuelle), carU est une union d’intervalles ouverts
par définition. Chaque composante connexe deU est un intervalle ouvert]xi, yi[, et la somme
desyi − xi étant nécessairement inférieure ou égale àb − a, il ne peut y avoir qu’un nombre
dénombrable de tels intervalles.

Nous aurons besoin de savoir intégrer des fonctions d’un intervalle[a, b] versR. Il est tradi-
tionnel de mettre en concurrence deux notions d’intégrale,l’intégrale de Lebesgue et l’intégrale
de Riemann. En grande partie, nous n’aurons besoin que de l’intégrale de Riemann dans la suite,
et nous insisterons donc sur ses propriétés. Il sera pratique de savoir qu’on peut la généraliser, à
peu de frais, pour obtenir d’autres notions d’intégrales. Nous mentionnerons celle de Kurzweil-
Henstock et celle de Riemann-Stieltjes. Il existe aussi unegénéralisation commune, l’intégrale
de Kurzweil-Henstock-Stieltjes, mais dont le traitement est un peu plus difficile.

2.10.1 L’intégrale de Riemann

Commençons par l’intégrale de Riemann. Notre définition estrelativement non classique, et
tire parti du fait de la notion de limite telle que nous l’avons définie à la section 2.4.

Une subdivision pointéeD de l’intervalle [a, b] est une suitea0, t1, a1, t2, . . . , an−1, tn, an

(n ≥ 1) de réels de[a, b], aveca = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = b et ti ∈ [ai−1, ai] pour
tout i, 1 ≤ i ≤ n. Pour toute subdivision pointéeD de cette forme, lasomme de Darboux∫

D
f(t)dt def est définie comme étant

∑n
i=1(ai − ai−1)f(ti). On peut ordonner l’ensemble des

subdivisions pointées parD � D′ si et seulement siD est une sous-suite deD′, autrement dit
si l’on peut obtenirD′ à partir deD en ajoutant des frontières d’intervallesai et des pointsti
dans les intervalles[ai−1, ai]. On note que l’ensembleD[a,b] des subdivisions pointées sur[a, b]
est ordonné par�, et est dirigé dans cet ordre.

On dit que la fonctionf : [a, b] → R estRiemann-intégrable, ou simplementintégrable,
si et seulement si le philtre des sommes de Darboux

∫
D
f(t)dt, D ∈ D[a,b] converge vers une
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limite dansR muni de sa topologie métrique usuelle. Cette limite, si elleexiste, est nécessaire-
ment unique, carR muni de sa topologie métrique estT2. On note cette limite

∫ b

a
f(t)dt : c’est

l’ intégrale de Riemanndef sur l’intervalle[a, b].

On peut montrer que toute fonction continue de[a, b] dansR, au sens de la topologique
métrique usuelle, est Riemann-intégrable. Dans ce document, R est équipé par défaut de sa to-
pologie de Scott. La topologie métrique usuelle deR ou de[a, b] est, rappelons-le, la topologie
patch de cette dernière topologie. Une fonction continue de[a, b] versR, ces deux espaces étant
munis de leurs topologies patch, sera ditepatch-continue. (Nous généraliserons cette notion à
la définition 3.6.12.) Toute fonction patch-continue est donc Riemann-intégrable.

Ceci est moins connu, mais il en est de même des fonctions, nonnécessairement continues,
mais croissantes, ou bien des fonctions décroissantes. Nous utiliserons fréquemment la notion
d’intégrale de Riemann de fonctions décroissantes : c’est ce dont nous aurons besoin pour définir
l’intégrale de Choquet à la section 4.1. Sif : [a, b]→ R est décroissante, soitf(a) = f(b), donc
f est constante et donc clairement Riemann-intégrable, soitf(a) > f(b). Pour toutǫ > 0,
considérons une subdivision pointéeD = a0, t1, a1, . . . , an−1, tn, an de[a, b] quelconque dont le
diamètre maxn

i=1(ai − ai−1) est d’au plusǫ/(f(a) − f(b)). Alors
∫

D
f(t)dt est compris entre∑n

i=1 f(ai−1)(ai − ai−1) et
∑n

i=1 f(ai)(ai − ai−1), et la différence entre ces deux quantités est
d’au plus

∑n
i=1(f(ai−1)− f(ai))ǫ/(f(a)− f(b)) ≤ ǫ. Disons queD est une subdivision gauche

si et seulement siti = ai−1 pour touti, et queD est une subdivision droite siti = ai pour tout
i, 1 ≤ i ≤ n. SiD est une subdivisiona0, t1, a1, t2, a2, . . . , an−1, tn, an de [a, b], elle définit une
subdivision gaucheD+ = a0, a0, a1, a1, a2, . . . , an−1, an−1, an et une subdivision droiteD− =
a0, a1, a1, a2, a2, . . . , an−1, an, an. Nous venons de démontrer que pour toutǫ > 0, il existe une
subdivisionD telle que

∫
D− f(t)dt ≤

∫
D+ f(t)dt + ǫ. Commef est décroissante, la famille des∫

D+ f(t)dt, D+ subdivision gauche, est filtrante, et celle des
∫

D− f(t)dt, D− subdivision droite,

est dirigée. On en déduit quef est Riemann-intégrable, et que
∫ b

a
f(t)dt = supD−

∫
D− f(t)dt =

infD+

∫
D+ f(t)dt.

L’intégrale de Riemann est linéaire en la fonction intégrée: sif etg sont Riemann-intégrables,
alorsλf(t) + µg(t) aussi, et

∫ b

a
λf(t) + µg(t)dt = λ

∫ b

a
f(t)dt + µ

∫ b

a
g(t)dt ; elle est crois-

sante en la fonction intégrée : sif ≤ g (c’est-à-dire sif(t) ≤ g(t) pour toutt ∈ [a, b]) alors∫ b

a
f(t)dt ≤

∫ b

a
g(t)dt ; elle vérifie la relation de Chasles : sif est Riemann-intégrable sur[a, b]

et sur[b, c], alors elle est Riemann-intégrable sur[a, c] est
∫ c

a
f(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt+

∫ c

b
f(t)dt. Si

f est Riemann-intégrable sur[a, b] et f ′ ne diffère def qu’en un nombre fini de points, alorsf ′

est aussi Riemann-intégrable sur[a, b] et
∫ b

a
f ′(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt.

On dispose aussi d’unthéorème de Scott-continuitépour les intégrales de Riemann de fonc-
tions décroissantes : soit(fi)i∈I une famille dirigée de fonctions décroissantes sur[a, b], de borne

supérieuref , alors
∫ b

a
f(t)dt = supi∈I

∫ b

a
fi(t)dt. C’est évident :

∫ b

a
f(t)dt = supD−

∫
D− f(t)dt =

supD−

∫
D− supi∈I fi(t)dt = supD− supi∈I

∫
D− fi(t)dt (parce que les sommes de Darboux sont

des combinaison linéaires finies de valeursfi(tj) à coefficients positifs, et que l’addition et la
multiplication par une constante positive sont Scott-continues)= supi∈I supD−

∫
D− fi(t)dt =

supi∈I

∫ b

a
fi(t)dt.

On démontre de même lethéorème de Scott-cocontinuitépour les intégrales de Riemann de
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fonctions décroissantes : soit(fi)i∈I une famille filtrante de fonctions décroissantes sur[a, b], de

borne inférieuref , alors
∫ b

a
f(t)dt = infi∈I

∫ b

a
fi(t)dt. Ceci se démontre en utilisant les sommes

de Darboux sur les subdivisions gauchesD+ plutôt que les subdivisions droitesD−.
Ces théorèmes sont encore valides pour des familles de fonctions croissantes plutôt que dé-

croissantes (remplacerf par−f , fi par−fi). Mais ils ne le sont plus sur des familles de fonctions
Riemann-intégrables quelconques. Par exemple, considérons la famille des fonctions indicatrices
χE de parties finiesE de [a, b] : χE(t) = 1 si t ∈ E, χE(t) = 0 sinon. Il est facile de voir que∫ b

a
χE(t)dt = 0, maissupE χE = χ[a,b] et

∫ b

a
χ[a,b](t)dt = b− a.

Sous certaines conditions, l’intégrale de Riemann
∫ b

a
ḟ(t)dt existe et vautf(b) − f(a), où

ḟ est la dérivée def . La dérivée ḟ(t) d’une fonctionf : [a, b] → R au pointt ∈ [a, b] est la
limite de la quantité(f(t + ǫ) − f(t))/ǫ lorsquet + ǫ ∈ [a, b] et ǫ 6= 0 tend vers0, au sens de
la topologie métrique usuelle deR. La fonctionf estdérivable en t si et seulement si̇f(t) est
bien défini. Elle est dérivable sur un ensembleE si et seulement si elle est dérivable en tout point
deE. Une fonctionf estde classe C1 sur un ensembleE si et seulement si elle est dérivable
surE et sa dérivéeḟ est patch-continue surE. Un résultat classique est que sif est de classe
C1 sur [a, b], alors

∫ s

a
ḟ(t)dt = f(s) − f(a), quantité que l’on note souvent[f ]st=a. Il ne suffit

pas queḟ soit Riemann-intégrable. La patch-continuité est nécessaire ; c’est une faiblesse de
l’intégrale de Riemann. De même, sif est une fonction patch-continue de[a, b] versR, alors la
fonctionF (s) =

∫ s

a
f(t)dt est de classe C1 et Ḟ = f : on dit queF est uneprimitive def . De

nouveau, il est nécessaire de supposer quef soit patch-continue pour que ce résultat soit juste.
Finalement, sif etg sont deux fonctions de classe C1, on a la formule d’intégration par parties :∫ b

a
f(t)ġ(t)dt = [fg]bt=a −

∫ b

a
ḟ(t)g(t)dt.

2.10.2 L’intégrale de Kurzweil-Henstock

Une façon de réparer la faiblesse ci-dessus de l’intégrale de Riemann est de passer à l’in-
tégrale de Kurzweil-Henstock. Elle permet notamment de s’affranchir des conditions de patch-
continuité, ou de classe C1 dans les énoncés ci-dessus (Demailly, 2005).

Dire que
∫

D
f(t)dt tend vers une quantitéI — l’intégrale de Riemann — lorsqueD parcourt

l’ensemble dirigé par l’ordre� des subdivisions pointées, c’est demander que pour toutǫ > 0,
on a

∣∣∫
D
f(t)dt− I

∣∣ < ǫ pour toute subdivision pointéeD assez grande. On peut raffiner cette
approche en mesurant les subdivisions pointées par des jauges.

Unejaugesur[a, b] est une fonctionδ de[a, b] versR+\{0}. Intuitivement, une jauge sera un
moyen de contraindre les subdivisions pointéesD = a0, t1, a1, . . . , an−1, tn, an de sorte à majorer
la largeurai−ai−1 de l’intervalle autour deti : on demandera que|g(ai)−g(ai−1)| < δ(ti). Ceci
permet d’ajuster la largeur des intervalles autour de chaque ti finement. Si|g(ai) − g(ai−1)| <
δ(ti) pour touti, 1 ≤ i ≤ n, on dira queD estδ-fine. On dit que la fonctionf : [a, b] → R est
Kurzweil-Henstock intégrable, et d’intégrale égale àI, si et seulement si pour toutǫ > 0, il
existe une jaugeδ telle que

∣∣∫
D
f(t)dt− I

∣∣ < ǫ pour toute subdivision pointéeD qui estδ-fine.
(Le lemme de Cousinénonce que pour toute jaugeδ, il existe une subdivision pointéeδ-fine, ce
qui garantit que cette définition n’est pas trivialement satisfaite.)

Il n’est pas évident que ceci fournisse réellement une généralisation de l’intégrale de Rie-
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mann, mais c’est pourtant le cas : toute fonction Riemann-intégrable est intégrable au sens de
Lebesgue, et toute fonction intégrable au sens de Lebesgue l’est au sens de Kurzweil-Henstock.
De plus, les valeurs des intégrales coïncident. Nous noterons donc encore

∫ b

a
f(t)dt l’intégrale

de Kurzweil-Henstock def lorsqu’elle est définie. (À noter que si l’on modifie la définition de
“δ-fin” en ]ai−1, ai[⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)], on obtient une autre notion d’intégrale, celle de
MacShane, qui est équivalente à celle de Lebesgue.)

La nouveauté par rapport à l’intégrale de Riemann est que sif est dérivable sur[a, b] (pas
nécessairement de classe C1), alors sa dérivéėf est intégrable et

∫ b

a
ḟ(t)dt = f(b)−f(a), même

si ḟ n’est pas continue. C’est lethéorème fondamental de l’analyse. L’argument est court.
Fixonsǫ > 0. En toutt ∈ [a, b], f est dérivable, donc il existe un réel strictement positifδ(t) tel

que pour touts ∈ [a, b] avec|s−t| < δ(x),
∣∣∣(f(s)− f(t))/(s− t)− ḟ(t)

∣∣∣ < ǫ (sauf pours = t),

donc
∣∣∣f(s)− f(t)− (s− t)ḟ(t)

∣∣∣ ≤ ǫ|s − t| (y compris pours = t). Fixons une subdivision

pointéeD de [a, b] quelconque qui soitδ-fine (il en existe par le lemme de Cousin), et notons-la
a0, t1, a1, t2, a2, . . . , an−1, tn, an. Pour touti, 1 ≤ i ≤ n, |f(ai+1)− f(ai)− (ai+1 − ai)ḟ(ti)| =
|(f(ai+1) − f(ti) − (ai+1 − ti)ḟ(ti)) + (f(ti) − f(ai) − (ti − ai)ḟ(ti))| ≤ |f(ai+1) − f(ti) −
(ai+1 − ti)ḟ(ti)| + |f(ti) − f(ai) − (ti − ai)ḟ(ti)| ≤ ǫ|ai+1 − ti| + ǫ|ti − ai| = ǫ(ai+1 −
ai). Donc

∣∣f(b)− f(a)−
∫

D
f(t)dt

∣∣ ≤∑n
i=1

∣∣∣f(ai+1)− f(ai)− (ai+1 − ai)ḟ(ti)
∣∣∣ ≤ ǫ, d’où la

conclusion.

De nouveau, l’intégrale de Kurzweil-Henstock est linéaire: si f et g sont intégrables, alors
λf(t) + µg(t) aussi, et

∫ b

a
λf(t) + µg(t)dt = λ

∫ b

a
f(t)dt + µ

∫ b

a
g(t)dt ; elle est croissante en

la fonction intégrée : sif ≤ g alors
∫ b

a
f(t)dt ≤

∫ b

a
g(t)dt ; elle vérifie larelation de Chasles:

si f est intégrable sur[a, b] et sur [b, c], alors elle est intégrable sur[a, c] est
∫ c

a
f(t)dt =∫ b

a
f(t)dt +

∫ c

b
f(t)dt. Cette dernière propriété est peut-être la plus subtile destrois à démon-

trer, et ce malgré son apparente simplicité : pour toutǫ > 0, il existe par hypothèse une jauge
δ1 sur [a, b] et une jaugeδ2 sur [b, c] telles que pour toute subdivision pointéeD1 δ1-fine de

[a, b],
∣∣∣
∫

D1
f(t)dt−

∫ b

a
f(t)dt

∣∣∣ < ǫ/2, et pour toute subdivision pointéeD2 δ2-fine de [b, c],∣∣∣
∫

D2
f(t)dt−

∫ c

b
f(t)dt

∣∣∣ < ǫ/2. Posonsδ la jauge sur[a, b] définie par :δ(t) = min(δ1(t), b− t)
si t < b, δ(t) = min(δ2(t), t − b) si t > b, δ(b) = min(δ1(b), δ2(b)). Toute subdivision pointée
D qui estδ-fine doit être de la formea0, t1, a1, . . . , ai−1, ti, ai, . . . , an−1, tn, an avec l’un desti
qui vaut exactementb, par construction deδ. On peut donc la découper en deux subdivisions
D1 etD2, respectivementδ1-fine de[a, b], etδ2-fine de[b, c], et l’on conclut par des majorations
standard.

On observe que toute fonction intégrable sur[a, b] est encore intégrable sur tout sous-intervalle.
On déduit du théorème fondamental de l’analyse que, sif admet une primitiveF sur[a, b], alors
f est intégrable sur[a, b] et la fonction qui às associe

∫ s

a
f(t)dt est une primitive def ; en fait,∫ s

a
f(t)dt = F (s)− F (a).

De même, sif et g sont deux fonctions dérivables sur[a, b], on sait que le produitfg est
dérivable et que sa dérivée égaleḟg − fġ. Puisque toute dérivée est intégrable,ḟ g est intégrable
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si et seulement sifġ l’est, et :
∫ b

a

f(t)ġ(t)dt = [fg]bt=a −
∫ b

a

ḟ(t)g(t)dt

C’est la formule d’intégration par parties. Enfin, sif admet une primitiveF sur [a, b], alors
pour toute fonctiong dérivable de[α, β] vers[a, b], aveca = g(α), b = g(β), la fonctionF ◦ g
est dérivable, et de dérivée(f ◦ g)× ġ. On en déduit la formule dechangement de variables:

∫ b

a

f(t)dt =

∫ β

α

f(g(s))ġ(s)ds

Notons que tous ces développement se font aisément, sans avoir à supposer de condition de
continuité superflue.

2.10.3 L’intégrale de Riemann-Stieltjes

Les formules d’intégrations par parties, et de changement de variables, nécessitent queg soit
dérivable. Ceci est parfois gênant, notamment en théorie des probabilités, où l’on dispose d’une
probabilité, dite cumulative,G(t) qui mesure la probabilité que l’on a d’être dans l’intervalle
[a, t], mais oùG n’est pas nécessairement dérivable. SiG était dérivable, la moyenne def sur
[a, b] serait l’intégrale def(t)Ġ(t)dt. LorsqueG n’est pas dérivable, on souhaite intégrer direc-
tement par rapport à la probabilité cumulativedG(t). De telles intégrales sont dites à la Stieltjes.
Il existe une intégrale de Riemann-Stieltjes, et une de Kurzweil-Henstock-Stieltjes. Nous igno-
rerons la seconde, dont les propriétés sont plus délicates àétablir.

La définition de l’intégrale de Riemann-Stieltjes est très proche de celle de Riemann. Pour
toute subdivision pointéeD de[a, b], la somme de Darboux-Stieltjes

∫
D
f(t)dG(t) est la quan-

tité
∑n

i=1(G(ai) − G(ai−1))f(ti). On dit que la fonctionf : [a, b] → R estRiemann-Stieltjes
intégrable par rapport àG, ou simplementG-intégrable, et d’intégrale égale àI, si et seule-
ment si le philtre des sommes de Darboux-Stieltjes

∫
D
f(t)dG(t) converge versI, lorsqueD est

ordonné par l’ordre�.
On pourrait penser que

∫ b

a
f(t)dG(t) n’est rien d’autre qu’une autre façon d’écrire l’intégrale

de Riemann
∫ b

a
f(t)Ġ(t)dt. Mais ce n’est le cas que lorsqueG est de classe C1. En particulier,

ces deux intégrales sont en général différentes, même lorsqueG est dérivable mais pas de classe
C1.

On utilise surtout l’intégrale de Riemann-Stieltjes dans le cas oùG est une fonction crois-
sante. Alors toute fonctionf patch-continue de[a, b] dansR estG-intégrable. Notons aussi
que, dans ce cas,G définit une valuatioñG sur [a, b] muni de sa topologie d’Alexandroff, par :
G̃[t, b] = G̃]t, b] = G(b)−G(t).

Ceci se démontre en observant d’abord que tout fonction patch-continue sur un intervalle
fermé [a, b] est uniformément continue sur [a, b] : pour toutǫ > 0, il existe δ > 0 tel que
pour toust, t′ ∈ [a, b] tels que|t′ − t| ≤ δ, alors |f(t′) − f(t)| < ǫ. On pourra apprécier la
différence en notant qu’en termes d’ǫ et deδ, la propriété de patch-continuité énonce que pour
tout t ∈ [a, b], pour toutǫ > 0, il existeδ > 0 tel que pour toutt′ ∈ [a, b] tel que|t′ − t| ≤ δ,
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alors|f(t′) − f(t)| < ǫ. Soit doncf patch-continue de[a, b] versR, et supposons par l’absurde
quef n’est pas uniformément continue. Il existe doncǫ > 0 tel que pour toutδ > 0, on peut
trouver deux pointst, t′ ∈ [a, b] tels que|t′ − t| ≤ δ et |f(t′) − f(t)| ≥ ǫ. L’ensembleFδ des
couples(t, t′) d’éléments de[a, b] tels que|t′ − t| ≤ δ et |f(t′) − f(t)| ≥ ǫ est patch-fermé,
puisquef est patch-continue, et non vide par hypothèse. La famille desFδ, δ > 0, est filtrante.
Si son intersection était vide, puisque[a, b] est compact, l’un desFδ serait vide, contradiction.
Donc

⋂
δ>0 Fδ est non vide : il existet, t′ ∈ [a, b] tels que|t′ − t| ≤ δ pour toutδ > 0 (donc

t = t′) et |f(t′)− f(t)| ≥ ǫ, ce qui est impossible.
Soit doncf une fonction patch-continue de[a, b] dansR, etG une fonction croissante de

[a, b] dansR, et montrons quef estG-intégrable. Fixonsǫ > 0. Si G(a) = G(b), toutes les
sommes de Darboux-Stieltjes sont nulles, doncf est trivialementG-intégrable, et deG-intégrale
nulle. Sinon, puisquef est uniformément continue sur[a, b], il existe δ > 0 tel que pour tous
t, t′ ∈ [a, b] tels que|t′ − t| ≤ δ, on a|f(t′)− f(t)| < ǫ/(G(b)−G(a)). Pour toute subdivision
pointéeD = a0, t1, a1, . . . , an−1, tn, an de diamètre au plusδ, parce queG est croissante,

n∑

i=1

min
t∈[ai−1,ai]

f(t)(G(ai)−G(ai−1)) ≤
n∑

i=1

f(ti)(G(ai)−G(ai−1)) ≤
n∑

i=1

max
t∈[ai−1,ai]

f(t)(G(ai)−G(ai−1))

Commef est patch-continue sur les (patch-)compacts[ai−1, ai], les minima et maxima impliqués
dans les sommes ci-dessus sont atteints. La somme de gauche est donc une somme de Darboux-
Stieltjes sur une subdivision pointéeD−[f ], qui ne dépend que deD et def , et de même la
somme de droite est une somme de Darboux-Stieltjes sur une subdivision pointéeD+[f ] ne
dépendant que deD et def . Toutes ces subdivisions pointées sont de diamètre au plusδ, donc
maxt∈[ai−1,ai] f(t)−mint∈[ai−1,ai] f(t) < ǫ/(G(b)−G(a)). En sommant, on obtient :

∫

D+[f ]

f(t)dG(t)−
∫

D−[f ]

f(t)dG(t) < ǫ

Commeǫ est arbitraire, on en déduit quesupD

∫
D−[f ]

f(t)dG(t) = infD

∫
D+[f ]

f(t)dG(t), et
la valeur commune est nécessairement laG-intégrale def . En particulier, la fonction patch-
continuef est intégrable par rapport à la fonction croissanteG.

L’intégrale de Riemann-Stieltjes est de nouveau linéaire en la fonction intégrée : sif et g
sontG-intégrables, alorsλf(t) + µg(t) aussi, et

∫ b

a
λf(t) + µg(t)dG(t) = λ

∫ b

a
f(t)dG(t) +

µ
∫ b

a
g(t)dG(t). Elle est aussi linéaire en la distribution : sif estG-intégrable etG′-intégrable,

alors f est aussi(λG + µG′)-intégrable, et
∫ b

a
f(t)d(λG(t) + µG′(t)) = λ

∫ b

a
f(t)dG(t) +

µ
∫ b

a
f(t)dG′(t). LorsqueG est croissante, laG-intégrale est elle-même croissante en la fonction

intégrée : sif ≤ g alors
∫ b

a
f(t)dG(t) ≤

∫ b

a
g(t)dG(t). (L’hypothèseG croissante est néces-

saire.) LaG-intégrale vérifie de nouveau larelation de Chasles: si f estG-intégrable sur[a, b]
et sur[b, c], alors elle est intégrable sur[a, c] est

∫ c

a
f(t)dG(t) =

∫ b

a
f(t)dG(t) +

∫ c

b
f(t)dG(t).

Appelonspoint de discontinuité d’une fonctionG de [a, b] dansR un élémentt de [a, b] tel
qu’il existe ǫ > 0 tel que dans tout voisinage ouvertU de t dans[a, b], il existe toujours deux
pointst1, t2 avec|f(t2) − f(t1)| ≥ ǫ. Alors, si f estG intégrable sur[a, b] et f ′ ne diffère de

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 41



Intégration Préliminaires

f qu’en un nombre fini de points, dont aucun n’est un point de discontinuité deG, alorsf ′ est
aussiG-intégrable sur[a, b] et

∫ b

a
f ′(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt.

L’intégrale de Riemann-Stieltjes dispose, comme celle de Riemann, d’unthéorème de Scott-
continuité des intégrales de fonctions décroissantes, à condition queG soit croissante et patch-
continue : soit(fi)i∈I une famille dirigée de fonctions décroissantes sur[a, b], de borne supé-

rieure f , et G une fonction croissante patch-continue de[a, b] dansR, alors
∫ b

a
f(t)dG(t) =

supi∈I

∫ b

a
fi(t)dG(t). L’argument est le même que pour l’intégrale de Riemann, en utilisant le

fait que
∫ b

a
f(t)dG(t) = supD−

∫
D− f(t)dG(t), D− parcourant les subdivisions droites. On dis-

pose de nouveau d’unthéorème de Scott-cocontinuitédes intégrales de Riemann-Stieltjes de
fonctions décroissantes par rapport aux distributions croissantes patch-continues : soit(fi)i∈I

une famille filtrante de fonctions décroissantes sur[a, b], de borne inférieuref , etG une fonction
croissante patch-continue de[a, b] dansR, alors

∫ b

a
f(t)dG(t) = inf i∈I

∫ b

a
fi(t)dG(t).

Notons lethéorème des valeurs intermédiaires: pour toute fonction patch-continueg de
[α, β] versR, telle quea = infs∈[α,β] g(s) et b = sups∈[α,β] g(s), alors pour tout réelt ∈ [a, b] il
existe un réels tel queg(s) = t. Ceci se démontre aisément par un procédé dichotomique.

On a pour l’intégrale de Riemann-Stieltjes une formule dechangement de variablespeu
contraignante et relativement transparente : sif estG-intégrable sur[a, b], g est une fonction
croissante patch-continue de[α, β] vers[a, b], aveca = g(α) etb = g(β) ; alorsf ◦ g est(G ◦ g)-
intégrable et :

∫ b

a

f(t)dG(t) =

∫ β

α

f(g(t))dG(g(t))

En effet, pour toutǫ > 0, par hypothèse, pour toute subdivision pointéeD de [a, b] assez grande
dans l’ordre�, on a

∣∣∫
D
f(t)dG(t)− I

∣∣ < ǫ, où I =
∫ b

a
f(t)dG(t). SoitD0 = a0, t1, a1, . . . ,

an−1, tn, an une telle subdivision pointée. Par le théorème des valeurs intermédiaires, on peut
trouver une subdivision pointée∆0 = α0, s1, α1, . . . , αn−1, sn, αn de [α, β] telle queai = g(αi)
et ti = g(si) pour touti. Pour toute subdivision pointée∆ = α′

0, s
′
0, α

′
1, . . . , α

′
m−1, s

′
m, α

′
m de

[α, β] telle que∆0 � ∆, l’image D = g(∆) de ∆, qui est obtenue à partir deg(α′
0), g(s

′
0),

g(α′
1), . . . , g(α

′
m−1), g(s

′
m), g(α′

m) en éliminant les sous-intervalles vides (c’est-à-direg(s′i) et
g(α′

i) si g(α′
i) = g(α′

i−1)) est telle queD0 � D, et
∫
∆
f(g(s))dG(g(s)) =

∫
D
f(t)dG(t), donc∣∣∫

∆
f(g(s))dG(g(s))− I

∣∣ < ǫ, et l’on conclut.
Finalement, on a une formule d’intégration par parties, de nouveau très générale et peu

contraignante. Sif estg-intégrable sur[a, b], alorsg estf -intégrable sur[a, b], et :

∫ b

a

f(t)dg(t) = [fg]bt=a −
∫ b

a

g(t)df(t)

En effet, pour toutǫ > 0 par hypothèse il existe une subdivision pointéeD0 = a0, t1, a1, . . . ,
an−1, tn, an de [a, b] telle que

∣∣∫
D
f(t)dg(t)− I

∣∣ < ǫ pour touteD telle queD0 � D, où I =∫ b

a
f(t)dg(t). Quitte à remplacerD0 par un telD, on peut supposern ≥ 2, t1 = a0 = a et

tn = an = b. On peut de plus supposerti < ti+1 pour touti, 1 ≤ i ≤ n−1. SoitD′
0 la subdivision

pointéet1, a1, t2, . . . , tn−1, an−1, tn de[a, b]. Pour toute subdivision pointéeD′ telle queD′
0�D′,
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disonsD′ = t′1, a
′
1, t

′
2, . . . , t

′
p−1, a

′
p−1, t

′
p, on note que la subdivision pointéeD obtenue à partir

de a = a′0, t
′
1, a

′
1, t

′
2, . . . , t

′
p−1, a

′
p−1, t

′
p, a

′
p = b en éliminant les sous-intervalles vides (c’est-à-

dire lest′i, a
′
i tels quea′i = a′i−1) est telle queD0 � D, et

∫
D
f(t)dg(t) =

∑p
i=1 f(t′i)(g(a

′
i) −

g(a′i−1)) =
∑p−1

i=1 g(a
′
i)(f(t′i) − f(t′i+1)) − g(a′0)f(t′1) + g(a′p)f(t′p) = [fg]bt=a −

∫
D′ g(t)df(t).

Donc
∣∣∫

D′ g(t)f(t)− ([fg]bt=a − I)
∣∣ < ǫ, et l’on conclut.

On déduit de la formule d’intégration par parties, au passage, que toute fonction croissantef
estG-intégrable dès queG est patch-continue, puisqueG estf -intégrable. Par linéarité de laG-
intégrale enf , toute fonction décroissantef est aussiG-intégrable lorsqueG est patch-continue.

2.10.4 Intégrales impropres

Lesintégrales impropres
∫ +∞

a
f(t)dt et

∫ b

−∞
f(t)dt sont définies respectivement comme les

limites de
∫ b

a
f(t)dt lorsqueb tend vers+∞, et lorsquea tend vers−∞ respectivement, lorsque

ces limites existent. De même pour les intégrales à la Stieltjes
∫ +∞

a
f(t)dG(t) et

∫ b

−∞
f(t)dG(t).

Nous ne les utiliserons que dans le cas oùf vaut0 en-dehors d’un intervalle donné, auquel cas
ces intégrales impropres ne sont que des notations pour des intégrales ordinaires, dont nous ne
souhaitons pas préciser les bornes.

Tous les théorèmes et formules portant sur les intégrales sur [a, b] s’adapteront alors aux inté-
grales impropres de fonctions nulles en-dehors d’un intervalle fermé, sans plus de considération.

2.11 Tribus

Une caractéristique fondamentale d’une topologie est qu’elle n’est en général pas close par
complémentaire : siU est un ouvert deX,X \ U n’est en général pas ouvert. Un espace topolo-
gique tel que tout ouvert a un complémentaire ouvert, ou de façon équivalente tel que tout ouvert
soit fermé, est appeléextrêmement discontinu (Bourbaki, 1971, Exercice 21, I.11, p. I.118).
Le préordre de spécialisation d’une telle topologie est alors une relation d’équivalence, et tout
ouvert, c’est-à-dire aussi tout fermé, est juste une union quelconque de classes d’équivalence.
Un exemple de topologie extrêmement discontinue surX est donné par l’ensemble de toutes les
parties deX ; c’est la seule topologie extrêmement discontinue qui soitaussiT0.

Une tribu sur un ensembleE est une familleT de parties deE qui est stable par complé-
mentaire (siA ∈ T alorsE \ A ∈ T), contient le vide, et est stable par unions dénombrables (si
Ai ∈ T pour touti ∈ N, alors

⋃
i∈N

Ai ∈ T). T contient alors aussiE tout entier, et est aussi
stable par intersections dénombrables. Notons qu’il ne serait pas raisonnable de demander que
T soit stable par unions quelconques, sinonT serait une topologie extrêmement discontinue, qui
est un objet mathématique beaucoup moins intéressant.

Étant donné une famille(Bi)i∈I de parties deE, il existe toujours une plus petite tribu la
contenant : c’est la tribuengendréepar la famille(Bi)i∈I . En particulier, siX est un espace
topologique, la tribu engendrée par les ouverts deX s’appelle latribu borélienne surX. La
tribu borélienne surR, par exemple, surR, contient non seulement les ouverts de Scott]r,+∞[,
mais aussi tous les intervalles, ouverts ou fermés, et plus.L’utilisation de l’axiome du choix
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permet cependant de montrer que la tribu borélienne surR ne coïncide pas avec l’ensemble de
toutes les parties deR, c’est-à-dire qu’il existe des ensembles non boréliens surR.

Un ensembleE muni d’une tribuT sera appelé unespace mesurable, et les éléments deT
seront simplement appelés lesmesurablesdeE. Une fonctionf d’un espace mesurableE vers
un espace mesurableF est ditemesurablesi et seulement sif−1(A) est un mesurable deE pour
tout mesurableA deF .

Unemesuresur un espace mesurableE est une fonctionµ deT dansR+ telle queµ(∅) = 0,
etµ

(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑+∞

i=0 µ(Ai) pour toute famille dénombrable(Ai)i∈N
de mesurables deE deux

à deux disjoints : on dit queµ estσ-additive. Par ceci, nous entendons que la somme de droite
converge, et vaut la quantité de gauche. En particulier,µ (

⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=0 µ(Ai) pour toute

famille finie (Ai)
n
i=1 de mesurables deux à deux disjoints. Cette notion est usuellement appelée

mesurebornéedans la littérature. Toutes nos mesures, de mêmes que toutesnos capacités, seront
bornés, et nous ferons l’économie de l’adjectif.

De façon analogue, nous appelleronspré-tribu toute famille de parties deE stable par com-
plémentaires et unions finies. Il existe encore une pré-tribu engendréepar une famille quel-
conque de parties. Un ensemble muni d’une pré-tribu sera appelépré-mesurable, et les éléments
de la tribu seront lespré-mesurables. Unepré-mesuresur un ensembleE muni d’une pré-tribu
T est une fonctionµ deT dansR+ telle queµ (

⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=0 µ(Ai) pour toute famille finie

(Ai)
n
i=1 de pré-mesurables deux à deux disjoints : on dit queµ estadditive.

On notera que toute pré-mesure vérifie des propriétés similaires aux valuations. Toute pré-
mesureµ est stricte (µ(∅) = 0), monotone (siA ⊆ B alorsµ(A) ≤ µ(B) : en effet,µ(B) =
µ(A ∪ (B \ A)) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A)), modulaire, et vérifie le principe d’inclusion-
exclusion :

ν

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ai

)
(2.6)

où cette fois-ci lesAi sont des éléments de la pré-tribu, et non des ouverts.
Le théorème de Smiley-Horn-Tarski, parfois aussi appelé théorème de Pettis, énonce que

pour toute valuationν sur un espace topologiqueX, il existe une unique pré-mesureν% sur la
pré-tribu engendrée par la topologie deX et qui étendeν. Les éléments de la pré-tribu engendrée
par la topologie deX sont les unions finies disjointes decroissantsU \ V , oùU et V sont des
ouverts deX. On a alorsν%(U \ V ) = ν(U)− ν(U ∩ V ) = ν(U ∪ V )− ν(V ).

Le problème de l’existence d’extensions de valuations continues à des mesures sur un es-
pace topologiqueX donné est plus complexe (Keimel and Lawson, 2005). C’est le cas des va-
luations quasi-simples lorsqueX est un espace à convergence monotone (Keimel and Lawson,
2005, théorème 4.4), de toutes les valuations continues lorsqueX est un espace sobre localement
compact (Keimel and Lawson, 2005, théorème 5.3).

On peut adapter les définitions des capacités, des jeux, etc., aux espaces mesurables. De façon
explicite, soitE un ensemble mesurable. On appellecapacitésurE toute fonctionµ qui à tout
mesurableA deE associe un élément deR ∪ {+∞}, et telle queµ(∅) = 0. Un jeu µ sur
E est une capacitémonotone, c’est-à-dire telle queA ⊆ B impliqueµ(A) ≤ µ(B) pour tous
mesurablesA, B deE. Une capacitéµ surE est :
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– convexessiµ(A ∪B) + µ(A ∩B) ≥ µ(A) + µ(B) pour tous mesurablesA, B deE ;
– concavessiµ(A ∪ B) + µ(A ∩B) ≤ µ(A) + µ(B) pour tous mesurablesA, B deE ;
– ω-continue ssiµ

(⋃
n∈N

An

)
= supn∈N µ(An) pour toute famille croissanteA0 ⊆ A1 ⊆

. . . ⊆ An ⊆ . . . de mesurables deE.
– ω-cocontinue ssi µ

(⋂
n∈N

An

)
= infn∈N µ(An) pour toute famille décroissanteA0 ⊇

A1 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . . de mesurables deE.
On notera que, comme toute tribu est stable par complémentaires, laω-continuité est équivalente
à laω-cocontinuité dès queµ(A)+µ(X \A) = µ(X) pour tout mesurableA deX ; en particulier
dès queµ est additive. (Ceci ne serait pas tout à fait le cas pour le casde mesures non bornées.)

Une capacité convexe et concave est la même chose qu’une pré-mesure. Il est aussi facile de
voir que les mesures sont exactement les pré-mesuresω-continues.

Une capacité estσ-sous-additivesi et seulement si, pour toute suite(An)n∈N
,µ
(⋃

n∈N
An

)
≤∑+∞

n=0 µ(An). Pour toute capacitéµ surE muni de la tribu formé de toutes les parties deE, on
dit que le sous-ensembleA estµ-mesurablesi et seulement siµ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A)
pour toute partieB deE. Le théorème de Carathéodoryénonce que la famille des parties
µ-mesurables deE est une pré-tribuM(µ), et queµ définit une pré-mesure surE muni de la pré-
tribu M(µ). Si de plus,µ estσ-sous-additive, alorsM(µ) est une tribu etµ définit une mesure
surE muni de la tribuM(µ).

Nous terminons par un théorème important. Une famille de parties deX contenantX, stable
par unions de suites croissantes, et par différencesE\E ′ avecE ′ ⊆ E, est appelée unsystème de
Dynkin . Unπ-systèmeest une familleC de parties deX contenantX et stable par intersections
binaires : siE,E ′ ∈ C alorsE ∩E ′ ∈ C. Le théorème de classe monotoneexprime que siC est
unπ-système,D est un système de Dynkin, etC ⊆ D, alors la tribu engendrée parC est incluse
dansD.

En voici une démonstration. NotonsD(A) le système de Dynkin engendré par une famille
A de parties deX. Soit C un π-système surX, on commence par montrer queD(C) est unπ-
système. Pour ceci, introduisons, pour toutA ∈ D(C), l’ensembleΓ(A) desB ∈ D(C) tels que
A∩B soit dansD(C). ClairementC ⊆ Γ(A) pour toutA ∈ C, puisqueC est unπ-système. Il est
aussi facile de voir queΓ(A) est un système de Dynkin pour toutA ∈ D(C). DoncD(C) ⊆ Γ(A),
pour toutA ∈ C. On en déduit queΓ(A) contientC non seulement lorsqueA est dansC, mais
pour n’importe quelA ∈ D(C) : pour toutB ∈ C, il suffit de montrer queB ∩ A ∈ D(C), mais
c’est évident puisqueA ∈ D(C) ⊆ Γ(B). CommeΓ(A) est un système de Dynkin contenantC,
il contientD(C), et ce pour toutA ∈ D(C). Donc pour toutB ∈ D(C), B ∈ Γ(A), c’est-à-dire
A∩B ∈ D(C) :D(C) est unπ-système. Ceci étant démontré, il est facile de voir que toutsystème
de Dynkin qui est aussi unπ-système est une tribu, et que toute tribu est un système de Dynkin ;
donc, siC est unπ-système,D(C) coïncide avec la tribu engendrée parC, et l’on conclut.
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Chapitre 3

Quelques compléments

Le but de ce chapitre est d’introduire quelques résultats qui, sans être réellement nouveaux,
ne sont pas non plus nécessairement connus. Certains sont des résultats faciles, d’autres sont des
variantes de résultats publiés. Nous aurons besoin de tous àun moment où à un autre dans la
suite de ce document.

3.1 Cohérence des cpos continus

Nous avons vu en section 2.3 que tout cpo continu était sobre et localement compact. Nous
nous demandons ici dans quel cas un cpo continu eststablementlocalement compact. Il faut et il
suffit qu’il soit cohérent, c’est-à-dire que l’intersection de deux compacts soit toujours compacte.

Lemme 3.1.1 Dans un ensemble ordonné continuX, l’intérieur de↑ E est↑↑E, pour toute partie
E deX.

Démonstration.↑↑E est un ouvert inclus dans↑ E, donc↑↑E est inclus dans l’intérieur de↑ E.
Réciproquement, siU est un ouvert inclus dans↑ E, U =

⋃
x∈U ↑↑x. Pour toutx ∈ U , comme

x ∈↑ E, ↑↑x ⊆ ↑↑E puisque dès quez ≤ x≪ y, z ≪ y. DoncU ⊆ ↑↑E. ⊓⊔

Lemme 3.1.2 SoitX un ensemble ordonné continu, de baseB. Une partieA deX est compacte
si et seulement si, pour toute famille(xi)i∈I d’éléments deB telle queA ⊆ ⋃i∈I ↑↑xi, il existe
une sous-famille finieJ deI telle queA ⊆ ⋃i∈J ↑↑xi.

Démonstration.C’est le lemme d’Alexander, appliqué au fait que les ouverts↑↑x, x ∈ B, forment
une base de la topologie deX. ⊓⊔

Lemme 3.1.3 SiX est un espace topologique bien filtrant, l’intersection de toute famille filtrante
de compacts saturés est un compact saturé.

Démonstration.Soit (Qi)i∈I une famille filtrante de compacts saturés. Soit(Uj)j∈J un recou-
vrement ouvert de

⋂
i∈I Qi. CommeX est bien filtrant, il existei ∈ I tel queQi ⊆

⋃
j∈J Uj.
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CommeQi est compact, on peut donc extraire un sous-recouvrement fini(Uj)j∈K deQi, donc
de
⋂

i∈I Qi. La propriété de saturation est immédiate. ⊓⊔
Rappelons qu’un compact finitaire est un ensemble de la forme↑ E pourE fini, c’est-à-dire

de la forme↑ x1 ∪ . . . ∪ ↑ xn.
Le lemme suivant est une très légère généralisation de Jung (1998, lemme 4.10,(ii) ).

Lemme 3.1.4 SoitX un cpo continu, etB une base deX. Un compact finitaire↑ E està support
dansB si et seulement siE ⊆ B.

Les compacts saturésQ deX sont exactement les intersections de familles filtrantes(↑ Ei)i∈I

de compacts finitaires à support dansB. On peut de plus demander queQ ⊆ ↑↑Ei pour touti ∈ I.

Démonstration.SoitQ un compact saturé deX. CommeQ est saturé,Q s’écrit sous la forme
d’une intersection

⋂
i∈I Ui d’une famille filtrante(Ui)i∈I d’ouverts, à savoir la famille de tous

les ouverts contenantQ. CommeX est un cpo continu etB en est une base,Ui =
⋃

x∈B∩Ui
↑↑x.

CommeQ ⊆ Ui et Q est compact, on peut extraire un ensemble finiEi ⊆ B ∩ Ui tel que
Q ⊆ ⋃x∈Ei

↑↑x = ↑↑Ei. Or ↑↑Ei est l’intérieur du compact finitaire↑ Ei par le lemme 3.1.1. En

particulier,Q ⊆
◦︷︸︸︷
↑ Ei ⊆↑ Ei.

Montrons que la famille(↑ Ei)i∈I est filtrante. Elle est non vide carI est non vide. Soient

i, j ∈ I. ↑ Ei∩ ↑ Ej contient l’ouvert

◦︷︸︸︷
↑ Ei ∩

◦︷︸︸︷
↑ Ej. Comme ce dernier contientQ, il s’écrit Uk

pour un certaink ∈ I. Mais↑ Ek ⊆ Uk par construction, donc(↑ Ei)i∈I est filtrante.
Clairement, tous les↑ Ei sont à support dansB, et commeQ ⊆↑ Ei ⊆ Ui pour touti, en

prenant l’intersection de chaque côté, on obtientQ ⊆ ⋂i∈I ↑ Ei ⊆ Q, doncQ =
⋂

i∈I ↑ Ei.
Réciproquement, toute intersection de compacts finitairesest un compact saturé, par le lem-

me 3.1.3, puisqueX, en tant que cpo continu est sobre, donc bien filtrant. ⊓⊔
On en déduit immédiatement un résultat dû à Lawson (1988, section V).

Corollaire 3.1.5 SoitX un cpo continu. Alors la topologie basse surX coïncide avec la topo-
logie cocompacte :Xℓ = Xd.

Démonstration.Rappelons que les fermés deXℓ sont les intersections d’unions finies de parties
de la forme↑ x, x ∈ X. Ce sont donc les intersections de compacts finitaires. Toutcompact
finitaire étant compact saturé, tout fermé deXℓ est donc une intersection de compacts saturés,
donc un fermé deXd. Réciproquement, tout fermé deXd est une intersection d’unions finies
de compacts saturés, donc, par le lemme 3.1.4, une intersection d’unions finies de compacts
finitaires (en faisant distribuer les unions finies sur les intersections filtrantes), donc un fermé de
Xℓ. ⊓⊔

Proposition 3.1.6 SoitX un cpo continu. Supposons qu’il existe une baseB deX telle que,
pour tousx, y ∈ B, ↑ x ∩ ↑ y est compact. AlorsX est cohérent, et donc stablement localement
compact.
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Démonstration.SoientQ, Q′ deux compacts saturés. En utilisant le lemme 3.1.4, écrivons les
sous forme d’intersections filtrantes de compacts finitaires à support dansB : Q =

⋂
i∈I ↑ Ei,

Q′ =
⋂

j∈J ↑ E ′
j . Alors Q ∩ Q′ =

⋂
i∈I,j∈J(↑ Ei ∩ ↑ E ′

j). La famille (↑ Ei ∩ ↑ E ′
j)i∈I,j∈J

est
dirigée, et n’est formée que de compacts saturés. Par le lemme 3.1.3, et commeX est continu,
donc sobre, donc bien filtrant,Q ∩ Q′ est donc un compact saturé. On en conclut queX est
cohérent. ⊓⊔
La condition de la proposition 3.1.6 est nécessaire : siX est cohérent, l’intersection des deux
compacts finitaires↑ x et ↑ y est nécessairement compacte. On peut en général donner une
caractérisation ne faisant intervenir que la notion d’ordre et la relation≪ : voir Jung (1998,
lemme 4.18), mais nous ne l’utiliserons pas.

Corollaire 3.1.7 SoitX un cpo continu. Supposons queX a une baseB ayant la

Propriété M: Pour tousx, y ∈ B, il existe un nombre fini d’élémentsx1, . . . , xn ∈ X
tels que, pour tousz ∈ X, on ax ≤ z ety ≤ z si et seulement s’il existei, 1 ≤ i ≤ n,
tel quexi ≤ z

AlorsX est cohérent, et donc stablement localement compact.

Démonstration. La condition demandée est juste que↑ x ∩ ↑ y soit un compact finitaire↑
{x1, . . . , xn}. ⊓⊔
Notons que ceci est en particulier le cas lorsqueX est un domaine, puisqu’alorsx ety n’ont soit
aucun majorant soit exactement une borne supérieure :

Corollaire 3.1.8 Tout domaine est cohérent, et stablement localement compact.

Dans le cas particulier ou tout couple d’éléments a une bornesupérieure, on dit que l’espace est
unsup-demi-treillis, auquel cas on peut prendren = 1 etx1 la borne supérieure dex et dey.

La propriété M est due à Jung (1998, définition, p.38), où elleest donnée non pour une base
B quelconque, mais pourX tout entier. Dans ce cas, rappelons que nous disons queX est un
espace finitairement cohérent.

Pour qu’additionnellementX soit stablement compact, il suffit qu’il soit compact. Ceci arrive
dans un cas simple fréquent :

Lemme 3.1.9 SoitX un ensemble ordonné ayant un plus petit élément⊥. AlorsX est compact.

Démonstration.Soit (Ui)i∈I une famille d’ouverts telle que
⋃

i∈I Ui = X. Alors⊥ ∈ ⋃i∈I Ui,
donc il existei ∈ I tel que⊥ ∈ Ui. Mais alorsUi = X puisqueUi est clos par le haut. ⊓⊔

3.2 Rétractions

La notion de rétract d’un espace topologique nous sera utileà plusieurs reprises. La définition
est la suivante.
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Définition 3.2.1 (Rétract) Un rétractd’un espace topologiqueY est un espace topologiqueZ
tel qu’il existe deux fonctions continuess : Z → Y (la section) etr : Y → Z (la rétraction) avec
r(s(z)) = z pour toutz ∈ Z.

Il s’ensuit quer est surjective ets est injective, en particulier. D’après Jung (2004), le résultat
suivant est dû à Jimmie Lawson.

Lemme 3.2.2 (Lawson)SoitZ un rétract d’un espace topologiqueY . SiY est sobre, alorsZ
aussi. SiY est localement compact, alorsZ aussi. SiY est cohérent, alorsZ aussi. SiY est
compact, alorsZ aussi.

En particulier, siY est stablement localement compact, resp. stablement compact, alorsZ
aussi.

Démonstration.Montrons d’abord queZ est sobre, en supposantY sobre. Ceci demande plu-
sieurs étapes.

D’abord, on remarque que commer et s sont continues, elles sont en particulier croissantes
pour les préordres de spécialisation≤ des topologies des espaces respectifs. L’injections est
alors un plongement de préordres : sis(z) ≤ s(x), alorsz = r(s(z)) ≤ r(s(x)) = x.

Commer ◦ s est l’identité surZ, s(A) ⊆ r−1(A) pour toute partieA deZ. SoitF un fermé
irréductible deZ. SoitF ′ = cl(s(F )), un fermé deY . Puisques(F ) ⊆ r−1(F ) et quer−1(F ) est
fermé,F ′ ⊆ r−1(F ).

Remarquons ques−1(F ′) = F . En effet,s−1(F ′) ⊇ s−1(s(F )) ⊇ F par construction, et
s−1(F ′) ⊆ s−1(r−1(F )) = (r ◦ s)−1(F ) = F .

Montrons maintenant queF ′ est un fermé irréductible. Pour ceci, supposonsF ′ ⊆ F ′
1 ∪ F ′

2,
avecF ′

1 etF ′
2 deux fermés deY . On a alorsF = s−1(F ′) ⊆ s−1(F ′

1 ∪ F ′
2) = s−1(F ′

1)∪ s−1(F ′
2),

doncF ⊆ s−1(F ′
1) ouF ⊆ s−1(F ′

2) puisqueF est irréductible. Dans le premier cas,s(F ) ⊆ F ′
1,

doncF ′ = cl(s(F )) ⊆ F ′
1 ; dans le deuxième cas, de même,F ′ ⊆ F ′

2. DoncF ′ est bien un fermé
irréductible deY .

CommeY est sobre,F ′ est l’adhérencecl({y}) =↓ y d’un unique pointy. OrF ′ = cl(s(F ))
= cl(

⋃
x∈F{s(x)}) ⊇

⋃
x∈F cl({s(x)}) =

⋃
x∈F ↓ s(x). En particulier, il existex ∈ F tel que

y ∈ ↓ s(x), c’est-à-dire tel quey ≤ s(x). Commes(x) ∈ s(F ) ⊆ F ′, et quey est le plus grand
élément deF ′, on ay = s(x). MaintenantF = s−1(F ′) = s−1(↓ s(x)) = {z ∈ Z|s(z) ≤
s(x)} =↓ x puisques est un plongement de préordres. Autrement dit,F = cl({x}). Le point
x est de plus unique, car si on avaitF =↓ x =↓ x′, alors on auraitx ≤ x′ et x′ ≤ x, donc
s(x) ≤ s(x′) et s(x′) ≤ s(x), doncs(x) = s(x′) puisque le préordre≤ est un ordre surY , donc
x = x′ puisques est injective. DoncF est l’adhérence d’un unique pointx.

On en conclut queZ est sobre.
Montrons queZ est localement compact dès queY est localement compact. Soitz ∈ U , où

U est un ouvert deZ. Alors s(z) ∈ s(U) ⊆ r−1(U). CommeY est localement compact, il existe

un compact saturéQ de Y tel ques(z) ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ r−1(U). Alors z ∈ s−1(
◦

Q), et s−1(
◦

Q)

est ouvert puisques est continue. De plus,s−1(
◦

Q) ⊆ r(Q) puisque toutx ∈ s−1(
◦

Q) est tel que

s(x) ∈
◦

Q ⊆ Q, doncx = r(s(x)) ∈ r(Q) ; et r(Q) est compact puisqueQ est compact etr est
continue. Finalement,r(Q) ⊆ r(r−1(U)) = U puisquer est surjective.
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Montrons queZ est cohérent dès queY l’est. SoientQ1, Q2 deux compacts saturés deZ.
Alors s(Q1) et s(Q2) sont deux compacts deY , donc↑ s(Q1) et ↑ s(Q2) sont deux compacts
saturés deY . PuisqueY est cohérent,↑ s(Q1)∩↑ s(Q2) est un compact saturé deY . Commer est
continue,r(↑ s(Q1) ∩ ↑ s(Q2)) est compacte dansZ. Montrons que ce compact est exactement
Q1 ∩Q2. Si x ∈ Q1 ∩Q2, x = r(s(x)) est dansr(↑ s(Q1) ∩ ↑ s(Q2)) puisques(x) est à la fois
danss(Q1) ⊆↑ s(Q1) et danss(Q2) ⊆↑ s(Q2). Réciproquement, six ∈ r(↑ s(Q1) ∩ ↑ s(Q2)),
écrivonsx = r(y), avecs(x1) ≤ y, x1 ∈ Q1, et s(x2) ≤ y, x2 ∈ Q2. Alors x1 = r(s(x1)) ≤
r(y) = x doncx ∈ Q1 et similairementx ∈ Q2, doncx ∈ Q1∩Q2. Puisquer(↑ s(Q1)∩↑ s(Q2))
égaleQ1 ∩Q2, et que le premier est compact,Q1 ∩Q2 est aussi compact dansZ. De plus, il est
clairement saturé dansZ. DoncZ est cohérent.

Finalement, commer est continue, siY est compact alorsr(Y ) est compact. Orr est surjec-
tive, doncZ = r(Y ). DoncZ est compact.

Le reste du lemme est conséquence immédiate des résultats ci-dessus. ⊓⊔
Les rétractions transportent aussi les structures de cpo continu et de domaine. Pour ceci, nous

aurons besoin du lemme suivant (Heckmann, 1990, théorème 6.7.9). En termes savants, ceci est
une propriété dite de super-compacité locale : si l’on remplaçait le compact finitaire↑ x′ par un
compact arbitraire dans la propriété ci-dessous, on retrouverait la propriété de compacité locale.

Lemme 3.2.3 SoitX un ensemble ordonné.X est continu (resp., de baseB) si et seulement si,
pour toutx ∈ X et tout ouvert de ScottO deX, il existe un pointx′ ∈ X (resp.,x′ ∈ B) et un
ouvert de ScottO′ tels quex ∈ O′ ⊆ ↑ x′ ⊆ O.

Démonstration. Si X est continu, il existex′ ∈ O (resp.,x′ ∈ O ∩ B) tel quex ∈ ↑↑x′, et
↑↑x′ ⊆↑ x′. Réciproquement, fixonsx ∈ X, et supposons :(∗) pour tout ouvert de ScottO deX,
il existe un pointx′ ∈ X (resp.,x′ ∈ B) et un ouvert de ScottO′ tels quex ∈ O′ ⊆ ↑ x′ ⊆ O.
PosonsD = {u ∈ X (resp.,u ∈ B) |∃Ou ∈ O(X) · x ∈ Ou ⊆ ↑ u}. Alors D est non vide,
par (∗), en prenantO = X, u = x′, Ou = O′. D est dirigé : siu, v ∈ D, alorsx ∈ Ou ∩ Ov

donc par(∗) il existex′ ∈ X (resp.,x′ ∈ B) etO′ tels quex ∈ O′ ⊆ ↑ x′ ⊆ Ou ∩ Ov ; de
↑ x′ ⊆ Ou ∩ Ov ⊆ ↑ u ∩ ↑ v, on déduitu, v ≤ x′, et dex ∈ O′ ⊆ ↑ x′ on déduitx′ ∈ D. Tout
élémentu deD est bien au-dessous dex : si (yi)i∈I est une famille dirigée de borne supérieurey
telle quex ≤ y, alors commex ∈ Ou etOu est ouvert de Scott, il existei ∈ I tel queyi ∈ Ou ;
et commeOu ⊆ ↑ u, u ≤ yi : doncu≪ x.

Il ne reste qu’à montrer queD admetx comme borne supérieure. Clairement toutu ∈ D est
inférieur ou égal àx, doncx est un majorant deD. Pour établir quex = supD, fixons un autre
majoranty deD et montrons quex ≤ y. Ceci revient à démontrer que tout ouvertO qui contient
x contienty. Soit doncO un ouvert contenantx. Par(∗) il existex′ ∈ X (resp.,x′ ∈ B) etO′

tels quex ∈ O′ ⊆ ↑ x′ ⊆ O. Par définition,x′ ∈ D. Commey majoreD, x′ ≤ y. D’autre part,
x′ ∈ O puisque↑ x′ ⊆ O. CommeO est clos par le haut etx′ ≤ y, y ∈ O. ⊓⊔

Lemme 3.2.4 SoitZ un ensemble ordonné, rétract d’un ensemble ordonné (resp.,cpo) continu
Y de baseB. AlorsZ est un ensemble ordonné (resp., cpo) continu, de base l’image r(B) deB
par la rétractionr : Y → Z.
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Démonstration.Notons≪Z la relation “bien au-dessous” surZ,≪Y celle deY . De même pour
les notations↓↓ZE et ↓↓YE. On commence par observer que :(∗) si y ≪Y s(z) alorsr(y) ≪Z z.
En effet, soit(zi)i∈I une famille dirigée de borne supérieuresupi∈I zi telle quez ≤ supi∈I zi.
Commes est continue,s(z) ≤ supi∈I s(zi), donc puisquey ≪Y s(z), il existe i ∈ I tel que
y ≤ s(zi). En appliquantr de chaque côté, puisquer◦s est l’identité,r(y) ≤ zi. Doncr(y)≪Z z.

Pour montrer queZ est un ensemble ordonné continu, fixonsz ∈ Z etO un ouvert deZ
contenantz. Commez = r(s(z)), s(z) ∈ r−1(O). PuisqueY est continu de baseB, et que
r−1(O) est (Scott-)ouvert, il existey ∈ r−1(O) ∩ B tel quey ≪Y s(z). Par(∗), r(y) ≪Z z. Or
r(y) ∈ O par construction, doncz ∈ ↑↑r(y) ⊆↑ r(y) ⊆ O, et r(y) ∈ r(B) : on conclut par le
lemme 3.2.3.

Si en plusY est un cpo, alors toute famille dirigée(zi)i∈I admetr(supi∈I s(zi)) comme borne
supérieure, doncZ est un cpo. ⊓⊔
Ceci est bien connu. Le lemme 3.2.4 établit, comme cas particulier, que tout rétract d’un cpo algé-
brique est un cpo continu. En général, on peut même démontrerque les cpos continus sont exac-
tement les rétracts de cpos algébriques, voir par exemple Heckmann (1990, proposition 7.5.3).
Partant d’un cpo continuX, on construit le cpoI(X) des familles dirigées closes par le bas de
X, ordonnées par l’inclusion.I(X) est toujours un cpo algébrique, même siX n’est qu’un en-
semble ordonné. LorsqueX est un cpo continu, la sections : X → I(X) envoiex vers↓↓x et la
rétractionr : I(X)→ X envoieD verssupD.

Lemme 3.2.5 Tout rétract d’un domaine est un domaine.

Démonstration.Soit s : Z → Y la section etr : Y → Z la rétraction. On ar(s(z)) = z pour
toutz ∈ Z. Supposons queY soit un domaine. PuisqueY est un cpo continu, par le lemme 3.2.4,
Z est un cpo continu. Soientz1 et z2 deux éléments deZ. Si z1 et z2 ont un majorant, disonsz,
alorss(z1) et s(z2) admettents(z) comme majorant dansY . CommeY est un domaine,s(z1) et
s(z2) ont une borne supérieure. Posonsz0 = r(sup(s(z1), s(z2))). Clairement,z0 est un majorant
dez1 et dez2 : on az1 = r(s(z1)) ≤ r(sup(s(z1), s(z2))) = z0, et de mêmez2 ≤ z0. Montrons
que c’est le plus grand des majorants. Pour toutz ∈ Z, si z1, z2 ≤ z alorss(z1), s(z2) ≤ s(z),
doncsup(s(z1), s(z2)) ≤ s(z), d’où z0 ≤ r(s(z)) = z. ⊓⊔

3.3 Le cpoQ(X) des choix démoniaques

Rappelons queQ(X) est l’ensemble des compacts saturés non vides deX, ordonné par l’in-
clusion inverse⊇.

Lemme 3.3.1 SiX est bien filtrant, alorsQ(X) est un cpo. La borne supérieure de la famille
dirigée (pour⊇, c’est-à-dire filtrante pour l’inclusion)(Qi)i∈I est

⋂
i∈I Qi.

Si de plusX est localement compact, alorsQ(X) est un cpo continu, etQ ≪ Q′ si et

seulement si
◦

Q ⊇ Q′.

Démonstration.Soit (Qi)i∈I une famille dirigée d’éléments deQ(X). Comme l’ordre deQ(X)
est l’inclusioninverse⊇, (Qi)i∈I est une famille filtrante de compacts saturés non vides. Par le
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lemme 3.1.3,
⋂

i∈I Qi est un compact saturé. Si de plus
⋂

i∈I Qi était vide, alors
⋂

i∈I Qi ⊆ ∅,
donc il existeraiti ∈ I tel queQi ⊆ ∅, puisqueX est bien filtrant ; mais c’est impossible. Donc⋂

i∈I Qi est un compact saturé non vide, qui est clairement la borne supérieure (pour⊇) de la
famille (Qi)i∈I .

SupposonsQ ≪ Q′. En particulier,Q ⊇ Q′. CommeQ′ est saturé,Q′ est l’intersection de
la famille filtrante(Ui)i∈I de tous les ouverts contenantQ′. Pour chaquei ∈ I, Q′ ⊆ Ui, donc

commeX est localement compact, il existe un compact saturéQi tel queQ′ ⊆
◦

Qi ⊆ Qi ⊆ Ui.
En particulier,

⋂
i∈I Qi ⊆

⋂
i∈I Ui = Q′.

Montrons que la famille(Qi)i∈I est filtrante. Clairement, elle est non vide. SoientQi, Qj,

deux compacts de cette famille. Alors
◦

Qi ∩
◦

Qj est un ouvert contenantQ′ et contenu dansQi et

Qj. Il existe donc un indicek ∈ I tel queUk =
◦

Qi ∩
◦

Qj, et doncQk ⊆ Uk ⊆ Qi ∩Qj.
Comme(Qi)i∈I est filtrante et

⋂
i∈I Qi ⊆ Q′, autrement dit comme(Qi)i∈I est dirigée pour

⊇ et que sa borne supérieure est au-dessus deQ′, on déduit deQ≪ Q′ qu’il existei ∈ I tel que

Q ⊇ Qi. CommeQi ⊇
◦

Qi ⊇ Q′,Q contient un ouvert,
◦

Qi, qui contientQ′, donc
◦

Q ⊇ Q′.

Réciproquement, supposons que
◦

Q ⊇ Q′. Pour toute famille filtrante(Qi)i∈I de compacts

saturés telle que
⋂

i∈I Qi ⊆ Q′, on a
⋂

i∈I Qi ⊆
◦

Q. CommeX est bien filtrant, il existei ∈ I tel

queQi ⊆
◦

Q ⊆ Q, doncQ≪ Q′.
Montrons maintenant queQ(X) est continu. SoitQ un compact saturé non vide deX. On

doit montrer que la famille des compacts(Qi)i∈I tels que
◦

Qi ⊇ Q est dirigée et que
⋂

i∈I Qi = Q.

Or, supposons que
◦

Qi ⊇ Q et
◦

Qj ⊇ Q. Comme
◦

Qi ∩
◦

Qj est ouvert et contientQ, et que d’autre

partX est localement compact, il existe un compact saturéQ′ tel queQ ⊆
◦

Q′ ⊆ Q′ ⊆
◦

Qi ∩
◦

Qj,

doncQ′ apparaît comme un certainQk, k ∈ I. En particulier,Qk ⊆
◦

Qi ∩
◦

Qj ⊆ Qi ∩ Qj, et la
famille est donc dirigée.

Ensuite, commeQ est saturé,Q est l’intersection des ouvertsU contenantQ. Par compacité

locale, chacun de ces ouvertsU contient un compact saturéQ′ tel queQ ⊆
◦

Q′ ⊆ Q′ ⊆ U ,
c’est-à-dire l’un desQi, i ∈ I. Donc

⋂
i∈I Qi = Q. ⊓⊔

Proposition 3.3.2 Si X est stablement localement compact,Q(X) est un domaine ;Q ≪ Q′

si et seulement si
◦

Q ⊇ Q′. De plus, pour tout ensemble finiA non vide deQ(X), soitA n’a
aucun majorant, soitA a une borne supérieure

⋂
Q∈AQ. En tant qu’espace topologique,Q(X)

est stablement localement compact.
SiX est stablement compact,Q(X) a un plus petit élément et est stablement compact.

Démonstration. La première partie de la proposition est par le lemme 3.3.1. CommeX est
cohérent, l’intersectionQ ∩ Q′ de deux compacts saturésQ et Q′ est un compact saturé. En
particulier, pour toute partieA finie non vide deQ(X), soit

⋂
Q∈AQ est vide et alorsA n’a aucun

majorant, soit
⋂

Q∈A est non vide et c’est nécessairement la borne supérieure deA dansQ(X).
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Par le corollaire 3.1.7 (avecn = 0 oun = 1 selon le cas),Q(X) est cohérent, donc stablement
localement compact.

Si de plusX est stablement compact, donc compact, alorsQ(X) admetX comme plus petit
élément, et est donc compact par le lemme 3.1.9. ⊓⊔

Dans le cas des cpo continus, on peut préciser une base deQ(X).

Lemme 3.3.3 SoitX un cpo continu, de baseB. Q(X) est un cpo continu, et une base en est
donnée par les compacts finitaires↑ E non vides avecE fini inclus dansB.

Démonstration.CommeX est un cpo continu, il est sobre donc bien filtrant, et aussi localement
compact. Par le lemme 3.3.1,Q(X) est donc un cpo continu. FixonsQ ∈ Q(X). Q est la borne
supérieure, c’est-à-dire l’intersection, de la famille filtrante(Qi)i∈I de tous les compacts saturés
non videsQi tels queQi ≪ Q. Par le lemme 3.1.4,Qi est l’intersection d’une famille filtrante
(↑ Eij)j∈Ji

de compacts finitaires à support dansB. PuisqueQi est non vide, tous lesEij sont
aussi non vides.

Montrons que la famille des(↑ Eij)i∈I,j∈Ji
est filtrante. Étant donnés↑ Eij et↑ Ei′j′, il existe

i′′ ∈ I tel queQi, Qi′ ⊇ Qi′′. CommeQi′′ ≪ Q, par la propriété d’interpolation, il existei′′′ ∈ I
tel queQi′′ ≪ Qi′′′ ≪ Q. Donc il existej′′′ ∈ Ji′′′ tel que↑ Ei′′′j′′′ ⊆ Qi′′ ⊆ ↑ Eij, ↑ Ei′j′.

Finalement, il est clair queQ est l’intersection de la famille(↑ Eij)i∈I,j∈Ji
:
⋂

i∈I,j∈Ji
↑ Eij =⋂

i∈I Qi = Q. ⊓⊔
On peut aussi s’intéresser à la structure des ouverts deQ(X).

Lemme 3.3.4 SoitX un espace bien filtrant. Pour tout ouvertU deX,

2U = {Q compact saturé non vide deX|Q ⊆ U}

est un ouvert de Scott deQ(X).

Démonstration.2U est clairement clos par le haut (c’est-à-dire que siQ′ ⊆ Q etQ ∈ 2U ,
alorsQ′ ∈ 2U ). Soit (Qi)i∈I une famille dirigée deQ(X), c’est-à-dire une famille filtrante
de compacts saturés non vides. Supposons qu’elle ait une borne supérieure, autrement dit que⋂

i∈I Qi soit non vide, et que cette borne supérieure
⋂

i∈I Qi soit dans2U . Alors, par définition,⋂
i∈I Qi ⊆ U , donc commeX est bien filtrant, il existei ∈ I tel queQi ⊆ U , c’est-à-dire

Qi ∈ 2U . ⊓⊔

Lemme 3.3.5 Pour tous ouvertsU ,V deX, 2(U ∩ V ) = 2U∩2V . SiU ⊆ V alors2U ⊆ 2V .
Pour toute famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts deX, (2Ui)i∈I est dirigée et2

⋃
i∈I Ui =

⋃
i∈I 2Ui.

Démonstration.2(U ∩ V ) = {Q ∈ Q(X)|Q ⊆ U ∩ V } = {Q ∈ Q(X)|Q ⊆ U etQ ⊆ V } =
2U ∩ 2V . Si U ⊆ V , alors toutQ ∈ 2U est tel queQ ⊆ U ⊆ V , doncQ ∈ 2V . Donc
si (Ui)i∈I est une famille dirigée d’ouverts deX, (2Ui)i∈I est dirigée aussi. De plus,2Ui ⊆
2
⋃

i∈I Ui pour touti ∈ I, donc
⋃

i∈I 2Ui ⊆ 2
⋃

i∈I Ui. Réciproquement, siQ ∈ 2
⋃

i∈I Ui,
Q ⊆ ⋃

i∈I Ui. CommeQ est compact, il existei ∈ I tel queQ ⊆ Ui, doncQ ⊆ ⋃
i∈I Ui,

c’est-à-direQ ∈ 2
⋃

i∈I Ui. ⊓⊔
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Corollaire 3.3.6 Si X est bien filtrant et localement compact, les ouverts deQ(X) sont les
unions d’ouverts de la forme2U , U ouvert deX. Plus précisément, tout ouvertU de Q(X)

s’écrit
⋃

Q∈U
2

◦

Q.

Démonstration.CommeQ(X) est continu, tout ouvertU deQ(X) est l’union des↑↑Q, Q ∈ U.

Or ↑↑Q = {Q′ ∈ Q(X)|Q ≪ Q′} = {Q′ ∈ Q(X)|
◦

Q ⊇ Q′} = 2
◦

Q, en utilisant le lemme 3.3.1.
Réciproquement, toute union d’ouverts est ouverte, et2U est ouvert par le lemme 3.3.4. ⊓⊔

On aura aussi besoin des résultats suivants, repris de Tix (1995, lemme 3.3) :

Lemme 3.3.7 SoitX un espace stablement localement compact.
SiQ1 etQ2 sont deux compacts saturés, etW est un ouvert contenantQ1∩Q2, alors il existe

deux ouvertsV1 etV2 tels queQ1 ⊆ V1,Q2 ⊆ V2, etV1 ∩ V2 ⊆ W .

Démonstration.SoientQ1 etQ2 deux compacts saturés, etW un ouvert contenantQ1∩Q2. SiQ1

ouQ2 est vide, le lemme est évident. Sinon, par la proposition 3.3.2,Q1 est la borne supérieure⋂
i∈I1

Q1i d’une famille filtrante (dirigée pour⊇) de compacts saturésQ1i ≪ Q1, et de même
Q2 est la borne supérieure

⋂
j∈I2

Q2j d’une famille filtrante (dirigée pour⊇) de compacts saturés
Q2j ≪ Q2. DoncQ1 ∩Q2 =

⋂
i∈I1,j∈I2

Q1i ∩Q2j, qui est une intersection d’une famille filtrante
de compacts saturés, puisqueX est cohérent. CommeQ1 ∩ Q1 ⊆ X et queX est bien filtrant,

il existe i ∈ I1 et j ∈ I2 avecQ1i ∩ Q2j ⊆ W . Il suffit maintenant de prendreV1 =
◦

Q1i et

V2 =
◦

Q2j : commeQ1i ≪ Q1,Q1 ⊆ V1, et de mêmeQ2 ⊆ V2. ⊓⊔

Lemme 3.3.8 SoitX un espace stablement localement compact.
SiQ est un compact saturé etV1 etV2 sont deux ouverts tels queQ ⊆ V1 ∪ V2, alors il existe

deux compacts saturésQ1 etQ2 tels queQ1 ⊆ V1,Q2 ⊆ V2, etQ ⊆ Q1 ∪Q2.

Démonstration. Soit Q un compact saturé etV1 et V2 deux ouverts tels queQ ⊆ V1 ∪ V2.
CommeX est localement compact, pour tout pointx ∈ V1, il existe un compact saturéQ1x tel

quex ∈
◦

Q1x ⊆ Q1x ⊆ V1 ; de même, pour touty ∈ V2, il existe un compact saturéQ2y tel que

y ∈
◦

Q2y ⊆ Q2y ⊆ V2. En particulier,V1 =
⋃

x∈V1

◦

Q1x, etV2 =
⋃

y∈V2

◦

Q2y. CommeQ ⊆ V1 ∪ V2

etQ est compact, il existe une famille finieI1 de points deV1 et une famille finieI2 de points de

V2 telles queQ ⊆ ⋃x∈I1

◦

Q1x ∪
⋃

y∈I2

◦

Q2y. PosonsQ1 =
⋃

x∈I1
Q1x etQ2 =

⋃
y∈I2

Q2y. Alors
Q1 ⊆ V1,Q2 ⊆ V2, etQ ⊆ Q1 ∪Q2. ⊓⊔

3.4 Les espacesH(X), Hop(X), Hu(X) de choix angéliques, et
O(X)

Soit X un espace topologique, et≤ son préordre de spécialisation. À l’opposé de la sec-
tion 3.3, définissonsH(X) comme étant l’ensemble des fermés non vides deX, ordonné par
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inclusion⊆. C’est l’espace de Hoarede X, qui est souvent utilisé pour modéliser le non-
déterminisme angélique, là où l’espace de SmythQ(X) est utilisé pour modéliser le non-dé-
terminisme démoniaque.

Lemme 3.4.1 L’ensembleH∅(X) des fermés deX, muni de l’ordre d’inclusion⊆, est un treillis
complet. En particulier,H(X) est un cpo. La borne supérieuresupA d’une famille (resp. non
vide)A de fermés (resp. non vides) est l’adhérencecl(

⋃
A) de l’union des fermés deA.

Démonstration.Comme toute intersection de fermés est fermée, toute familleA de fermés de
X a pour borne inférieure

⋂
A. CommeH∅(X) a toutes les bornes inférieures, il a aussi toutes

les bornes supérieures, etsupA = inf{F ∈ H(X)|F majoreA} =
⋂

F fermé,F⊇
S

A = cl(
⋃
A).

On en déduit immédiatement queH(X) a toutes les bornes supérieures de familles non vides,
en particulier celles qui sont dirigées. ⊓⊔

Remarquons que tout fermé est clos par le bas : siy ∈ F etx ≤ y, x ∈ F . En effet, sinonx
serait dans l’ouvertX \ F , doncy aussi par définition du préordre de spécialisation≤. De plus,
tout ferméF s’écrit

⋃
x∈F ↓ x : l’inclusion⊆ est triviale, et l’inclusion⊇ vient du fait queF est

clos par le bas. En particulier, tout fermé s’écrit comme l’union dirigée des↓ E, oùE parcourt
les parties finies deF . De plus, pour tout pointx, ↓ x = cl({x}), donc↓ E = cl(E) pour toute
partie finieE. On en déduit :

Lemme 3.4.2 PourF, F ′ ∈ H(X), siF ≪ F ′, alors il existe une partie finieE deX telle que
F ⊆ cl(E) ⊆ F ′. En particulier, tout élément fini deH(X) est de la formecl(E), avecE fini.

Démonstration.SupposonsF ≪ F ′. Pour toute partie finieE deF ′, cl(E) est inclus dansF ′

puisqueF ′ est fermé. De plus,F ′ =
⋃

E fini ⊆F ′ cl(E), et l’union est dirigée. CommeF ≪ F ′,
il existeE fini inclus dansF ′ tel queF ⊆ cl(E). De plus,cl(E) ⊆ F ′ carE ⊆ F ′ estF ′ est
fermé. SiF est fini,F ≪ F , doncF ⊆ cl(E) ⊆ F , et l’on conclut. ⊓⊔
Notons que,E étant fini,↓ E est lui-même fermé, donccl(E) ⊆ ↓ E. Commecl(E) est clos par
le bas,↓ E = cl(E), donccl(E) = ↓ E. L’égalité entre l’adhérence et la clôture par le bas n’est
pas en général valide pour des ensembles infinis.

Lemme 3.4.3 SoitX un espace topologique.H(X) est stablement localement finitaire.

Démonstration.CommeH(X) est un cpo, il est finitairement sobre et localement finitaire. H(X)
est finitairement cohérent, en fait toute paire d’élémentsF , F ′ de H(X) a une unique borne
supérieureF ∪ F ′. ⊓⊔

Il est difficile d’en dire vraiment davantage sur la topologie deH(X) en général. On sait que,
siX est un cpo algébrique, alorsH(X) aussi ; et que, siX est un cpo continu, alorsH(X) aussi
(Heckmann, 1990, section 18.6). Redémontrons-le ici.

Lemme 3.4.4 SoitX un cpo continu, de baseB. Pour tousF, F ′ ∈ H(X), F ≪ F ′ si et
seulement s’il existe une partie finieE deB telle queF ⊆ ↓ E etE ⊆ ↓↓F ′.

56 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Quelques compléments Les espacesH(X), Hop(X), Hu(X) de choix angéliques, etO(X)

Démonstration.SoitF ′ un fermé quelconque non vide deX. On commence par montrer que :

F ′ = cl




⋃

E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E


 (3.1)

Si E ⊆ ↓↓F ′, alors pour toutx ∈ ↓ E, il existey ∈ E tel quex ≤ y, et il existez ∈ F ′ tel
quey ≪ z ; doncx ≪ z, doncx ≤ z, et commez ∈ F ′ et F ′ est clos par le bas,x ∈ F ′.
On en déduit que siE ⊆ ↓↓F ′ alors↓ E ⊆ F ′. Donc

⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E ⊆ F ′, et comme

F ′ est fermé,cl

(⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E
)
⊆ F ′. Réciproquement, pour toutx ∈ F ′, montrons

quex ∈ cl

(⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E
)

. Pour touty ≪ x, avecy ∈ B, on remarque d’abord que

y ∈ ⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E : il suffit de prendreE = {y}. Doncy ∈ cl
(⋃

E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′
↓ E
)

.

Or, puisqueX est continu de baseB, x est borne supérieure de la famille dirigée formée de ces

y ≪ x, y ∈ B. Commecl

(⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E
)

est Scott-fermé, cette borne supérieurex est

encore danscl

(⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E
)

. DoncF ′ ⊆ cl

(⋃
E⊆B,E fini ⊆↓↓F ′

↓ E
)

.

On déduit de (3.1) que siF ≪ F ′, alors il existe une partie finieE deB telle queF ⊆ ↓ E
etE ⊆ ↓↓F ′.

Réciproquement, supposons queF ⊆ ↓ E etE ⊆ ↓↓F ′, oùE ⊆ B est fini, et montrons que
F ≪ F ′. Soit (Fi)i∈I une famille dirigée de fermés non vides deX tels queF ′ ⊆ cl

(⋃
i∈I Fi

)
.

PuisqueE ⊆ ↓↓F ′, pour toutx ∈ E il existe y ∈ F ′, donc danscl
(⋃

i∈I Fi

)
, tel quex ≪ y.

Autrement dit,y est dans l’ouvert↑↑x. Fixonsx ∈ E. Nous venons de montrer quecl
(⋃

i∈I Fi

)
∩

↑↑x n’était pas vide. De façon équivalente,cl
(⋃

i∈I Fi

)
n’est pas inclus dans le complémentaire

X \ ↑↑x de↑↑x. OrX \ ↑↑x est par construction fermé, donccl
(⋃

i∈I Fi

)
⊆ X \ ↑↑x si et seulement

si
⋃

i∈I Fi ⊆ X \ ↑↑x. On en déduit que
⋃

i∈I Fi n’est pas inclus dansX \ ↑↑x, donc qu’il existe
un élémentyx tel quex ≪ yx et yx ∈

⋃
i∈I Fi. Il existe donc un indiceix ∈ I tel queyx ∈ Fix.

Comme(Fi)i∈I est dirigée, il existe un indicei ∈ I tel queFi contienne tous lesFix, x ∈ E. Pour
cet i, on a donc : pour toutx ∈ E, il existe un élémentyx tel quex ≪ yx et yx ∈ Fi, autrement
dit E ⊆ ↓↓Fi. CommeFi est fermé, donc clos par le bas,↓↓Fi ⊆ ↓ Fi = Fi, doncE ⊆ Fi, et aussi
↓ E ⊆ Fi. CommeF ⊆ ↓ E, F ⊆ Fi. DoncF ≪ F ′. ⊓⊔

Proposition 3.4.5 SoitX un cpo continu, de baseB. AlorsH(X) est un cpo continu, et même
un domaine. Une base en est donnée par lesfermés finitairesnon vides. Un fermé finitaire est
n’importe quel ensemble de la forme↓ E, oùE est une partie finie deB. De plus,↓ E ≪ F ′ si
et seulement siE ⊆ ↓↓F ′.

Démonstration.La formule (3.1) exprime tout ferméF ′ comme borne supérieure de la famille
DF ′ des↓ E, E partie finie deB, E ⊆ ↓↓F ′. Par le lemme 3.4.4 appliqué àF = ↓ E, tout
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élément deDF ′ est bien au-dessous deF ′. De plus,DF ′ est dirigée : d’abord,DF ′ est non vide,
car contenant↓ ∅ ; ensuite, siE et E ′ sont deux parties finies deB telles queE ⊆ ↓↓F ′ et
E ′ ⊆ ↓↓F ′, alors clairementE ∪ E ′ est encore une partie finie deB, etE ∪ E ′ ⊆ ↓↓F ′. Donc
H(X) est un cpo continu. C’est un domaine, car c’est un sup-demi-treillis, la borne supérieure
deF1 etF2 étantF1 ∪ F2.

Finalement, siE ⊆ ↓↓F ′ alors↓ E ≪ F ′, par le lemme 3.4.4 appliqué àF = ↓ E. Récipro-
quement, si↓ E ≪ F ′, alors il existe une partie finieE ′ deB telle que↓ E ⊆ ↓ E ′ etE ′ ⊆ ↓↓F ′.
Ceci implique que, pour toutx ∈ E, il existey ∈ E ′ tel quex ≤ y, et il existez ∈ F ′ tel que
y ≪ z. Donc pour toutx ∈ E, il existez ∈ F ′ tel quex≪ z, autrement ditE ⊆ ↓↓F ′. ⊓⊔

LorsqueX est stablement compact, on pourrait penser étudierH(X) via le dual de de Groot
Xd deX. En effet, les fermés non vides deX sont exactement les compacts saturés non vides de
Xd. Cependant, en conclure queH(X) = Q(Xd) serait une erreur : l’ordre est en effet inversé
entreH(X) etQ(Xd), puisqueF est plus petit ou égal àF ′ dansH(X) si et seulement siF ⊆ F ′,
et dansQ(Xd) si et seulement siF ⊇ F ′.

Donnons un nom à cet espace :

Définition 3.4.6 Hop(X) est l’ensemble des fermés non vides deX, ordonnés par inclusion
inverse.

Rappelons la notion d’opposé d’un ensemble ordonné (section 2.2).

Fait 3.4.7 Hop(X) est l’opposé deH(X). L’application F 7→ X \ F est un isomorphisme
d’ordre deHop(X) sur l’ensemble ordonnéO∗(X) des ouvertsU 6= X muni de l’ordre d’inclu-
sion⊆.

LorsqueX est stablement compact,Hop(X) = Q(Xd).

Étudions en passant l’ensembleO(X) des ouverts deX muni de l’ordre d’inclusion⊆. La
définition suivante est d’Escardó and Heckmann (2002, section 5). Rappelons que l’on note⋐ la
relation “bien au-dessous” entre ouverts deX ordonnés par⊆. De façon équivalente, pour tous
ouvertsU , V deX, U ⋐ V si et seulement si de tout recouvrement ouvert deV on peut extraire
un sous-recouvrement fini deU .

Définition 3.4.8 (Espace localement relativement compact)L’espaceX estlocalement relati-
vement compactsi et seulement si, pour toutx ∈ X et tout ouvertV contenantx, il existe un
ouvertU deX tel quex ∈ U ⋐ V .

X est relativement compactsi et seulement siX est compact et localement relativement
compact.

On observe :

Lemme 3.4.9 Si (Vi)
n
i=1 est une famille finie d’ouverts tels queVi ⋐ U pour touti, 1 ≤ i ≤ n,

alors
⋃n

i=1 Vi ⋐ U .

Démonstration.Soit (Uj)j∈J un recouvrement ouvert deU . Pour chaquei, 1 ≤ i ≤ n, on peut
extraire un sous-recouvrement fini(Uj)j∈Ji

deVi. Alors (Uj)j∈
Sn

i=1 Ji
est un sous-recouvrement

fini de
⋃n

i=1 Vi, donc
⋃n

i=1 Vi ⋐ U . ⊓⊔
Le lemme suivant est bien connu.
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Lemme 3.4.10⋐ est la relation “bien au-dessous” surO(X). O(X) est un treillis complet, qui
est un cpo continu si et seulement siX est localement relativement compact.

Démonstration.SupposonsU ⋐ V , et soit(Ui)i∈I une famille dirigée d’ouverts telle queV ⊆⋃
i∈I Ui. CommeU ⋐ V , il existe une sous-famille finieJ ⊆ I telle queU ⊆ ⋃i∈J Ui. Comme

(Ui)i∈I est dirigée, il existei ∈ I tel queU ⊆ Ui. DoncU est bien au-dessous deV .
Réciproquement, soitPfin(()I) l’ensemble des parties finies deI. SiU est bien au-dessous de

V , pour tout recouvrement ouvert(Ui)i∈I deV , la famille (
⋃

i∈J Ui)J∈Pfin(()I)
est dirigée, et son

union contientV , donc il existeJ ∈ Pfin(()I) tel queU ⊆ ⋃i∈J Ui. Autrement dit,U ⋐ V .
O(X) est un treillis complet, car il a toutes les bornes supérieures, donc aussi toutes les

bornes inférieures. C’est donc en particulier un cpo.
SiX est localement relativement compact, tout ouvertU est l’union des ouvertsV ⋐ U . En

effet, d’une part siV ⋐ U alorsV ⊆ U , dont l’union des ouvertsV ⋐ U est incluse dansU .
Réciproquement, six ∈ U , commeX est localement relativement compact, il existe un ouvertV
tel quex ∈ V ⋐ U , doncx appartient à l’union des ouvertsV ⋐ U . De plus, par le lemme 3.4.9,
l’ensemble desV tels queV ⋐ U est dirigé. DoncO(X) est un cpo continu.

Réciproquement, siO(X) est un cpo continu, tout ouvertV est l’union des ouvertsU ⋐ V .
Si x ∈ V , il existe alors un ouvertU ⋐ V tel quex ∈ U . En d’autres termes,X est localement
relativement compact. ⊓⊔

Le lemme suivant est lui aussi bien connu.

Lemme 3.4.11S’il existe un compactK tel queU ⊆ K ⊆ V , alorsU ⋐ V . Réciproquement,
siX est localement compact, alorsU ⋐ V implique l’existence d’un compact saturéQ tel que
U ⊆ Q ⊆ V .

Tout espace localement compact est localement relativement compact.

Démonstration.SupposonsU ⊆ K ⊆ V . Tout recouvrement ouvert deV en est un deK. On
peut donc en extraire un sous-recouvrement fini, qui est alors aussi un sous-recouvrement fini de
U . DoncU ⋐ V .

Si X est localement compact, supposonsU ⋐ V . Pour chaquex ∈ V , soitQx un compact

saturé tel quex ∈
◦

Qx ⊆ Qx ⊆ V . (
◦

Qx)x∈V est un recouvrement ouvert deV , on peut donc

en extraire un sous-recouvrement fini(
◦

Qx)x∈E deU , oùE est une partie finie deV . Mais alors
⋃

x∈E Qx est un compact saturé, qui contient
⋃

x∈E

◦

Qx doncU , et est contenu dansV .
Si X est localement compact, pour toutx ∈ X, et tout ouvertV contenantx, il existe un

compact saturéQ tel quex ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ V . SoitU l’ouvert
◦

Q. AlorsU ⋐ V par ci-dessus. ⊓⊔
Notons aussi que tout espaceT2 et localement relativement compact est localement compact: il
n’y aurait donc pas lieu de distinguer les deux notions si nous étudiions des espacesT2.

Dans le cas d’espaces nonT2, le lemme suivant peut alors être vu comme une généralisation
du lemme 3.3.8.

Lemme 3.4.12Soit (Vi)
n
i=1 une famille finie d’ouverts d’un espace topologiqueX. Pour tout

ouvertU deX, s’il existe une famille d’ouverts(Ui)
n
i=1 tels queU ⊆ ⋃n

i=1 Ui, etUi ⋐ Vi pour
tout i, 1 ≤ i ≤ n, alorsU ⋐

⋃n
i=1 Vi.

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 59



Les espacesH(X), Hop(X), Hu(X) de choix angéliques, etO(X) Quelques compléments

La réciproque, à savoir que siU ⋐
⋃n

i=1 Vi alors on peut trouver des ouverts(Ui)
n
i=1 tels que

U ⊆ ⋃n
i=1 Ui, etUi ⋐ Vi pour touti, 1 ≤ i ≤ n, est vraie dès queX est localement relativement

compact.

Démonstration.Supposons qu’il existe une famille d’ouverts(Ui)
n
i=1 tels queU ⊆ ⋃n

i=1 Ui, et
Ui ⋐ Vi pour touti, 1 ≤ i ≤ n. De tout recouvrement ouvert de

⋃n
i=1 Vi — qui est aussi un

recouvrement ouvert deVi — on peut extraire un sous-recouvrement fini deUi, puisqueUi ⋐ Vi.
En prenant l’union desn sous-recouvrements finis, on obtient un sous-recouvrementfini deU ,
puisqueU ⊆ ⋃n

i=1 Ui. DoncU ⋐
⋃n

i=1 Vi.
Réciproquement, supposonsX localement relativement compact, etU ⋐

⋃n
i=1 Vi. Comme

O(X) est un cpo continu, la propriété d’interpolation s’applique : il existe un ouvertW tel que
U ⋐ W ⋐

⋃n
i=1 Vi. Fixonsi, 1 ≤ i ≤ n. Pour chaquex ∈ W ∩ Vi, commeX est localement

relativement compact, il existe un ouvertWix tel quex ∈Wix ⋐ Vi. En particulier,(Wix)x∈W∩Vi

est un recouvrement ouvert deW ∩ Vi, donc(Wix) 1≤i≤n
x∈W∩Vi

est un recouvrement ouvert deW ∩
⋃n

i=1 Vi = W . CommeU ⋐ W , il existe un sous-recouvrement(Wix)1≤i≤n
x∈Ji

deU — Ji est ici

une partie finie deW ∩ Vi. PosonsUi =
⋃

x∈Ji
Wix. Ui est ouvert pour touti, 1 ≤ i ≤ n, et

par constructionU ⊆ ⋃n
i=1 Ui. De plus, commeWix ⋐ Vi pour toutx ∈ Ji, et queJi est fini,

Ui =
⋃

x∈Ji
Wix ⋐ Vi par le lemme 3.4.9. ⊓⊔

⊲ Exercice 3.1
Démontrer la variante suivante du lemme d’Alexander : SoitX un espace topologique, dont la

topologie est engendrée par une familleB. SoientU etV deux ouverts deX. AlorsU ⋐ V si et
seulement si, pour tout recouvrement(Vk)k∈K deV formé d’éléments deB, on peut extraire un
sous-recouvrement fini deU .

On peut maintenant reprendre les résultats de la section 3.3au travers de l’identité entre
Hop(X) et Q(Xd), valable lorsqueX est stablement compact. Nous les démontrons cependant
dans le cadre le plus général possible.

Proposition 3.4.13 Si X est compact,Hop(X) est un cpo. SiX est localement relativement
compact,Hop(X) est un ensemble ordonné continu, etF ≪ F ′ si et seulement siX\F ⋐ X\F ′.

SiX est relativement compact,Hop(X) est un cpo continu.
Si X est compact et localement compact,Hop(X) est un cpo continu, etF ≪ F ′ si et

seulement s’il existe un compact saturéQ de X tel queF ′ ⊆ X \ Q ⊆ F lorsqueX est
localement compact.

Pour tout ensemble finiA non vide deHop(X), soitA n’a aucun majorant, soitA a une borne
supérieure

⋂
F∈A F . Hop(X) a un plus petit élément. En tant qu’espace topologique,Hop(X) est

compact et cohérent. SiX est relativement compact,Hop(X) est stablement compact.

Démonstration. Si X est stablement compact, c’est une conséquence directe de laproposi-
tion 3.3.2 et du fait 3.4.7. Notons que, en particulier,F ≪ F ′ si et seulement si l’intérieur dans
Xd deF contientF ′, si et seulement s’il existe un ouvert deXd (un cocompact) contenu dansF
et contenantF ′, d’où l’existence d’un compact saturéQ deX tel queF ′ ⊆ X \Q ⊆ F .

Plaçons-nous dans le cas général. Notons que :(∗) pour toute famille filtrante de fermés
(Fi)i∈I deX, et pour tout compactK deX, si

⋂
i∈I Fi ∩ K = ∅, alors il existei ∈ I tel que
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Fi ∩K = ∅. C’est par la définition même de la compacité : si
⋂

i∈I Fi ∩K = ∅, (X \ Fi)i∈I est
un recouvrement ouvert dirigé deK, il existe donci ∈ I tel queK ⊆ X \ Fi, doncK ∩ Fi = ∅.

On en déduit que, siX est compact, alorsHop(X) est un cpo : pour toute famille filtrante de
fermés non vides(Fi)i∈I deX,

⋂
i∈I Fi est un fermé non vide, qui est donc la borne supérieure

de(Fi)i∈I . En effet,
⋂

i∈I Fi est fermé, et s’il était vide, alors
⋂

i∈I Fi ∩X serait vide, donc l’un
desFi serait vide par(∗), ce qui est impossible.

Pour tous fermésF et F ′ non vides deX, F ≪ F ′ si et seulement si, pour toute famille
filtrante (Fi)i∈I de fermés non vides, si

⋂
i∈I Fi ⊆ F ′ alors il existei ∈ I tel queFi ⊆ F . Ceci

est équivalent à la même propriété pour les familles filtrantes (Fi)i∈I de fermés possiblement
vides, trivialement. En passant aux complémentaires, on a doncF ≪ F ′ si et seulement si, pour
toute famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I deX telle queX \ F ′ ⊆ ⋃i∈I Ui, il existei ∈ I tel que
X \ F ⊆ Ui. Par le lemme 3.4.10,F ≪ F ′ est donc équivalent àX \ F ⋐ X \ F ′. Si de plus
X est localement relativement compact, par le lemme 3.4.10 encore, pour toutF ∈ Hop(X),
X \ F =

⋃
U⋐X\F U =

⋃
F ′≪F (X \ F ′), doncF =

⋂
F ′≪F F

′.
Si X est localement relativement compact, pour tout ferméF non vide, l’ensemble des ou-

vertsU tels queU ⋐ X \ F est dirigé etX \ F =
⋃

U⋐X\F U , par le lemme 3.4.10. Aucun des
ouvertsU ⋐ X \ F n’est égal àX, sinonX ⋐ X \ F , doncX ⊆ X \ F , ce qui impliquerait
queF serait vide. On en déduit que l’ensemble des fermésF ′ tels queF ′ ≪ F ne contient pas
l’ensemble vide, et que de plusF =

⋂
F ′≪F F

′. DoncHop(X) est un ensemble ordonné continu.
En particulier, siX est relativement compact, alorsHop(X) est un cpo continu.
Ceci est donc le cas lorsqueX est compact et localement compact. De plus,F ≪ F ′ si et

seulement siX \ F ⋐ X \ F ′, si et seulement s’il existe un compact saturéQ tel queX \ F ⊆
Q ⊆ X \ F ′, c’est-à-dire si et seulement siF ′ ⊆ X \Q ⊆ F .

Pour ce qui est de la borne supérieure d’un ensemble finiA non vide d’éléments deHop(X),
soit

⋂
F⊆A F est vide et alorsA n’a aucun majorant, soit il est non vide et c’est naturellement la

borne supérieure deA. Par le corollaire 3.1.7,Hop(X) est donc cohérent. Finalement,Hop(X) a
un plus petit élément, le ferméX lui-même, et est donc compact par le lemme 3.1.9. ⊓⊔

Lemme 3.4.14SoitX un espace topologique. Pour tout compact saturéQ deX,

�Q = {F fermé deX|F ∩Q = ∅}

est un ouvert de Scott deHop(X).

Démonstration.SiX est un espace stablement compact, ceci vient du lemme 3.3.4 :X \Q est un
ouvert deXd, donc2(X \Q) = {F fermé deX|F ⊆ X\Q} est un ouvert deQ(Xd) = Hop(X)
par le lemme 3.3.4. Or2(X \Q) est exactement�Q.

La démonstration directe est cependant tout aussi simple. D’abord,�Q est clos par le haut :
siF ⊇ F ′ etF ∩Q = ∅, alorsF ′ ∩Q = ∅. Ensuite, si(Fi)i∈I est une famille filtrante de fermés
dont la borne supérieure

⋂
i∈I Fi est telle que

⋂
i∈I Fi ∩Q = ∅, alors(X \ Fi)i∈I est une famille

dirigée d’ouverts telle queQ ⊆ ⋃i∈I(X \ Fi). CommeQ est compact, il existei ∈ I tel que
Q ⊆ X \ Fi, c’est-à-direQ ⊆ Fi. Donc�Q est Scott-ouvert. ⊓⊔
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Lemme 3.4.15Pour tous compacts saturésQ, Q′ deX, �(Q ∪Q′) = �Q ∩ �Q′. SiQ ⊇ Q′

alors �Q ⊆ �Q′. Pour toute famille filtrante(Qi)i∈I de compacts saturés deX, (�Qi)i∈I est
dirigée et si de plusX est bien filtrant, alors�

⋂
i∈I Qi =

⋃
i∈I �Qi.

Démonstration.SiX est stablement compact, ceci est une conséquence directe dulemme 3.3.5.
Traitons du cas général. D’abord,F ∈ �(Q ∪Q′) si et seulement siF ∩ (Q∪Q′) = ∅, ce qui est
équivalent à(F ∩Q)∪ (F ∩Q′) = ∅, et donc àF ∩Q = ∅ etF ∩Q′ = ∅. DoncF ∈ �(Q ∪Q′)
si et seulement siF ∈ �Q et F ∈ �Q′ : �(Q ∪Q′) = �Q ∩ �Q′. Si Q ⊇ Q′, alors aucun
F ∈ �Q n’intersecteQ, a fortioriQ′, donc�Q ⊆ �Q′. Si (Qi)i∈I est une famille filtrante de
compacts saturés deX, il s’ensuit que(�Qi)i∈I est dirigée. AlorsF ∈ �

⋂
i∈I Qi si et seulement

si F ∩ ⋂i∈I Qi = ∅, si et seulement si
⋂

i∈I Qi est inclus dans l’ouvertX \ F . CommeX est
bien filtrant, ceci est équivalent à l’existence dei ∈ I tel queQi ⊆ X \ F , c’est-à-dire tel que
F ∩Qi = ∅, autrement ditF ∈ �Qi. ⊓⊔

Corollaire 3.4.16 Si X est compact et localement compact, les ouverts deHop(X) sont les
unions d’ouverts de la forme�Q,Q compact saturé deX.

Plus précisément, tout ouvertU deHop(X) s’écrit
⋃

F∈U
Q compact saturé

Q∪F=X

�Q.

Démonstration.CommeHop(X) est un cpo continu, par la proposition 3.4.13, tout ouvertU de
Hop(X) est l’union des↑↑F , F ∈ U. Or

↑↑F = {F ′ ∈ Hop(X)|F ≪ F ′}
= {F ′ ∈ Hop(X)|∃Q compact saturé deX · F ′ ⊆ X \Q ⊆ F}
=

⋃

Q compact saturé
X\Q⊆F

�Q

en utilisant la proposition 3.4.13. On conclut carX \ Q ⊆ F est équivalent àQ ∪ F = X.
Réciproquement, toute union d’ouverts est ouverte, et2U est ouvert par le lemme 3.4.14. ⊓⊔

Finalement, voici ce qu’il semble qu’on puisse dire de mieuxsur la relation entreHop(X) et
H(X) dans un cadre topologique. Rappelons que les points de ces deux espaces sont les mêmes,
ce sont les fermés non vides deX.

Proposition 3.4.17 SoitHu(X) l’espaceH(X), muni de la topologie haute. La topologie haute
est engendrée par les ouverts3U = {F fermé deX|F ∩U 6= ∅}, lorsqueU parcourt les ouverts
deX. Son ordre de spécialisation est l’inclusion⊆.

SoitX un espace relativement compact. AlorsHop(X)d = Hu(X). De plus, la topologie de
Hop(X)d est correctement ordonnée. En particulier, la topologie deHop(X)d est moins fine que
la topologie de Scott surH(X) : tout ouvert deHop(X)d est un ouvert deH(X).

Démonstration.Les ouverts standards qui engendrent la topologie haute sont ceux de la forme
{F ′ fermé deX|F ′ 6⊆ F} lorsqueF parcourtH(X), c’est-à-dire exactement les3U , lorsqueU
parcourt les ouverts deX (prendreU = X \ F ).

62 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Quelques compléments Les espacesH(X), Hop(X), Hu(X) de choix angéliques, etO(X)

Le préordre de spécialisation de n’importe quelle topologie haute formée à partir d’un ordre
≤ est≤ lui-même. Donc le préordre de spécialisation deHu(X) est⊆.

Supposons maintenant queX soit relativement compact.Hop(X)d existe, carHop(X) est
stablement compact, par la proposition 3.4.13. Rappelons ensuite que l’ordre de spécialisation
du dual de de GrootY d d’un espaceY est l’opposé de celui deY . L’ordre de spécialisation de
Hop(X)d est donc l’inclusion. Rappelons ensuite queHop(X)d est aussi stablement compact,
donc sobre, donc correctement ordonné (voir la section 2.3). Ceci signifie que tout ouvert de la
topologie haute est ouvert dansHop(X)d, et que tout ouvert deHop(X)d est ouvert de Scott.

Il ne reste qu’à montrer queHop(X)d est en fait égal àHu(X). Par la proposition 3.4.13,
Hop(X) est un cpo continu. Par le corollaire 3.1.5, la topologie basse surHop(X) coïncide avec
la topologie cocompacte surHop(X). OrHop(X) muni de la topologie cocompacte estHop(X)d.
Et la topologie basse surHop(X) n’est rien d’autre que la topologie haute surH(X), puisque
leurs ordres de spécialisation sont opposés. ⊓⊔

Lemme 3.4.18Pour tous ouvertsU ,U ′ deX, 3(U ∪ U ′) = 3U ∪3U ′. SiU ⊆ U ′ alors3U ⊆
3U ′. Pour toute famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts deX, (3Ui)i∈I est dirigée, et3

⋃
i∈I Ui =⋃

i∈I 3Ui.

Démonstration. D’abord,F ∈ 3(U ∪ U ′) si et seulement siF ∩ (U ∪ U ′) 6= ∅, ce qui est
équivalent à(F ∩U)∪ (F ∩U ′) 6= ∅, et donc àF ∩U 6= ∅ ouF ∩U ′ 6= ∅. DoncF ∈ 3(U ∪ U ′)
si et seulement siF ∈ 3U ou F ∈ 3U ′ : 3(U ∪ U ′) = 3U ∪ 3U ′. Si U ⊆ U ′, alors tout
fermé qui intersecteU intersecte aussiU ′, donc3U ⊆ 3U ′. Si (Ui)i∈I est une famille dirigée
d’ouverts deX, alorsF intersecte

⋃
i∈I Ui si et seulement siF intersecte l’un desUi, donc

3
⋃

i∈I Ui =
⋃

i∈I 3Ui. ⊓⊔

Proposition 3.4.19 SoitX un cpo continu. Alors les topologies haute et de Scott coïncident sur
H(X), autrement ditH(X) = Hu(X).

Démonstration.La topologie de Scott est toujours plus fine que la topologie haute. Il ne reste
donc qu’à montrer que tout ouvert de Scott est un ouvert haut.Pour ceci, il suffit de montrer que
↑↑F est un ouvert haut, pour tout fermé non videF deX. Par le lemme 3.4.4, appliqué à la base
B = X,

↑↑F = {F ′ ∈ H(X)|∃E fini · F ⊆ ↓ E etE ⊆ ↓↓F ′}

Or E ⊆ ↓↓F ′ si et seulement si pour toutx ∈ E, il existey ∈ F ′ tel quex ≪ y ; autrement dit,
pour toutx ∈ E, l’intersection deF ′ et de↑↑x est non vide, c’est-à-direF ′ ∈ 3↑↑x. Donc

↑↑F = {F ′ ∈ H(X)|∃E fini · F ⊆ ↓ E et∀x ∈ E · F ′ ∈ 3↑↑x}
=

⋃

E fini
F⊆↓E

⋂

x∈E

3↑↑x

est un ouvert de la topologie haute. ⊓⊔
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3.5 Les espacesPℓ(X) et PℓV(X) de choix chaotiques, etL(X)

Finalement, l’espace naturel qui sert traditionnellementà modéliser le non-déterminisme
chaotique est celui des lentilles compactes, ouespace de PlotkindeX. Nous dirons simplement
lentille au lieu de lentille compacte.

Définition 3.5.1 (Lentille) UnelentilleL surX est l’intersectionQ∩F d’un compact saturéQ
deX et d’un ferméF deX, avecQ ∩ F 6= ∅.

L’espacePℓ(X) est l’espace des lentilles surX, muni du préordre⊑EM, défini parL ⊑EM L′

si et seulement si↑ L ⊇ ↑ L′ et cl(L) ⊆ cl(L′).

Le préordre⊑EM est connu sous le nom d’ordre d’Egli-Milner topologique(Abramsky and Jung,
1994, Définition 6.2.16). Nous verrons plus loin que c’est une relation d’ordre, et pas seulement
un préordre.

Lemme 3.5.2 Toute lentilleL s’écrit Q ∩ F , oùQ est le compact saturé↑ L etF est le fermé
cl(L). L’ensemble ordonnéPℓ(X), ordonné par⊑EM, est isomorphe au sous-espaceQH(X)
de l’espaceQ(X) ×H(X) formé des couples(Q,F ) tels queQ ∩ F 6= ∅, Q = ↑ (Q ∩ F ), et
F = cl(Q∩F ), ordonné par le produit⊇ × ⊆, via l’isomorphisme qui àL associe(↑ L, cl(L)).

Démonstration.SoitL une lentille. En tant qu’intersection d’un compact et d’un fermé,L
est compacte. Il est facile de voir qu’alors↑ L est compact : si(Ui)i∈I est un recouvrement
ouvert de↑ L, c’est aussi un recouvrement ouvert deL, donc on peut en extraire un sous-
recouvrement fini(Ui)i∈J , qui est aussi un sous-recouvrement fini de↑ L : commeL ⊆ ⋃i∈J Ui,
↑ L ⊆ ↑ ⋃i∈J Ui =

⋃
i∈J ↑ Ui =

⋃
i∈J Ui, puisqueUi est clos par le haut. De plus,↑ L est clos

par le haut par définition, donc↑ L est un compact saturé.
D’autre part, trivialement,cl(L) est fermé.
Montrons queL = ↑ L ∩ cl(L). Clairement,L ⊆ ↑ L ∩ cl(L). Réciproquement, supposons

x ∈ ↑ L ∩ cl(L), oùL = Q ∩ F . Commex ∈ ↑ L, il existey ∈ L tel quey ≤ x. Puisquey ∈ L,
y est dansQ, et commeQ est saturé,x appartient àQ. D’autre part,x ∈ cl(L), autrement dit
x est dans le plus petit fermé contenantL. Or F est un fermé contenantL par définition, donc
x ∈ F . Doncx ∈ Q ∩ F = L. On en conclut queL = ↑ L ∩ cl(L).

Soit f la fonction qui à la lentilleL associe le couple(↑ L, cl(L)). Clairement,f(L) ∈
QH(X). Par définition de l’ordre d’Egli-Milner topologique,L ⊑EM L′ si et seulement si
f(L) (⊇ × ⊆) f(L′), doncf est un plongement d’ordre. Il ne reste qu’à montrer quef est
surjective. C’est évident : pour tout compact saturéQ, pour tout ferméF tels queQ ∩ F 6= ∅,
L = Q ∩ F est une lentille, etf(L) = (Q,F ) dès queQ = ↑ (Q ∩ F ) etF = cl(Q ∩ F ), par
définition. ⊓⊔

Corollaire 3.5.3 Le préordre d’Egli-Milner topologique⊑EM est une relation d’ordre surPℓ(X).

Démonstration.SupposonsL ⊑EM L′ etL′ ⊑EM L. Alors ↑ L = ↑ L′ et cl(L) = cl(L′), donc,
en utilisant le lemme 3.5.2,L = ↑ L ∩ cl(L) = ↑ L′ ∩ cl(L′) = L′. ⊓⊔
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Lemme 3.5.4 SiX est bien filtrant, alorsPℓ(X) est un cpo. La borne supérieure de toute famille
dirigée(Li)i∈I de lentilles estL = Q ∩ F , avecQ =

⋂
i∈I ↑ Li etF = cl(

⋃
i∈I cl(Li)).

Démonstration.Par l’isomorphisme d’ordre du lemme 3.5.2. ÉcrivonsLi = Qi ∩ Fi pour tout
i ∈ I, où Qi = ↑ Li et Fi = cl(Li), par le lemme 3.5.2. Puisque(Li)i∈I est dirigée, pour
l’ordre⊑EM, la famille (Qi)i∈I est filtrante et la famille(Fi)i∈I est dirigée. Par le lemme 3.3.1,
la première admetQ =

⋂
i∈I Qi comme borne supérieure ; par le lemme 3.4.1, la seconde a

F = cl(
⋃

i∈I Fi) comme borne supérieure.
Si Q ∩ F 6= ∅, alorsL = Q ∩ F sera une lentille, qui sera la borne supérieure de(Li)i∈I .

Montrons donc queQ ∩ F est non vide. Par contradiction, supposons queQ ∩ F = ∅. Ceci est
équivalent àQ ⊆ X \ F , autrement dit

⋂
i∈I Qi ⊆ X \ F . CommeX est bien filtrant, il existe

i ∈ I tel queQi ⊆ X \ F , doncQi ∩ F = ∅. CommeFi ⊆ F , on en déduitQi ∩ Fi = ∅,
c’est-à-direLi = ∅, ce qui est impossible. ⊓⊔

LorsqueE ′ est une partie finie deX,Q = ↑ E ′ est un compact saturé. Pour toute partie finie
E deX, F = ↓ E est un fermé. En particulier,L = ↑ E ′ ∩ ↓ E est une lentille dès qu’il existe
x ∈ E etx′ ∈ E ′ tels quex′ ≤ x.

Supposons que tous les éléments deE ′ soient incomparables deux à deux, et de même pour
E, quitte à ne conserver deE ′ que les éléments minimaux, et dansE que les éléments maximaux.
La conditionQ = ↑ L, équivalente àQ ⊆ ↑ L, revient à demander que pour toutx′ ∈ E ′, il existe
x ∈ L tel quex ≤ x′. Si c’est le cas,x ∈ ↑ E ′. Comme les éléments deE ′ sont incomparables
deux à deux, ceci implique quex = x′ etx′ est donc dansL. PuisqueL ⊆ ↓ E, on en conclut que
siQ = ↑ L, alors pour toutx′ ∈ E ′, il existex ∈ E tel quex′ ≤ x. La réciproque est immédiate.
De même, la conditionF = cl(L) est équivalente au fait que pour toutx ∈ E, il existex′ ∈ E ′

tel quex′ ≤ x. Pour ceci, on montre quecl(L) = ↓ L, et on utilise un raisonnement similaire
à l’argument ci-dessus. L’inclusion↓ L ⊆ cl(L) est claire, car tout fermé est clos par le bas.
Réciproquement,↓ L =↓ {x ∈ E|∃x′ ∈ E ′ ·x′ ≤ x} est fermé, carE est fini, donc↓ L = cl(L).

On en déduit que, lorsqueE etE ′ sont deux parties finies non vides deX formées d’éléments
incomparables deux à deux, et s’il existex ∈ E et x′ ∈ E ′ tels quex′ ≤ x, alors la lentille
L = ↑ E ′ ∩ ↓ E est sous la forme canonique↑ L ∩ cl(L) si et seulement si :

– pour toutx′ ∈ E ′, il existex ∈ E tel quex′ ≤ x ;
– pour toutx ∈ E, il existex′ ∈ E ′ tel quex′ ≤ x.

Lorsque ces deux conditions sont vérifiées, on noteE ′ ≤♮ E. La relation≤♮ est l’ordre d’Egli-
Milner. Lorsque seule la première condition est vérifiée, on noteE ′ ≤♭ E, c’est l’ordre deHoare.
On aE ′ ≤♭ E si et seulement sicl(E ′) ⊆ cl(E), si et seulement si↓ E ′ ⊆ ↓ E : c’est l’ordre sur
H(X), restreint aux fermés de la forme↓ E, ↓ E ′. De façon similaire, on noteE ′ ≤♯ E lorsque
seule la deuxième condition, pour toutx ∈ E, il existex′ ∈ E ′ tel quex′ ≤ x, est vérifiée. C’est
l’ordre deSmyth. On aE ′ ≤♯ E si et seulement si↑ E ′ ⊇ ↑ E : c’est l’ordre deQ(X), restreint
aux compacts finitaires.

Définition 3.5.5 Une lentille finitairesur un cpo continu muni d’une baseB est une partie de la
forme↑ E ′ ∩ ↓ E, oùE etE ′ sont des parties finies non vides deB telles queE ′ ≤♮ E.
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Lemme 3.5.6 Les lentilles finitaires sur un cpo continu muni d’une baseB sont exactement les
ensembles de la forme〈E〉 = ↑ E ∩ ↓ E, oùE est une partie non vide deB. Plus précisément,
la lentille finitaire↑ E ′ ∩ ↓ E, avecE ′ ≤♮ E, égale〈E ∪ E ′〉.

Pour toute partie finie non videE deX, on a↑ 〈E〉 = ↑ E et cl(〈E〉) = ↓ E, en particulier
〈E〉 est une lentille. Finalement, siE etE ′ sont finis et non vides,〈E〉 ⊑EM 〈E ′〉 si et seulement
siE ≤♮ E ′.

Démonstration.SoitL = ↑ E ′∩↓ E une lentille finitaire, avecE ′ ≤♮ E. Notons que↑ (E ′ ∪ E) =
↑ E ′. En effet,E ′ ≤♮ E implique E ′ ≤♯ E, c’est-à-dire↑ E ′ ⊇ ↑ E ; donc ↑ (E ′ ∪ E) =
↑ E ′ ∪ ↑ E = ↑ E ′. Notons aussi que↓ (E ′ ∪ E) = ↓ E : E ′ ≤♮ E impliqueE ′ ≤♭ E, c’est-
à-dire↓ E ′ ⊆ ↓ E, donc↓ (E ′ ∪ E) = ↓ E ′ ∪ ↓ E = ↓ E. DoncL est de la forme demandée.
Réciproquement, tout ensemble de la forme〈E〉, oùE est une partie non vide deB est clairement
une lentille finitaire.

Soit E une partie finie non vide. Montrons que↑ 〈E〉 = ↑ E et cl(〈E〉) = ↓ E. Le fait
que↑ 〈E〉 = ↑ E est clair. D’autre part,↓ 〈E〉 = ↓ E et donc↓ 〈E〉 est fermé. Il s’ensuit que
cl(〈E〉) ⊆ ↓ 〈E〉. Or cl(〈E〉) ⊇ ↓ 〈E〉 carcl(〈E〉) est clos par le bas. Donccl(〈E〉) = ↓ 〈E〉 =
↓ E. Comme↑ E est un compact (finitaire) et↓ E est un fermé (finitaire),〈E〉 est une lentille.

Soient finalementE etE ′ deux parties finies non vides. On a〈E〉 ⊑EM 〈E ′〉 si et seulement si
↑ 〈E〉 ⊇ ↑ 〈E ′〉 et cl(〈E〉) ⊆ cl(〈E ′〉). Par les points ci-dessus, ceci est équivalent à↑ E ⊇ ↑ E ′

et↓ E ⊆ ↓ E ′, c’est-à-dire àE ≤♯ E ′ etE ≤♭ E ′, c’est-à-dire àE ≤♮ E ′. ⊓⊔
Nous souhaitons désormais démontrer que l’espacePℓ(X) est un cpo continu dès queX est

lui-même un cpo continu. Pour ceci, nous devrons de plus supposer queX est cohérent. De plus,
nous devrons passer par des constructions mathématiques relativement complexes.

Un des instruments que nous devrons utiliser est la topologie patch, qui capturera élégam-
ment, en termes de compacité, les propriétés de cohérence que nous supposerons deX.

Rappelons que la topologie patch d’un espace topologiqueX est celle engendrée par les
ouverts et les complémentaires de compacts saturés deX. On dira qu’une partie deX estpatch-
compactesi et seulement si elle est compacte dans la topologie patch deX.

On note :

Lemme 3.5.7 SoitX un espace bien filtrant et cohérent. Toute partie compacteK deX est
patch-compacte.

Démonstration. Par le lemme d’Alexander, il suffit de considérer un recouvrement deK de
la forme

⋃
i∈I Ui ∪

⋃
j∈J(X \ Qj), où lesUi sont ouverts et lesQj compacts saturés. SiJ est

vide, on peut en extraire du recouvrement(Ui)i∈I un sous-recouvrement fini, puisqueK est
compact. Sinon,

⋂
j∈J Qj =

⋂
J⊆J,J fini 6=∅

QJ, oùQJ =
⋂

j∈J
Qj, est une intersection filtrante

d’intersections finiesQJ de compacts saturés, qui est elle-même compacte puisqueX est bien
filtrant et cohérent. PosonsQ le compact saturé

⋂
j∈J Qj =

⋂
J⊆J,J fini 6=∅

QJ. AlorsK est inclus
dans

⋃
i∈I Ui ∪ (X \ Q), doncK ∪ Q ⊆ ⋃i∈I Ui. OrK ∪ Q est compact, donc on peut trouver

un ensemble finiI0 ⊆ I tel queK ∪ Q ⊆ ⋃i∈I0
Ui. PosonsU l’ouvert

⋃
i∈I0

Ui. L’intersection
filtrante desK ∪ QJ vautK ∪ Q, est est incluse dansU . CommeX est bien filtrant, il existe
donc un ensembleJ ⊆ J , fini et non vide, tel queK ∪ QJ ⊆ U =

⋃
i∈I0

Ui. Mais ceci entraîne
K ⊆ ⋃i∈I0

Ui ∪
⋃

j∈J
(X \Qj). ⊓⊔
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On en déduit la remarque cruciale suivante (voir par exempleMislove 1998, proposition 4.40) :

Proposition 3.5.8 SoitX un espace topologique.
SiX est localement compact etT0, alorsX, muni de sa topologie patch, estT2.
X est patch-compact si et seulement siX est bien filtrant, cohérent et compact.

Démonstration.Supposons d’abordX localement compact etT0. Soientx et y deux éléments
distincts deX. Il est impossible que l’on ait à la foisx ≤ y et y ≤ x, puisqueX estT0.
Supposons, par symétrie, quex 6≤ y. Il existe alors un ouvertU qui contientxmais pasy. Puisque

X est localement compact, on peut trouver un compact saturéQ tel quex ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ U . Alors
◦

Q est un patch-ouvert contenantx, X \ Q est un patch-ouvert contenanty, et ces deux patch-
ouverts ne se rencontrent pas. DoncX estT2 pour sa topologie patch.

SupposonsX bien filtrant, cohérent et compact. AlorsX est patch-compact par le lemme 3.5.7.
Réciproquement, supposonsX patch-compact. SoitU un ouvert deX, (Qj)j∈J une famille
non vide de compacts saturés deX telle que

⋂
j∈J Qj ⊆ U . Alors X ⊆ U ∪ ⋃j∈J(X \ Qj).

PuisqueX est patch-compact, il existeJ0 ⊆ J fini tel queX ⊆ U ∪ ⋃j∈J0
(X \ Qj) ou

X ⊆ ⋃j∈J0
(X \Qj). En ajoutant au besoinU à droite, et unX \Qj arbitraire, on peut supposer

queX ⊆ U ∪ ⋃j∈J0
(X \ Qj) et queJ0 est non vide. Alors

⋂
j∈J0

Qj ⊆ U . LorsqueJ est une
famille dirigée, on en déduit qu’il existej ∈ J tel queQj ⊆ U , doncX est bien filtrant. Par
un argument similaire, soientQ1 etQ2 deux compacts saturés deX et (Ui)i∈I un recouvrement
ouvert deQ1∩Q2. AlorsX est inclus dans

⋃
i∈I Ui∪ (X \Q1)∪ (X \Q2). PuisqueX est patch-

compact, il existeI0 fini inclus dansI tel queX soit inclus dans
⋃

i∈I0
Ui∪ (X \Q1)∪ (X \Q2),

doncQ1∩Q2 ⊆
⋃

i∈I0
Ui. DoncQ1∩Q2 est compact, etX est cohérent. Finalement, il est facile

de voir queX est compact. ⊓⊔

Lemme 3.5.9 Soit X un espace topologique. Toute lentilleL sur X est compacte et patch-
fermée. SiX est bien filtrant et cohérent,L est aussi patch-compacte.

Démonstration.ÉcrivonsL sous la forme de l’intersectionQ∩F d’un compact saturéQ et d’un
ferméF . L est alors clairement compacte, puisque l’intersection d’un compact et d’un fermé est
toujours compacte.Q est par définition patch-fermé, ainsi queF , doncL est patch-fermé. La
deuxième partie du lemme est par le lemme 3.5.7, puisqueL est compacte. ⊓⊔

LorsqueX est un cpo continu cohérent et compact, toute lentille est enparticulier patch-
compacte. Ceci est utile, dans la mesure où ceci nous permettra de simplifier la conditionL =
Q ∩ F , F = cl(L) enF = ↓ L :

Lemme 3.5.10SoitX un cpo continu. Pour toute partie patch-compacteL deX, ↓ L est fermée,
et cl(L) = ↓ L.

Démonstration. Montrons queX \ ↓ L est ouvert. Soitx un élément deX \ ↓ L. Pour tout
y ∈ L, il existezy ≪ x tel quezy 6≤ y, sinonx, en tant que borne supérieure desz ≪ x, serait
inférieur ou égal ày. Alors Vy = X \ ↑ zy est cocompact, donc patch-ouvert, et contienty. Par
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construction, la famille(Vy)y∈L recouvreL. CommeL est patch-compact, il existe une partie
finie {y1, . . . , yn} deL telle que

⋃n
i=1 Vyi

contienneL. Notonsz1 = zy1, . . . ,zn = zyn. Comme
tous leszi sont bien au-dessous dex, et que la famille desz ≪ x est dirigée, il existe un élément
z ≪ x tel quezi ≤ z pour touti, 1 ≤ i ≤ n. Alors ↑↑z est ouvert, contientx, et ne rencontre pas
L : sinon il existeraity ∈ L tel quez ≪ y, ce qui impliquerait qu’il existeraiti tel quezi ≪ y,
donczi ≤ y. Donc↑↑z est un voisinage ouvert dex inclus dansX \ ↓ L. Commex est arbitraire
dansX \ ↓ L, on en déduit que ce dernier est ouvert. ⊓⊔

Corollaire 3.5.11 Appelonslentille forte toute intersectionL = Q ∩ F non vide d’un compact
saturéQ et d’un ferméF deX, tels queQ = ↑ L etF = ↓ L. Toute lentille forte est une lentille.

LorsqueX est un cpo continu cohérent, réciproquement, toute lentille est forte.

Démonstration.Que toute lentille forte soit une lentille est évident. SoitL une lentille.L s’écrit
Q ∩ F , oùQ = ↑ L est compact saturé etF = cl(L) est fermé, par le lemme 3.5.2. Supposons
queX soit un cpo continu cohérent.X est en particulier bien filtrant et cohérent, donc par le
lemme 3.5.9,L est patch-compacte. Par le lemme 3.5.10,cl(L) = ↓ L, doncL est une lentille
forte. ⊓⊔

On peut résumer ce que l’on sait sur l’espace des lentilles fortes dans la proposition suivante.
Nous n’utiliserons pas la notion de lentille forte avant la section 11.7.3.

Proposition 3.5.12 Pour tout espace topologiqueX, soitPL(X) l’ensemble des lentilles fortes
deX, ordonné par⊑EM. Alors PL(X) est un ensemble ordonné inclus dansPℓ(X). PL(X)
coïncide avecPℓ(X), et est donc un cpo siX est un cpo continu cohérent.

Proposition 3.5.13 SoitX un cpo continu cohérent. AlorsPℓ(X) est un cpo continu.
Une base dePℓ(X) est donnée par la famille des lentilles finitaires〈E〉 à support dansB,

c’est-à-dire telles queE ⊆ B.
On a〈E〉 ≪ L dansPℓ(X) si et seulement siE ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E, oùF = cl(L) etQ = ↑ L.

Démonstration.Par le lemme 3.5.4, qui s’applique parce que tout cpo continuest sobre donc
bien filtrant,Pℓ(X) est un cpo. Montrons qu’il est continu. Pour ceci, nous devons étudier la
relation≪ surPℓ(X), et nous reprenons certains arguments du lemme 3.3.1 et du lemme 3.4.4.
Pour bien distinguer les différentes relations≪, notons≪Y la relation “bien au-dessous” sur
l’espaceY , queY soitPℓ(X), Q(X), ouH(X).

1. FixonsL etL′ deux éléments dePℓ(X). Montrons que s’il existe une famille finieE ⊆ B
telle queL ⊑EM 〈E〉, L′ ⊆ ↑↑E etE ⊆ ↓↓L′, alorsL ≪Pℓ(X) L

′. NotonsQ = ↑ L, F = cl(L),
Q′ = ↑ L′, F ′ = cl(L′). PuisqueL ⊑EM 〈E〉, on a : (a)Q ⊇ ↑ E et : (b)F ⊆ ↓ E, en utilisant

le lemme 3.5.6. PuisqueL′ ⊆ ↑↑E et que↑↑E =

◦︷︸︸︷
↑ E par le lemme 3.1.1), on a : (c)Q′ ⊆

◦︷︸︸︷
↑ E .

PuisqueE ⊆ ↓↓L′, on a : (d)E ⊆ ↓↓F ′.
Soit (Li)i∈I une famille dirigée de lentilles telle queL′ ⊑EM supi∈I Li. PosonsQi = ↑ Li,

Fi = cl(Li). On a alors
⋂

i∈I Qi ⊆ Q′ et cl(
⋃

i∈I Fi) ⊇ F ′. Puisque
⋂

i∈I Qi ⊆ Q′, et par (c),
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FIG. 3.1 – Comment approximer une lentilleL = Q ∩ F

⋂
i∈I Qi ⊆

◦︷︸︸︷
↑ E . CommeX est bien filtrant, il existei ∈ I tel queQi ⊆

◦︷︸︸︷
↑ E . D’autre part, par

(d) et la proposition 3.4.5,↓ E ≪H(X) F
′. OrF ′ est inclus dans la borne supérieurecl(

⋃
i∈I Fi)

desFi dansH(X), donc il existej ∈ I tel que↓ E ⊆ Fj.
Choisissonsk ∈ I tel queLi, Lj ⊑EM Lk, la famille étant dirigée. En particulierQk ⊆ Qi ⊆

◦︷︸︸︷
↑ E ⊆ ↑ E ⊆ Q par (a), etFk ⊇ Fj ⊇ ↓ E ⊇ F par (b). DoncL ⊑EM Lk.

2. En particulier, fixons une lentilleL, Q = ↑ L, F = cl(L). LorsqueE est une partie finie
non vide deB, il suffit queE ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E pour que〈E〉 ≪Pℓ(X) L.

Il sera utile pour comprendre la suite de la démonstration dese référer à quelques figures
illustratives. La partie gauche de la figure 3.1 illustre la lentille L, le compactQ = ↑ L, et le
ferméF = cl(L). La partie droite de cette même figure montre quelques approximantsL1 ⊑EM

L2 ⊑EM L3 ⊑EM L4 ⊑EM L. Intuitivement, le bord bas de chaqueLi est au-dessous du bord
bas deL = Q∩F ; le bord haut monte jusqu’à épouser, asymptotiquement, le bord haut deL, et
chaqueLi fait toute la largeur possible — une représentation graphique du fait que tout point de
L est au-dessus d’un point de chaqueLi.

3. Considérons la famille des parties finies non videsE ⊆ B telles queE ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E,
et montrons qu’elle est dirigée dans l’ordre⊑EM. Ceci est en réalité, et de loin, la partie la plus
technique de la démonstration.

– Nous devons d’abord montrer que cette famille est non vide.Or, Q étant compact est
l’intersection d’une famille filtrante de compacts finitaires↓ E non vides à support dans
B, avecQ ⊆ ↑↑E. C’est le lemme 3.1.4, qui s’applique carX est un cpo continu de base
B. Choisissons un tel ensemble fini non videE1, tel queQ ⊆ ↑↑E1. PosonsE = E1 ∩ ↓↓F .
Pour toutx ∈ L, puisquex ∈ Q etQ ⊆ ↑↑E1, il existey ∈ E1 tel quey ≪ x. Puisque
L ⊆ F , x ∈ F , doncy ∈ ↓↓F . DoncL ⊆ ↑↑(E1 ∩ ↓↓F ) = ↑↑E. Comme↑↑E est clos par le
haut etQ = ↑ L, on aQ ⊆ ↑↑E. En particulier,E est non vide,Q étant non vide. De plus,
par définition,E ⊆ ↓↓F .

– Montrons ensuite que siE1, E2 ⊆ ↓↓F et Q ⊆ ↑↑E1, ↑↑E2, on peut trouver une lentille
finitaire au-dessus de〈E1〉 et de〈E2〉, et bien au-dessous deL. Nous la construisons sous
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la forme↑ E ∩ ↓ E ′, avecE ≤♮ E ′.
PuisqueX est un cpo continu,X est sobre, donc bien filtrant. PuisqueX est de plus
cohérent, on peut appliquer le lemme 3.5.9 :L est patch-compacte. Maintenant, par le
lemme 3.5.10,F = cl(L) = ↓ L. (C’est uniquement ici que nous avons besoin du fait que
X soit cohérent.)
PuisqueE1 ⊆ ↓↓F , pour toutx1 ∈ E1 il existey ∈ F tel quex1 ≪ y. CommeF = ↓ L,
il existe z ∈ L tel quex1 ≪ y ≤ z. Puisquez ∈ L, z appartient àQ. Or Q ⊆ ↑↑E2,
donc il existe un élémentx2 deE2 tel quex2 ≪ z. X étant un cpo continu,z est la borne
supérieure de la famille dirigée desz′ ∈ B tels quez′ ≪ z. Il existe en particulier un
z′ ≪ z tel quex1, x2 ≪ z′. Rassemblons en un ensembleE ′

1 lesz ainsi construits lorsque
x1 varie dansE1. Construisons de même l’ensembleE ′

2 obtenu par la même construction,
en échangeant le rôle des indices1 et2. PosonsE ′

0 = E ′
1 ∪ E ′

2. Par construction :
– (a0) E

′
0 ⊆ ↓↓F . En effet, chaque élémentz′ deE ′

0 est obtenu de sorte quez′ ≪ z pour
un certainz ∈ L, doncz ∈ F .

– (b0) E1, E2 ⊆ ↓↓E ′
0. En effet, tout élémentx1 deE1 est tel quex1 ≪ z′ pour le z′

construit ci-dessus, et symétriquement pourE2.
– (c0) E

′
0 ⊆ ↑↑E1, ↑↑E2. Car toutz′ deE ′

1 est non seulement tel quex1 ≪ z′, mais aussi tel
qu’il existex2 ∈ E2 avecx2 ≪ z′, par construction. De même pour les élémentsz′ de
E ′

2.
– (d0) E

′
0 ⊆ B.

On utilise maintenant le fait queQ∪↑ E ′
0 est l’union d’un compact saturé et d’un compact

finitaire, et est donc un compact saturé. PuisqueQ ⊆ ↑↑E1, ↑↑E2 et par (c0) ci-dessus,
Q ∪ ↑ E ′

0 est un compact saturé inclus dans l’ouvert↑↑E1 ∩ ↑↑E2. PuisqueX est un cpo
continu,X est en particulier localement compact, donc il existe un compact saturéQ′ tel

queQ ∪ ↑ E ′
0 ⊆

◦

Q′ ⊆ Q′ ⊆ ↑↑E1 ∩ ↑↑E2. Par le lemme 3.3.1,Q′ ≪Q(X) Q ∪ ↑ E ′
0. Par

le lemme 3.3.3, il existe donc un compact finitaire↑ E0, avecE0 ⊆ B, tel queQ′ ≪Q(X)

↑ E0 ≪Q(X) Q ∪ ↑ E ′
0. En particulier,

– (e0) Q ∪ ↑ E ′
0 ⊆ ↑↑E0. On rappelle en effet que l’intérieur de↑ E0 est ↑↑E0, par le

lemme 3.1.1.
– (f0) E0 ⊆ ↑↑E1 ∩ ↑↑E2. En effet,E0 ⊆ ↑ E0,Q′ ≪Q(X) ↑ E0, etQ′ ⊆ ↑↑E1 ∩ ↑↑E2.
– (g0) E0 ⊆ B.
PosonsE = E0 ∩ ↓↓F . AlorsE vérifie essentiellement les mêmes propriétés queE0, et de
plusE ⊆ ↓↓F :
– (e) Q ∪ ↑ E ′

0 ⊆ ↑↑E. En effet, on note que pour toutx ∈ L, en particulierx ∈ Q, donc
il existez0 ∈ E0 tel quez0 ≪ x par(e0). Mais alors, commex ∈ F , z0 appartient aussi
à↓↓F , donc àE. On en déduit quex ∈ ↑↑E. Commex est arbitraire,L ⊆ ↑↑E, et puisque
E est clos par le haut,Q = ↑ L ⊆ ↑↑E. Pour montrer(e), il ne reste qu’à justifier le fait
queE ′

0 ⊆ ↑↑E. Or, pour toutx ∈ E ′
0, il existez0 ∈ E0 tel quez0 ≪ x, encore par(e0).

De plus,x ∈ ↓↓F par(a0), doncz0 ∈ ↓↓F . On en déduit de nouveau quex ∈ ↑↑E. D’où
(e).

– (f) E ⊆ ↑↑E1 ∩ ↑↑E2. Conséquence triviale de(e0).
– (g) E ⊆ B. Conséquence triviale de(g0).
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Posons maintenantE ′ = E ′
0 ∪ (E \ ↓↓E ′

0). Montrons queE ≤♮ E ′. Pour toutx ∈ E, soit
x ∈ ↓↓E ′

0, donc il existey ∈ E ′
0 tel quex≪ y, en particulierx ≤ y ; soitx 6∈ ↓↓E ′

0 et alors il
existey ∈ E ′ tel quex ≤ y, à savoiry = x. DoncE ≤♭ E ′. Pour touty ∈ E ′, soity ∈ E ′

0,
et alors par(e), il existex ∈ E tel quex ≪ y, en particulierx ≤ y ; soit y ∈ E \ ↓↓E ′

0, et
alorsx = y convient : doncE ≤♯ E ′.
Posons doncL′ = ↑ E ∩ ↓ E ′. L′ est une lentille finitaire, par la définition 3.5.5.
On vérifie maintenant que〈E1〉 ≪Pℓ(X) L

′. Par le point 2. plus haut, il suffit de vérifier
queE1 ⊆ ↓↓↓ L′ et que↑ L′ ⊆ ↑↑E1. PuisqueE ≤♮ E ′, ↓↓↓ L′ = ↓↓L′ = ↓↓E ′, et↑ L′ = ↑ E.
Il suffit donc de montrer queE1 ⊆ ↓↓E ′ et E ⊆ ↑↑E1. La première inclusion est une
conséquence de(b0), la seconde provient de(f).
De manière symétrique, on a〈E2〉 ≪Pℓ(X) L

′.
Par le lemme 3.5.6,L′ = 〈E ∪E ′〉. Par(d0) et (g), L′ est à support dansB. Il ne reste plus
qu’à montrer queE∪E ′ ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑(E ∪ E ′). Pour la première inclusion, on note que
E ∪ E ′ = E ∪ E ′

0 ∪ (E \ ↓↓E ′
0) = E ∪ E ′

0. OrE = E0 ∩ ↓↓F ⊆ ↓↓F par définition deE,
etE ′

0 ⊆ ↓↓F par (a0). Pour la seconde inclusion, on aQ ⊆ ↑↑E par (e), donc trivialement
Q ⊆ ↑↑E ∪ ↑↑E ′ = ↑↑(E ∪ E ′).

4. Pour montrer quePℓ(X) est un cpo continu, il ne reste plus qu’à montrer queL est la
borne supérieure dans l’ordre⊑EM de la famille étudiée au point 3. Rappelons que cette famille
est la famille des〈E〉, lorsqueE parcourt l’ensembleF des parties finies non vides incluses dans
B telles queE ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E. Par le lemme 3.5.4, la borne supérieure (pour⊑EM) de cette
famille est

⋂
E∈F
↑ E ∩ cl(⋃E∈F

cl(E)).

PuisqueQ ⊆ ↑↑E pour toutE ∈ F,
⋂

E∈F
↑ E ⊇ Q. Réciproquement, par le lemme 3.3.3,Q

égale l’intersection filtrante des↑ E0 avecQ ⊆ ↑↑E0. Il est facile de voir que pour toutE0 tel que
Q ⊆ ↑↑E0, on aQ ⊆ ↑↑E, oùE = E0 ∩ ↓↓F , et alorsE est dans la familleF. C’est un argument
que nous avons déjà utilisé plus haut : pour toutx ∈ L, commeL ⊆ Q ⊆ ↑↑E0, il existey ∈ E0

tel quey ≪ x, et alorsy est en fait dansE puisquex ∈ F . DoncQ =
⋂

E0/Q⊆↑↑E0

↑ E0 ⊇
⋂

E0/Q⊆↑↑E0

↑ (E0 ∩ ↓↓F ) ⊇ ⋂E∈F
↑ E. On en conclut que

⋂
E∈F
↑ E = Q.

PuisqueE ⊆ ↓↓F pour toutE ∈ F, en particuliercl(E) = ↓ E ⊆ ↓↓F , donc on acl(
⋃

E∈F
cl(E)) ⊆

cl(↓↓F ) ⊆ F . Réciproquement, soitx un élément quelconque deF , et montrons quex est dans
cl(
⋃

E∈F
cl(E)). Il suffit de montrer que pour tout ouvertU contenantx, U intersecte l’un des

E ∈ F. CommeX est un cpo continu, on peut écrirex comme la borne supérieure desz dansB
tels quez ≪ x. Il en existe en particulier un dansU . Fixons une lentille finitaire quelconque〈E0〉
telle queE0 ∈ F, et considéronsE = E0 ∪{z}, et la lentille finitaire〈E〉. On aQ ⊆ ↑↑E0 ⊆ ↑↑E,
et E ⊆ ↓↓F puisqueE0 ⊆ ↓↓F , z ≪ x, et x ∈ F . Commez ∈ U , et quez appartient par
construction àE, U intersecteE. Donccl(

⋃
E∈F

cl(E)) = F .
On en conclut que la borne supérieure des〈E〉, E ∈ F, estQ ∩ F = L.
5. Grâce au point 2., on sait que siE ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E, alors〈E〉 ≪Pℓ(X) L. Réciproquement,

supposons〈E〉 ≪Pℓ(X) L. ÉcrivonsL sous la forme d’une borne supérieure de lentilles finitaires
〈E ′〉 telles queE ′ ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E ′, où comme d’habitudeQ = ↑ L et F = cl(L). Puisque
〈E〉 ≪Pℓ(X) L, il en existe une telle que〈E〉 ⊑EM 〈E ′〉. Par le lemme 3.5.6,E ≤♮ E ′, donc
d’une partE ⊆ ↓ E ′ ⊆ ↓↓F , d’autre partE ′ ⊆ ↑ E. De cette dernière inclusion et deQ ⊆ ↑↑E ′,
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on déduitQ ⊆ ↑↑E. Ceci montre la dernière partie de la proposition. ⊓⊔
Sous les hypothèses de la proposition 3.5.13, on peut en faitaffirmer davantage :Pℓ(X)

est lui-même cohérent. Nous le démontrerons plus bas. L’argument est essentiellement celui de
Mislove (1998, corollaire 4.48). Nous introduisons deux nouveaux espaces, cousins très proches
de l’espacePℓ(X), et nous montrerons que tous ces espaces ont la même topologie patch, sous
quelques hypothèses.

Le premier,PℓV(X), est àPℓ(X) ce queHu(X) est àH(X) : un espace dont la topologie a
une définition topologique claire à base d’ouverts simples.De plus, lorsqueX est un cpo continu
cohérent,PℓV(X) coïncidera avecPℓ(X).

Le second,L(X), est àPℓ(X) ce queHop(X) est àH(X) : un espace bien plus simple à
comprendre, mais avec un ordre de spécialisation qui n’est pas celui qui nous intéresse.

Passons au premier de ces espaces. Nous reprenons ici les notations2U du lemme 3.3.4 et
3U de la proposition 3.4.17, avec une définition légèrement différente. L’esprit des définitions
est cependant le même. La topologie engendré par les ouverts2U et 3U est traditionnellement
appelée la topologie deVietoris.

Définition 3.5.14 (Vietoris) L’espacePℓV(X) est l’espace des lentilles surX, muni de latopo-
logie de Vietoris, c’est-à-dire la topologie engendrée par les ensembles

2U = {L lentille deX|L ⊆ U}
3U = {L lentille deX|L ∩ U 6= ∅}

oùU parcourt les ouverts deX.

Lemme 3.5.15DansPℓ(X), on a :(i) 2(U ∩ V ) = 2U∩2V ; (ii) siU ⊆ V alors2U ⊆ 2V ;
(iii) pour toute famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts deX, (2Ui)i∈I est dirigée et2

⋃
i∈I Ui =⋃

i∈I 2Ui.
On a aussi :(iv) 3(U ∪ V ) = 3U ∪3V ; (v) si U ⊆ V alors3U ⊆ 3V ; (vi) pour toute

famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts deX, (3Ui)i∈I est dirigée, et3
⋃

i∈I Ui =
⋃

i∈I 3Ui.
Finalement, on a :(vii) 2U ⊆ 3U ; (viii) 2(U ∪ V ) ⊆ 2U ∪ 3V ; (ix) 2U ∩ 3V ⊆

3(U ∩ V ). De plus,(x) 2(U ∪ V ) = 2U ∪ (2(U ∪ V ) ∩ 3V ), et (xi) 2U ∩ 3V = 2U ∩
3(U ∩ V ).

Démonstration.Mêmes arguments qu’aux lemmes 3.3.5 (en utilisant le fait que toute lentille est
compacte) pour la première partie, et 3.4.18 pour la deuxième. Pour la troisième, d’abord,(vii)
2U ⊆ 3U est évident, car toute lentille est non vide. Démontrons(viii). Si L ∈ 2(U ∪ V ),
c’est-à-direL ⊆ U ∪ V , alors soitL est totalement inclus dansU et alorsL ∈ 2U , soit il existe
un élément deL hors deU , qui est donc dansV , doncL ∈ 3V . Donc2(U ∪ V ) ⊆ 2U ∪3V .
(ix) Si L ∈ 2U ∩ 3V , alors il existe un élémentx deL qui est dansV , et commeL ⊆ U ,
x est aussi dansU , donc dansU ∩ V . Donc2U ∩ 3V ⊆ 3(U ∩ V ). Finalement,(x) est une
conséquence directe de(viii) et (ii) (utilisé pour montrer que2U ⊆ 2(U ∪ V )), (xi) est une
conséquence directe de(ix) et (v). ⊓⊔

Il y a une relation très forte entre la topologie de Vietoris et la topologie de Scott sur l’espace
des lentilles.
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Lemme 3.5.16SoitX un espace bien filtrant. Pour tout ouvertU deX, 2U et 3U sont des
ouverts de Scott dePℓ(X). La topologie de Vietoris (dePℓV(X)) est moins fine que la topologie
de Scott (dePℓ(X)).

Démonstration. D’abord, 2U est clos par le haut : siL ∈ 2U et L ⊑EM L′, en particulier
↑ L ⊇ ↑ L′ etL ⊆ U . CommeU est clos par le haut,↑ L ⊆ U . DoncL′ ⊆ ↑ L′ ⊆ U , c’est-à-
direL′ ∈ 2U . Ensuite, si(Li)i∈I est une famille dirigée dansPℓ(X), dont la borne supérieure
est dans2U , alors en utilisant le lemme 3.5.4,

⋂
i∈I ↑ Li ∩ cl(

⋃
i∈I cl(Li)) ⊆ U . SoitF le fermé

cl(
⋃

i∈I cl(Li)). On a donc
⋂

i∈I ↑ Li ∩ F ⊆ U , donc
⋂

i∈I ↑ Li ⊆ U ∪ (X \ F ). CommeX est
bien filtrant, il existei ∈ I tel que↑ Li ⊆ U ∪ (X \ F ), c’est-à-dire tel que↑ Li ∩ F ⊆ U . En
particulier,Li = ↑ Li ∩ cl(Li) ⊆ ↑ Li ∩ F ⊆ U , c’est-à-direLi ∈ 2U . Donc2U est un ouvert
de Scott.

De même,3U est clos par le haut : siL ∈ 3U et L ⊑EM L′, en particuliercl(L) ⊆
cl(L′) et L ∩ U 6= ∅. Donc cl(L) ∩ U 6= ∅, ce qui impliquecl(L′) ∩ U 6= ∅, autrement dit
cl(L′) 6⊆ X \ U . Or cl(L′) est inclus dans le ferméX \ U si et seulement siL′ y est inclus.
DoncL′ 6⊆ X \ U , c’est-à-direL′ ∩ U 6= ∅. DoncL′ ∈ 3U . Ensuite, si(Li)i∈I est une famille
dirigée dansPℓ(X), dont la borne supérieure est dans2U , alors en utilisant le lemme 3.5.4,⋂

i∈I ↑ Li ∩ cl(
⋃

i∈I cl(Li)) intersecteU . En particulier,cl(
⋃

i∈I cl(Li)) intersecteU . PuisqueU
est ouvert,

⋃
i∈I cl(Li) intersecte lui-mêmeU , donc il existei ∈ I tel quecl(Li) intersecteU . Il

s’ensuit de même queLi intersecteU , c’est-à-direLi ∈ 3U . Donc3U est un ouvert de Scott.⊓⊔

Lemme 3.5.17Soit X un espace topologique. Le préordre de spécialisation dePℓV(X) est
l’ordre d’Egli-Milner topologique⊑EM.

Démonstration.Notons temporairement� le préordre de spécialisation dePℓV(X). Supposons
L � L′. La saturation↑ L deL est l’intersection de tous les ouvertsU tels queL ⊆ U . Pour
chacun de ces ouvertsU , L ∈ 2U , doncL′ ∈ 2U puisqueL � L′. En particulier,L′ ⊆ U ,
pour tous les ouvertsU contenantL. On en déduit queL′ ⊆ ↑ L, donc↑ L′ ⊆ ↑ L. Ensuite,
considérons l’intérieurV du complémentaireX \ L′ deL′. Clairement,L′ n’est pas dans3V .
PuisqueL � L′, L n’est pas non plus dans3V , autrement ditL n’intersecte pasX \ cl(L′).
DoncL ⊆ cl(L′), donccl(L) ⊆ cl(L′). On en conclut queL ⊑EM L′.

Réciproquement, supposonsL ⊑EM L′, c’est-à-direL′ ⊆ ↑ L etL ⊆ cl(L′). Pour tout ouvert
U , siL ∈ 2U , c’est-à-dire siL ⊆ U , alorsL′ ⊆ ↑ U = U , doncL′ ∈ 2U ; si L ∈ 3U , c’est-
à-dire siL intersecteU , alorscl(L′) intersecte aussiU , donc, puisqueU est ouvert,U intersecte
aussiL′, autrement ditL′ ∈ 3U . On en déduit que siL appartient à une union d’intersections
quelconque d’ouverts de la forme2U ou3U , alors il en est de même deL′. DoncL � L′. ⊓⊔

Proposition 3.5.18 SoitX un cpo continu cohérent. La topologie de Scott coïncide avecla to-
pologie de Vietoris sur l’espace des lentilles surX : PℓV(X) = Pℓ(X).

Démonstration.CommeX est un cpo continu, il est sobre, donc bien filtrant. Au vu du lemme 3.5.16,
il suffit donc de démontrer que tout ouvert de Scott est un ouvert de Vietoris. Par la proposi-
tion 3.5.13,Pℓ(X) est un cpo continu. Donc la topologie de Scott est engendrée par les↑↑Pℓ(X)〈E〉 =

{L′ ∈ Pℓ(X)|〈E〉 ≪Pℓ(X) L
′} = {L′ ∈ Pℓ(X)|E ⊆ ↓↓L′ etL′ ⊆ ↑↑E}, lorsqueE parcourt les
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parties finies non vides d’une baseB deX. ÉcrivonsE = {x1, . . . , xn}, n ≥ 1. AlorsE ⊆ ↓↓L′

si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n, xi ∈ ↓↓L′. Or xi ∈ ↓↓L′ si et seulement s’il existey ∈ L′

tel quexi ≪ y, si et seulement siL′ intersecte↑↑xi. Donc↑↑Pℓ(X)〈E〉 =
⋂n

i=1 3↑↑xi ∩2↑↑E est un
ouvert de Vietoris. ⊓⊔

Passons au second espace,L(X).

Définition 3.5.19 (Espace de lentilles)Pour tout espace topologique, on noteL(X) l’espace
des lentilles surX, ordonné par inclusion inverse⊇. On l’appellera simplementespace des
lentillessurX.

Nous l’équiperons implicitement, comme d’habitude, de la topologie de Scott associée. Notons
queL(X) et Pℓ(X) diffèrent uniquement par leur ordre de spécialisation. Celui de L(X) est
l’inclusion inverse, celui dePℓ(X) est⊑EM, dont on peut se faire une idée en regardant la fi-
gure 3.1.

Généralisons la notation〈E〉 au cas de n’importe quelle partieE. La nouvelle définition coïn-
cidera avec la précédente (〈E〉 = ↑ E ∩ ↓ E) dans le cas oùK = E est fini, par le lemme 3.5.6.

Lemme 3.5.20SoitX un espace topologique. Notons, pour toute partieE deX, 〈E〉 = ↑ E ∩
cl(E). Pour toute famille filtrante de lentilles(Li)i∈I deX, 〈⋂i∈I Li〉 =

⋂
i∈I Li.

Démonstration. Puisque
⋂

i∈I Li ⊆ Li pour tout i ∈ I, 〈⋂i∈I Li〉 ⊆ 〈Li〉 = Li (par le
lemme 3.5.2), donc〈⋂i∈I Li〉 ⊆

⋂
i∈I Li. L’inclusion inverse est évidente. ⊓⊔

Il n’y a aucune raison en général pour que
⋂

i∈I Li soit elle-même une lentille. Pour ceci, il est
nécessaire et suffisant que

⋂
i∈I Li soit compact et non vide.

Lemme 3.5.21SoitX un espace bien filtrant. Pour toute famille filtrante de lentilles (Li)i∈I de
X,
⋂

i∈I Li est une lentille.

Démonstration.Montrons que↑ ⋂i∈I Li =
⋂

i∈I ↑ Li. On a
⋂

i∈I Li ⊆ Li pour touti ∈ I, donc
↑ ⋂i∈I Li ⊆ ↑ Li, donc↑ ⋂i∈I Li ⊆

⋂
i∈I ↑ Li. Réciproquement, soitU un ouvert quelconque

contenant
⋂

i∈I Li. PuisqueX est bien filtrant, il existei ∈ I tel queLi ⊆ U . CommeU est clos
par le haut,↑ Li ⊆ U . En particulier,

⋂
i∈I ↑ Li ⊆ U . Or↑ ⋂i∈I Li est la plus petite partie saturée

contenant
⋂

i∈I Li, et est donc l’intersection de tous lesU contenant
⋂

i∈I Li : elle contient donc⋂
i∈I ↑ Li.

PuisqueX est bien filtrant de nouveau, et comme↑ Li est un compact saturé non vide pour
tout i ∈ I,

⋂
i∈I ↑ Li est un compact saturé non vide. On en déduit que↑ ⋂i∈I Li est un compact

saturé non vide, donc
⋂

i∈I Li est un compact non vide. Par le lemme 3.5.20, c’est donc une
lentille. ⊓⊔

Proposition 3.5.22 SoitX un espace bien filtrant. AlorsL(X) est un cpo. La borne supérieure
de la famille dirigée (pour⊇, c’est-à-dire filtrante pour l’inclusion)(Li)i∈I est

⋂
i∈I Li.

LorsqueX est stablement localement compact,L(X) sera un cpo continu. C’est ce que
nous montrons à la proposition 3.5.26 ci-dessous. Nous reprenons pour cela les arguments de
Alvarez-Manilla (2000, lemme 5.23).
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Lemme 3.5.23SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Pour tout patch-ouvertU

deX, pour toutx ∈ U , il existe une lentilleL = Q ∩ F telle queL ⊆ U , x ∈
◦

Q, etx est dans
l’intérieur pour la topologie cocompacte deF .

Démonstration.U s’écrit comme une union d’intersections finies de parties dela formeO (ouvert
deX) ouX\Q′ (Q′ compact saturé deX). Commex ∈ U , x appartient à une de ces intersections
finies. Comme toute intersection finie d’ouverts deX est encore un ouvert deX, et toute union
finie de compacts saturés est un compact saturé, cette intersection finie s’écrit simplementO ∩
(X \Q′) = O \Q′. Il existe donc un ouvertO et un compact saturéQ′ tels quex ∈ O \Q′ ⊆ U .

CommeX est localement compact, il existe un compact saturéQ tel quex ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ O.
D’autre part, par le lemme 3.3.1,Q′ est l’intersection de la famille filtrante des compacts saturés
Q′′ dont l’intérieur contientQ′. Commex n’est pas dansQ′, il existe un de cesQ′′ qui ne contient

pasx. Autrement dit, il existe un compact saturéQ′′ tel queQ′ ⊆
◦

Q′′ et x 6∈ Q′′. PosonsF le

ferméX \
◦

Q′′. On ax ∈ X \Q′′ ⊆ F ⊆ X \Q′. OrX \Q′′ est cocompact par définition, donc
x est dans l’intérieur pour la topologie cocompacte deF .

Il reste à montrer queL = Q ∩ F est une lentille et queL ⊆ U . L est une lentille carL est
non vide, puisquex ∈ L. Ensuite,L = Q ∩ F ⊆ O ∩ (X \Q′) ⊆ U . ⊓⊔

On en déduit queX muni de sa topologie patch est localement compact dans un sens fort. Si

x ∈ U , non seulement on peut trouver un patch-compactK tel quex ∈
⊚

K ⊆ K ⊆ U , mais on
peut en fait demander queK soit une lentille :

Corollaire 3.5.24 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Pour tout patch-ouvert

U deX, pour toutx ∈ U , il existe une lentilleL telle quex ∈
⊚

L ⊆ L ⊆ U , où
⊚

A désigne le
patch-intérieurdeA, c’est-à-dire le plus grand patch-ouvert contenu dansA.

Démonstration.Par le lemme 3.5.23, six ∈ U , alors il existe une lentilleL = Q ∩ F telle que

L ⊆ U , x ∈
◦

Q, etx est dans l’intérieurV pour la topologie cocompacte deF . Mais
◦

Q ∩ V est
alors patch-ouvert, contientx, et est contenu dansQ ∩ F = L. ⊓⊔

Lemme 3.5.25SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Notons≪L(X) est la rela-

tion “bien au-dessous” deL(X). SiL≪L(X) L
′, alors il existe une lentilleL1 telle que

⊚

L ⊇ L1

et
⊚

L1 ⊇ L′.

Démonstration.Par le lemme 3.3.1,Q(X) est un cpo continu, et↑ L′ s’écrit comme l’intersec-

tion de la famille filtrante des compacts saturés non videsQ′ tels que
◦

Q′ ⊇ L′. CommeX est
localement compact, il est localement relativement compact. DoncO(X) est un cpo continu, par
le lemme 3.4.10. L’ouvertX \ cl(L′) est alors l’union de la famille dirigée des ouvertsU ′ tels
queU ′ ⋐ X \cl(L′). AlorsL′ = ↑ L′∩cl(L′) (par le lemme 3.5.2) est l’intersection de la famille
filtrante desQ′ ∩ (X \U ′), oùQ′ etU ′ sont comme ci-dessus. Notons queQ′ ∩ (X \U ′) est une
lentille, carX \ U ′ est un fermé, etQ′ ∩ (X \ U ′) est non vide car contientL′.
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PuisqueL ≪L(X) L
′, il existe doncQ′ avec

◦

Q′ ⊇ L′ et U ′ ⋐ X \ cl(L′) tels queQ′ ∩
(X \ U ′) ⊆ L. Comme

◦

Q′ ⊇ L′, par compacité locale il existe un compact saturéQ′′ tel que
◦

Q′ ⊇ Q′′ ⊇
◦

Q′′ ⊇ L′. Par la propriété d’interpolation appliquée à⋐, il existe aussi un ouvertU ′′

tel queU ′ ⋐ U ′′ ⋐ X \ cl(L′).
PosonsL1 = Q′′ ∩ (X \ U ′′), de nouveau une lentille. PuisqueU ′ ⋐ U ′′ etX est localement

compact, par le lemme 3.4.11, il existe un compact saturéQ1 tel queU ′ ⊆ Q1 ⊆ U ′′. En utilisant

de plus le fait queQ′′ ⊆
◦

Q′, L1 = Q′′ ∩ (X \ U ′′) est inclus dans
◦

Q′ ∩ (X \ Q1), qui est

patch-ouvert. Ce patch-ouvert est inclus dansQ′ ∩ (X \ U ′) ⊆ L, donc
⊚

L ⊇ L1.
PuisqueU ′′ ⋐ X \ cl(L′), de même, il existe un compact saturéQ′

1 tel queU ′′ ⊆ Q′
1 ⊆

X \ cl(L′). PuisqueL′ ⊆
◦

Q′′, L′ = ↑ L′ ∩ cl(L′) est inclus dans le patch-ouvert
◦

Q′′ ∩ (X \Q′
1),

qui est lui-même inclus dansQ′′ ∩ (X \ U ′′) = L1. Donc
⊚

L1 ⊇ L′. ⊓⊔

Proposition 3.5.26 SoitX un espace stablement localement compact.L(X) est un domaine. Si
X est de plus compact, alorsL(X) a un plus petit élément, à savoirX lui-même.

Pour toutes lentillesL etL′, on aL≪L(X) L
′ si et seulement si

⊚

L ⊇ L′.

Démonstration.Commençons par démontrer la deuxième partie de la proposition. SiL ≪L(X)

L′, alors
⊚

L ⊇ L′ par le lemme 3.5.25. Réciproquement, supposons
⊚

L ⊇ L′, soit (Li)i∈I une

famille filtrante de lentilles telle que
⋂

i∈I Li ⊆ L′. En particulier,
⋂

i∈I Li ⊆
⊚

L. Par la proposi-
tion 3.5.8, et commeX est localement compact etT0, X estT2 pour sa topologie patch.X est
donc en particulier sobre pour sa topologie patch. Par le théorème de Hofmann-Mislove,X est
donc bien filtrant dans sa topologie patch. CommeX est bien filtrant et cohérent, chaqueLi est

patch-compacte par le lemme 3.5.9. Il existe donci ∈ I tel queLi ⊆
⊚

L, donc en particulier
Li ⊆ L. On en conclut queL≪L(X) L

′.
Montrons maintenant queX est un cpo continu. Fixons une lentilleL′, et considérons la

famille desL ≪L(X) L
′, c’est-à-dire des lentillesL telles que

⊚

L ⊇ L′. Cette famille est non
vide : commeL′ est compacte, et queX est localement compact, il existe un compact saturé

Q tel queL′ ⊆
◦

Q ⊆ Q ⊆ X ; posonsL = Q, alorsL′ ⊆
◦

Q ⊆
⊚

Q =
⊚

L. Si L1 = Q1 ∩ F1

et L2 = Q2 ∩ F2 sont deux lentilles telles que
⊚

L1 et
⊚

L2 contiennent tous les deuxL′, alors

L1∩L2 = (Q1∩Q2)∩ (F1∩F2) est une lentille carX est cohérent, etL′ ⊆
⊚

L1∩
⊚

L2 =

⊚︷ ︸︸ ︷
L1 ∩ L2.

Donc cette famille est dirigée.

Montrons que l’intersection des lentillesL telles que
⊚

L ⊇ L′ est exactementL′. On réutilise
l’argument de la démonstration du lemme 3.5.25 :L′ = ↑ L′ ∩ cl(L′) est l’intersection de la

famille filtrante desQ′ ∩ (X \ U ′), oùQ′ parcourt les compacts saturés tels que
◦

Q′ ⊇ L′ et
U ′ parcourt les ouverts tels queU ′ ⋐ X \ cl(L′). Il ne reste qu’à montrer que la lentilleL =

Q′ ∩ (X \ U ′) est telle que
⊚

L ⊇ L′. Or, puisqueU ′ ⋐ X \ cl(L′) etX est localement compact,
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par le lemme 3.4.11, il existe un compact saturéQ1 tel queU ′ ⊆ Q1 ⊆ X \ cl(L′). Donc

cl(L′) ⊆ X \Q1. D’autre part,L′ ⊆
◦

Q′, doncL′ = ↑ L′ ∩ cl(L′) est inclus dans le patch-ouvert
◦

Q′ ∩ (X \Q1). Ce patch-ouvert est lui-même inclus dansL = Q′ ∩ (X \ U ′), puisque
◦

Q′ ⊆ Q′

etX \Q1 ⊆ X \ U ′. DoncL′ ⊆
⊚

L.
Finalement, pour montrer queL(X) est un domaine, il suffit de réaliser que siL1 etL2 sont

deux lentilles qui ont un majorantL ⊆ L1, L2, alorsL1 ∩ L2 est une lentille, qui est clairement
la borne supérieure deL1 et deL2. ⊓⊔

Comparons les topologies patch deL(X) et dePℓV(X). Après quelques lemmes, nous ver-
rons qu’elles coïncident, sous quelques hypothèses.

Lemme 3.5.27SoitX un espace stablement compact. Tout ouvert dePℓV(X) est un patch-
ouvert deL(X).

Démonstration.Il suffit de montrer que pour tout ouvertU deX, 2U et3U sont patch-ouverts
dansL(X).

On montre que2U = {L|L ⊆ U} est Scott-ouvert dansL(X). Il est clos par le haut pour⊇,
et si(Li)i∈I est une famille filtrante de lentilles telles que

⋂
i∈I Li ⊆ U , alors il existe uni ∈ I

tel queLi ⊆ U . En effet, par le lemme 3.5.9, chaqueLi est patch-compact ;U est ouvert, donc
patch-ouvert ; et par la proposition 3.5.8,X estT2 pour sa topologie patch, donc sobre, donc bien
filtrant.

D’autre part,3U = {L|L ∩ U 6= ∅} est le complémentaire de{L|L ⊆ X \ U}. OrX \ U
est fermé, donc est une lentille puisqueX est compact. Si l’on noteL′ cette lentille,3U est le
complémentaire du compact finitaire formé des lentilles au-dessus deL′ (pour⊇). Donc3U est
patch-ouvert. ⊓⊔

Lemme 3.5.28SoitX un espace stablement compact. Tout compact finitaire dePℓV(X), ou
bien dePℓ(X), est un patch-fermé deL(X).

Démonstration. Il suffit de montrer que tout compact finitaire de la forme↑PℓV(X) L (resp.
↑Pℓ(X) L) est patch-fermé dansL(X), où ↑PℓV(X) désigne la clôture par le haut d’un élément
dansPℓV(X) (resp.Pℓ(X)). En effet, tout compact finitaire est une union finie de compacts
finitaires de cette forme.

Par le lemme 3.5.17,↑PℓV(X) L = {L′|L ⊑EM L′} = {L′|L′ ⊆ ↑ L} ∩ {L′|L ⊆ cl(L′)}.
Ceci coïncide avec↑Pℓ(X) L, par définition dePℓ(X). Il suffit maintenant de montrer que tant
A = {L′|L′ ⊆ ↑ L} queB = {L′|L ⊆ cl(L′)} est patch-fermé dansL(X). A est juste le
compact finitaire desL′ plus grands que la lentille↑ L, et est donc patch-fermé.

Montrons ensuite queB = {L′|L ⊆ cl(L′)} est Scott-fermé dansL(X), ce qui impli-
quera qu’il est patch-fermé. Il est clos par le bas (pour⊇). De plus, si(Li)i∈I est une fa-
mille filtrante pour l’inclusion d’éléments deB, montrons que

⋂
i∈I Li est dansB, c’est-à-dire

L ⊆ cl(
⋂

i∈I Li). (
⋂

i∈I Li est la borne supérieure desLi, par la proposition 3.5.22.)
Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alorsx ∈ L tel quex 6∈ cl(

⋂
i∈I Li). Le

complémentaire decl(
⋂

i∈I Li) est un voisinage ouvert dex, donc, puisqueX est localement
compact, il existe un ouvertU et un compact saturéQ tels quex ∈ U ⊆ Q ⊆ X \ cl(⋂i∈I Li).

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 77



Les espacesPℓ(X) etPℓV(X) de choix chaotiques, etL(X) Quelques compléments

SoitF le ferméX \ U . On remarque quecl(
⋂

i∈I Li) ⊆
⊚

F . En effet,cl(
⋂

i∈I Li) est inclus
dansX \Q (qui est cocompact, donc patch-ouvert), lequel est inclus dansF .

CommeX est compact,F = X ∩F est une lentille, à condition d’être non vide. Or siF était
vide, on auraitU = X, donccl(

⋂
i∈I Li) = ∅, donc

⋂
i∈I Li serait vide. Mais ce dernier est une

lentille, par la proposition 3.5.22, et est donc non vide. DoncF est une lentille.
PuisqueX est stablement localement compact, on peut appliquer la proposition 3.5.26 :

F ≪L(X) cl(
⋂

i∈I Li). Or (Li)i∈I est une famille filtrante de lentilles dont la borne supérieure⋂
i∈I Li est supérieure ou égale, dans l’ordre⊇, à cl(

⋂
i∈I Li). Donc il existei ∈ I tel que

F ⊇ Li. CommeLi ∈ B, etx ∈ L, on ax ∈ cl(Li), doncx ∈ F , ce qui est impossible.
On en conclut queB contient bien la borne supérieure

⋂
i∈I Li de la famille(Li)i∈I , et est

donc Scott-fermé. ⊓⊔

Proposition 3.5.29 SoitX un cpo continu, cohérent et compact. Les topologies patch dePℓ(X),
dePℓV(X) et deL(X) coïncident. Elles sont compactes etT2.

Démonstration. Par la proposition 3.5.18, les topologies dePℓ(X) et dePℓV(X) coïncident,
donc aussi leurs topologies patch.

Montrons que la topologie patch deL(X) est plus fine que celle dePℓV(X), autrement dit
que tout patch-ouvert dePℓV(X) est un patch-ouvert deL(X). D’abord, tout ouvert dePℓV(X)
est un patch-ouvert deL(X), par le lemme 3.5.27. Le lemme s’applique en effet, carX est un cpo
continu, cohérent et compact, donc est stablement compact.Il ne reste plus qu’à montrer que tout
ouvert de la topologie cocompacte dePℓV(X) = Pℓ(X) est aussi un patch-ouvert deL(X). Or
par la proposition 3.5.13,Pℓ(X) est un cpo continu. On peut alors utiliser le corollaire 3.1.5, et
conclure que la topologie cocompacte dePℓ(X) coïncide avec sa topologie basse : la topologie
cocompacte est engendrée par lesPℓ(X) \ ↑Pℓ(X)L, oùL varie parmi les lentilles surX. Ces
ensemblesPℓ(X) \ ↑Pℓ(X)L sont des complémentaires de compacts finitaires, qui sont donc des
patch-ouverts deL(X) par le lemme 3.5.28.

CommeX est stablement compact, par la proposition 3.5.26,L(X) est un domaine avec
un plus petit élément. Par le corollaire 3.1.8, et sachant qu’un cpo ayant un plus petit élément
est compact,L(X) est stablement compact, donc sa topologie patch est compacte etT2 par la
proposition 3.5.8.

Comme⊑EM est un ordre (corollaire 3.5.3),Pℓ(X) estT0. CommePℓ(X) est un cpo continu
(proposition 3.5.13), il est localement compact. Donc, parla proposition 3.5.8,Pℓ(X) muni de
sa topologie patch estT2.

Nous sommes donc dans la situation où l’on a deux topologiesO1 etO2 sur le même ensemble
de lentilles (O1 étant la topologie patch dePℓ(X) = PℓV(X), O2 étant la topologie patch de
L(X)), oùO2 est plus fine queO1, O1 estT2, etO2 est compacte.

On sait alors que les deux topologies coïncident, et sont donc toutes les deux compactes etT2.
Par souci de complétude, démontrons-le. ToutO2-ferméF estO2-compact, puisque tout sous-
ensemble fermé d’un espace compact est compact, etO2 est une topologie compacte. Comme
O2 est plus fine queO1, F est nécessairement aussiO1-compact, tout recouvrement deF par
des ouverts deO1 étant aussi un recouvrement deF par des ouverts deO2. CommeO1 est une
topologieT2, tout O1-compact estO1-fermé, doncF estO1-fermé. Nous venons de démontrer
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que toutO2-fermé estO1-fermé, donc queO1 est plus fine queO2. Comme d’autre part,O2 est
plus fine queO1, les deux topologies coïncident. ⊓⊔

Et l’on peut enfin conclure :

Théorème 3.5.30SoitX un cpo continu, cohérent et compact. AlorsPℓ(X) = PℓV(X) est un
cpo continu, cohérent et compact. Si de plusX a un plus petit élément⊥, alorsPℓ(X) aussi, à
savoir{⊥}.
Démonstration.Pℓ(X) est un cpo continu par la proposition 3.5.13. On aPℓ(X) = PℓV(X)
par la proposition 3.5.18. PuisqueX est un cpo continu cohérent,X est stablement localement
compact. On peut donc utiliser la proposition 3.5.26, doncL(X) est un domaine qui a un plus
petit élément. Par le corollaire 3.1.8, et sachant qu’un cpoayant un plus petit élément est compact,
L(X) est stablement compact.L(X) est donc compact etT2 dans sa topologie patch par la
proposition 3.5.8. Il en est donc de même pourPℓ(X), par la proposition 3.5.29. En utilisant de
nouveau la proposition 3.5.8, on en déduit quePℓ(X) est cohérent et compact.

Si de plusX a un plus petit élément⊥, on remarque d’abord que{⊥} est l’intersection du
compact finitaire↑ ⊥ et du fermé↓ ⊥, et est donc une lentille. Ensuite, pour toute lentilleL, on
a ↑ ⊥ = X ⊇ ↑ L et ↓ ⊥ ⊆ cl(L) (puisquecl(L) est non vide, et fermé donc clos par le bas),
donc{⊥} ⊑EM L. ⊓⊔

3.6 L’espacePV(X) desA-valuations continues

La variante de l’espace de Plotkin qui nous intéressera le plus sera proche dePℓV(X). Elle
est due à Heckmann (1997) :

Définition 3.6.1 (A-valuation, PV(X)) SoitA le cpo formé des trois éléments0, M, et1, muni
de l’ordre⊑ tel que0 ⊑ M ⊑ 1. UneA-valuationsur un espace topologiqueX est une fonction
α des ouverts deX versA telle que :

1. α est stricte :α(∅) = 0 ;

2. α est normalisée :α(X) = 1 ;

3. α est monotone : siU ⊆ V alorsα(U) ⊑ α(V ) ;

4. siα(U) = 0 alorsα(U ∪ V ) = α(V ) ;

5. siα(U) = 1 alorsα(U ∩ V ) = α(V ).

On dit qu’uneA-valuationα estcontinuesi et seulement siα(
⋃

i∈I Ui) =
⊔

i∈I α(Ui) pour toute
famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I , où

⊔
dénote la borne supérieure dansA.

On notePV(X) l’espace desA-valuations continues surX, muni de la topologie, dite de
Vietoris, engendrée par

2U = {α A-valuation continue|α(U) = 1}
3U = {α A-valuation continue|α(U) 6= 0}
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Notons que l’ordre⊑ surA peut être défini par :a ⊑ a′ si et seulement sia = 1 implique
a′ = 1 et a′ = 0 implique a = 0. Nous utiliserons cette caractérisation plusieurs fois dans la
suite.

Toute lentilleL donne naturellement naissance à uneA-valuationL∗. Il y a a priori davantage
deA-valuations que de lentilles, sauf siX estT2 ou un cpo continu cohérent.

Proposition 3.6.2 Pour toute lentilleL deX, soitL∗ la fonction qui à tout ouvertU deX associe
0 si L n’intersecte pasU , 1 si L est inclus dansU , et M sinon. AlorsL∗ est uneA-valuation
continue surX.

LorsqueX est sobre, la fonction qui à toute lentilleL deX associeL∗ est un plongement
d’espaces topologiques dePℓV(X) dansPV(X).

Démonstration. Toutes les affirmations ci-dessus sont dues à Heckmann (1997). Elles seront
d’autre part conséquences de la proposition 3.6.3 et du lemme 3.6.4 ci-dessous. Nous pourrions
le démontrer à la main, mais préférons nous abstenir. ⊓⊔

Toute lentilleL est l’intersection du compact saturéQ = ↑ L et du ferméF = cl(L). La
proposition suivante montre que touteA-valuation est fondamentalement la même chose que la
donnée d’un compact saturéQ et d’un ferméF satisfaisant presque les mêmes conditions que
celles définissant la lentilleL = Q∩F . On demande toujoursQ = ↑ L, mais au lieu de demander
F = cl(L), ce qui est équivalent àF ⊆ cl(Q ∩ F ), on requiert la condition plus faible selon
laquelleF ⊆ cl(U ∩ F ) pour tout ouvertU contenantQ.

Proposition 3.6.3 SoitP′
V(X) l’espace des couples(Q,F ) d’un compact saturéQ deX et d’un

ferméF deX tels que, en posantL = Q ∩ F , on a :

1. L 6= ∅ ;

2. Q = ↑ L ;

3. pour tout ouvertU contenantQ, F ⊆ cl(U ∩ F ).

La topologie deP′
V(X) est engendrée par les ouverts

2U = {(Q,F ) ∈ P′
V(X)|Q ⊆ U}

3U = {(Q,F ) ∈ P′
V(X)|F ∩ U 6= 0}

La fonction qui à(Q,F ) ∈ P′
V(X) associe la fonctionα = (Q,F )∗ qui à tout ouvertU

associe1 siQ ⊆ U , 0 siF ∩U = ∅, M sinon, est une fonction continue, et même un plongement
topologique deP′

V(X) dansPV(X).
SiX est sobre, alors c’est un homéomorphisme deP′

V(X) sur PV(X). L’image réciproque

de l’A-valuation continueα surX est
(⋂

U/α(U)=1 U,
⋂

V/α(V )=0(X \ V )
)

, où les indicesU et

V sont à prendre parmi les ouverts deX.

Démonstration. Montrons d’abord queα = (Q,F )∗ est uneA-valuation continue. On doit
d’abord montrer qu’elle est bien définie, c’est-à-dire que les casQ ⊆ U etF ∩U = ∅ ne peuvent
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pas arriver en même temps. En effet,F serait inclus dans le complémentaireX \ U deU , donc
L = Q ∩ F serait inclus dansU ∩ (X \ U) = ∅, contredisant la condition 1.

Ensuite,α est clairement stricte et normalisée. Montrons queα est monotone. SiU ⊆ V , on
doit montrer queα(U) = 1 entraîneα(V ) = 1, etα(V ) = 0 entraîneα(U) = 0. Or siα(U) = 1,
Q ⊆ U , doncQ ⊆ V , doncα(V ) = 1. Et siα(V ) = 0, alorsF n’intersecte pasV , donc pasU
non plus, doncα(U) = 0.

Montrons la propriété 4 de la définition 3.6.1. Supposons donc α(U) = 0, c’est-à-direU
n’intersecte pasF . Commeα(V ) ⊆ α(U ∪ V ) par monotonie, il suffit de montrer queα(U ∪
V ) ⊆ α(V ), autrement dit queα(U ∪ V ) = 1 entraîneα(V ) = 1 et queα(V ) = 0 entraîne
α(U ∪ V ) = 0. Si α(U ∪ V ) = 1, c’est-à-dire siQ ⊆ U ∪ V , en particulierL ⊆ Q ⊆ U ∪ V ;
d’autre part,L ∩ U = Q ∩ F ∩ U = ∅ puisqueU n’intersecte pasF ; doncL n’intersecte pas
U , et puisqueL ⊆ U ∪ V , on a doncL ⊆ V ; commeQ = ↑ L (condition 2) etV est clos par
le haut,Q ⊆ V , doncα(V ) = 1. Siα(V ) = 0, F n’intersecte pasV ; si F intersectaitU ∪ V , il
intersecteraitU , une contradiction ; doncF n’intersecte pasU ∪ V , c’est-à-direα(U ∪ V ) = 0.

Montrons ensuite la propriété 5 de la définition 3.6.1. Supposons doncα(U) = 1, c’est-à-dire
Q ⊆ U . Commeα(U ∩ V ) ⊆ α(V ), il suffit de montrerα(V ) ⊆ α(U ∩ V ), c’est-à-dire que
α(V ) = 1 entraîneα(U ∩ V ) = 1 et queα(U ∩ V ) = 0 entraîneα(V ) = 0. Si α(V ) = 1,
c’est-à-dire siQ ⊆ V , alorsQ ⊆ U ∩ V , doncα(U ∩ V ) = 1. Si α(U ∩ V ) = 0, alorsF
n’intersecte pasU ∩ V ; supposons par contradiction queF intersecteV : commeQ ⊆ U , par la
condition 3,F ⊆ cl(U ∩ F ), doncV intersectecl(U ∩ F ), et commeV est ouvert, il intersecte
aussiU ∩ F , ce qui implique queU ∩ V intersecteF , une contradiction.

Montrons maintenant queα est Scott-continue. Soit(Ui)i∈I une famille dirigée d’ouverts.
Commeα est monotone,supi∈I α(Ui) ⊑ α(

⋃
i∈I Ui). Montrons l’inégalité réciproque, ce qui

revient à démontrer que siα(
⋃

i∈I Ui) = 1 alors il existei ∈ I tel queα(Ui) = 1, et que si
α(Ui) = 0 pour touti ∈ I alorsα(

⋃
i∈I Ui) = 0. La première implication est une conséquence

directe de la compacité deQ, la seconde est triviale.
Nous devons maintenant montrer que la fonction qui à(Q,F ) associe(Q,F )∗ est continue.

L’image réciproque de2U = {α|α(U) = 1} est l’ouvert2U = {(Q,F )|Q ⊆ U}, et celle de
3V = {α|α(V ) 6= 0} est l’ouvert3V = {(Q,F )|F ∩ U 6= ∅}, et l’affirmation est donc claire.

Supposons maintenantX sobre, et montrons que cette fonction est un homéomorphisme.
Pour ceci, définissons son inverse : nous prétendons que c’est la fonction qui àα associeα◦ =
(Q,F ), oùQ est l’intersection des éléments la familleF des ouvertsU tels queα(U) = 1, et où
F est le complémentaire de l’ouvertU0, union des éléments de la familleF′ des ouvertsU tels
queα(U) = 0.

On note queF est non vide puisqueα est normalisée. SiU ∈ F et U ⊆ U ′ alorsU ′ ∈ F

puisqueα est monotone. SiU, V ∈ F, alorsα(U ∩ V ) = α(V ) = 1 puisqueα(U) = 1, donc
U ∩ V ∈ F. Donc F est un filtre d’ouverts. Pour toute famille dirigée d’ouverts (Ui)i∈I , si⋃

i∈I Ui ∈ F, alors il existei ∈ I tel queUi ∈ F, puisqueα est continue. DoncF est un filtre
Scott-ouvert d’ouverts. Par le théorème d’Hofmann-Mislove, puisqueX est sobre,Q =

⋂
U∈F

U
est un compact saturé deX.

La famille F′ est elle aussi non vide, puisqueα est stricte :∅ est dansF′. Si U, V ∈ F′

alorsU ∪ V ∈ F′, puisqueα(U ∪ V ) = α(V ) = 0, sachantα(U) = 0. La famille F′ est
donc dirigée. Rappelons queU0 est l’union des éléments deF′. Puisqueα est continue,α(U0) =
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supU∈F′ α(U) = 0, doncU0 est lui-même dansF′.
PosonsL = Q∩F , oùF est, rappelons-le, le complémentaire deU0. Montrons la condition 2

de la définition deP′
V(X) :Q = ↑ L. Puisqueα(U0) = 0, pour tout ouvertV ,α(U0∪V ) = α(V ).

C’est la propriété 4 de la définition 3.6.1. En particulier, pour tout ouvertV contenantL, on
a L = Q ∩ F ⊆ V , doncQ ⊆ U0 ∪ V , doncU0 ∪ V ∈ F, doncα(U0 ∪ V ) = 1, donc
α(V ) = α(U0 ∪ V ) = 1, doncV ∈ F, doncQ ⊆ V . Or ↑ L est le saturé deL, c’est-à-
dire l’intersection de tous les ouvertsV contenantL. Comme tous ces ouverts contiennentQ,
Q ⊆ ↑ L. L’inclusion réciproque est évidente, doncQ = ↑ L.

Comme∅ n’est pas dansF, Q est non vide : la correspondance de Hofmann-Mislove est
bijective, et envoie déjà l’unique filtre contenant∅ vers le compact vide. DoncL est non vide, ce
qui établit la condition 1.

Montrons enfin la condition 3. Pour tout ouvertU contenantQ,U est dansF, doncα(U) = 1.
Par la propriété 5 de la définition 3.6.1, pour tout ouvertV , α(U ∩ V ) = α(V ), en particulier si
U∩V ∈ F′ alorsV ∈ F′, c’est-à-dire queU∩V ⊆ U0 entraîneV ⊆ U0, ou de façon équivalente,
U ∩ V ∩ F = ∅ entraîneV ∩ F = ∅. ChoisissonsV égal au complémentaire decl(U ∩ F ). On a
clairementU ∩ V ∩ F = ∅, doncV ∩ F = ∅. DoncF est inclus dans le complémentaire deV ,
qui est justecl(U ∩ F ).

La fonction qui àα associeα◦ = (Q,F ) est donc bien définie. L’image réciproque par cette
fonction de2U = {(Q,F )|Q ⊆ U} est{α|⋂V/α(V )=1 V ⊆ U}. Or, en reprenant les notations
ci-dessus,

⋂
V/α(V )=1 V ⊆ U si et seulement si

⋂
V ∈F

V ⊆ U , si et seulement siU ∈ F, si et
seulement siα(U) = 1 : l’image réciproque de2U est donc{α|α(U) = 1} = 2U . L’image
réciproque de3V = {(Q,F )|F ∩V 6= ∅} est de même{α|α(V ) 6= 0} = 3V , puisque, toujours
en reprenant les notations ci-dessus,F ∩ V 6= ∅ si et seulement siV 6⊆ U0, si et seulement si
V 6∈ F′, si et seulement siα(V ) 6= 0. (Ces arguments finissent de justifier la coïncidence de
notation entre les deux versions de2U , resp.3V , celle dePV(X) et celle deP′

V(X).)
Enfin, montrons que la fonction qui àα associeα◦ est inverse de celle qui à(Q,F ) associe

(Q,F )∗. D’abord, (Q,F )∗
◦

=
(⋂

U/Q⊆U U,
⋂

V/F∩V =∅(X \ V )
)

= (Q,F ), car d’une partQ

est saturé, donc
⋂

U/Q⊆U U = Q, et d’autre part
⋂

V/F∩V =∅(X \ V ) =
⋂

V ⊆X\F (X \ V ) =

X \⋃V ⊆X\F V = X \ (X \ F ) = F . Ensuite,α◦∗ est la fonction qui à tout ouvertU associe1
si Q ⊆ U , 0 si F n’intersecte pasU , oùQ =

⋂
V/α(V )=1 V et F =

⋂
V/α(V )=0(X \ V ). Or, en

reprenant les notations utilisées plus haut,Q ⊆ U si et seulement siU ∈ F, si et seulement si
α(U) = 1, etF n’intersecte pasU si et seulement siU est inclus dans le complémentaireU0 de
F , si et seulement siU ∈ F′, si et seulement siα(U) = 0. Doncα◦∗ = α. ⊓⊔

Lemme 3.6.4 La fonction qui à toute lentilleL associe(↑ L, cl(L)) est un plongement d’espaces
topologiques dePℓV(X) dansP′

V(X). Sa composée avec le plongement(Q,F ) 7→ (Q,F )∗ de la
proposition 3.6.3 est la fonctionL 7→ L∗ de la proposition 3.6.2.

Démonstration. On vérifie d’abord que(↑ L, cl(L)) est dansP′
V(X). PosonsQ = ↑ L, F =

cl(L). Par le lemme 3.5.2,L = Q ∩ F . Les conditionsL 6= ∅ etQ = ↑ L sont triviales. Pour
tout ouvertU contenantQ, on aF = cl(L) = cl(Q ∩ F ) ⊆ cl(U ∩ F ), ce qui établit la dernière
condition, la condition 3.
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La fonction f qui à L associe(↑ L, cl(L)) est continue : l’image réciproque de2U =
{(Q,F )|Q ⊆ U} est{L|↑ L ⊆ U} = {L|L ⊆ U} = 2U , puisqueU en tant qu’ouvert est
clos par le haut ; l’image réciproque de3V = {(Q,F )|F ∩ V 6= ∅} est{L|cl(L) ∩ V 6= ∅} =
{L|L ∩ V 6= ∅} = 3V , V étant ouvert.

La fonctionf est de plus injective. C’est une conséquence triviale du lemme 3.5.2.
L’image directe parf de2U = {L|L ⊆ U} est l’ensemble des(Q,F ) tels queQ∩F est une

lentille (c’est-à-dire dans l’image def ) et tels queQ ⊆ U , puisqueU est clos par le haut. C’est
donc l’intersection de l’image def et de2U = {(Q,F )|Q ⊆ U}. De même, l’image de3V =
{L|L ∩ V 6= ∅} est l’intersection de l’image def avec3V = {(Q,F )|F ∩ V 6= ∅}. En effet,
si L intersecteV , alorsF ⊆ L aussi, et réciproquement siF intersecteV , commeF = cl(L) et
V est ouvert,V intersecte aussiL. Doncf est un plongement d’espaces topologiques. (Et ceci
termine d’autre part de justifier que nous utilisions les mêmes notations2U et3V dansPV(X)
et dansPℓV(X).)

Finalement,(↑ L, cl(L))∗ est l’A-valuation continueα qui envoie tout ouvertU vers1 si
↑ L ⊆ U (de façon équivalente, siL ⊆ U , puisqueU est clos par le haut), vers0 si cl(L)∩U = ∅
(de façon équivalente, siL∩U = ∅, U étant ouvert), et versM sinon. C’est donc exactementL∗.
⊓⊔

On en déduit qu’il n’y a aucune différence entrePV(X) et PℓV(X) siX estT2 (Heckmann,
1997, théorème 5.1) :

Lemme 3.6.5 SoitX un espaceT2. Tout élément(Q,F ) de P′
V(X) est tel queQ = ↑ L et

F = cl(L), oùL = Q ∩ F . Plus précisément,Q = F = L = ↑ L = cl(L).
La fonction qui àL ∈ PℓV(X) associeL∗ ∈ PV(X) est un homéomorphisme.

Démonstration.L’inclusion cl(Q ∩ F ) ⊆ F étant triviale, nous devons démontrerF ⊆ cl(L),
oùL = Q ∩ F . Rappelons queL est non vide, queQ = ↑ L, et queF ⊆ cl(U ∩ F ) pour tout
ouvertU contenantQ.

Regardons d’abord le cas oùX estT2. Supposons queF ne soit pas inclus danscl(L). Comme
X estT2, etL est compact,L est fermé, donccl(L) = L, etF n’est pas inclus dansL. Il existe
donc un élémentx ∈ F tel quex 6∈ L. PuisqueX estT2 de nouveau, pour touty ∈ L il existe
deux ouvertsVy etUy tels quex ∈ Vy, y ∈ Uy et Vy ∩ Uy = ∅. La famille desUy recouvreL,
donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini(Uy)y∈E (E fini inclus dansL), puisqueL est
compact. AlorsV =

⋂
y∈E Vy est un ouvert contenantx, U =

⋃
y∈E Uy est un ouvert contenant

L, etV ∩ U = ∅. PuisqueU contientL = ↑ Q, U contientQ. Par hypothèse,F ⊆ cl(U ∩ F ).
Si V intersectaitcl(U ∩ F ), il intersecteraitU ∩ F , puisqueV est ouvert, donc en particulier
U , ce qui est impossible. DoncV n’intersecte pascl(U ∩ F ). Maisx ∈ V par construction, et
x ∈ F ⊆ cl(U ∩ F ) : contradiction.

Notons que l’on a non seulementF ⊆ cl(L), mais encoreF ⊆ L, et trivialementL ⊆ F ,
doncL = F ; d’autre part,L = ↑ Q = Q, donc en faitL = F = Q.

La fonctionL 7→ (↑ L, cl(L)) du lemme 3.6.4 est donc surjective. Son inverse envoie(Q,F ) ∈
P′

V(X) versL = Q ∩ F = Q = F . Cet inverse est clairement continu. Donc la fonctionL 7→
(↑ L, cl(L)) est un homéomorphisme dePℓV(X) sur P′

V(X). La fonction(Q,F ) 7→ (Q,F )∗
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est un homéomorphisme deP′
V(X) surPV(X), par la proposition 3.6.3, puisqueX étantT2 est

sobre. La composéeL 7→ L∗ est donc un homéomorphisme dePℓV(X) surPV(X). ⊓⊔
On peut aussi étudier la topologie de Scott sur l’espace desA-valuations continues.

Lemme 3.6.6 Le préordre de spécialisation⊑A sur PV(X) est défini parα ⊑A α′ si et seule-
ment siα(U) ⊑ α′(U) pour tout ouvertU deX.

Le préordre de spécialisation deP′
V(X) est l’ordre d’Egli-Milner, que nous notons encore

⊑EM, et défini par(Q,F ) ⊑EM (Q′, F ′) si et seulement siQ ⊇ Q′ etF ⊆ F ′.

Démonstration.D’abord, supposonsα(U) ⊑ α′(U) pour tout ouvertU deX. Siα ∈ 2U , c’est-
à-dire siα(U) = 1, alorsα′(U) = 1 ; si α ∈ 3V , c’est-à-dire siα(V ) 6= 0, alorsα′(V ) 6= 0.
Doncα′ appartient à tout ouvert qui contientα. Réciproquement, siα′ appartient à tout ouvert qui
contientα, c’est en particulier le cas pour tout ouvert de la forme2U , resp.3U . Doncα(U) = 1
impliqueα′(U) = 1, etα(U) 6= 0 impliqueα′(U) 6= 0, autrement ditα(U) ⊑ α′(U), et ce pour
tout ouvertU deX.

Dans le cas deP′
V(X), siQ ⊇ Q′ etF ⊆ F ′, alors si(Q,F ) ∈ 2U , clairement(Q′, F ′) ∈

2U puisqueQ′ ⊆ Q ⊆ U , et si(Q,F ) ∈ 3V alorsF ∩ V 6= ∅ doncF ′ ∩ V 6= ∅, c’est-à-dire
(Q′, F ′) ∈ 3V . Donc(Q′, F ′) appartient à tout ouvert qui contient(Q,F ). Réciproquement, si
(Q′, F ′) appartient à tout ouvert qui contient(Q,F ), c’est en particulier le cas pour tout ouvert
de la forme2U . DoncQ′ est inclus dans tous les ouvertsU qui contiennentQ, donc dans leur
intersection, qui est le saturé↑ Q = Q deQ. C’est aussi le cas pour tout ouvert de la forme3V .
DoncF ′ intersecte tout ouvertV qui intersecteF . PourV égal au complémentaire deF ′, on en
déduit queV n’intersecte pasF , c’est-à-dire queF est inclus dans le complémentaireF ′ deV .
⊓⊔

Définition 3.6.7 (P(X)) SoitP(X) l’espace desA-valuations continues surX, muni de l’ordre
⊑A. On noteP′(X) l’espace des couples(Q,F ) éléments deP′

V(X), muni de l’ordre⊑EM. (Ces
deux ordres sont définis au lemme 3.6.6.) Les deux espacesP(X) et P′(X) sont munis de leur
topologie de Scott.

Lemme 3.6.8 La fonction(Q,F ) 7→ (Q,F )∗ est un plongement d’ordre deP′(X) dansP(X).
SiX est un espace sobre, c’est un isomorphisme d’ordre.

Démonstration.Posonsα = (Q,F )∗, α′ = (Q′, F ′)∗. Si (Q,F ) ⊑EM (Q′, F ′), alors pour tout
ouvertU , siα(U) = 1 c’est queQ ⊆ U , doncQ′ ⊆ Q ⊆ U , doncα′(U) = 1 ; et siα′(U) = 0,
alorsF ′ ∩ U = ∅, doncF ∩ U = ∅ puisqueF ⊆ F ′, doncα(U) = 0. Doncα ⊑A α′.

Réciproquement, siα ⊑A α′, pour tout ouvertU deX on aα(U) = 1 impliqueα′(U) = 1,
c’est-à-direQ ⊆ U impliqueQ′ ⊆ U . DoncQ′ est inclus dans l’intersection des ouvertsU ⊇ Q,
donc dans le saturé↑ Q = Q. D’autre part,α′(V ) = 0 impliqueα(V ) = 0, donc pourV égal au
complémentaire deF ′, V n’intersecte pasF , doncF ⊆ F ′. Donc(Q,F ) ⊑EM (Q′, F ′).

La fonction(Q,F ) 7→ (Q,F )∗ est donc un plongement d’ordre. SiX est sobre, la proposi-
tion 3.6.3 implique qu’elle est bijective, donc un isomorphisme d’ordre. ⊓⊔
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Lemme 3.6.9P(X) est un cpo. La borne supérieure de la famille dirigée(αi)i∈I envoie tout
ouvertU deX vers

⊔
i∈I αi(U), où

⊔
dénote la borne supérieure dansA. La topologie deP(X)

(de Scott) est plus fine que la topologie dePV(X) (de Vietoris).

Démonstration.Posonsα(U) =
⊔

i∈I αi(U). Pour montrer queα est la borne supérieure des
αi, i ∈ I, il suffit de montrer queα est uneA-valuation continue. Clairement,α est stricte,
normalisée, monotone. Siα(U) = 0, c’est queαi(U) = 0 pour touti ∈ I, doncαi(U ∪ V ) =
αi(V ) pour tout ouvert fixéV , par la propriété 4 de la définition 3.6.1. Doncα(U ∪ V ) =⊔

i∈I αi(U ∪ V ) =
⊔

i∈I αi(V ) = α(V ), etα vérifie aussi la propriété 4.
Si α(U) = 1, il existej0 ∈ I tel queαj0(U) = 1. La familleJ desj ∈ I tels queαj(U) = 1

est donc non vide. Pour touti ∈ I et tout j ∈ J , il existe k ∈ I tel queαi, αj ⊑A αk. En
particulier,αk(U) = 1, puisqueαj(U) = 1. On en déduit, dans le cas particulier oùi est pris
dansJ , queJ est dirigée. Dans le cas oùi est quelconque dansI et j = j0, on en déduit que⊔

i∈I αi ⊑
⊔

k∈J αk : pour touti ∈ I, il existek ∈ J tel queαi ⊑ αk. CommeJ ⊆ I, l’inclusion
inverse est évidente. Doncα =

⊔
i∈I αi =

⊔
j∈J αj. Mais alorsα(U ∩ V ) =

⊔
j∈J αj(U ∩ V ) =⊔

j∈J αj(V ) = α(V ) puisque pour toutj ∈ J , αj(U) = 1, doncαj(U ∩ V ) = αj(V ) par la
propriété 5.

Pour démontrer que la topologie de Scott est plus fine que la topologie de Vietoris, il suffit de
montrer que2U et3U sont Scott-ouverts pour tout ouvertU deX. Or, siα ⊑A α′, en particulier
α(U) = 1 impliqueα′(U) = 1 et α(U) 6= 0 implique α′(U) 6= 0, doncα ∈ 2U implique
α′ ∈ 2U et α ∈ 3U impliqueα′ ∈ 3U : 2U et 3U sont clos par le haut. Soit maintenant
(αi)i∈I une famille dirigée deA-valuations continues, de borne supérieureα =

⊔
i∈I αi. Si

α ∈ 2U , alors
⊔

i∈I αi(U) = 1, donc il existei ∈ I tel queαi(U) = 1, c’est-à-direαi ∈ 2U . Si
α ∈ 3U , alors

⊔
i∈I αi(U) 6= 0, donc il existei ∈ I tel queαi(U) 6= 0, c’est-à-direαi ∈ 3U . ⊓⊔

La proposition suivante est due, encore une fois, à Heckmann(1997, section 6).

Proposition 3.6.10 SoitX un cpo continu de baseB. AlorsP(X) etP′(X) sont des cpos conti-
nus isomorphes. La topologie de Scott coïncide avec la topologie de Vietoris :P(X) = PV(X),
P′(X) = P′

V(X).
Une base deP(X) est donnée par les〈E〉∗,E ⊆ B fini non vide. On a〈E〉∗ ≪ α dansP(X)

si et seulement siα(↑↑x) 6= 0 pour toutx ∈ E, etα(↑↑E) = 1.
Une base deP′(X) est donnée par les(↑ E, ↓ E), E ⊆ B fini non vide. On a(↑ E, ↓ E)≪

(Q,F ) dansP′(X) si et seulement siE ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E.

Démonstration.L’isomorphisme est donné au lemme 3.6.8.X, en tant que cpo continu, est en
effet sobre. Les deux affirmations concernant les bases deP(X) et deP′(X) respectivement sont
équivalentes, au vu de l’isomorphisme. Notons≺ la relation définie parE ≺ α si et seulement
si α(↑↑x) 6= 0 pour toutx ∈ E, etα(↑↑E) = 1.

1. Montrons que siE ≺ α, alors〈E〉∗ ⊑A α. Si l’on écrit α = (Q,F )∗, E ≺ α signifie
E ⊆ ↓↓F etQ ⊆ ↑↑E ; en particulier↓ E ⊆ ↓ ↓↓F ⊆ ↓ F = F (carF est clos par le bas) et
Q ⊆ ↑↑E ⊆ ↑ E, donc(↑ E, ↓ E) ⊑EM (Q,F ), donc〈E〉∗ ⊑A α, via l’isomorphisme.

2. Montrons que siE ≺ α, alors〈E〉∗ ≪ α dansP(X). Soit (αi)i∈I une famille dirigée
d’A-valuations continues dont la borne supérieure

⊔
i∈I αi (par le lemme 3.6.9) est telle que
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α ⊑A

⊔
i∈I αi. Pour toutx ∈ E, α(↑↑x) 6= 0, donc

⊔
i∈I αi(↑↑x) 6= 0, donc il existeix ∈ I tel que

αix(↑↑x) 6= 0. Commeα(↑↑E) = 1,
⊔

i∈I αi(↑↑E) = 1, donc il existe unj ∈ I tel queαj(↑↑E) = 1.
CommeE est fini et la famille est dirigée, il existe uni ∈ I tel queαi(↑↑x) 6= 0 pour toutx ∈ E,
et αi(↑↑E) = 1, c’est-à-dire tel queE ≺ αi. En particulier,〈E〉∗ ⊑A αi pour un certaini ∈ I.
Donc〈E〉∗ ≪ α.

3. Considérons la familleF des parties finies non videsE ⊆ B telles queE ≺ α, et mon-
trons qu’elle est dirigée. C’était la partie compliquée de la proposition 3.5.13, où nous nous
intéressions àPℓ(X) plutôt qu’àP(X).

Pour ceci, on observe que :(∗) pour tout ouvert tel queα(U) = 1, il existe un ensemble fini
E ⊆ U ∩ B non vide tel queE ≺ α. En effet, commeX est un cpo continu,U est l’union des
↑↑x, x ∈ U ∩ B, donc l’union dirigée des↑↑E1, E1 ⊆ B fini non vide. Puisqueα est continue,
il existe donc une partie finie non videE1 deB telle queα(↑↑E1) = 1. SoitE le sous-ensemble
desx ∈ E1 tels queα(↑↑x) 6= 0. NotonsE1 \ E = {x1, . . . , xk}, alors1 = α(↑↑E1) = α(↑↑x1 ∪
↑↑x2 ∪ . . . ∪ ↑↑xk ∪ ↑↑E) = α(↑↑x2 ∪ . . . ∪ ↑↑xk ∪ ↑↑E) (carα(↑↑x1) = 0, par la propriété 4 de la
définition 3.6.1)= . . . = α(↑↑xk ∪ ↑↑E) (carα(↑↑xk) = 0, par la propriété 4)= α(↑↑E). Donc
E ≺ α. De plus,E est non vide carα(↑↑E) = 1, maisα(∅) = 0.

Par(∗) avecU = X, la famille F est non vide. SiE1, E2 ≺ α, en particulierα(↑↑E1) = 1,
donc par la propriété 5 de la définition 3.6.1,α(↑↑E1 ∩ ↑↑E2) = α(↑↑E2) = 1. Par(∗) avecU égal
à l’ouvert↑↑E1 ∩ ↑↑E2, il existe une partie non videE0 de↑↑E1 ∩ ↑↑E2 ∩B telle queE0 ≺ α. Pour
tout x1 ∈ E1, on aα(↑↑x1) 6= 0 ; commeα(↑↑E2) = 1, on aα(↑↑x1 ∩ ↑↑E2) = α(↑↑x1) 6= ∅ par la
propriété 5 ; par(∗) avecU = ↑↑x1∩↑↑E2, il existe une partie finie non videEx1 de↑↑x1∩↑↑E2∩B
telle queEx1 ≺ α, donc en particulier unz ∈ ↑↑x1 ∩ ↑↑E2 ∩ B tel queα(↑↑z) 6= 0 ; rassemblons
tous lesz ainsi obtenus dans un ensembleE ′

1. De même, soitE ′
2 un ensemble fini d’éléments

z′ ∈ ↑↑x2∩↑↑E1, un pour chaquex2 ∈ E2, avecz′ ∈ B etα(↑↑z′) 6= 0. On poseE = E0∪E ′
1∪E ′

2.
Alorsα(↑↑E) ≥ α(↑↑E0) = 1 (puisqueα est monotone, etE0 ≺ α) d’une part, et pour toutx ∈ E,
α(↑↑x) 6= 0 (carE0 ≺ α si x ∈ E0, par construction desz et z′ ci-dessus six ∈ E ′

1 oux ∈ E ′
2) ;

doncE ≺ α. D’autre part,E1 ≤♮ E etE2 ≤♮ E par construction : par exemple,E1 ≤♭ E car
E1 ≤♭ E ′

1 puisque pour chaquex1 ∈ E1, on a construitz ∈ E ′
1 tel quez ∈ ↑↑x1 ; etE1 ≤♯ E

carE0 ⊆ ↑↑E1, tout z deE ′
1 est dans↑↑x1 pour un certainx1 ∈ E1, et de même pour lesz′ de

E ′
2. Donc〈E1〉, 〈E2〉 ⊑EM 〈E〉 par le lemme 3.5.6. Donc〈E1〉∗, 〈E2〉∗ ⊑A 〈E〉∗. Rappelons que

E ≺ α, et queE est fini et inclus dansB, c’est-à-direE ∈ F. La familleF est donc dirigée.

4. Montrons queα est exactement la borne supérieure des〈E〉∗, avecE ∈ F, c’est-à-dire
E fini non vide inclus dansB tel queE ≺ α. Clairement,α est supérieur ou égal à cette borne
supérieure. Réciproquement, montrons que siα(U) = 1 alors il existeE ∈ F tel que〈E〉∗(U) =
1, c’est-à-dire tel queE ⊆ U , et que siα(U) 6= 0 alors il existeE ′ ∈ F tel que〈E ′〉∗(U) 6= 0,
c’est-à-dire tel queE ′ intersecteU .

Pour la première affirmation, c’est la propriété(∗). Pour la seconde, siα(U) 6= 0, commeU
est l’union dirigée des↑↑E1, E1 ⊆ B fini non vide et queα est continue, il existe une partie finie
non videE1 deB telle queα(↑↑E1) 6= 0. Par la propriété 4, il existex ∈ E1 tel queα(↑↑x) 6= 0.
Par(∗), il existe un ensemble fini non videE0 ⊆ B ∩U tel queE0 ≺ α. PosonsE ′ = E0 ∪ {x}.
Alors α(↑↑E ′) ≥ α(↑↑E0) = 1, et pour toutz ∈ E ′, α(↑↑z) 6= 0 — c’est vrai pourz = x par
construction, et pour toutz ∈ E0 carE0 ≺ α. DoncE ≺ α. De plus,E ′ intersecteU enx.
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5. Démontrons que〈E〉∗ ≪ α si et seulement siE ≺ α. Par le point 2., siE ≺ α alors
〈E〉∗ ≪ α. Réciproquement, si〈E〉∗ ≪ α, par le point 3.,α est la borne supérieure de la famille
dirigée desE ′ finis non vides inclus dansB tels queE ′ ≺ α, donc il existe un telE ′ tel que
〈E〉∗ ⊑A 〈E ′〉∗. Par l’isomorphisme du lemme 3.6.8, ceci implique↑ E ⊇ ↑ E ′ et ↓ E ⊆ ↓ E ′.
Donc, d’une part,E ′ ⊆ ↑ E, donc↑↑E ′ ⊆ ↑↑E, d’où α(↑↑E) ≥ α(↑↑E ′) = 1 ; d’autre part, pour
tout x ∈ E, il existex′ ∈ E ′ tel quex ≤ x′ ; on a alors↑↑x ⊇ ↑↑x′, doncα(↑↑x) ≥ α(↑↑x′) 6= 0.
D’où E ≺ α.

6. Il nous reste à démontrer que la topologie de Scott coïncide avec la topologie de Vietoris.
PuisqueP(X) est un cpo continu de base indiquée dans l’énoncé de la proposition, et par le
point 5., la topologie de Scott surP(X) est engendrée par les↑↑P(X)〈E〉∗ = {α ∈ P(X)|E ≺
α} =

⋂
x∈E 3↑↑x ∩2↑↑E, qui sont tous des ouverts de Vietoris. Réciproquement, la topologie de

Scott est plus fine que la topologie de Vietoris par le lemme 3.6.9. ⊓⊔
Revenons à l’étude de la topologie de Vietoris. Contrairement àPℓV(X), PV(X) est un espace

ayant de très bonnes propriétés topologiques. Heckmann (1997) montre quePV(X) est sobre,
pour tout espace topologiqueX. Nous allons montrer que, sous quelques hypothèses supplé-
mentaires surX, PV(X) est en fait stablement compact. Ceci nous permettra aussi d’introduire
une technique, inspirée de Jung (2004), que nous réutiliserons souvent dans la suite.

Rappelons que la topologie patch d’un espaceX est la topologie engendrée par les ouverts
et les cocompacts (complémentaires de compacts saturés) deX. L’espaceX ′, formé des élément
deX sous la topologie patch, est un espace de Nachbin dès queX est stablement compact. On
dit queX ′ est l’espace de Nachbin associé àX.

Lemme 3.6.11SoitT un ensemble, etA un espace stablement compact. L’espaceAT de toutes
les fonctions deT versA, muni de la topologie produit, est stablement compact. Son espace de
Nachbin associé estA′T , oùA′ est l’espace de Nachbin associé àA, muni de l’ordre composante
par composante.

Démonstration.On rappelle que tout produit (topologique) d’espace stablement compacts est
stablement compact, et que la topologie patch d’un produit d’espaces stablement compacts coïn-
cide avec le produit des topologies patch, et l’ordre de spécialisation du produit est l’ordre com-
posante par composante (voir la section 2.3, ou Jung 2004, Proposition 2.15). ⊓⊔

Définition 3.6.12 (Patch-continue)Une fonctionf de Y versZ est ditepatch-continuesi et
seulement si elle est continue deY ′ versZ ′, oùY ′ est l’espaceY muni de sa topologie patch et
Z ′ estZ muni de sa topologie patch.

Définition 3.6.13 SoitT un ensemble,A etB deux espaces topologiques.
On appelleformule patch-continuesurT,A,B toute formuleΦ de la forme

f(_(t1), . . . ,_(tn)) ∈ F

oùf est une fonction patch-continue deAn dansB, t1, . . . , tn sontn éléments deT , etF est un
patch-fermé deB. On dit queΦ estvraie enα, oùα est une fonction deT versA, si et seulement
si f(α(t1), . . . , α(tn)) ∈ F .
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On appelleéquation patch-continuesurT,A toute formuleE de la forme

f(_(t1), . . . ,_(tn))=̇g(_(t1), . . . ,_(tn))

où f et g sont deux fonctions patch-continues deAn dansA, et t1, . . . , tn sontn éléments
de T . On dit queE est vraie enα, où α est une fonction deT versA, si et seulement si
f(α(t1), . . . , α(tn)) = g(α(t1), . . . , α(tn)).

Un système patch-continusur T,A,B est un ensemble quelconqueΣ de formules patch-
continues surT,A,B. On dit queΣ estvrai enα si et seulement si tout élémentΦ deΣ est vrai
enα.

Notons que toute équation patch-continue surT,A est une formule patch-continue surT,A,S,
où S = {0, 1} est l’espace de Sierpiński. On rappelle que les ouverts deS sont∅, S et {1},
mais pas{0}. S est stablement compact, et son espace de Nachbin associéS′ est juste{0, 1}
muni de la topologie discrète, et de l’ordre défini par0 ≤ 1. En effet, l’équation patch-continue
f(_(t1), . . . ,_(tn))=̇g(_(t1), . . . ,_(tn)) est juste la formule patch-continuef(_(t1), . . . ,_(tn))⊕
g(_(t1), . . . ,_(tn)) ∈ F , où⊕ est la fonction (nécessairement patch-continue, puisqueS′ est
équipé de la topologie discrète) deS2 dansS qui à deux éléments égaux associe0 et à deux
éléments distincts associe1, et oùF est le patch-fermé{0}.

Théorème 3.6.14SoitT un ensemble,A un espace stablement compact,B un espace topolo-
gique, etΣ un système patch-continu surT,A,B. Le sous-espace[Σ] deAT des fonctionsα de
T dansA telles queΣ est vrai enα est patch-fermé dansAT .

[Σ] est un espace stablement compact.

Démonstration.Pour toute formuleΦ ∈ Σ, disons de la formef(_(t1), . . . ,_(tn)) ∈ F , l’en-
semble[Φ] desα telles queΦ est vrai enα est juste{α ∈ AT |f(α(t1), . . . , α(tn)) ∈ F} = {α ∈
AT |(α(t1), . . . , α(tn)) ∈ f−1(F )}. Or la fonction qui àα ∈ AT associeα(ti), pour n’importe
queli, est patch-continue : elle est en effet continue deAT ′

= A′T versA′, en tant que projection
sur la composanteti. La fonction qui àα associe len-uplet(α(t1), . . . , α(tn)) est donc elle aussi
patch-continue deAT versAn. Donc[Φ] est patch-fermé. Or[Σ] =

⋂
Φ∈Σ[Φ], donc[Σ] est patch-

fermé. On en déduit immédiatement que[Σ] est stablement compact, puisque tout sous-espace
patch-fermé d’un espace stablement compact est stablementcompact (voir la section 2.3 ou Jung
2004, Proposition 2.16), et queAT est stablement compact par le lemme 3.6.11. ⊓⊔

On en déduit immédiatement :

Proposition 3.6.15 SoitX un espace topologique. L’espace desA-valuations surX, muni de
la topologie induite par la topologie produit surAO(X), est stablement compact.

Démonstration.Remarquons queA est stablement compact, et son espace de Nachbin associé
A′ est{0,M, 1} muni de la topologie discrète. Toute fonction deAn dansA est donc patch-
continue. L’espace desA-valuations surX est ensuite le sous-espace[Σ] de AO(X), où Σ est
formé des équations patch-continues :

– _(∅) = 0 (caractère strict) ;
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– _(X) = 1 (normalisation) ;
– _(U) ⊔ _(V ) = _(V ) pour chaque couple(U, V ) d’ouverts deX tels queU ⊆ V , et où⊔

est la fonction borne supérieure dansA (monotonie) ;
– _(U) ⋆ _(U ∪ V ) = _(U) ⋆ _(V ) pour tous ouvertsU , V deX, où ⋆ est la fonction

(nécessairement patch-continue) deA2 dansA définie par0 ⋆ y = y, M ⋆ y = 1 ⋆ y = 1
(propriété 4) ;

– _(U)⋆̄_(U ∩ V ) = _(U)⋆̄_(V ) pour tous ouvertsU , V deX, où ⋆̄ est définie par1⋆̄y = y,
M⋆̄y = 0⋆̄y = 0 (propriété 5).

On applique ensuite le théorème 3.6.14, avecT = O(X),A = A, B = S. ⊓⊔
Ceci ne permet pas encore de conclure que l’espace desA-valuationscontinuesest stable-

ment compact. Nous utiliserons pour ceci le lemme de Lawson 3.2.2, que nous appliquerons au
cas desA-valuations continues, en montrant que, sous quelques conditions mineures surA, l’es-
pace desA-valuations continues surX est un rétract de l’espace de toutes lesA-valuations sur
X. L’argument essentiel est dû à Dana Scott. La version simplifiée de la formule de Scott que
nous utiliserons est tout ce dont nous aurons besoin.

Lemme 3.6.16 (Scott)SoitX un ensemble ordonné continu de baseB, etf une fonction quel-
conque deB vers un ensemble ordonnéY . On définitr(f) par la formule de Scott:

r(f)(x) = sup
y∈B,y≪x

f(y)

Alors r(f) est Scott-continue deX dansY . C’est la plus grande fonction Scott-continue infé-
rieure ou égale àf surB.

Démonstration.On vérifie d’abord quer(f) est croissante. Six ≤ x′, on a :

r(f)(x) = sup
y∈B,y≪x

f(y) ≤ sup
y∈B,y≪x′

f(y) = r(f)(x′)

puisquey ≪ x et x ≤ x′ impliquenty ≪ x′. Montrons quer(f) est continue. Pour ceci, soit
(xi)i∈I une famille dirigée dansX ayant une borne supérieure dansX. On a :

r(f)(sup
i∈I

xi) = sup
y∈B,y≪supi∈I xi

f(y)

= sup
∃z·y≪z≪supi∈I xi

f(y) par la propriété d’interpolation

= sup
∃z·y≪z et∃i∈I·z≤xi

f(y) par définition de≪

= sup
∃i∈I·∃z·y≪z≤xi

f(y)

= sup
∃i∈I·y≪xi

f(y) = sup
i∈I

sup
y≪xi

f(y) = sup
i∈I

r(f)(xi)

Soit f ′ une autre fonction Scott-continue deB dansY telle quef ′(x) ≤ f(x) pour toutx ∈ X.
PuisqueX est un ensemble ordonné continu,x est la borne supérieure de la famille dirigée des
élémentsy deB tels quey ≪ x. Donc :

f ′(x) = sup
y∈B,y≪x

f ′(y) ≤ sup
y∈B,y≪x

f(y) = r(f)(x)
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Doncr(f) est bien la plus grande fonction Scott-continue inférieureou égale àf . ⊓⊔
On souhaite montrer quer définit une rétraction deAO(X) sur PV(X). Pour ceci,O(X)

devra être un cpo continu, autrement ditX devra être localement relativement compact. C’est le
lemme 3.4.10. Rappelons aussi que la relation “bien en-dessous” surO(X) est la relation⋐ de
la définition 3.4.8. Nous aurons besoin d’une autre propriété deX :

Définition 3.6.17 (relativement cohérent)Un espace topologiqueX estrelativement cohérent
si et seulement si, pour tous ouvertsU, V1, V2 deX, siU ⋐ V1 etU ⋐ V2 alorsU ⋐ V1 ∩ V2.

Ceci est équivalent à demander que la relation d’approximation ⋐ soit multiplicative, et donc
que le treillis des ouvertsO(X) soitarithmétique(Abramsky and Jung, 1994, définition 7.2.18),
(Gierz et al., 1980, proposition I.4.7).

Rappelons que tout espace localement compact est localement relativement compact (c’est
le lemme 3.4.11). On remarque que tout espace cohérent et localement compact est relativement
cohérent : siU ⋐ V1 etU ⋐ V2, alors par le lemme 3.4.11 il existe deux compacts saturésQ1 et
Q2 tels queU ⊆ Q1 ⊆ V1 etU ⊆ Q2 ⊆ V2, doncU ⊆ Q1 ∩Q2 ⊆ V1 ∩ V2 ; commeQ1 ∩Q2 est
compact puisqueX est cohérent,U ⋐ V1 ∩ V2 par le lemme 3.4.11 de nouveau.

La combinaison des deux propriétés sera importante, donnons-lui un nom.

Définition 3.6.18 (Espace stablement localement relativement compact) Un espace topologi-
queX eststablement localement relativement compactsi et seulement s’il est localement relati-
vement compact et relativement cohérent.

X eststablement relativement compactsi et seulement s’il est compact et stablement locale-
ment relativement compact.

Tout espace stablement localement compact est stablement localement relativement compact.
En effet, comme nous l’avons remarqué plus haut, tout espacelocalement compact est localement
relativement compact, et tout espace cohérent et localement compact est relativement cohérent.

Il n’y a pas une différence énorme entre espaces stablement localement relativement com-
pacts et espaces stablement localement compacts. En fait, si X est sobre, alorsX est stablement
localement relativement compact si et seulement siX est stablement localement compact.

L’argument est le suivant. SupposonsX stablement localement relativement compact. Si
U ⋐ V , posonsF l’ensemble des ouvertsW tels queU ⋐ W . En utilisant le fait queX est
relativement cohérent, on voit queF est un filtre. Si(Wi)i∈I est une famille dirigée d’ouverts
telle que

⋃
i∈I Wi ∈ F, alors par la propriété d’interpolation, il existe un ouvert W tel que

U ⋐ W ⋐
⋃

i∈I Wi, d’oùU ⋐ Wi pour un certaini ∈ I : doncF est Scott-ouvert. Par le théo-
rème d’Hofmann-Mislove,Q =

⋂
W∈F

W est un compact saturé, et clairementU ⊆ Q ⊆ V .
CommeX est localement relativement compact, pour tout ouvertV et tout pointx ∈ V , il existe
un ouvertU tel quex ∈ U ⋐ V , donc aussi un compact saturéQ tel quex ∈ U ⊆ Q ⊆ V :
X est localement compact. De plus, en tant qu’espace localement relativement compact,X est
cohérent.

La notion d’espace relativement cohérent nous permet d’établir un résultat dual du lemme 3.4.12.
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Lemme 3.6.19SoitX un espace relativement cohérent,V , U1, . . . , Un des ouverts (n ≥ 1).
Alors V ⋐

⋂n
i=1 Ui si et seulement s’il existen ouvertsV1, . . . , Vn tels queV ⊆ ⋂n

i=1 Vi et
Vi ⋐ Ui pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. Si V ⋐
⋂n

i=1 Ui, alorsV ⋐ Ui pour touti : on poseVi = V pour touti.
Réciproquement, siVi ⋐ Ui pour tout i, et V ⊆ ⋂n

i=1 Vi, alorsV ⋐ Ui pour tout i, donc
V ⋐

⋂n
i=1 Ui puisqueX est relativement cohérent, par une récurrence simple surn. ⊓⊔

Lemme 3.6.20SoitX un espace stablement relativement compact. Siα est uneA-valuation sur
X, alorsr(α) est uneA-valuation continue surX.

Démonstration. Par le lemme 3.6.16,r(α) est monotone et continue. Notons quer(α)(U) =
supV ⋐U α(V ) par définition, en utilisant le lemme 3.4.11). La fonctionr(α) est stricte, car
r(α)(∅) = supV ⋐∅ α(V ) = α(∅) = 0, le seul ouvert bien en-dessous du vide étant le vide
lui-même, etα étant stricte. Elle est normalisée, carX est compact, doncX en tant qu’ouvert
est tel queX ⋐ X : r(α)(X) = supV ⋐X α(V ) = α(X) = 1.

Si r(α)(U) = 0, alorsα(W1) = 0 pour toutW1 ⋐ U .

r(α)(U ∪ V ) = sup
W⋐U∪V

α(W )

= sup
W1⋐U,W2⋐V,W⊆W1∪W2

α(W ) par le lemme 3.4.12,

carX est localement relativement compact

= sup
W1⋐U,W2⋐V

α(W1 ∪W2) carα est monotone

= sup
W1⋐U,W2⋐V

α(W2) puisqueα(W1) = 0 pour toutW1 ⋐ U,

et par la propriété 4 de laA-valuationα

= sup
W2⋐V

α(W2) puisqu’il existeW1 ⋐ U , par exemple∅

= r(α)(V )

Si r(α)(U) = 1, alors il existe un ouvertU1 tel queU1 ⋐ U etα(U1) = 1, par définition et le
fait queα ne prend que les valeurs0, M, ou1. Alors :

r(α)(U ∩ V ) = sup
W⋐U∩V

α(W )

= sup
W1⋐U,W2⋐V,W⊆W1∩W2

α(W ) par le lemme 3.6.19,

puisqueX est relativement cohérent

≥ sup
W2⋐V,W⊆U1∩W2

α(W )

= sup
W2⋐V

α(U1 ∩W2) carα est monotone

= sup
W2⋐V

α(W2) par la propriété 5 de laA-valuationα

= r(α)(V )
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Comme d’autre partr(α)(U ∩ V ) ≤ r(α)(V ) puisquer(α) est monotone, on en conclut que
r(α)(U ∩ V ) = r(α)(V ). ⊓⊔

Proposition 3.6.21 SoitX un espace stablement relativement compact. La fonctionr définie par
la formule de Scott (définition 3.6.16), ets l’injection canonique dePV(X) dans l’espace desA-
valuations surX, muni de la topologie induite par la topologie produit surAO(X), forment une
rétraction et une section respectivement.

En particulier,PV(X) est stablement compact.

Démonstration.Nommons temporairementY l’espace desA-valuations surX, muni de la to-
pologie induite par la topologie produit surAO(X). D’abord,r est bien une fonction deY vers
PV(X), par le lemme 3.6.20. Ensuite,r(s(α)) = α pour touteA-valuation continueα, car pour
tout ouvertU , r(s(α))(U) = supV ⋐U s(α)(V ) = supV ⋐U α(V ) = α(U), puisqueα est continue
et queO(X) est un cpo continu,X étant localement relativement compact (lemme 3.4.10).

Montrons ques est continue. L’image réciproque de l’ouvert de base{f ∈ Y |f(U) ∈ {1}}
est2U , et celui de l’ouvert de base{f ∈ Y |f(U) ∈ {M, 1}} est3U .

Il reste à montrer quer est elle aussi continue. L’image réciproque de2U est l’ensemble des
f ∈ Y tels quer(f)(U) = 1, c’est-à-dire tels quesupV ⋐U f(V ) = 1, autrement dit tels qu’il
existeV ⋐ U tel quef(V ) = 1. Ceci est l’union

⋃
V ⋐U{f ∈ Y |f(V ) ∈ {1}}, qui est donc

ouverte. L’image réciproque de3U est l’ensemble desf ∈ Y tels quer(f)(U) ∈ {M, 1}, c’est-
à-dire tels quesupV ⋐U f(V ) ∈ {M, 1}. On conclut de même, l’union

⋃
V ⋐U{f ∈ Y |f(V ) ∈

{M, 1}} étant ouverte.
Y est stablement compact par la proposition 3.6.15. CommePV(X) est un rétract deY ,

PV(X) est aussi stablement compact, par le lemme 3.2.2. ⊓⊔
On en déduit l’analogue du théorème 3.5.30.

Corollaire 3.6.22 SoitX un cpo continu, cohérent et compact. AlorsP(X) = PV(X) (resp.,
P′(X) = P′

V(X)) est un cpo continu, cohérent et compact. Si de plusX a un plus petit élément
⊥, alorsP(X) (resp.,P′(X)) aussi, à savoir〈⊥〉∗ (resp.,(X, {⊥})).

Démonstration. On aP(X) = PV(X), resp.P′(X) = P′
V(X), par la proposition 3.6.10, et

tous les espaces sont des cpos continus. PuisqueX est un cpo continu, cohérent et compact, il
est stablement compact. Par la proposition 3.6.21, ces espaces sont stablement compacts, donc
cohérents et compacts. Si de plusX a un plus petit élément⊥, le plus petit élément deP′(X) est
clairement(X, {⊥}), donc celui deP(X) est(X, {⊥})∗ = 〈⊥〉∗. ⊓⊔

On peut finalement se demander quel est le rapport entrePV(X) et PℓV(X). Par la proposi-
tion 3.6.2, la fonctionL 7→ L∗ est un plongement dePℓV(X) dansPV(X) lorsqueX est sobre.
C’est aussi un plongement dePℓ(X) dansP(X) :

Lemme 3.6.23La fonctionL 7→ (↑ L, cl(L)) est un plongement d’ordre dePℓ(X) dansP′(X).
La fonction(Q,F ) 7→ (Q,F )∗ est un plongement d’ordre deP′(X) dansP(X). Leur composée
L 7→ L∗ est un plongement d’ordre dePℓ(X) dansP(X).
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Démonstration.Si L ⊑EM L′, alors par définition↑ L ⊇ ↑ L′ et cl(L) ⊆ cl(L′), c’est-à-dire
(↑ L, cl(L)) ⊑EM (↑ L′, cl(L′)), au sens du lemme 3.6.6. La réciproque est évidente. La fonction
L 7→ (↑ L, cl(L)) est donc un plongement d’ordre.

Si (Q,F ) ⊑EM (Q′, F ′), c’est-à-dire siQ ⊇ Q′ et F ⊆ F ′, alors pour tout ouvertU : si
(Q,F )∗(U) = 1, doncQ ⊆ U , alorsQ′ ⊆ U , donc(Q′, F ′)∗(U) = 1 ; et si (Q′, F ′)∗(U) = 0,
doncF ′ ∩ U = ∅, alorsF ∩ U = ∅, donc (Q,F )∗(U) = 0. Donc (Q,F )∗ ⊑A (Q′, F ′),
et (Q,F ) 7→ (Q,F )∗ est donc croissante. Réciproquement, si(Q,F )∗ ⊑A (Q′, F ′), alors :
Q =

⋂
U⊇Q U (carQ est saturé,U parcourant les ouverts deX) =

⋂
U/(Q,F )∗(U)=1 U , qui contient⋂

U/(Q′,F ′)∗(U)=1 U = Q′ puisque(Q,F )∗(U) = 1 implique(Q′, F ′)∗(U) = 1 ; et pourU égal au
complémentaire deF ′, donc tel que(Q′, F ′)∗(U) = 0, on a(Q,F )∗(U) = 0, doncF ∩ U = ∅,
c’est-à-direF ⊆ F ′. Donc(Q,F ) ⊑EM (Q′, F ′), et (Q,F ) 7→ (Q,F )∗ est bien un plongement
d’ordre. ⊓⊔

Lemme 3.6.24SoitX un espace bien filtrant. Alors la fonctionL 7→ L∗ est Scott-continue de
Pℓ(X) dansP(X).

Démonstration.Soit (Li)i∈I une famille dirigée de lentilles dansPℓ(X). En posantQi = ↑ Li,
Fi = cl(Li), la borne supérieure de cette famille estL = Q ∩ F , avecQ =

⋂
i∈I Qi, F =

cl(
⋃

i∈I Fi), par le lemme 3.5.4, qui s’applique carX est bien filtrant. On asupi∈I L
∗
i ⊑A L∗

par croissance. Montrons l’inégalité inverse. Pour tout ouvert U , si L∗(U) = 1, c’est-à-dire si
Q ⊆ U , alors il existei ∈ I tel queQi ⊆ U puisqueX est bien filtrant, doncL∗

i (U) = 1, en
particuliersupi∈I L

∗
i (U) = 1. Si en revanchesupi∈I L

∗
i (U) = 0, alorsFi est inclus dans le fermé

X \ U pour touti ∈ I, donc aussi
⋃

i∈I Fi, donc aussi son adhérence, puisqueX \ U est fermé ;
doncL∗(U) = 0. On en déduit queL∗ ⊑A supi∈I L

∗
i , doncL∗ = supi∈I L

∗
i . ⊓⊔

Théorème 3.6.25SoitX un cpo continu. La fonctionL 7→ L∗ est un isomorphisme dePℓ(X)
surP(X).

Démonstration.Par le lemme 3.6.23, la fonctionh qui à touteA-valuation continue de la forme
L∗ associeL est bien définie et croissante. Par la proposition 3.6.10, touteA-valuation continue
α est la borne supérieure de la famille dirigée des〈E〉∗, lorsqueE parcourt l’ensembleFα des
parties finies non vides deX telles que〈E〉∗ ≪ α. Puisqueh est croissante, la famille des
〈E〉 = h(〈E〉∗), E ∈ Fα, est dirigée dansPℓ(X). CommeX est un cpo continu,X est sobre,
donc bien filtrant. On peut donc appliquer la proposition 3.6.10 : Pℓ(X) est un cpo. Donc la
borne supérieure des〈E〉, lorsqueE parcourtFα, existe dansPℓ(X), notons-laf(α).

La fonctionf est trivialement croissante. Par le lemme 3.6.24,(f(α))∗ = (supE∈Fα
〈E〉)∗ =

supE∈Fα
〈E〉∗ = α. D’autre part, ceci entraîne que pour toute lentille,f(L∗)∗ = L∗, donc

f(L∗) = h(f(L∗)∗) = h(L∗) = L. Doncf etL 7→ L∗ sont inverses l’une de l’autre. ⊓⊔
En particulier, le théorème 3.5.30, la proposition 3.6.10,le corollaire 3.6.22, et le théo-

rème 3.6.25 entraînent que :

Fait 3.6.26 SoitX un cpo continu, cohérent et compact. Tous les espacesPℓ(X) = PℓV(X),
P(X) = PV(X), P′(X) = P′

V(X) sont des cpos continus, cohérents et compacts isomorphes.
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⊲ Exercice 3.2
Pour toute fonction continuef : X → Y , on posePV(f) la fonction qui à touteA-valuation

continueα surX associe la fonctionPV(f)(α) deO(Y ) versR+ définie par :PV(f)(α)(U) =
α(f−1(U)). Montrer quePV(f)(α) est uneA-valuation continue surY .

3.7 Valuations continues et topologie faible

Si X est un cpo continu, l’espaceV(X) des valuations continues surX est un ensemble
ordonné continu, avec une base formée de valuations simples. On sait que si de plusX est sta-
blement compact, alors l’espaceV≤1(X) des valuations continues sous-normalisées surX est lui
aussi stablement compact : voir Jung (2004, Section 3), Alvarez-Manilla (2000, théorèmes 7.26,
7.27), ainsi que Jung and Tix (1998, théorème 19) pour le cas oùX est un cpo continu cohérent
et compact, c’est-à-dire stablement compact.

Nous allons remontrer ce dernier résultat, à la façon de Jung(2004, Théorème 3.2). Une
partie sera démontrée ici, une autre à la section 4.5, au milieu de résultats plus généraux (théo-
rèmes 4.5.12 et 4.5.13).

Pour ceci, nous équiponsV(X), V≤1(X), etV1(X) d’une autre topologie. Nous avons déjà
opéré un changement similaire de topologie, en étudiant la topologie haute surH(X), ou la
topologie de Vietoris surPℓ(X), P(X), ouP′(X).

Définition 3.7.1 (Topologie faible) La topologie faiblesurV(X), resp.V≤1(X), resp.V1(X),
est la topologie engendrée par les ouverts[U > r] = {ν|ν(U) > r}, lorsqueU parcourt les
ouverts deX, etr ∈ R.

On noteraVwk(X), V≤1 wk(X), V1 wk(X) les espacesV(X), resp.V≤1(X), resp.V1(X),
munis de la topologie faible.

L’idée est que la topologie faible est la moins fine qui rende continue les fonctions detestν 7→
ν(U) pour chaque ouvertU . Toute valuationν surX est une fonction deO(X) versR+, donc un
élément de

∏
U∈O(X) R+. La topologie faible n’est donc rien d’autre que la topologie induite par

la topologie sur
∏

U∈O(X) R+. Un nom courant pour la topologie ci-dessus est donc la topologie
produit. Il est plus courant de définir la topologie faible comme étant la moins fine telle que la
fonctionnelle qui àν associe l’intégrale def par rapport àν soit continue, pour toute fonction
continue bornéef . C’est ce que nous ferons en section 4.5, une fois que nous aurons introduit la
notion pertinente d’intégrale. Nous montrerons alors que ces deux topologies coïncident.

Lemme 3.7.2 La topologie faible est moins fine que la topologie de Scott sur V(X), resp.
V≤1(X), resp.V1(X) : [U > r] est toujours un ouvert de Scott.

Démonstration.Clairement,[U > r] est clos par le haut. Si de plusν est la borne supérieure
d’une famille dirigée(νi)i∈I de valuations continues dans l’un des espaces indiqués, etν ∈ [U >
r], alors par définitionsupi∈I νi(U) > r, donc il existei ∈ I tel queνi(U) > r, c’est-à-dire
νi ∈ [U > r]. ⊓⊔
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Lemme 3.7.3 La topologie faible est plus fine que la topologie haute surV(X), resp.V≤1(X),
resp.V1(X).

Démonstration.Soit Y l’un des trois espacesV(X), V≤1(X), ou V1(X). Il suffit de montrer
que, pour toute valuationν0 ∈ Y , {ν ∈ Y |ν 6≤ ν0} est ouvert dans la topologie faible. Or :

{ν ∈ Y |ν 6≤ ν0} = {ν ∈ Y |∃U · ν(U) > ν0(U)} =
⋃

U

[U > ν0(U)]

oùU parcourt les ouverts deX. ⊓⊔
Ces deux lemmes peuvent se résumer par la proposition suivante.

Proposition 3.7.4 Les espacesVwk(X), V≤1 wk(X), V1 wk(X) sont correctement ordonnés.

Corollaire 3.7.5 L’ordre de spécialisation deVwk(X), V≤1 wk(X), V1 wk(X) est l’ordre≤
usuel,ν ≤ ν ′ si et seulement siν(U) ≤ ν ′(U) pour tout ouvertU deX.

Nous verrons au théorème 4.5.11 queV≤1 wk(X) est stablement compact dès queX est
stablement localement relativement compact, et queV1 wk(X) est stablement compact dès que
X est stablement relativement compact. L’argument utilise le théorème 3.6.14, et le lemme de
Lawson 3.6.14 avec la rétraction de Scott, donnée au lemme 3.6.16.

En attendant, montrons que la topologie faible coïncide avec la topologie de Scott lorsqueX
est un cpo continu (et avec un plus petit élément dans le cas deV1(X)). Le résultat est dû à Jung,
qui se réfère à Tix (1995, Satz 4.10), laquelle se réfère à sontour à Kirch (1993, Satz 8.6). Ceci
se démontre comme suit. On caractérise d’abord la relation≪ dansV(X), resp.V≤1(X), resp.
V1(X), comme chez Kirch (1993, corollaire 5.1), voir le lemme 3.7.7 ci-dessous.

Lemme 3.7.6 SoitX un ensemble ordonné continu. Siν1 ≪ ν2 dansV(X), resp.V≤1(X), il
existe une valuation simpleν dansV(X), resp.V≤1(X) telle queν1 ≪ ν ≪ ν2.

Démonstration.C’est clair dans le casV≤1(X), où la propriété demandée est la propriété d’in-
terpolation raffinée, appliquée à la base des valuations simples du cpo continuV≤1(X). Pour
V(X), on rappelle queV(X) est un ensemble ordonné continu, et l’on conclut de même.⊓⊔

Disons qu’une partieB estclose par le haut dansune autre partieA si et seulement siB ⊆ A
et pour toutx ∈ B, six ≤ y ety ∈ A, alorsy ∈ B.

Lemme 3.7.7 SoitX un ensemble ordonné continu. DansV(X), resp.V≤1(X), pour tout en-
semble finiA ⊆ X,

∑
x∈A axδx ≪ ν si et seulement si pour toutB clos par le haut dansA,∑

x∈B ax < ν(
⋃

x∈B ↑↑x).

Démonstration.Supposons
∑

x∈B ax < ν(
⋃

x∈B ↑↑x) pour toutB clos par le haut dansA. Soit
(νi)i∈I une famille dirigée telle queν ≤ supi∈I νi. Donc

∑
x∈B ax < supi∈I νi(

⋃
x∈B ↑↑x) pour

tout B clos par le haut dansA. Il s’ensuit que, pour toutB clos par le haut dansA, il existe
i ∈ I tel que

∑
x∈B ax < νi(

⋃
x∈B ↑↑x). Comme(νi)i∈I est dirigée et qu’il n’y a qu’un nombre
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fini deB possibles, il existei ∈ I tel que
∑

x∈B ax < νi(
⋃

x∈B ↑↑x) pour toutB clos par le haut
dansA. Pour tout ouvertU deX, soitB = A ∩ U , qui est clairement clos par le haut dansA,
alors(

∑
x∈A axδx)(U) =

∑
x∈B ax < νi(

⋃
x∈B ↑↑x) ≤ νi(U) puisque↑↑x ⊆↑ x ⊆ U pour tout

x ∈ B ⊆ U . Donc
∑

x∈A axδx ≤ νi, ce qui montre que
∑

x∈A axδx ≪ ν.
Réciproquement, supposons

∑
x∈A axδx ≪ ν. Par le lemme 3.7.6, il existe une valuation

simple
∑

x∈A′ a′xδx telle que
∑

x∈A axδx ≪
∑

x∈A′ a′xδx ≪ ν. On peut supposer sans perte de
généralité quea′x > 0 pour toutx ∈ A′. Par le lemme de découpage adapté à≪, il existe une
matrice de coefficients(txx′) x∈A

x′∈A′
dansR+ tels

∑
x′∈A′ txx′ = ax pour toutx ∈ A,

∑
x∈A txx′ <

a′x′ pour toutx′ ∈ A′, et telle que les seules entréestxx′ non nulles de la matrice sont telles que
x≪ x′. SoitB un sous-ensemble clos par le haut dansA arbitraire. Alors

ν(
⋃

x∈B

↑↑x) ≥ (
∑

x′∈A′

a′x′δx′)(
⋃

x∈B

↑↑x) =
∑

x′∈A′/∃x∈B·x≪x′

a′x′

>
∑

x′∈A′/∃x∈B·x≪x′

∑

x∈A

txx′ =
∑

x∈A

∑

x′∈A′/∃x∈B·x≪x′

txx′

≥
∑

x∈B

∑

x′∈A′/∃x∈B·x≪x′

txx′ puisqueB ⊆ A

=
∑

x∈B

∑

x′∈A′

txx′ puisque les seulstxx′ non nuls sont tels quex≪ x′

=
∑

x∈B

ax

D’où le résultat. ⊓⊔
On a un résultat similaire pour l’espace des probabilités, àcondition queX ait de plus un

plus petit élément⊥. Ceci dépend d’un raffinement du lemme de découpage adapté à≪ :

Lemme 3.7.8 SoitX un ensemble ordonné continu avec un plus petit élément⊥. Notons≪1 la
relation “bien au-dessous” surV1(X). On a alors

∑m
i=1 aiδxi

≪1

∑n
j=1 bjδyj

(où lesbj tels
queyj 6= ⊥ sont non nuls) si et seulement s’il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m,xi 6=⊥

1≤j≤n,yj 6=⊥

dansR+ telle que
∑

1≤j≤n,yj 6=⊥

tij = ai pour touti, 1 ≤ i ≤ m,xi 6= ⊥
∑

1≤i≤m,xi 6=⊥

tij < bj pour toutj, 1 ≤ j ≤ n, yj 6= ⊥

et telle que les seules entréestij non nulles de la matrice sont telles quexi ≪ yj.

Démonstration. On utilise l’astuce d’Edalat(Edalat, 1995, section 3), qui est une technique
permettant de déduire que l’espaceV1(X) des probabilités continues sur un cpo continu ayant
un plus petit élément⊥ est continu, avec une base de probabilités simples. Pour toute valuation
simple ν =

∑
x∈A axδx surX, avec⊥ ∈ A,

∑
x∈A ax = 1, ν6⊥ =

∑
x∈A\{⊥} axδx est dans
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V≤1(X\{⊥}). De plus,ν ≤ ν ′ si et seulement siν6⊥ ≤ ν ′6⊥. En effet, en posantν =
∑

x∈A axδx et
ν ′ =

∑
x∈A a

′
xδx, ν ≤ ν ′ si et seulement si, pour tout ouvertU deX,

∑
x∈A∩U ax ≤

∑
x∈A∩U a

′
x :

pour les ouvertsU ne contenant pas⊥, ceci impliqueν6⊥ ≤ ν ′6⊥ ; réciproquement, siν6⊥ ≤ ν ′6⊥,
alorsν(U) ≤ ν ′(U) pour tout ouvertU deX ne contenant pas⊥, et puisqueν(U) = ν ′(U)
pour l’unique ouvertU deX contenant⊥ (X lui-même), on aν ≤ ν ′. La fonction qui àν
associeν6⊥ est un isomorphisme d’ensembles ordonnés, puisque l’on peut retrouverν à partir de
ν6⊥ =

∑
x∈A′ axδx (avec⊥ 6∈ A′) parν = ν6⊥ + (

∑
x∈A′ ax)δ⊥.

En particulier,
∑

x∈A axδx ≪1

∑
y∈A byδy dansV1(X) si et seulement si

∑
x∈A\{⊥} axδx ≪∑

y∈A\{⊥} byδy dansV≤1(X). On conclut en appliquant le lemme de découpage adapté à≪. ⊓⊔
Mentionnons tout de suite le résultat analogue pour l’ordre≤, qui se démontre de façon

similaire à l’aide du lemme de découpage de Jones.

Lemme 3.7.9 SoitX un espace topologiqueT0, ayant un plus petit élément⊥ pour son ordre de
spécialisation≤. Pour toutes valuations simples normaliséesν =

∑m
i=1 aiδxi

etν ′ =
∑n

j=1 bjδyj
,

on aν ≤ ν ′ si et seulement s’il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m,xi 6=⊥
1≤j≤n,yj 6=⊥

dansR+ telle

que

∑

1≤j≤n,yj 6=⊥

tij = ai pour touti, 1 ≤ i ≤ m,xi 6= ⊥
∑

1≤i≤m,xi 6=⊥

tij ≤ bj pour toutj, 1 ≤ j ≤ n, yj 6= ⊥

et telle que les seules entréestij non nulles de la matrice sont telles quexi ≤ yj.

Ceci implique une légère généralisation du théorème d’Edalat. Nous ne supposons plus queX
soit un cpo continu, seulement un ensemble ordonné continu.

Proposition 3.7.10 SoitX un ensemble ordonné continu avec un plus petit élément⊥. Toute
probabilité continue surX est borne supérieure d’une famille dirigée(νi)i∈I de probabilités
simples telles queνi ≪1 ν pour touti ∈ I.

Démonstration.Le lemme de découpage et le lemme 3.7.9 impliquent que, pour toutes proba-
bilités simplesν et ν ′, ν ≤ ν ′ si et seulement siν6⊥ ≤ ν ′6⊥. De même, en utilisant le lemme de
découpage adapté à≪ et le lemme 3.7.8,ν ≪1 ν

′ si et seulement siν6⊥ ≪ ν ′6⊥.
PuisqueX est un ensemble ordonné continu et⊥ son plus petit élément, il est facile de

vérifier queX \ {⊥} est encore un ensemble ordonné continu. Pour toutx ∈ X \ {⊥} en effet,
x est la borne supérieure d’une famille dirigée(xi)i∈I d’éléments deX, avecxi ≪ x dansX. La
sous-famille desxi différents de⊥ est encore dirigée et de borne supérieure égale àx. Supposons
donc quexi 6= ⊥ pour touti ∈ I. Le fait quexi soit bien en-dessous dex dansX implique que
xi soit aussi bien en-dessous dex dansX \ {⊥}.

PuisqueX \ {⊥} est un ensemble ordonné continu, donc un C-espace, toute valuation conti-
nue surX \ {⊥} est quasi-simple. Pour toute probabilité continueν surC, ν6⊥ est donc borne
supérieure d’une famille dirigée(ν ′i)i∈I de valuations simples surX\{⊥} bien en-dessous deν6⊥.
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Posonsνi = ν ′i +(1− ν ′i(X \ {⊥}))δ⊥. Les considérations ci-dessus, et le fait queνi 6⊥ = ν ′i, im-
pliquent queν est borne supérieure de la famille dirigée(νi)i∈I , où chaqueνi est une probabilité
simple avecνi ≪1 ν. ⊓⊔

Lemme 3.7.11SoitX un ensemble ordonné continu avec un plus petit élément⊥. DansV1(X),
pour tout ensemble finiA ⊆ X,

∑
x∈A axδx ≪1 ν si et seulement si pour toutB clos par le haut

dansA \ {⊥},∑x∈B ax < ν(
⋃

x∈B ↑↑x).

Démonstration.Similaire au lemme 3.7.7, en utilisant le lemme 3.7.8, ou bien directement l’as-
tuce d’Edalat. ⊓⊔

Proposition 3.7.12 Soit Y l’un des espacesV(X), resp.V≤1(X), resp.V1(X). SiX est un
ensemble ordonné continu (avec un plus petit élément⊥ dans le cas oùY = V1(X)), alors la
topologie de Scott et la topologie faible coïncident surY .

Démonstration.Grâce au lemme 3.7.2, il suffit de montrer que tout ouvert de Scott est un ouvert
de la topologie faible. SoitU un ouvert de Scott deV(X), resp.V≤1(X), resp.V1(X). Ces
espaces sont des ensembles ordonnés continus, doncU est une union d’ouverts de la forme↑↑ν0,
avecν0 une valuation simple. Il suffit donc de montrer que↑↑ν0 est un ouvert faible. Posons
ν0 =

∑
x∈A axδx,A étant une partie finie. Par le lemme 3.7.7, dans les cas deV(X) etV≤1(X),

↑↑ν0 =
⋂

B clos par le haut dansA

[
⋃

x∈B

↑↑x >
∑

x∈B

ax]

est un ouvert de la topologie faible. Dans le cas deV1(X), on utilise le lemme 3.7.11, la som-
mation surB étant restreinte aux clos par le haut dansA \ {⊥}. ⊓⊔

3.8 Produits de valuations continues

SoientX etY deux espaces topologiques. Siν est une valuation continue surX etν ′ est une
valuation continue surY , il existe une unique valuation continueν ⊗ ν ′ surX × Y — le produit
topologique deX et deY — telle que

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V ) (3.2)

pour tous ouvertsU deX etV deY (Jones, 1990, section 3.10). La valuation continueν⊗ ν ′ est
appelée lavaluation produitdeν etν ′. Avant de continuer, il est bon de rappeler queX × Y est
le produit deX et deY en tant qu’espaces topologiques. La topologie, dite produit, deX × Y
est formée de toutes les unions d’ouverts de la formeU × V . Si X et Y sont des ensembles
ordonnés, le produit{(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y } est aussi un ensemble ordonné, par(x, y) ≤ (x′, y′)
si et seulement six ≤ x′ et y ≤ y′. La topologie de Scott sur ce dernier est en général différente
de la topologie produit surX × Y . Elle lui est cependant identique siX et Y sont des cpos
continus.
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Montrons comment l’on construitν ⊗ ν ′. Notons que pour toute famille finie de couples
d’ouverts(Ui, Vi), 1 ≤ i ≤ n, deX etY , nécessairement

(ν ⊗ ν ′)
(

n⋃

i=1

Ui × Vi

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1(ν ⊗ ν ′)
(
⋂

i∈I

Ui × Vi

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
.ν ′

(
⋂

i∈I

Vi

)
(3.3)

par le principe d’inclusion-exclusion. De plus, tout ouvert W deX × Y est une union de la
forme

⋃
j∈J0

Uj × Vj, ce que l’on peut réécrire sous forme d’une union dirigée
⋃

J finie ⊆J0
WJ ,

oùWJ =
⋃

j∈J Uj × Vj. La valeur de(ν ⊗ ν ′)(WJ) est définie de façon unique par (3.3), et la
continuité deν ⊗ ν ′ implique

(ν ⊗ ν ′)(
⋃

J finie ⊆J0

WJ) = sup
J finie ⊆J0

(ν ⊗ ν ′)(WJ) (3.4)

D’où l’unicité deν ⊗ ν ′, en particulier.
Les produits de valuations simples sont particulièrement simples :

Lemme 3.8.1 Soientν =
∑

x∈A axδx, ν ′ =
∑

y∈B byδy deux valuations simples (A partie finie
deX,B partie finie deY ), alorsν ⊗ ν ′ est la valuation simple

∑
x∈A,y∈B axbyδ(x,y).

Démonstration.Posonscxy = axby pour toutx ∈ A, y ∈ B, etν ′′ =
∑

(x,y)∈A×B cxyδ(x,y). Pour
tout ouvertU deX, et tout ouvertV deY ,

ν ′′(U × V ) =
∑

x∈A∩U
y∈B∩V

cxy =
∑

x∈A∩U

ax ×
∑

y∈B∩V

by = ν(U)× ν(V )

Par l’unicité deν ⊗ ν ′ telle que(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V ) pour tousU , V , on en déduit
ν ′′ = ν ⊗ ν ′. ⊓⊔

3.9 Plongements

Un thème important de ce document est la notion de plongement. Certains sont bien connus et
classiques. Par exemple, tout espaceX se plonge dans l’espaceQ(X) des choix non déterministes
démoniaques :

Lemme 3.9.1 La fonctionηQ : X → Q(X) qui àx associe↑ x est croissante, Scott-continue, et
un plongement d’ordre siX estT0.

SiX est bien filtrant et localement compact,ηQ est un plongement d’espaces topologiques.
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Démonstration.D’abord,ηQ est croissante, car six ≤ y alors↑ x ⊇ ↑ y. De plus,↑ x ⊇ ↑ y
impliquey ∈ ↑ x, c’est-à-direx ≤ y. LorsqueX estT0, ≤ est une relation d’ordre, doncηQ est
un plongement d’ordre.

Ensuite, si(xi)i∈I est une famille dirigée d’éléments deX, ayantx pour borne supérieure,
alors(↑ xi)i∈I est une famille dirigée de compacts saturés deQ(X), et↑ x est inclus dans chaque
↑ xi, donc un majorant des↑ xi. D’autre part,↑ x est l’intersection des↑ xi, donc la borne supé-
rieure des↑ xi dansQ(X). DoncηQ est Scott-continue.

LorsqueX est bien filtrant et localement compact, la topologie deQ(X) est engendrée par
les ouverts2U , U ouvert deX, par le corollaire 3.3.6. Orη−1

Q (2U) est l’ensemble des points
x tels que↑ x ⊆ U , c’est doncU . DoncηQ est continue. L’image deU parηQ est exactement
l’intersection de l’imageZ deηQ avec2U , donc l’inverse deηQ, deZ versX, est continue. Donc
ηQ est un plongement d’espaces topologiques. ⊓⊔
En un sens, ceci exprime que toute sélection déterministe d’un élémentx est un choix non dé-
terministe (démoniaque) dégénéré, parmi les éléments de↑ x. Toute sélection déterministe est
aussi un choix non déterministe angélique dégénéré :

Lemme 3.9.2 La fonctionηH : X → Hu(X) qui à x associecl(x) = ↓ x est croissante, et un
plongement d’ordre siX estT0. Elle est aussi continue, et un plongement d’espaces topologiques
siX estT0.

Démonstration.D’abord,↓ x est fermé, donc contientcl(x). Réciproquement,cl(x) est clos par
le bas, donc contient↑ x. Donccl(x) = ↓ x.

Ensuite,x ≤ y si et seulement si↓ x ⊆ ↓ y, doncηH est croissante, et un plongement d’ordre
siX estT0.

L’image réciproque de3U parηH est l’ensemble desx tels que↓ x intersecteU , pour tout
ouvertU deX. CommeU est clos par le haut, ceci est équivalent àx ∈ U . Donc d’une part
η−1

H (3U) = U est ouvert, etηH est continue. D’autre part, l’image deU est l’intersection de
l’image deηH et de3U , doncηH est un plongement d’espaces topologiques. ⊓⊔
Finalement, toute sélection déterministe est aussi un choix non déterministe chaotique :

Lemme 3.9.3 La fonctionηP : X → PV(X) qui àx associe l’A-valuation continueα telle que
α(U) = 1 si x ∈ U , 0 sinon, est croissante, et un plongement d’ordre siX estT0. C’est aussi un
plongement d’espaces topologiques siX estT0.

Démonstration.On observe queηP(x) ⊑A ηP(y) si et seulement siηP(x) = 1 impliqueηP(y) =
1 etηP(y) = 0 impliqueηP(x) = 0. Ceci revient à demander que six ∈ U alorsy ∈ U , autrement
dit quex ≤ y. DoncηP est croissante, et un plongement d’ordre dès queX estT0.

L’image réciproque de2U parηP est l’ensemble des élémentsx ∈ X tels queηP(x)(U) = 1,
c’est-à-dire tels quex ∈ U , c’est doncU . De même, celle de3U est l’ensemble des éléments
x ∈ X tels queηP(x)(U) 6= 0, doncU de nouveau. DoncηP est continue.

L’image directe de l’ouvertU par ηP est l’intersection de l’image deηP avec, au choix,
l’ouvert 2U , ou l’ouvert3U . DoncηP est un plongement d’espaces topologiques. ⊓⊔
Toute sélection déterministe est aussi un choix probabiliste dégénéré :
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Lemme 3.9.4 La fonctionηV, deX versVwk(X), V≤1 wk(X), ou V1 wk(X), qui à x associe
δx, est croissante, un plongement d’ordre siX estT0, et un plongement d’espaces topologiques
siX estT0.

Démonstration.D’abord, δx ≤ δy si et seulement siδx(U) ≤ δy(U), si et seulement siy est
dans tout ouvert qui contientx, c’est-à-dire si et seulement six ≤ y. La fonctionηV est donc
croissante, et un plongement d’ordre siX estT0.

L’image réciproque de[U > r] parηV est vide sir ≥ 1, X tout entier sir < 0, etU sinon.
DoncηV est continue. L’image directe de l’ouvertU est l’ensemble desδx tels queδx(U) = 1,
autrement dit tels queδx(U) > 1/2 (par exemple). C’est donc l’intersection de l’image deηV
avec[U > 1/2]. DoncηV est un plongement d’espaces topologiques. ⊓⊔

Le cinquième plongement que nous considérerons n’est pas lié à de quelconques considé-
rations de choix non déterministes ou probabilistes. Rappelons queO(X) est l’ensemble des
ouverts deX.

Proposition 3.9.5 Considérons l’espaceSO(X) muni de sa topologie produit. Son préordre de
spécialisation est l’ordre point à point :(bU)U∈O(X) ≤ (b′U)U∈O(X) si et seulement sibU ≤ b′U
pour tout ouvertU deX.

La fonctionηS : X → SO(X) qui à x associe la famille(χU(x))U∈O(X), est croissante, et
est un plongement d’ordre si et seulement siX estT0. Elle est aussi continue, et un plongement
d’espaces topologiques si et seulement siX estT0.

Démonstration. D’abord, si (bU)U∈O(X) ≤ (b′U)U∈O(X), c’est que tout ouvert qui contient la

famille de gauche contient aussi celle de droite. Considérons l’ouvert [U ] de SO(X) formé des
familles dont la composanteU est dans l’ouvert{1} deS : alorsbU = 1 impliqueb′U = 1. C’est
donc quebU ≤ b′U pour tout ouvertU deX. Réciproquement, sibU ≤ b′U pour tout ouvertU
deX, alors(bU)U∈O(X) ∈ [U ] implique(b′U)U∈O(X) ∈ [U ]. Tout ouvert deSO(X) étant une union
d’intersections finies d’ouverts de la forme[U ], on en déduit que(bU)U∈O(X) ≤ (b′U)U∈O(X).

On a alors(χU(x))U∈O(X) ≤ (χU(y))U∈O(X) si et seulement siχU(x) ≤ χU (y) pour tout
ouvertU deX, si et seulement six ∈ U impliquey ∈ U pour tout ouvertU deX, si et seulement
si x ≤ y. DoncηS est croissante, et un plongement d’ordre siX estT0. Réciproquement, siηS

est un plongement d’ordre, alors elle est injective, doncx ≤ y et y ≤ x impliquentx = y,
c’est-à-dire queX estT0.

L’image réciproque de[U ] est l’ensemble desx tels queχU(x) = 1, autrement dit c’est
l’ouvert U lui-même. DoncηS est continue. L’image directe de l’ouvertV est l’ensemble des
(χU(x))U∈O(X) tels queχV (x) = 1, c’est donc l’intersection de l’image deηS avec[V ]. DoncηS

est un plongement d’espaces topologiques. ⊓⊔
Ceci montre que l’on peut toujours plonger n’importe quel espaceT0 dans un espace,SO(X),

qui possède quantité de bonnes propriétés topologiques :

Proposition 3.9.6 SO(X) est stablement compact, d’espace de Nachbin associé l’espace{0, 1}O(X)

(où{0, 1} est muni de la topologie discrète) muni de l’ordre point à point.
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Démonstration. Il est facile de vérifier queS est stablement compact, d’espace de Nachbin
associéS′ = {0, 1} avec l’ordre0 ≤ 1. On rappelle que le produit des espaces de Nachbin est
l’espace de Nachbin du produit (voir la section 2.3 ou Jung 2004, Proposition 2.15), d’où la
proposition. ⊓⊔

Proposition 3.9.7 SO(X) est un treillis complet et un cpo algébrique. Ses éléments finis sont les
familles (bU)U∈O(X) telles quebU = 0 sauf pour un nombre fini d’ouvertsU . La topologie de
Scott coïncide avec la topologie produit.

Démonstration.Rappelons que l’ordre deSO(X) est l’ordre point à point. C’est trivialement un
treillis complet, donc un cpo.

Si bU = 0 sauf pour un nombre fini d’ouvertsU , disons sauf pourU appartenant à l’ensemble
fini E, alors pour toute famille dirigée((biU)U∈O(X))i∈I

d’éléments deSO(X) de borne supérieure

supérieure ou égale à(bU)U∈O(X), pour chaqueU ∈ E il existe un indiceiU ∈ I tel quebiUU = 1.
Comme la famille est dirigée, etE est fini, il existe un indicei ∈ I tel quebiU = 1 pour tout
U ∈ E. Mais alors(bU)U∈O(X) ≤ (biU)U∈O(X). Donc(bU)U∈O(X) est fini.

D’autre part, fixons un élément(bU)U∈O(X) quelconque deSO(X). Soit E l’ensemble des
ouvertsU tels quebU = 1. Considérons la famille dirigée des familles(bFU)U∈O(X), F sous-
ensemble fini deE, définies parbFU = 1 si et seulement siU ∈ F . Cette famille admet(bU)U∈O(X)

pour borne supérieure. Mais, siE est infini, pour aucunF fini on n’a (bU)U∈O(X) ≤ (biU)U∈O(X).
Ceci montre que les éléments finis sont exactement ceux pour lesquelsE est fini. Ceci montre
aussi que tout élément(bU)U∈O(X) est borne supérieure d’une famille dirigée d’éléments finis.

La topologie de Scott est alors engendrée par les↑ (bU)U∈O(X), où bU = 0 sauf pour un
nombre fini d’ouverts. NotonsE l’ensemble fini des ouvertsU tels quebU = 1 : ↑ (bU)U∈O(X)

vaut alors l’intersection finie
⋂

U∈E [U ], où [U ] est, comme à la proposition 3.9.5, l’ouvert de
SO(X) formé des familles dont la composanteU est dans l’ouvert{1} de S. Réciproquement,
[U ] est clairement Scott-ouvert. Donc la topologie de Scott et la topologie deSO(X) (la topologie
produit) coïncident. ⊓⊔
On en déduit notamment queSO(X) est un cpo continu, cohérent et compact.

Un point remarquable de cette dernière construction est quel’on peut étendre n’importe
quelle fonction continue bornée deX versR en une fonction continue bornée deSO(X) vers
R.

Proposition 3.9.8 SoitX un espace topologique. Pour toute fonctionf continue bornée deX
versR, il existe une fonction continue bornéêf deSO(X) versR telle que :

f̂(ηS(x)) = f(x) pour toutx ∈ X (extension)

sup
~b∈SO(X)

f̂(~b) ≤ sup
x∈X

f(x)

inf
~b∈SO(X)

f̂(~b) = inf
x∈X

f(x)

102 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Quelques compléments Hémi-distances, espaces hémi-métriques

Démonstration.Le résultat est évident siX est vide. Supposons doncX non vide.
Soit a = supx∈X f(x), a′ = infx∈X f(x). Définissonŝf((bU)U∈SO(X) comme la borne supé-

rieure de la famille des réelst ≥ a′ tels quebf−1]t,+∞[ = 1 si b∅ = 0, ou biena sinon. Nous
conviendrons qu’une borne supérieure d’une famille vide det ≥ a′ vauta′. Ceci est bien défini,
carf est bornée : sib∅ = 0, pour toutt ≥ a′ tel quebf−1]t,+∞[ = 1, nécessairementf−1]t,+∞[

est non vide, donct < a, d’où l’on déduit quef̂((bU)U∈SO(X)) ≤ a.

La fonctionf̂ est, de plus, continue. En effet, pour toutt ∈ R, f̂−1]t,+∞[ est vide sit > a,
et sinon vaut{(bU)U∈SO(X)|b∅ = 1 ou∃t′ > t · t′ ≥ a′ et bf−1]t′,+∞[ = 1} = {(bU)U∈SO(X) |b∅ =
1} ∪⋃t′>t,t′≥a′{(bU)U∈SO(X) |bf−1]t′,+∞[ = 1}, qui est ouvert aussi.

Vérifions maintenant quêf(ηS(x)) = f(x). En effet, posonsηS(x) = (bU)U∈O(X). Comme

b∅ = 0, f̂(ηS(x)) est la borne supérieure des réelst ≥ a′ tels quex ∈ f−1]t,+∞[, c’est-à-dire
tels quef(x) > t. Lorsquef(x) > a′, c’est doncf(x). Lorsquef(x) = a′, c’esta′, c’est-à-dire
de nouveauf(x), par notre convention sur les bornes supérieures vides.

Clairement, la borne supérieure dêf vauta = supx∈X f(x). La borne inférieure dêfǫ vaut
au moinsa′ = infx∈X f(x) par définition, et lui est égale carX est non vide et̂f(ηS(x)) = f(x)
pour n’importe quelx ∈ X. ⊓⊔

3.10 Hémi-distances, espaces hémi-métriques

Alors que tout espace métrique est nécessairementT2, on peut construire une notion un peu
plus faible d’hémi-distance, qui fournira des espaces topologiques n’ayant aucun propriété spé-
ciale de séparation. La notion est naturelle, et apparaît dans la littérature en 1973 chez Lawvere
(2002) ; l’auteur l’appelle d’ailleurs simplement “distance”.

Définition 3.10.1 (Hémi-distance)SoitX un ensemble. Unehémi-distanced sur X est une
fonction deX ×X versR

+
telle que :

– d(x, x) = 0 pour toutx ∈ X ;
– (Inégalité triangulaire)d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pour tousx, y, z ∈ X.
Un espaceX muni d’une hémi-distance est appelé unespace hémi-métrique.
On dit queX estT0 si et seulement si, de plus,d(x, y) = d(y, x) = 0 impliquex = y. Il est

T1 si et seulement sid(x, y) = 0, seul, implique déjàx = y.

On justifie l’intérêt de cette notion en reprenant certains arguments de Lawvere (2002). D’abord,
nous ne demandons pas en général qued(x, y) = 0 impliquex = y. Ceci nous permettra d’obte-
nir des topologies associées (voir ci-dessous) qui ne sont pasT0, ce qui sera utile dans notre étude
des agglomérations. Ensuite, le fait qu’une hémi-distancepuisse valoir+∞ permet essentielle-
ment de simplifier un certain nombre d’arguments. Ce qui peutsembler le plus surprenant est
l’absence de l’axiome de symétried(x, y) = d(y, x). Comme le remarque Lawvere, l’asymétrie
est nécessaire si l’on souhaite qued(x, y) mesure, par exemple, le travail requis pour aller dex
à y dans une région montagneuse. De plus, de nombreuses constructions en analyse et en dyna-
mique de systèmes passent par la constructions d’hémi-métriquesd, qui sont ensuite symétrisées,
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c’est-à-dire en construisant la fonction qui àx, y associemax(d(x, y), d(y, x)) ou en calculant
d(x, y) + d(y, x). Par exemple, la distance de Hausdorff entre deux partiesA etB d’un espace
métrique est définie comme la symétrisée ded(A,B) = supx∈A infy∈B d(x, y). La distance de
Levy-Prohorov entre deux mesures sur un espace métrique estla symétrisée de l’hémi-distance
définie par :d(ν, ν ′) est la borne inférieure de tous lesǫ > 0 tels queν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ))+ ǫ pour
tout mesurableU , oùUd,+(ǫ) est l’union des boules ouvertes de rayonǫ et de centrex ∈ U . (Non,
cette distance n’est pas des plus intuitives.) Lawvere (2002, p.139) cite aussi le cas des algèbres
booléennes munies d’une mesure extérieure, ou de quasi-distances définies sur des ensembles
convexes, exemples que nous ne développerons pas.

Une hémi-distanceT1 est appelée quasi-distance (“quasi-metric”). C’est une notion que nous
n’utiliserons pas. Le terme “semi-distance” est usuellement réservé aux hémi-distances symé-
triques.

Toute hémi-distance définit une topologie, qui est définie comme dans le cas métrique.

Définition 3.10.2 (Boule ouverte)Soitd une hémi-distance surX. La boule ouverteBd
x,<ǫ de

centrex et derayonǫ ∈ R+, ǫ > 0, est l’ensemble des pointsy ∈ X tels qued(x, y) < ǫ.
On appelletopologie ded, et on noteOd, la topologie engendrée par les boules ouvertes

Bd
x,<ǫ.

Lemme 3.10.3Soitd une hémi-distance surX, etBd
xi,<ǫi

, 1 ≤ i ≤ n, une famille finie de boules
ouvertes. Pour toutx ∈ ⋂n

i=1B
d
xi,<ǫi

, il existeǫ > 0 tel queBd
x,<ǫ soit inclus dans

⋂n
i=1B

d
xi,<ǫi

.

Démonstration.Posonsǫ = min1≤i≤n(ǫi − d(xi, x)). Par définition, pour touti on ad(xi, x) ≤
ǫi − ǫ. Pour touty ∈ Bd

x,<ǫ, on ad(x, y) < ǫ, donc par l’inégalité triangulaired(xi, y) < (ǫi −
ǫ) + ǫ = ǫi. DoncBd

x,<ǫ ⊆ Bd
xi,<ǫi

. ⊓⊔

Corollaire 3.10.4 Soitd une hémi-distance surX. Tout ouvertU deOd est une union de boules
ouvertesBd

x,<ǫx
, x ∈ U .

Démonstration.U s’écrit par définition comme une union d’intersections finies
⋃

i∈I

⋂ni

j=1B
d
xij ,<ǫij

.
Pour toutx ∈ U , x appartient à une des intersections, disons

⋂ni

j=1B
d
xij ,<ǫij

. Par le lemme 3.10.3,
il existe un réelǫx > 0 tel que cette intersection contienne la boule ouverteBd

x,<ǫx
. Alors U

contient l’union desBd
x,<ǫx

, x ∈ U . L’inclusion réciproque est évidente, carx ∈ Bd
x,<ǫx

pour tout
x ∈ U . ⊓⊔

Corollaire 3.10.5 Soitd une hémi-distance surX. Pour queU soit ouvert dansOd, il faut et il
suffit que pour toutx ∈ U , il existeǫ > 0 tel queBd

x,<ǫ ⊆ U .

Démonstration.Si pour toutx ∈ U , il existeǫx > 0 tel queBd
x,<ǫx

⊆ U , alorsU est l’union des
Bd

x,<ǫx
, et est donc dansOd. La réciproque est par le corollaire 3.10.4. ⊓⊔

La proposition suivante énonce une propriété importante dupréordre de spécialisation deOd,
propriété non classique s’il en est.

Proposition 3.10.6 Soitd une hémi-distance surX, et≤d le préordre de spécialisation deOd.
Alorsx ≤d y si et seulement sid(x, y) = 0.
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Démonstration.D’abord,x ≤d y si et seulement si pour toutz ∈ X, pour toutǫ > 0, x ∈ Bd
z,<ǫ

impliquey ∈ Bd
z,<ǫ, si et seulement si pour toutz ∈ X, pour toutǫ > 0, d(z, x) < ǫ implique

d(z, y) < ǫ, si et seulement si pour toutz ∈ X, d(z, y) ≤ d(z, x). Cette dernière condition
implique d(x, y) ≤ d(x, x) = 0, doncd(x, y) = 0. Réciproquement, sid(x, y) = 0 alors
d(z, y) ≤ d(z, x) + d(x, y) = d(z, x). ⊓⊔
Lemme 3.10.7Soitd une hémi-distance surX. Alors Od estT0 si et seulement sid estT0. Od

estT1 si et seulement sid estT1. Sid est symétrique etT1, alorsOd estT2.

Démonstration.Od estT0 si et seulement si≤d est antisymétrique. Par la proposition 3.10.6, ceci
est équivalent à demander qued(x, y) = 0 etd(y, x) = 0 impliquentx = y, c’est-à-dire qued soit
T0. Od estT1 si et seulement si≤d est la relation d’égalité. De nouveau par la proposition 3.10.6,
ceci est équivalent à demander qued(x, y) = 0 si et seulement six = y, c’est-à-dire qued soitT1.
Finalement, sid est symétrique etT1, alors pour tousx 6= y, posonsǫ = d(x, y)/2. Clairement,
x ∈ Bd(x,< ǫ) et y ∈ Bd(y,< ǫ). De plus, l’intersection deBd(x,< ǫ) et deBd(y,< ǫ) est
vide : siz était dans cette intersection, on auraitd(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y) = d(x, z)+d(y, z) <
2ǫ ≤ d(x, y). ⊓⊔

Une hémi-distance importante estdR :

Définition 3.10.8 (dR) On définit l’hémi-distancedR surR par : dR(s, t) = max(s− t, 0).

Sa symétriséemax(dR(s, t), dR(t, s)) = dR(s, t) + dR(t, s) est la distance usuelle|s− t| surR.

Lemme 3.10.9La topologieOdR de l’hémi-distancedR est la topologie de Scott deR.

Démonstration.Notons queBdR(s, ǫ) =]s−ǫ,+∞[ est un ouvert de Scott deR. Réciproquement,
tout ouvert de Scott non trivial]t,+∞[ est une boule ouverteBdR(t+ ǫ, ǫ). ⊓⊔

De même que nous notons≤ le préordre de spécialisation de n’importe quel espace topolo-
gique sans distinction, nous noteronsd l’hémi-distance de tout espace hémi-métrique. La notion
de fonction continue entre deux espaces hémi-métriques se ramène à une caractérisation clas-
sique :

Lemme 3.10.10Soitf une fonction de l’espace hémi-métriqueX vers l’espace hémi-métrique
Y . Alorsf est continue deX versY , munis des topologies associées à leurs hémi-distances, si
et seulement si pour toutx ∈ X :

pour toutǫ > 0, il existeη > 0 tel que pour toutx′ ∈ X tel qued(x, x′) < η alors
d(f(x), f(x′)) < ǫ.

Si cette dernière condition est vérifiée, àx donné, on dira quef estcontinue enx.

Démonstration.La condition énoncée est équivalente à : pour toutǫ > 0, il existeη > 0 tel
queBd

x,<η ⊆ f−1(Bd
f(x),<ǫ). Si f est continue, cette condition est une conséquence du corol-

laire 3.10.5. Réciproquement, supposons la condition satisfaite. Pour toutx ∈ f−1(V ), par le
corollaire 3.10.5, il existeǫ > 0 tel queBd

f(x),<ǫ soit inclus dansV . Donc il existeη > 0 tel que
Bd

x,<η soit inclus dansf−1(Bd
f(x),<ǫ) ⊆ f−1(V ). Mais ceci implique quef−1(V ) est ouvert, en

appliquant le corollaire 3.10.5 àU = f−1(V ). ⊓⊔
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Définition 3.10.11 (Lipschitzienne)Soitf une fonction de l’espace hémi-métriqueX vers l’es-
pace hémi-métriqueY . Pour toutc ∈ R+, on dit quef estc-lipschitziennesi et seulement si
d(f(x), f(x′)) ≤ c.d(x, x′) pour tousx, x′ ∈ X. Une fonction estlipschitziennesi et seulement
si elle estc-lipschitzienne pour un certainc ∈ R+.

Le fait suivant est évident par le lemme 3.10.10.

Fait 3.10.12 Pour toutc ∈ R+, toute fonctionc-lipschitzienne est continue.

Définition 3.10.13 (Équivalence topologique)Deux hémi-distancesd et d′ surX sonttopolo-
giquement équivalentessi et seulement si leurs topologies sont identiques, c’est-à-dire siOd =
Od′.

Tout hémi-distance est topologiquement équivalente à une hémi-distance bornée. On re-
marque en effet :

Lemme 3.10.14Une fonctionϕ de R
+

versR
+

eststrictesi et seulement siϕ(0) = 0, sous-
additivesi et seulement siϕ(s+ t) ≤ ϕ(s) + ϕ(t) pour touss, t ∈ R

+
.

Soitd une hémi-distance surX, ϕ une fonction stricte, croissante, sous-additive deR
+

vers
R

+
, et supposons qu’il existe un intervalle[0, a], a > 0, tel queϕ soit un homéomorphisme de

[0, a] sur [0, ϕ(a)] (ces intervalles étant munis dedR). La fonctionϕ ◦ d est une hémi-distance
surX, topologiquement équivalente àd.

Démonstration.Posonsd′ = ϕ ◦ d. Pour toutx ∈ X, d′(x, x) = ϕ(d(x, x)) = ϕ(0) = 0 car
ϕ est stricte. Pour tousx, y, z, d′(x, y) = ϕ(d(x, y)) ≤ ϕ(d(x, z) + d(z, y)) (puisqued satisfait
l’inégalité triangulaire etϕ est croissante)≤ ϕ(d(x, z)) + ϕ(d(z, y)) (carϕ est sous-additive)
= d′(x, z) + d′(z, y). NotonsX l’espaceX muni de l’hémi-distanced, etX ′ le même, muni de
l’hémi-distanced′.

La fonction identité deX versX ′ est continue. En effet, en utilisant le lemme 3.10.10, et
sachant queϕ est continue en0, pour toutǫ > 0, il existeη > 0 tel que pour touts ∈ [0, a], si
s < η alorsϕ(s)− ϕ(0) < ǫ, doncϕ(s) < ǫ, puisqueϕ(0) = 0. En particulier, pour toutx ∈ X,
pour toutǫ > 0, il existeη > 0 tel que pour touty ∈ X, si d(x, y) < η alorsd′(x, y) < ǫ.

Réciproquement, en utilisantϕ−1 : [0, ϕ(a)] → [0, a], la fonction identité deX ′ versX est
elle aussi continue. DoncX etX ′ sont homéomorphes, ce qui signifie qued etd′ sont topologi-
quement équivalentes. ⊓⊔
Corollaire 3.10.15 On dit qu’une hémi-distanced′ estbornéesurX si et seulement s’il existe
un réela tel qued(x, y) ≤ a pour tousx, y ∈ X.

Soit d une hémi-distance surX. Pour touta > 0, il existe une hémi-distanced′ sur X,
topologiquement équivalente àd, telle qued′(x, y) ≤ a pour tousx, y ∈ X. En particulier,d′ est
bornée.

Démonstration.On poseϕ(t) = min(t, a), ϕ(t) = at/(1 + t), ou ϕ(t) = 2a/π arctan t par
exemple. ⊓⊔

Tout espace métrique est hémi-métrique. Tout espace préordonné est aussi hémi-métrique.
En effet, tout préordre≤ induit une hémi-distanced≤ définie comme suit.
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Définition 3.10.16 Tout ensembleX équipé d’un préordre≤ est muni d’une hémi-métrique ca-
noniqued≤, définie par :d≤(x, y) = 0 si x ≤ y, etd≤(x, y) = +∞ sinon.

Fait 3.10.17 Le préordre de spécialisation ded≤ est≤.

⊲ Exercice 3.3
Montrer que la topologie ded≤ est la topologie d’Alexandroff de≤.

La construction ded≤ permet de réaliser qu’il existe des espaces hémi-métriquesexhibant
un certain nombre de pathologies que n’ont pas les espaces métriques. Notamment, les limites
d’un philtre ne sont pas nécessairement uniques : nous avonsvu à la section 2.4 qu’une famille
dirigée dans un cpo admet une unique plus grande limite, qui est la borne supérieure de la famille,
mais tous les éléments inférieurs ou égaux à cette borne supérieure sont également des limites.
La limite est donc très loin d’être unique. Une autre différence avec les espaces métriques est
que l’on ne peut usuellement pas raisonner sur les suites pour parler de continuité, de fermés, de
compacts ; on doit raisonner sur les philtres. Nous éviterons de faire appel à des raisonnements
sur des suites (ou des philtres) pour établir des propriétésdans les espaces hémi-métriques.

L’exercice 3.3 montre que la topologie d’une hémi-distanced est analogue à la notion de
topologie d’Alexandroff. Il existe une autre topologie, moins connue, qui est elle analogue à la
notion de topologie haute.

Définition 3.10.18 Soitd une hémi-distance surX. Le trou ouvertT d
x,>ǫ decentrex et derayon

ǫ ∈ R+, ǫ > 0, est l’ensemble des pointsy ∈ X tels qued(y, x) > ǫ.
On appelletopologie creuse ded, et on noteOd

c , la topologie engendrée par les trous ouverts
T d

x,>ǫ.

La différence la plus visible entre boules ouvertes et trousouverts est que ces derniers sont
des ensembles de pointsy loin de x (à distance supérieure àǫ), alors que les boules sont des
ensembles de pointsy proches dex (à distance inférieure àǫ). Une seconde différence est que
l’on évalue la distance entrex ety en calculantd(x, y) dans le cas des boules,d(y, x) dans le cas
des trous.

Lemme 3.10.19Pour toute hémi-distanced surX, la topologie ded est plus fine que la topolo-
gie creuse ded. Les deux topologies ont le même préordre de spécialisation,≤d.

Démonstration.Le trou ouvertT d
x,>ǫ vautf−1]ǫ,+∞[, oùf est la fonction qui ày ∈ X associe

d(y, x) ∈ R
+

. Notonsd
R

+ la variante dedR définie par :d
R

+(s, t) = 0 si t = +∞, d
R

+(s, t) =
+∞ si s = +∞, t 6= +∞, etd

R
+(s, t) = dR(s, t) sinon. L’inégalité triangulaire entraîne quef

est1-lipschitzienne deX versR
+

muni de l’hémi-distanced
R

+ , donc continue par le fait 3.10.12.
Ceci implique quef−1]ǫ,+∞[ est un ouvert de la topologie ded. Le trou ouvertT d

x,>ǫ est donc
un ouvert deOd. On en déduit que tout ouvert deOd

c en est aussi un deOd.
Il reste à montrer que le préordre de spécialisation deOd

c est≤d. Si y ∈ T d
x,>ǫ et y ≤d z, par

définitiond(y, x) > ǫ et d(y, z) = 0. Par l’inégalité triangulaire,d(y, x) ≤ d(y, z) + d(z, x) =
d(z, x), doncd(z, x) > ǫ, d’où z ∈ T d

x,>ǫ. Tout trou ouvert est donc clos par le haut pour≤d,

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 107



Hémi-distances, espaces hémi-métriques Quelques compléments

donc aussi tout ouvert de la topologie creuse. En notant≤ le préordre de spécialisation deOd
c ,

nous venons de montrer quey ≤d z impliquey ≤ z. Réciproquement, supposonsy ≤ z. Posons
ǫ = d(y, z). Si on avaitǫ > 0, alorsy serait dans le trou ouvertT d

z,>ǫ/2. Commey ≤ z, z aussi :
mais ceci signifieraitd(z, z) > ǫ/2, ce qui est absurde. Doncd(y, z) = 0, c’est-à-direy ≤d x,
par la proposition 3.10.6. ⊓⊔
Il est donc censé de parler du préordre de spécialisation≤d de l’hémi-distanced, et non de la
topologieOd ouOd

c : c’est le même.
Il est tentant de conjecturer que la topologie ded et la topologie creuse ded coïncident. C’est

le cas de la distancedR sur les réels, comme le montre le lemme qui suit, mais ce n’estpas le cas
en général.

Lemme 3.10.20La topologie creuseOdR

c de l’hémi-distancedR coïncide, commeOdR, avec la
topologie de Scott deR.

Démonstration.Les trous ouvertsT dR

x,>ǫ sont les intervalles]x + ǫ,+∞[. Réciproquement, tout
ouvert de Scott non trivial]t,+∞[ est un trou ouvertT dR

t−ǫ,ǫ. On conclut par le lemme 3.10.9.⊓⊔
⊲ Exercice 3.4

On rappelle la définition ded≤ (définition 3.10.16). Montrer que la topologie creuse ded≤ est
la topologie haute de≤. En déduire que la topologie creuse d’une hémi-distanced est en général
strictement plus fine que la topologie ded.

Od etOd
c sont deux topologies construites à partir d’une hémi-distanced. Il est en fait facile de

voir qu’il en existe au moins deux autres : celle engendrée par lesBd
x,>ǫ = {y ∈ X|d(x, y) > ǫ}

(plutôt queBd
x,<ǫ), et celle engendrée par lesT d

x,<ǫ = {y ∈ X|d(y, x) < ǫ} (plutôt queT d
x,>ǫ).

Plutôt que de multiplier les topologies, on peut se ramener aux deux topologies, creuse ou non,
en changeant l’hémi-distance.

Définition 3.10.21 (dop, dsym) Pour toute hémi-distanced surX, on définit l’hémi-distanceop-
poséedop pardop(x, y) = d(y, x), et l’hémi-distancesymétriquedsym pardsym(x, y) = max(d(x,
y), d(y, x)).

Il est facile de voir que ce que nous avons noté plus hautBd
x,>ǫ est juste le trou ouvertT dop

x,>ǫ,
que queT d

x,<ǫ est la boule ouverteBdop

x,<ǫ.

Lemme 3.10.22Le préordre de spécialisation dedop est l’opposé≥d de≤d, défini parx ≥d y
si et seulement siy ≤d x, si et seulement sid(y, x) = 0.

On noteraXop l’espaceX muni de l’hémi-distancedop, etXsym l’espaceX muni de l’hémi-
distance symétriquedsym.

Il n’y aura donc pas de confusion possible avec la notationXop utilisée lorsqueX est un ensemble
préordonné.

Démonstration.Par la proposition 3.10.6, ou le lemme 3.10.19, le préordre≤ de spécialisa-
tion dedop est défini parx ≤ y si et seulement sidop(x, y) = 0, si et seulement sid(y, x) = 0.
⊓⊔
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Lemme 3.10.23Les topologies deX et deXop sont moins fines que celle deXsym.

Démonstration.Montrons que la topologie deX est moins fine que celle deXsym, le cas de
Xop étant symétrique. Pour ceci, il suffit de montrer que toute boule ouverteBd

x,<ǫ est ouverte
dansXsym. Soit doncy ∈ Bd

x,<ǫ, et posonsa = d(x, y) < ǫ. Pour toutz ∈ Bdsym

y,<ǫ−a, on a
d(y, z) ≤ dsym(y, z) < ǫ− a, doncd(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < ǫ. DoncBdsym

y,<ǫ−a ⊆ Bd
x,<ǫ. On

en conclut queBd
x,<ǫ est ouverte dansXsym par le corollaire 3.10.5 appliqué à l’hémi-distance

dsym. ⊓⊔
Un argument classique énonce que, lorsqueX est un espace métrique compact, alors pour

tout ǫ > 0, on peut recouvrirX par un nombre fini de boules ouvertes de rayonǫ : il suffit
d’extraire un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert (Bd

x,<ǫ)x∈X
. Le même argument

fonctionne clairement dans tout espace hémi-métrique. On adonc :

Lemme 3.10.24Disons qu’un espace hémi-métriqueX estprécompactsi et seulement si, pour
tout ǫ > 0, il existe un nombre fini d’élémentsx1, . . . , xn d’éléments deX tels queX =⋃n

i=1B
d
xi,<ǫ.

Tout espace hémi-métrique compact est précompact.

Mais, de même que la compacité dans les espaces topologiquesnon séparés, la précompacité est
une notion très faible. Par exemple, tout espace hémi-métriqueX avec un plus petit élément⊥
(donc tel qued(⊥, x) = 0 pour toutx ∈ X)) est compact, donc précompact. En fait, pour tout
ǫ > 0,X égale la bouleBd

⊥,<ǫ.
Une notion bien plus discriminante est la suivante.

Définition 3.10.25 (Totalement borné)SoitX un espace hémi-métrique.X esttotalement borné
si et seulement siXsym est précompact, autrement dit si et seulement si pour toutǫ > 0, il existe
un nombre fini d’élémentsx1, . . . , xn deX tels que pour toutx ∈ X, il existei, 1 ≤ i ≤ n, tel
qued(xi, x) < ǫ etd(x, xi) < ǫ.

Clairement,

Fait 3.10.26 SiXsym est compact, alorsX est totalement borné.

CommeXsym est toujoursT2 dès queX estT0, cette propriété est, cette fois-ci, très forte. La
propriété n’est pas des mieux nommées ; en particulier, une hémi-distance totalement bornée
n’est pas nécessairement bornée, un contre-exemple étant donné parX = {1, 2}, avec1 et 2 à
distance+∞ l’un de l’autre.

⊲ Exercice 3.5
SoitX un ensemble ordonné, que l’on voit comme un espace hémi-métrique muni de l’hémi-

distanced≤. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : (1)X est totalement borné ;
(2)Xsym est compact ; (3)X est fini.

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 109



Hémi-distances, espaces hémi-métriques Quelques compléments

⊲ Exercice 3.6
De façon analogue à la théorie de l’intégrale de Kurzweil-Henstock (section 2.10.2), appelons

jaugesurX une fonction quelconqueδ : X → R+ \ {0}. LorsqueX est muni d’une hémi-
distanced, disons queX estKurzweil-Henstock-bornési et seulement si pour toute jaugeδ sur
X, il existe un nombre fini d’élémentsx1, . . . , xn deX tels que pour toutx ∈ X, il existe i,
1 ≤ i ≤ n, tel quedsym(xi, x) < δ(xi). Montrer queXsym est compact si et seulement siX
est Kurzweil-Henstock-borné ; et que siX est Kurzweil-Henstock-borné alorsX est totalement
borné, mais que la réciproque est fausse. (Indication : considérerX = {1/(n+ 1)|n ∈ N}muni
de la distance usuelle surR.)

Tout produit fini d’espace hémi-métriques est hémi-métrique, et tout coproduit, même infini,
l’est aussi. Le coproduit

∐
i∈I Xi, ou somme disjointe, d’une famille d’ensembles(Xi)i∈I est

l’ensemble des couples(i, x), aveci ∈ I et x ∈ Xi. Lorsque chaqueXi est un espace topolo-
gique, les ouverts de

∐
i∈I Xi sont les unions disjointes d’ouverts de chaqueXi, autrement dit

les
⋃

i∈I{i} × Ui, Ui ouvert deXi.

Lemme 3.10.27Soit(Xi)i∈I une famille d’espaces hémi-métriques,Xi étant équipé de l’hémi-
distancedi. Équipons le coproduit

∐
i∈I Xi de l’hémi-distanced définie par :d((i, x), (i, y)) =

di(x, y), d((i, x), (j, y)) = +∞ si i 6= j. Alors la topologie ded est exactement la topologie de
l’espace topologie coproduit

∐
i∈I Xi.

Démonstration.La boule ouverteBd
(i,x),<ǫ est par définition

⋃
j∈J{j} × Uj, oùUj est vide pour

tout j 6= i, etUi = Bdi
x,<ǫ, et est donc ouvert dans le coproduit. Réciproquement, la topologie

coproduit est engendrée par les ensembles de la forme{i} × Bdi
x,<ǫ, qui est exactementBd

(i,x),<ǫ.
Les deux topologies coïncident donc. ⊓⊔
Lemme 3.10.28SoitX1, . . . ,Xn n espaces hémi-métriques,Xi étant équipé de l’hémi-distance
di. Posonsd((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max(d1(x1, y1), . . . , dn(xn, yn)). Alors la topologie
ded est exactement la topologie de l’espace topologique produit X1 × . . .×Xn.

Démonstration.La boule ouverteBd
(x1,...,xn),<ǫ égale le produitBd1

x1,<ǫ× . . .×Bdn
xn,<ǫ, et est donc

un ouvert du produit topologique. Réciproquement, la topologie produit est engendrée par les
produits d’ouverts de la formeU1 × . . . × Un, où pour un certaini, Ui = Bdi

xi,<ǫ et pour tout
j 6= i, Uj = Xj. Pour tout(y1, . . . , yn) ∈ U1 × . . . × Un, on ad(xi, yi) < ǫ. La boule ouverte
Bd

(y1,...,yn),<ǫ−d(xi,yi)
est alors incluse dansU1 × . . .× Un, doncU1 × . . .× Un est un ouvert de la

topologie ded par le corollaire 3.10.5. Les deux topologies coïncident donc. ⊓⊔
On peut étendre ce dernier résultat au cas du produit d’une famille dénombrable d’espaces

hémi-métriques :

Lemme 3.10.29SoientXi, i ∈ I, oùI ⊆ N, une famille dénombrable d’espaces hémi-métriques,
Xi étant muni de l’hémi-métriquedi. Pour tout élément~x deX =

∏
i∈I Xi, notonsxi sa iième

composante. Définissons :

d(~x, ~y) = sup
i∈I

1

2i
min(di(xi, yi), 1)

Alors la topologie ded est exactement la topologie de l’espace topologique produit
∏

i∈I Xi.
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Démonstration.À réindexation près, on peut supposer queI est de la forme{0, 1, . . . , n} ou N

tout entier.
NotonsX ′

i l’espaceXi muni de l’hémi-distanced′i(x, y) = min(di(x, y), 1). Par le lemme 3.10.14,
X ′

i etXi ont le même espace topologique sous-jacent. La fonction de projectionπi : X → X ′
i qui

à~x associexi est2i-lipschitzienne, donc continue pour la topologie ded surX par le fait 3.10.12.
CommeX ′

i etXi sont, topologiquement, le même espace,πi est aussi continue deX versXi.
Donc tout ouvert de la topologie produit est un ouvert ded.

Réciproquement, considérons la boule ouverteBd
~x,<ǫ deX. Soit i0 un entier tel que1/2i0 <

ǫ, et η = 1/2i0. Considérons l’ouvertUx = Bd0
x0,<η × Bd1

x1,<η × . . . × B
di0−1

xi0−1,<η × Xi0 ×
Xi0+1 × . . .. Il est facile de voir que~x ∈ Ux, et queUx ⊆ Bd

~x,<ǫ. Pour ce dernier point, soit
~y ∈ Ux. Alors d(~x, ~y) = supi∈I 1/2i min(di(xi, yi), 1) ≤ max(supi0−1

i=0 η/2i, supi∈I,i≥i0 1/2i) ≤
max(η, 1/2i0) = 1/2i0 < ǫ. Comme tout ouvertV ded est une union de boules ouvertesBd

~x,<ǫ

lorsque~x varie dansX, V est aussi l’union desUx que nous venons de construire, et est donc un
ouvert de la topologie produit. ⊓⊔

De façon similaire à la construction de la proposition 3.9.5, on peut plonger un espace hémi-
métrique dans un espace hémi-métrique ayant bien davantagede propriétés. Rappelons que[0, 1]
est muni de la topologie de Scott, et[0, 1]A de la topologie produit. La construction suivante sera
particulièrement intéressante lorsqueA sera dénombrable, au vu du lemme 3.10.29.

Proposition 3.10.30SoitX un espace hémi-métrique, d’hémi-distanced, et soitA un sous-
ensemble deX. La fonctionηA

d : X → [0, 1]A, qui àx ∈ X associe la famille(max(1− d(y, x), 0))y∈A,
est continue. C’est un plongement d’espaces topologiques dès queX estT0 etA est partout dense
dansXsym.

Démonstration.Pour montrer queηA
d est continue, il suffit de démontrer queπy ◦ηA

d est continue
deX vers[0, 1] pour touty ∈ A, oùπy est la projection sur la composantey ∈ A. Orπy ◦ ηA

d est
la fonction qui àx associemax(1−d(y, x), 0). Cette fonction est1-lipschitzienne, par l’inégalité
triangulaire :(1−d(y, x)) ≤ (1−d(y, x′))+d(x, x′), donc(1−d(y, x)) ≤ max(1−d(y, x), 0)+
d(x, x′), doncmax(1− d(y, x), 0) ≤ max(1− d(y, x), 0) + d(x, x′). Elle est donc continue, par
le fait 3.10.12.

Considérons une boule ouverteBd
x,<ǫ deX, et montrons que l’image directe deBd

x,<ǫ parηA
d

est l’intersection de l’imageℑ(ηA
d ) de ηA

d et d’un ouvert de[0, 1]A. Soit donc~t = (ty)y∈Y un
élément deηA

d (Bd
x,<ǫ), et soitx′ un point deBd

x,<ǫ tel quety = max(1 − d(y, x′), 0) pour tout
y ∈ Y : nous cherchons à montrer qu’il existe un ouvertU~t de [0, 1]A tel que~t ∈ U~t ∩ ℑ(ηA

d ) ⊆
ηA

d (Bd
x,<ǫ). Lorsque nous l’aurons montré,ηA

d (Bd
x,<ǫ) sera l’union desU~t ∩ℑ(ηA

d ) lorsque~t varie
dansηA

d (Bd
x,<ǫ), et sera donc un ouvert deℑ(ηA

d ). Sans perdre de généralité, supposonsǫ < 1.
Puisquex′ ∈ Bd

x,<ǫ, d(x, x
′) < ǫ, donctx > 1−ǫ. PosonsU~t l’ensemble des familles~s = (sy)y∈A

telles quesx > 1 − ǫ. C’est clairement un ouvert de[0, 1]A, et ~t ∈ U~t ∩ ℑ(ηA
d ). Pour tout

~s = (sy)y∈A ∈ U~t ∩ ℑ(ηA
d ), de plus, il existe un pointz deX tel queηA

d (z) = ~s, c’est-à-dire tel
qued(y, z) = max(1 − sy, 0) pour touty ∈ X, etsx > 1 − ǫ. En particulier,d(x, z) < ǫ, donc
z ∈ Bd

x,<ǫ. Ceci implique~s ∈ ηA
d (Bd

x,<ǫ). DoncU~t ∩ ℑ(ηA
d ) ⊆ ηA

d (Bd
x,<ǫ).
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Nous avons donc établi que l’image d’une boule ouverte deX par ηA
d était ouverte dans

[0, 1]A. Maintenant, supposons queA soit partout dense dansX et queX soitT0, et montrons que
ηA

d est injective. Soient deux élémentsx ety deX tels queηA
d (x) = ηA

d (y). Pour toutǫ > 0, avec
ǫ < 1, commeA est partout dense dansXsym, il existe un élémentx′ ∈ A∩Bdsym

x,<ǫ/2. En regardant
la composantex′ deηA

d (x) = ηA
d (y), on voit quemax(1 − d(x′, x), 0) = max(1 − d(x′, y), 0).

Or d(x′, x) < ǫ/2, donc la quantitémax(1− d(x′, x), 0) = max(1− d(x′, y), 0) est non nulle, et
1− d(x′, y) > 1− ǫ/2, doncd(x′, y) < ǫ/2. Puisqued(x, x′) < ǫ/2, d(x, y) < ǫ par l’inégalité
triangulaire. Commeǫ est arbitraire,d(x, y) = 0, c’est-à-direx ≤d y. Par symétrie, on démontre
de mêmey ≤d x. CommeX estT0, x = y. ⊓⊔

L’espace[0, 1]A possède quantité de bonnes propriétés topologiques :

Proposition 3.10.31SoitA un ensemble quelconque.[0, 1]A est stablement compact, d’espace
de Nachbin associé l’espace[0, 1]′A, où[0, 1]′ est l’intervalle[0, 1] muni de sa topologie métrique
usuelle. Son ordre de spécialisation est l’ordre point à point.

Démonstration.[0, 1] est stablement compact, d’espace de Nachbin associe[0, 1]′. On rappelle
que le produit des espaces de Nachbin est l’espace de Nachbindu produit (voir la section 2.3
ou Jung 2004, Proposition 2.15), et le préordre de spécialisation le produit des préordres de
spécialisation, d’où la proposition. ⊓⊔

Proposition 3.10.32 [0, 1]A est un treillis complet et un cpo continu. La relation “bien en-
dessous” sur[0, 1]A est donnée par~s ≪ ~t si et seulement s’il existe un sous-ensemble finiE
deA tel quesy < ty pour touty ∈ E, etsy = 0 pour touty 6∈ E, où~s = (sy)y∈X et~t = (ty)y∈X .
La topologie de Scott coïncide avec la topologie produit.

Démonstration.Rappelons que l’ordre de[0, 1]A est l’ordre point à point. C’est trivialement un
treillis complet, donc un cpo.

Soient~s = (sy)y∈X et~t = (ty)y∈X deux éléments de[0, 1]A. Pour tout sous-ensemble finiE

deA, notons~t|E la famille des réels(t|E y)y∈A
définie par :t|E y = ty si y ∈ E, t|E y = 0 sinon.

Pour tout réelr ∈]0, 1[, posonsr.~t la famille (rty)y∈A. On note que~t est la borne supérieure de

la famille dirigée desr.~t|E, lorsqueE parcourt les sous-ensembles finis deX et 0 < r < 1. Si
~s ≪ ~t, c’est donc qu’il existe un sous-ensemble finiE ′ deX et un réelr, 0 < r < 1, tels que
~s ≤ r.~t|E′ . PosonsE l’ensemble fini desy deE tel quety 6= 0. Alors sy = 0 pour touty 6∈ E, et
sy = rty < ty pour touty ∈ E.

Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-ensemble fini E deA tel quesy < ty pour
tout y ∈ E, et sy = 0 pour touty 6∈ E. Pour toute famille dirigée(~ui)i∈I de [0, 1]A, telle que
~t ≤ supi∈I ~ui. Pour chaquey ∈ E, on aurasy ≤ uiy pour i suffisamment grand. CommeE est
fini, on aurasy ≤ uiy pour touty ∈ E, pouri suffisamment grand. Mais alorssy ≤ uiy pour tout
y, donc~≤~ui : donc~s≪ ~t. Ceci termine la caractérisation de≪.

On a déjà vu que tout élément~t s’écrivait comme la borne supérieure de la famille desr.~t|E,
lorsqueE parcourt les sous-ensembles finis deA et 0 < r < 1. Or r.~t|E ≪ ~t, par la caractérisa-
tion de≪ ci-dessus. Donc[0, 1]A est un cpo continu.
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Une base de[0, 1]A en tant que cpo continu est alors donnée par les éléments de laforme~s
avec un nombre fini de composantes non nulles. La topologie deScott est alors engendrée par
les ouverts↑↑~s, où~s n’a qu’un nombre fini de composantes non nulles. Pour un tel~s, si l’on pose
E l’ensemble fini desy ∈ Y tels quesy 6= 0, ↑↑~s est l’ensemble des~t tels quety > sy pour
tout y ∈ Y , et est donc un ouvert de la topologie produit. Réciproquement, la topologie produit
est engendrée par les{~t|ty > b}, y ∈ A, b ∈ R. Lorsqueb < 0, ceci vaut[0, 1]A tout entier,
qui est Scott-ouvert. Lorsqueb ≥ 0, cet ensemble vaut↑↑~s, où ~s est la famille dont toutes les
composantes sont nulles, sauf éventuellement la composantey, qui vautb. ⊓⊔
On en déduit notamment que[0, 1]A est un domaine continu et compact. LorsqueA est de plus
dénombrable,[0, 1]A est un espace hémi-métrique par le lemme 3.10.29.

Lemme 3.10.33SoitA un ensemble dénombrable. L’espace[0, 1]A admet une hémi-distanced
telle que la topologie produit deY = [0, 1]A coïncide avecOd, et telle queY sym soit compact.
En particulier,Y = [0, 1]A est totalement borné.

Démonstration. La distance est celle donnée au lemme 3.10.29, les distancesdi étant toutes
la distancedR sur [0, 1]. (Ceci suppose que l’on a numéroté les éléments deA.) On a en effet
remarqué au lemme 3.10.9 que la topologie dedR (ici, sur [0, 1]) était la topologie de Scott de
[0, 1]. PosonsY = [0, 1]A. La distancedsym surY est donnée par :

dsym(~x, ~y) = sup
i∈A

1/2i max(min(dR(xi, yi), 1),min(dR(yi, xi), 1))

= sup
i∈A

1/2i max(dR(xi, yi), dR(yi, xi)) = sup
i∈A

1/2idsym
R

(xi, yi)

Doncdsym est l’hémi-distance donnée par le lemme 3.10.29, dont la topologie sous-jacente est
celle du produitIA, où I est l’intervalle[0, 1] muni de l’hémi-distancedsym

R
. Or dsym

R
(x, y) =

max(dR(x, y), dR(y, x)) = |x − y|, doncI est [0, 1] muni de sa topologie métrique usuelle.
Celle-ci coïncide avec la topologie patch de celle (de Scott) de [0, 1], doncI = [0, 1]′. On en
déduit que la topologie deY sym est celle de[0, 1]′A, laquelle est par le théorème de Tychonoff
compacte. On en déduit queY est totalement borné par le fait 3.10.26. ⊓⊔
Définition 3.10.34 (Séparable)Un espace hémi-métriqueX est ditséparablesi et seulement
s’il estT0 et siXsym contient un sous-ensemble dénombrable partout dense.

En prenantY = [0, 1]A, oùA est un sous-ensemble partout dense deXsym, on déduit des
résultats ci-dessus :

Corollaire 3.10.35 Tout espace hémi-métrique séparable se plonge, en tant qu’espace topolo-
gique, dans un espace hémi-métriqueY totalement borné. On peut de plus supposer queY sym

est compact, et queY est un domaine continu compact.

Ceci est l’analogue du théorème classique établissant que tout espace polonais — l’espace to-
pologique sous-jacent à un espace métrique complet et séparable — se plonge dans le cube de
Hilbert [0, 1]′N, et est en fait isomorphe à un sous-ensembleGδ du cube de Hilbert. (Un ensemble
estGδ s’il s’exprime comme intersection dénombrable d’ouverts.)

On note au passage que la notion de séparabilité généralise bien celle d’être totalement borné,
modulo l’hypothèse d’êtreT0.
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Lemme 3.10.36SoitX un espace hémi-métriqueT0. SiX est totalement borné, alorsX est
séparable.

Démonstration.Pour tout entiern ≥ 1, soitEn un ensemble fini d’éléments deX tel que pour
toutx ∈ X, il existey ∈ En tel quedsym(x, y) < 1/n. PosonsA =

⋃+∞
n=1En.A est un ensemble

dénombrable. Il reste à montrer queA est partout dense dansX, c’est-à-dire que pour toutx ∈ X,
pour toutǫ > 0, A rencontre la boule ouvertBdsym

x,<ǫ . Posonsn suffisamment grand, de sorte que
1/n ≤ ǫ. On sait queEn rencontreBdsym

x,<1/n. DoncA ⊇ En rencontreBdsym

x,<ǫ ⊇ Bdsym

x,<1/n. ⊓⊔
Définissons quelques hémi-distances canoniques sur les espaces de Smyth, de Hoare, de Plot-

kin d’un espace hémi-métriqueX. Ces hémi-distances seront des variantes de la notion de dis-
tance de Hausdorff. Le cas des espaces de Smyth sera le plus agréable : sous quelques hypothèses
mineures, nous démontrerons à la proposition 3.10.47 que latopologie deQ(X) est exactement
celle d’une hémi-distancedQ, dite de Hausdorff-Smyth. Nous devrons supposerX totalement
borné pour obtenir des résultats similaires sur les espacesde Hoare et de Plotkin.

Définition 3.10.37 (dQ) SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. L’hémi-distance de Haus-
dorff-Smyth, dQ, surQ(X), est définie par :

dQ(Q,Q′) = sup
x′∈Q′

inf
x∈Q

d(x, x′)

On peut montrer que les bornes sont atteintes, autrement ditque dQ(Q,Q′) = maxx′∈Q′

minx∈Q d(x, y). Ceci vient de la caractérisation suivante des compacts saturés deR, que nous
équipons, rappelons-le, de sa topologie de Scott.

Lemme 3.10.38Les compacts saturés deR (resp.,R
+

) muni de sa topologie de Scott, sont le
vide et les intervalles de la forme[r,+∞[, r ∈ R (resp.,r ∈ R

+
). Tout compact deR (resp.,R

+
)

a un plus petit élément.

Démonstration. Traitons d’abord deR. SoitQ un compact saturé non vide deR. Clairement
Q 6= R, puisqueR n’est pas compact : par exemple,(]− n,+∞[)n∈N

en forme un recouvrement
ouvert dont on ne peut extraire aucun sous-recouvrement fini. CommeQ est clos par le haut,
il est de la forme]r,+∞[ ou [r,+∞[ pour un certainr. Mais ]r,+∞[ n’est pas compact, car
le recouvrement ouvert(]r + 1/n,+∞[)n∈N,n 6=0 n’admet aucun sous-recouvrement fini. Donc
Q = [r,+∞[.

On observe ensuite que[r,+∞[ est bien compact saturé : c’est le compact finitaire↑ r.
SoitK un compact deR. Alors son saturé↑ K est un compact saturé deR, donc de la forme

[r,+∞[. On en déduit quer est le plus petit élément deK.
Le raisonnement est similaire dans le cas deR

+
. ⊓⊔

Lemme 3.10.39La fonctiondQ est une hémi-distance, de préordre de spécialisation l’inclusion
inverse⊇. Les bornes sont atteintes, autrement dit l’on a :

dQ(Q,Q′) = max
x′∈Q′

min
x∈Q

d(x, x′)
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Démonstration.Montrons que les bornes sont atteintes. Pour toutx′ ∈ Q′, la fonctiond(_, x′)
qui à x associed(x, x′) est 1-lipschitzienne par l’inégalité triangulaire, donc continue par le
fait 3.10.12. L’imageK deQ par d(_, x′) est donc compacte. Donc↑ K est compact. Par le
lemme 3.10.38,↑ K a donc un plus petit élémentr, qui est aussi le plus petit élément deK.
On en déduit qu’il existex0 ∈ Q tel quer = d(x0, x

′), et r = infx∈Q d(x, x
′). Donc r est

le minimumminx∈Q d(x, x
′). La fonction qui àx′ associe−minx∈Q d(x, x

′) est elle aussi1-
lipschitzienne : pour tousx′, x′′, et toutx ∈ Q, on ad(x, x′′) ≤ d(x, x′)+d(x′, x′′) par l’inégalité
triangulaire, doncminx∈Q d(x, x

′′) ≤ minx∈Q d(x, x
′) + d(x′, x′′), d’où −minx∈Q d(x, x

′) −
(−minx∈Q d(x, x

′′)) ≤ d(x′, x′′). Par le même argument que ci-dessus, la valeur minimum
minx′∈Q′(−minx∈Q d(x, x

′)) est atteinte : c’est−maxx′∈Q′ minx∈Q d(x, x
′) = −dQ(Q,Q′).

Montrons quedQ est une hémi-distance. D’abord, siQ ⊇ Q′, pour toutx′ ∈ Q′ il existe
x ∈ Q, à savoirx = x′, tel qued(x, y) = 0. DoncdQ(Q,Q′) = 0. En particulier,dQ(Q,Q) = 0.
Ensuite, considéronsQ,Q′, Q′′ ∈ Q(X). Pour tousx ∈ Q, x′ ∈ Q′, x′′ ∈ Q′′, on ad(x, x′′) ≤
d(x, x′) + d(x′, x′′). En prenant les minima sur tous lesx ∈ Q, on aminx∈Q d(x, x

′′) ≤ minx∈Q

d(x, x′) + d(x′, x′′). Comme ceci est vrai pour toutx′ ∈ Q′, on a :

min
x∈Q

d(x, x′′) ≤ inf
x′∈Q′

(min
x∈Q

d(x, x′) + d(x′, x′′))

≤ inf
x′∈Q′

(max
x′∈Q′

min
x∈Q

d(x, x′) + d(x′, x′′)) = inf
x′∈Q′

(dQ(Q,Q′) + d(x′, x′′))

= dQ(Q,Q′) + min
x′∈Q′

d(x′, x′′)

En prenant les maxima sur tous lesx′′ ∈ Q′′, on en déduitdQ(Q,Q′′) ≤ dQ(Q,Q′)+dQ(Q′, Q′′).
DoncdQ est une hémi-distance.

On a vu plus haut queQ ⊇ Q′ implique dQ(Q,Q′) = 0. Réciproquement, supposons
dQ(Q,Q′) = 0. Pour toutx′ ∈ Q′, minx∈Q d(x, x

′) = 0, donc il existex ∈ Q tel qued(x, x′) = 0.
Autrement dit, pour toutx′ ∈ Q′, il existex ∈ Q tel quex ≤d x′, par la proposition 3.10.6.
CommeQ est saturé,x′ appartient àQ. DoncQ′ ⊆ Q. ⊓⊔

Définition 3.10.40 (Épaississement)SoitX un espace, muni d’une hémi-distanced. Pour toute
partieA deX, pour toutǫ ≥ 0, l’ ǫ-épaississementdeA, notéAd,+(ǫ), est l’ouvert :

Ad,+(ǫ) =
⋃

x∈A

Bd
x,<ǫ

Réciproquement, nous devrons définir et étudier une notion symétrique d’amincissement.
Commençons par définir la distance d’un point à une partieA.

Définition 3.10.41 SoitX un espace, muni d’une hémi-distanced. Pour toute partieA deX,
pour toutx ∈ X, on noted(x,A) = infy∈A d(x, y).

Lemme 3.10.42SoitX un espace, muni d’une hémi-distanced. Fixons une partieA deX. La
fonction qui àx associed(x,A) est1-lipschitzienne, etd(x,A) = 0 si et seulement six ∈ cl(A).
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Démonstration.Pour touty ∈ A, d(x, y) ≤ d(x, x′)+ d(x′, y). En prenant les bornes inférieures
de part et d’autre,d(x,A) ≤ d(x, x′) + d(x′, A), d’où le caractère1-lipschitzien. Sid(x,A) = 0,
montrons quex ∈ cl(A). Pour ceci, il suffit de montrer que tout ouvertU contenantx intersecte
A. Par le corollaire 3.10.5, il existe unǫ > 0 tel queBd

x,<ǫ ⊆ U . Or, commed(x,A) = 0, il
existe uny ∈ A tel qued(x, y) < ǫ. Mais alorsy ∈ Bd

x,<ǫ, doncy ∈ U . Réciproquement, six ∈
cl(A), alors pour toutǫ > 0, la boule ouverteBd

x,<ǫ intersecteA, disons eny. Par construction,
d(x, y) < ǫ, doncd(x,A) < ǫ. Commeǫ est arbitraire,d(x,A) = 0. ⊓⊔

Définition 3.10.43 (Amincissement)SoitX un espace, muni d’une hémi-distanced. Pour tout
ouvertU deX, pour toutǫ ≥ 0, l’ ǫ-amincissementdeU , notéUd,−(ǫ), est l’ensemble des points
x ∈ X tels qued(x,X \ U) > ǫ.

Lemme 3.10.44SoitX un espace, muni d’une hémi-distanced. Pour tout ouvertU deX, pour
tout ǫ ≥ 0, Ud,−(ǫ) est un ouvert inclus dansU , qui coïncide avecU si ǫ = 0.

Démonstration.Par le lemme 3.10.42, la fonction qui àx associed(x,X\U) est1-lipschitzienne,
donc continue par le fait 3.10.12. OrUd,−(ǫ) est l’image réciproque de l’ouvert]ǫ,+∞[ par cette
fonction, et est donc ouvert. Pour toutx ∈ Ud,−(ǫ), d(x,X \ U) > ǫ. Si x n’était pas dansU , il
serait dansX \ U , doncd(x,X \ U) serait nul ; doncx ∈ U . On en déduit queUd,−(ǫ) est inclus
dansU . Si ǫ = 0, x ∈ Ud,−(ǫ) si et seulement sid(x,X \U) 6= 0, ce qui est équivalent àx 6 X \U ,
par le lemme 3.10.42 et le fait queX \ U est fermé. Doncx ∈ Ud,(0) si et seulement six ∈ U . ⊓⊔

Lemme 3.10.45SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued, U un ouvert deX. Si ǫ ≤ ǫ′,
alors Ud,−(ǫ) ⊇ Ud,−(ǫ′). De plus, pour toute famille de réels positifs ou nuls(ǫi)i∈I , de borne
inférieure0, la famille desUd,−(ǫi), i ∈ I, est dirigée, et d’union égale àU .

Démonstration.Si ǫ ≤ ǫ′, pour toutx ∈ Ud,−(ǫ′), d(x,X \ U) > ǫ′, doncd(x,X \ U) > ǫ,
doncx ∈ Ud,−(ǫ). Puisque la famille(ǫi)i∈I est totalement ordonnée, en particulier filtrante, la
famille desUd,−(ǫi), i ∈ I, est dirigée. Son union est incluse dansU par le lemme 3.10.44.
Réciproquement, six ∈ U , par le corollaire 3.10.5, il existe unǫ > 0 tel queBd

x,<ǫ ⊆ U . On
en déduit qued(x,X \ U) ≥ ǫ : sinon il existerait uny 6∈ U tel qued(x, y) < ǫ, en particulier
avecy ∈ Bd

x,<ǫ. Puisqueinfi∈I ǫi = 0, il existe uni ∈ I tel queǫi < ǫ. Doncd(x,X \ U) > ǫi,
c’est-à-direx ∈ Ud,−(ǫi). ⊓⊔

Lemme 3.10.46SoitX un espace muni d’une hémi-distanced, U un ouvert deX, et ǫ un réel
strictement positif. Alors :

(Ud,−(ǫ))
d,+(ǫ) ⊆ U

Démonstration.Pour toutz ∈ (Ud,−(ǫ))
d,+(ǫ)

, il existey ∈ Ud,−(ǫ) tel qued(y, z) < ǫ. Siz n’était
pas dansU , z serait dans le complémentaire deU , doncd(y,X \ U) < ǫ. Mais ceci contredit le
fait quey ∈ Ud,−(ǫ). Doncz ∈ U . ⊓⊔
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Proposition 3.10.47SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued. La topologie dedQ sur
Q(X) coïncide avec la topologie engendrée par les ouverts de la forme2Qd,+(ǫ), Q ∈ Q(X),
ǫ > 0, ainsi qu’avec celle engendrée par les2U , U ouvert deX.

LorsqueX est bien filtrant et localement compact, la topologie deQ(X) est donc exactement
celle de l’hémi-distancedQ.

Démonstration.On remarque d’abord que :

BdQ

Q,<ǫ = {Q′ ∈ Q(X)|dQ(Q,Q′) < ǫ} = {Q′ ∈ Q(X)|max
x′∈Q′

min
x∈Q

d(x, x′) < ǫ}

= {Q′ ∈ Q(X)|∀x′ ∈ Q′ · ∃x ∈ Q · d(x, x′) < ǫ} = 2Qd,+(ǫ)

En notantO la topologie engendrée par les ouverts de la forme2Qd,+(ǫ), la topologie dedQ

coïncide donc avecO. NotonsO′ la topologie engendrée par les ouverts de la forme2U , U
ouvert deX. O′ est plus fine queO. Réciproquement, pour tout ouvertU deX, montrons que
2U est un ouvert deO. Pour ceci, soitQ ∈ 2U , c’est-à-direQ ⊆ U . Par le lemme 3.10.45,
U est l’union de la famille dirigée desUd,−(ǫ), ǫ > 0. PuisqueQ est compact et inclus dansU ,

il existe un réelǫ > 0 tel queQ ⊆ Ud,−(ǫ). Mais alorsQd,+(ǫ) ⊆ (Ud,−(ǫ))
d,+(ǫ) ⊆ U par le

lemme 3.10.46. Pour toutQ′ ∈ BdQ

Q,<ǫ = 2Qd,+(ǫ), on a doncQ′ ⊆ U : doncBdQ

Q,<ǫ ⊆ 2U .
En utilisant le corollaire 3.10.5, on en déduit que2U est ouvert dans la topologieO de l’hémi-
distancedQ. Ceci étant vrai pour tout ouvertU deX, O′ est moins fine queO. DoncO = O′.

LorsqueX est bien filtrant et localement compact, on conclut carO′ est exactement la topo-
logie deQ(X) par le corollaire 3.3.6. ⊓⊔

Définition 3.10.48 (Plongement isométrique)SoientX, Y deux espaces hémi-métriques, eti :
X → Y une fonction. On dit quei est unplongement isométriquedeX dansY si et seulement
si, pour tousx, x′ ∈ X, d(i(x), i(x′)) = d(x, x′).

LorsqueX et Y sont deux ensembles ordonnés, vus comme des espaces hémi-métriques
via l’hémi-distanced≤, i : X → Y est un plongement isométrique si et seulement sii est un
plongement d’ordre. On a d’autre part :

Lemme 3.10.49SoitX, Y deux espaces hémi-métriques,X étantT0. Tout plongement isomé-
trique deX dansY est un plongement topologique.

Démonstration.Soit i un plongement isométrique deX dansY . D’abord,i est1-lipschitzienne,
donc continue par le fait 3.10.12. Ensuite, sii(x) = i(x′) alorsd(i(x), i(x′)) = 0, doncd(x, x′) =
0 ; de même,d(x′, x) = 0. CommeX estT0, ceci impliquex = x′, donci est injective. L’inverse
i−1 : ℑ(i) → X est elle aussi1-lipschitzienne, donc continue deℑ(i) muni de la topologie de
l’hémi-distance deY versX. Or la topologie de l’hémi-distance deY surℑ(i) est exactement la
topologie induite deℑ(i) parY , donci est un plongement topologique. ⊓⊔

Proposition 3.10.50SoitX un espace muni d’une hémi-distanced qui estT0. Alors la fonction
ηQ : X → Q(X), Q(X) étant équipé de l’hémi-distancedQ de Hausdorff-Smyth, qui àx associe
↑ x, est un plongement isométrique.
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Démonstration.On adQ(ηQ(x), ηQ(x′)) = maxx′
1∈↑x

′ minx1∈↑x d(x1, x
′
1) = maxx′

1∈↑x
′ d(x, x′1)

puisque la fonction qui àx1 associed(x1, x
′
1) est croissante : six1 ≤d x2, c’est-à-dired(x1, x2) =

0, alorsd(x1, x
′
1) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x

′
1) = d(x2, x

′
1). De même, la fonction qui àx′1 associe

d(x, x′1) est décroissante : six′1 ≤d x′2, alorsd(x, x′2) ≤ d(x, x′1) + d(x′1, x
′
2) = d(x, x′1), donc

maxx′
1∈↑x

′ d(x, x′1) = d(x, x′). ⊓⊔
Passons à l’espace de HoareHu(X) deX. Nous aurons besoin ici, comme dit plus haut, de

demander queX soit totalement borné pour dire des choses intelligentes. La définition ressemble
beaucoup à celle dedQ.

Définition 3.10.51 (dH) SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. L’hémi-distance de Haus-
dorff-Hoare, dH, surH(X), est définie par :

dH(F, F ′) = sup
x∈F

inf
x′∈F ′

d(x, x′)

Il n’y a aucune raison qu’aucune des deux bornes, inférieureou supérieure, soit atteinte.

Lemme 3.10.52La fonctiondH est une hémi-distance, de préordre de spécialisation l’inclusion
⊆.

Démonstration.Montrons d’abord queF ⊆ F ′, alorsdH(F, F ′) = 0. Pour toutx ∈ F , il existe
unx′ ∈ F ′ tel qued(x, x′) = 0, à savoirx′ = x. Doncinfx′∈F ′ d(x, x′) = 0. Ceci étant vrai pour
toutx ∈ D, dH(F, F ′) = 0.

En particulier,dH(F, F ) = 0. Montrons l’inégalité triangulaire. SoientF, F ′, F ′′ ∈ H(X),
posonsa = dH(F, F ′), a′ = dH(F ′, F ′′). Fixonsǫ > 0 arbitraire. Par définition dea, pour tout
x ∈ F , il existex′ ∈ F ′ tel qued(x, x′) < a + ǫ/2. De même, pour chacun de cesx′ ∈ F ′, il
existe unx′′ ∈ F ′′ tel qued(x′, x′′) < a′ + ǫ/2. Donc pour toutx ∈ F , il existex′′ ∈ F ′′ tel que
d(x, x′′) ≤ d(x, x′) + d(x′, x′′) < a + a′ + ǫ. Ceci impliquedH(F, F ′′) ≤ a + a′ + ǫ. Commeǫ
est arbitraire,dH(F, F ′′) ≤ a+ a′ = dH(F, F ′) + dH(F ′, F ′′).

Montrons finalement que le préordre de spécialisation dedH est⊆. Nous avons déjà démontré
queF ⊆ F ′ impliquait dH(F, F ′) = 0. Supposons, réciproquement, quedH(F, F ′) = 0. Pour
toutx ∈ F , infx′∈F ′ d(x, x′) = 0, c’est-à-dired(x, F ′) = 0, au sens de la définition 3.10.41. Ceci
impliquex ∈ cl(F ′) = F ′ par le lemme 3.10.42. DoncF ⊆ F ′. ⊓⊔

Proposition 3.10.53SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued. La topologie dedH est plus
fine que celle deHu(X).

SiX est totalement borné, alors la topologie dedH est exactement celle deHu(X).

Démonstration. Par la proposition 3.4.17, la topologie deHu(X) est engendrée par les en-
sembles3U , U ouvert deX. Fixons un ouvertU deX, un élémentF de 3U , et montrons
qu’il existe un réelǫ > 0 tel queBdH

F,<ǫ ⊆ 3U . PuisqueF ∈ 3U , il existe un élémentx dans
F ∩U . CommeU est ouvert, il existeǫ > 0 tel queBd

x,<ǫ ⊆ U par le corollaire 3.10.5. Pour tout
F ′ ∈ BdH

F,<ǫ, on adH(F, F ′) < ǫ, en particulierinfx′∈F ′ d(x, x′) ≤ dH(F, F ′) < ǫ. Donc il existe
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x′ ∈ F ′ tel qued(x, x′) < ǫ. Ceci signifie quex′ ∈ Bd
x,<ǫ, doncx′ ∈ U puisqueBd

x,<ǫ ⊆ U .
Puisquex′ ∈ F ′, F ′ intersecteU , doncF ′ ∈ 3U . F ′ étant arbitraire,BdH

F,<ǫ ⊆ 3U . On en déduit
que3U est ouvert dans la topologie dedH, par le corollaire 3.10.5.

Pour la réciproque, supposonsX totalement borné, fixonsF ′ ∈ BdH

F,<ǫ, et montrons qu’il

existe un ouvertU de Hu(X) tel queF ′ ∈ U ⊆ BdH

F,<ǫ. Lorsque ceci sera fait, on pourra en

déduire queBdH

F,<ǫ sera l’union de ces ouvertsU lorsqueF ′ varie, et sera donc un ouvert de
Hu(X). On en conclura que la topologie deHu(X) est plus fine que celle dedH.

Posonsa = dH(F, F ′) < ǫ, et η = (ǫ − a)/4. PuisqueX est totalement borné, il existe un
ensemble finiE tel que tout élément deX est à une distancedsym strictement inférieure àη d’un
élément deE. PosonsU =

⋂
x∈F d,+(η)∩E 3Bd

x,<a+2η. On note qu’il s’agit d’une intersection finie
d’ouverts de la forme3U , qui est donc ouvert dansHu(X). C’est l’endroit où nous avons besoin
du fait queX soit totalement borné.

Montrons d’abord queF ′ ∈ U. Pour toutx ∈ F d,+(η), par définition il existez ∈ F tel que
d(x, z) ≤ dsym(x, z) < η. Commea = dH(F, F ′), infy∈F ′ d(z, y) ≤ a, donc il existey ∈ F ′ tel
qued(z, y) < a + η. On en déduitd(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < a + 2η, doncy ∈ Bd

x,<a+2η.
Commey ∈ F ′, F ′ ∈ 3Bd

x,<a+2η. Commex est arbitraire,F ′ ∈ U.
Montrons ensuite queU ⊆ BdH

F,<ǫ. SoitF ′′ ∈ U quelconque. Pour toutx ∈ F , il existe un
élémenty deE tel quedsym(x, y) < η. Puisquex ∈ F , on en déduit quey ∈ F d,+(η), donc
y ∈ F d,+(η) ∩ E. Utilisons maintenant le fait queF ′′ ∈ U, en particulierF ′′ ∈ 3Bd

y,<a+2η.
Donc il existe un élémentz deF ′′ tel qued(y, z) < a+ 2η. Alors d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) <
a+3η = ǫ−η. En particulier,infz∈F ′′ d(x, z) ≤ ǫ−η. Commex ∈ F est arbitraire,dH(F, F ′′) =
supx∈F infz∈F ′′ d(x, z) ≤ ǫ− η < ǫ. DoncF ′′ ∈ BdH

F,<ǫ. CommeF ′′ est arbitraire,U ⊆ BdH

F,<ǫ. ⊓⊔
Proposition 3.10.54SoitX un espace muni d’une hémi-distanced qui estT0. Alors la fonction
ηH : X → H(X), H(X) étant équipé de l’hémi-distancedH de Hausdorff-Hoare, qui àx
associe↓ x est un plongement isométrique.

Démonstration.Pour toutx1, la fonction qui àx′ associed(x1, x
′) est décroissante : six′1 ≤ x′2,

on ad(x′1, x
′
2) = 0, doncd(x1, x

′
2) ≤ d(x1, x

′
1)+d(x

′
1, x

′
2) = d(x1, x

′
1). Doncinfx′

1∈↓x
′ d(x1, x

′
1) =

d(x1, x
′). De même, la fonction qui àx1 associed(x1, x

′) est croissante, doncdH(↓ x, ↓ x′) =
supx1∈↓x infx′

1∈↓x
′ d(x1, x

′
1) = supx1∈↓x d(x1, x

′) = d(x, x′). ⊓⊔
Passons aux espaces de lentilles et deA-valuations continues. L’hémi-distance est ici celle

de Hausdorff.

Définition 3.10.55 (dPℓ) SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. L’hémi-distance de Haus-
dorff, dPℓ, surPℓ(X), est définie par :

dPℓ(L,L
′) = max( sup

x′∈L′

inf
x∈L

d(x, x′), sup
x∈L

inf
x′∈L′

d(x, x′))

Lemme 3.10.56Pour toutes lentillesL etL′, on a :

dPℓ(L,L
′) = max(dQ(↑ L, ↑ L′), dH(cl(L), cl(L′))) (3.5)

La fonctiondPℓ est une hémi-distance, de préordre de spécialisation⊑EM.
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Démonstration. Par l’inégalité triangulaire, la fonction qui àx associed(x, x′), à x′ fixé, est
1-lipschitzienne, donc continue par le fait 3.10.12, donc croissante. De même, la fonction qui à
x′ associe−d(x, x′), àx fixé, est1-lipschitzienne, donc continue et croissante.

Pour toutx′, la fonction qui àx associed(x, x′) étant croissante, on obtientinfx∈↑L d(x, x
′) =

infx∈L d(x, x
′). De façon détaillée, l’inégalité≤ est claire, puisque↑ L ⊇ L. Réciproquement,

pour toutx ∈ ↑ L, il existe x1 ∈ L tel quex1 ≤ x, et alorsd(x1, x
′) ≤ d(x, x′) ; donc

infx1∈L d(x1, x
′) ≤ infx∈↑L d(x, x

′). La fonction qui àx′ associeinfx∈↑L d(x, x
′) = infx∈L d(x, x

′)
est, elle, décroissante, donc par un argument similairesupx′∈↑L′ infx∈↑L d(x, x

′) = supx′∈L′

infx∈↑L d(x, x
′) = supx′∈L′ infx∈L d(x, x

′), c’est-à-diresupx′∈L′ infx∈L d(x, x
′) = dQ(↑ L, ↑ L′).

Pour toutx, montrons queinfx′∈L′ d(x, x′) = infx′∈cl(L′) d(x, x
′). Pour tout réela, supx′∈cl(L′)

−d(x, x′) > a si et seulement s’il existex′ ∈ cl(L′) tel que−d(x, x′) > a, si et seulement si
cl(L′) intersecte l’image réciproqueUa de ]a,+∞[ par la fonction qui àx′ associe−d(x, x′).
Or cette fonction est continue, doncUa est ouvert. Il s’ensuit queUa intersectecl(L′) si et
seulement siUa intersecteL′. Par un raisonnement identique,Ua intersecteL′ si et seulement
si supx′∈L′ −d(x, x′) > a. Nous avons démontré que, pour touta, supx′∈L′ −d(x, x′) > a si et
seulement sisupx′∈cl(L′)−d(x, x′) > a. Doncsupx′∈L′ −d(x, x′) = supx′∈cl(L′)−d(x, x′), d’où
infx′∈L′ d(x, x′) = infx′∈cl(L′) d(x, x

′). Soitf la fonction qui àx associeinfx′∈L′ d(x, x′). La fonc-
tion f est1-lipschitzienne de nouveau, donc continue. Pour tout réelb, supx∈cl(L) f(x) > b si et
seulement sicl(L) intersecte l’ouvertf−1]b,+∞[, si et seulement siL intersectef−1]b,+∞[, si
et seulement sisupx∈L f(x) > b. Donc supx∈cl(L) f(x) = supx∈L f(x), c’est-à-diredH(cl(L),
cl(L′)) = supx∈L infx′∈L′ d(x, x′).

On en déduit l’égalité (3.5). CommedQ et dH sont des hémi-distances (lemmes 3.10.39
et 3.10.52), c’est aussi le cas dedPℓ. De plus,dPℓ(L,L

′) = 0 si et seulement sidQ(↑ L, ↑ L′) = 0
et dH(cl(L), cl(L′)) = 0 par (3.5), ce qui est équivalent à↑ L ⊇ ↑ L′ et cl(L) ⊆ cl(L′) par les
lemmes 3.10.39 et 3.10.52. Ceci est équivalent àL ⊑EM L′. ⊓⊔
Proposition 3.10.57SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued. La topologie dedPℓ est plus
fine que la topologie de Vietoris dePℓV(X).

SiX est totalement borné, alors la topologie de Vietoris dePℓV(X) est exactement celle de
l’hémi-distancedPℓ.

Démonstration.Soit i la fonction qui àL ∈ PℓV(X) associe(↑ L, cl(L)) ∈ Q(X) × Hu(X).
Notons que par le lemme 3.5.2,i est une bijection dePℓV(X) sur le sous-espace deQ(X) ×
Hu(X) formé des couples(Q,F ) tels queQ ∩ F 6= ∅. Notons temporairementQ′(X) l’espace
Q(X) muni de la topologie engendrée par les2U , U ouvert deX. On remarque d’abord que
i est un plongement dePℓV(X) dansQ′(X) × Hu(X) : i est continue car l’image réciproque
de l’ouvert2U × 3V deQ′(X) ×Hu(X) est l’ouvert2U ∩ 3V dePℓV(X) ; comme l’image
de l’ouvert2U de PℓV(X) est l’intersection de l’image dei avec l’ouvert2U × Hu(X) de
Q′(X) ×Hu(X), et l’image de l’ouvert3V dePℓV(X) est l’intersection de l’image dei avec
l’ouvert Q′(X)×3V deQ′(X)×Hu(X), donci−1 est continue deℑ(i) versPℓV(X).

De même,i est un plongement isométrique dePℓV(X), équipé de l’hémi-distancedPℓ, dans
le produit deQ′(X) (équipé dedQ) et deHu(X) (équipé dedH) : c’est le lemme 3.10.56, en
utilisant la définition d’hémi-distance produit du lemme 3.10.28. Par le lemme 3.10.49,i est
donc aussi un plongement topologique.
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À homéomorphisme près, on peut donc voirPℓV(X) comme un sous-espace topologique de
Q′(X) × Hu(X), que ce soit pour leurs topologies naturelles ou pour leurs topologies hémi-
métriques. Or, par la proposition 3.10.47 la topologie deQ′(X) est celle dedQ, et par la propo-
sition 3.10.53 la topologie deHu(X) est moins fine que celle dedH, et coïncide avec elle siX
est totalement borné. Par le lemme 3.10.28, la topologie deQ′(X) ×Hu(X) est donc plus fine
que celle du produit des deux espaces vus comme espaces hémi-métriques, et coïncide avec elle
si X est totalement bornée. Il en est donc de même du sous-espace (à homéomorphisme près)
PℓV(X). ⊓⊔

⊲ Exercice 3.7
Au vu de la similarité entrePℓ(X) et P′(X), définissons l’hémi-distance de HausdorffdP sur
P′(X) par :

dP((Q,F ), (Q′, F ′)) = max(dQ(Q,Q′), dH(F, F ′))

Montrer que la topologie dedP est plus fine que la topologie deP′
V(X) (voir la proposition 3.6.3),

et coïncide avec elle lorsqueX est totalement borné.

On peut définir une notion de distance surX × X de sorte que la fonction distanced :
X × X → R+ soit continue, et en fait1-lipschitzienne. Disons cependant tout de suite que la
topologie nécessaire surX ×X ne sera pas la topologie produit (voir le lemme 3.10.60).

Définition 3.10.58 SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. La fonctiond2 surX ×X est
définie par :

d2((x, y), (x′, y′)) = d(x, x′) + d(y′, y)

Lemme 3.10.59SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. La fonctiond2 définit une hémi-
distance surX ×X.

On noteraX(2) l’espaceX ×X muni de l’hémi-distanced2. La fonctiond : X(2) → R+ est
alors1-lipschitzienne.

Démonstration.D’abord, si(x, y) = (x′, y′), c’est quex = x′ ety = y′, doncd2((x, y), (x′, y′)) =
0. Ensuite, on ad2((x, y), (x′′, y′′)) = d(x, x′′) + d(y′′, y) ≤ d(x, x′) + d(x′, x′′) + d(y′′, y′) +
d(y′, y) = d2((x, y), (x′, y′)) + d2((x′, y′), (x′′, y′′)), doncd2 est une hémi-distance. Pour véri-
fier qued est1-lipschitzienne, on constate qued(x, y) − d(x′, y′) ≤ d2((x, y), (x′, y′)), puisque
d(x′, y′) + d2((x, y), (x′, y′)) = d(x, x′) + d(x′, y′) + d(x′, y′) ≥ d(x′, y′), en utilisant deux fois
l’inégalité triangulaire. ⊓⊔

Lemme 3.10.60SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. La topologie deX(2) (muni de
l’hémi-distanced2) est exactement la topologie du produit topologiqueX × Xop. Son préordre
de spécialisation≤d2

est≤d × ≥d.
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Démonstration.La boule ouverteBd2
((x, y), ǫ) est l’ensemble des points(x′, y′) tels qued(x, x′)+

d(y′, y) < ǫ. Ceci est l’union, lorsqueǫ1, ǫ2 sont des réels positifs de sommeǫ, des ensembles
{(x′, y′) ∈ X ×X|d(x, x′) < ǫ1, d(y

′, y) < ǫ2} = (Bd
x,<ǫ1

×X) ∩ (X × Bdop

y,<ǫ2
), lesquels sont

des ouverts deX ×Xop. DoncBd2
((x, y), ǫ) est un ouvert deX ×Xop, ce qui implique que la

topologie ded2 est moins fine que celle deX ×Xop.
Réciproquement, considérons la première projectionπ1 : X(2) → X. Il est facile de voir

queπ1 est1-lipschitzienne :d(x, x′) ≤ d2((x, y), (x′, y′)). De même, la seconde projectionπ2 :
X(2) → Xop est1-lipschitzienne, cardop(y, y′) ≤ d2((x, y), (x′, y′)). Les deux projections sont
donc en particulier continues, par le fait 3.10.12, ce qui implique que la fonction identitéid
deX(2) versX ×Xop, qui à(x, y) associe(π1(x, y), π2(x, y)), est elle aussi continue. Pour tout
ouvertU deX×Xop, id−1(U) est donc un ouvert deX(2). Maisid−1(U) = U . Donc la topologie
deX(2) est aussi plus fine que celle deX ×Xop.

On conclut que≤d2
est≤d × ≥d, en utilisant le lemme 3.10.22. ⊓⊔

3.11 Combinatoire

Voici quelques résultats classiques, que nous utiliseronsplusieurs fois dans la suite.

Lemme 3.11.1Soitn ∈ N, n ≥ 1, etI0 ⊆ {1, . . . , n}. On a

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆I0

(−1)|I|+1 =

{
0 si I0 = ∅
1 sinon

Démonstration.Le résultat est clair siI0 = ∅. Sinon, soiti0 ∈ I0. On peut découper la somme
en une somme sur lesI qui ne contiennent pasi0, et une somme sur lesI ∪{i0}, oùI ne contient
pasI0 :

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅,I⊆I0

(−1)|I|+1 =
∑

I⊆I0\{i0}
I 6=∅

(−1)|I|+1 +
∑

I⊆I0\{i0}

(−1)|I|+2 = 1

puisque tous les termes s’annulent deux à deux, sauf le termeI = ∅ de la deuxième somme.⊓⊔
On en déduit :

Lemme 3.11.2Soitn ∈ N, n ≥ 1, etI0 ⊆ {1, . . . , n}. On a

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I∩I0 6=∅

(−1)|I|+1 =

{
1 si I0 = {1, . . . , n}
0 sinon

122 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Quelques compléments Combinatoire

Démonstration.SoitJ0 = {1, . . . , n} \ I0.
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I∩I0 6=∅

(−1)|I|+1 =
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I 6⊆J0

(−1)|I|+1

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1 −
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆J0

(−1)|I|+1

= 1−
{

0 si J0 = ∅
1 sinon

par le lemme 3.11.1. D’où le résultat. ⊓⊔
Nous aurons besoin du résultat combinatoire suivant pour démontrer la proposition 5.4.7.

Fixons deux entiers naturelsn, m. Pour toutK ⊆ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m}, soitπ1K = {i|∃j ·
(i, j) ∈ K}, etπ2K = {j|∃j · (i, j) ∈ K}.
Lemme 3.11.3Pour tous sous-ensembles non videsI de{1, . . . , n} etJ de{1, . . . ,m},

∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K=I,π2K=J

(−1)|K|+1 = (−1)|I|+|J | (3.6)

Démonstration.Nous montrons ceci par récurrence sur le cardinal|J | ≥ 1 deJ . Si |J | = 1, il
existe un uniqueK tel queπ1K = I et π2K = J , à savoirI × J . On a alors|K| = |I|, et le
résultat est évident. Si|J | > 1, on peut écrireJ sous forme de l’union disjointe d’un singleton
{∗} et deJ ′ = J \ {∗}. Se donnerK tel queπ1K = I et π2K = J est équivalent à se donner
l’ensembleI ′ des indicesi tels que(i, ∗) soit dansK, qui est n’importe quel sous-ensemble non
vide {1, . . . , n}, l’ensembleI ′′ des indicesi tels qu’il existej ∈ J ′ tel que(i, j) ∈ K, qui est
n’importe quel sous-ensemble de{1, . . . , n} tel queI ′ ∪ I ′′ = I, et enfin un sous-ensembleK ′

de{1, . . . , n} × {1, . . . ,m} tel queπ1K
′ = I ′′ etπ2K

′ = J ′, à savoirK ′ = {(i, j) ∈ K|j 6= ∗}.
Voir la figure 3.2, oùK est illustré sous forme de l’ensemble des points noirs,K ′ est l’ensemble
des points noirs au-dessous de la ligne pointillée (juste au-dessous de la lignej = ∗).

On a donc
∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K=I,π2K=J

(−1)|K|+1 =
∑

I′⊆{1,...,n}
I′ 6=∅

∑

I′′⊆{1,...,n}
I′∪I′′=I

∑

K′⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K′=I′′,π2K′=J ′

(−1)|I
′|+|K′|+1

=
∑

I′⊆{1,...,n}
I′ 6=∅

∑

I′′⊆{1,...,n}
I′∪I′′=I

(−1)|I
′|

∑

K′⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K′=I′′,π2K′=J ′

(−1)|K
′|+1

Si I ′′ = ∅, la somme
∑

K′⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K′=I′′,π2K′=J ′

(−1)|K
′|+1 vaut 0. Sinon, elle vaut(−1)|I

′′|+|J ′|, par

hypothèse de récurrence. Donc
∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K=I,π2K=J

(−1)|K|+1 =
∑

I′⊆{1,...,n}
I′ 6=∅

∑

I′′⊆{1,...,n}
I′′ 6=∅,I′∪I′′=I

(−1)|I
′|+|I′′|+|J ′|
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I

*

J J’

I’

I’’

FIG. 3.2 – Décomposition deK tel queπ1K = I, π2K = J

Or, lorsqueI ′ 6= ∅, on peut apparier lesI ′′ tels queI ′ ∪ I ′′ = I deux par deux : fixonsi′ ∈ I ′,
et considérons lesI ′′ qui contiennenti′ et ceux qui ne le contiennent pas. Donc la somme sur tous
lesI ′′ ⊆ {1, . . . , n} avecI ′∪I ′′ = I (y compris l’ensemble vide) de(−1)|I

′|+|I′′|+|J ′| est nulle. Si
I ′ 6= I, l’ensemble vide ne peut pas être l’un de cesI ′′, donc

∑
I′′⊆{1,...,n}

I′′ 6=∅,I′∪I′′=I

(−1)|I
′|+|I′′|+|J ′| est

nulle elle aussi. SiI ′ = I,
∑

I′′⊆{1,...,n}
I′′ 6=∅,I′∪I′′=I

(−1)|I
′|+|I′′|+|J ′| vaut−(−1)|I

′|+|J ′| = (−1)|I|+|J ′|+1.

Donc
∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K=I,π2K=J

(−1)|K|+1 = (−1)|I|+|J ′|+1 = (−1)|I|+|J |. ⊓⊔

3.12 Convexité

Nous étudierons dans la suite divers cônes ordonnés ou topologiques. OutreR+ et R
+

, nous
considérerons notamment le cône〈X → R+〉 des fonctions continues d’un espace topologique
X dansR+, ou celui〈X → R+〉L des fonctions lipschitziennes d’un espace hémi-métriqueX
versR+, ou encore l’espaceV(X) des valuations continues surX. L’espace〈X → R+〉1 des
fonctions1-lipschitziennes deX versR+, ou l’espaceV1(X) des probabilités continues surX.
En revanche, ce sont des sous-espaces convexes des cônes〈X → R+〉L ouV(X) respectivement.

Définition 3.12.1 (Convexe)SoitC un cône. Une partieZ deC est diteconvexesi et seulement
si, pour tousa, b ∈ Z, pour toutα ∈ [0, 1], α · a+ (1− α) · b est dansZ.

Nous établissons maintenant un certain nombre de résultatsde séparation, fondés sur le théo-
rème du sandwich de Roth. Ces résultats sont des variantes mineures de résultats de Tix et al.
(2005). Par souci de complétude, nous commençons par en redonner la démonstration, telle que
donnée par Tix et al. (2005, théorème 3.1).

Théorème 3.12.2 (Sandwich de Roth)SoitC un cône ordonné. Soitp : C → R
+

une fonction
sous-linéaire,q : C → R

+
une fonction sur-linéaire, et supposons que pour tousa, b ∈ C tels
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q

p = q

P

Q

p

FIG. 3.3 – La construction du sandwich de Roth

quea ≤ b on ait q(a) ≤ p(b) (par exemple siq ≤ p et q ou p est croissante). Alors il existe une
fonction linéaire croissantef deC versR

+
telle queq ≤ f ≤ p.

Démonstration.D’abord, on peut supposer quep et q sont en fait toutes les deux croissantes, et
q ≤ p, sinon on remplacep par la fonction qui à toutx associeinfb/x≤b p(b), etq par la fonction
qui à toutx associesupa/a≤x q(a). SoitP l’ensemble des fonctions sous-linéaires croissantesf

deC dansR
+

telles queq ≤ f ≤ p.
OrdonnonsP par l’ordre usuel :f ≤ f ′ si et seulement sif(a) ≤ f ′(a) pour touta ∈ C. Par

le principe de maximalité de Hausdorff, il existe un ensemble totalement ordonné maximalP de
P . On pourra consulter la figure 3.3 :p y est représentée par une courbe convexe au dessus de la
courbe concave représentantq, et P est un ensemble maximal de courbes convexes en-dessous
dep. L’idée de la démonstration va être de prendre la plus petitede ces courbes,p, de prendre
la plus grande des courbes concaves entreq et p, et de montrer qu’elles sont égales ;p = q sera
alors linéaire, et sera la fonctionf désirée.

Posonsp(x) = inff∈P f(x). On vérifie quep est croissante, et sous-linéaire, en utilisant le fait
queP est totalement ordonné pour établirp(a + b) ≤ p(a) + p(b). CommeP est maximal,p est
nécessairement dansP, donc en est l’élément le plus petit. En particulier,p est minimale, au sens
où non seulementq ≤ p ≤ p, mais il n’y a aucune fonction croissante sous-linéairep′ ≤ p telle
queq ≤ p′ ≤ p, sauf à prendrep′ = p. De façon symétrique (mais en remplaçantp parp, et en
remplaçantP par un ensemble totalement ordonné maximalQ de fonctions sur-linéairesf telles
queq ≤ f ≤ p), on fabrique une fonction croissante sur-linéaire (maximale) q = supf∈Q f(x)
telle queq ≤ q ≤ p, et telle que toute fonction croissante sur-linéaireq′ ≥ q telle queq ≤ q′ ≤ p
est telle queq′ = q.
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ConsidéronsC ′ = {a ∈ C|p(a) 6= +∞}. C ′ est encore un cône ordonné, puisquep est
sous-linéaire. De plus,C ′ est clos par le bas dansC, puisquep est croissante. Montrons queq et
p coïncident.

Posons, pour toutx ∈ C, q′(x) = supb∈C′,c∈C
c≤x+b

q(c) − p(b). (Ceci a un sens carp(b) 6= +∞,

b étant dansC ′.) Le casc = x, b = 0 montre queq′ ≥ q. De plus,q′ est encore sur-linéaire.
Commeq ≥ q, on a aussiq ≤ q′. De plus,q′ ≤ p, car pour tousb ∈ C ′, c ∈ C tels quec ≤ x+ b,
q(c) ≤ p(b) + p(x), en utilisantq ≤ p et le fait quep est sous-linéaire. Par la propriété de
maximalité deq, q′ = q.

Soit maintenanta un élément quelconque deC. Posonspa(x) = infλ∈R+,d∈C′

x≤d+λa

p(d) + λq′(a),

pour toutx ∈ C. On apa ≤ p (si x ∈ C ′, prendred = x etλ = 0 ; sinon,pa(x) ≤ +∞ = p(x)),
et pa est encore sous-linéaire. De plus,pa ≤ p puisquep ≤ p. D’autre part,q ≤ pa. (Ceci
revient à établir queq(x) ≤ p(d) + λq′(a) pour toutλ ∈ R+, d ∈ C ′, x ≤ d + λa. C’est
évident lorsqueλ = 0, puisqu’alorsx ≤ d, q est croissante etq ≤ p. Sinon, posonsb = 1/λ · d,
c = 1/λ · x. On ac ≤ a + b, donc par définition deq′, q′(a) ≥ q(c) − p(b). On en déduit que
p(d) + λq′(a) ≥ p(d) + q(x) − p(d) = q(x) ≥ q(x) — le fait qued ∈ C ′ est crucial ici pour
pouvoir éliminer les deux termesp(d) de la somme. Dans tous les cas,q(x) ≤ p(d) + λq′(a),
doncq(x) ≤ pa(x).) Doncq ≤ pa ≤ p. Par la propriété de minimalité dep, pa = p.

Or en posantx = a, d = 0, λ = 1 dans la définition depa, on obtientp(a) = pa(a) ≤ q′(a) =
q(a). Commeq ≤ p par ailleurs,p(a) = q(a). Commea est un élément arbitraire deC, p = q et
est une fonction croissante, linéairef telle queq ≤ f ≤ p. ⊓⊔

Une prémière conséquence de ce résultat, analogue du théorème de séparation dans les es-
paces vectoriels normés, est que l’on peut séparer les clos par le bas des clos par le haut dans
n’importe quel côneC, et même dans n’importe quelle partieZ d’un côneC.

Lemme 3.12.3SoitZ une partie quelconque d’un cône ordonnéC, U une partie convexe close
par le haut deZ, F une partie convexe deZ, et supposonsU etF non vides et disjointes. Alors
il existe une fonction linéaire croissantef : C → R

+
telle quef(x) ≤ 1 pour toutx ∈ F , et

f(y) ≥ 1 pour touty ∈ U .

Démonstration.Considérons la clôture par le bas↓ F deF dansC, et la clôture par le haut↑ U
deU dansC. Alors ↑ U et ↓ F sont disjointes, sinon il existeraitz ∈ C, x ∈ F , y ∈ U tels que
y ≤ z ≤ x, ce qui impliquerait quex serait dansU .

Soit q(x) = supλ>0/λ·x∈↑U 1/λ, la borne supérieure étant prise égale à0 si aucunλ > 0
n’existe tel queλ · x ∈ ↑ U . D’abord,q(0) = 0. En effet, il n’existe aucunλ > 0 tel queλ · 0 ∈
↑ U , sinon0 appartiendrait à↑ U , donc àU . Comme tout élément deZ est supérieur ou égal à0,
on auraitU = Z, ce qui contredit le fait queF soit non vide et disjoint deU . Ensuite, pour tout
a > 0, q(a·x) = supλ>0/λ·(a·x)∈↑U 1/λ = supλ′>0/λ′·x∈↑U 1/(λ′/a) (en prenantλ′ = λa) = aq(x).
Doncq est positivement homogène. Montrons queq est sur-additive. On observe d’abord que↑ U
est convexe : sia, b ∈ ↑ U , alors il existea′, b′ ∈ U tels quea′ ≤ a et b′ ≤ b ; pour toutr ∈ [0, 1],
r · a′ + (1− r) · b′ ∈ U puisqueU est convexe, etr · a′ + (1− r) · b′ ≤ r · a+ (1− r) · b puisque
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l’addition et la multiplication scalaire sont croissantes. Soientx, x′ ∈ C. Alors :

q(x) + q(x′) = sup
λ,λ′>0
λ·x∈↑U
λ′·x′∈↑U

(
1

λ
+

1

λ′

)
≤ sup

λ,λ′>0
λ′/(λ+λ′)·(λ·x)+λ/(λ+λ′)·(λ′·x′)∈↑U

λ+ λ′

λλ′

puisque↑ U est convexe. Doncq(x)+q(x′) ≤ sup λ,λ′>0
λλ′/(λ+λ′)·(x+x′)∈↑U

(λ+λ′)/(λλ′) ≤ q(x+x′).

Doncq est sur-linéaire.
Posons ensuitep(x) = infλ>0/λ·x∈↓F 1/λ, ceci valant+∞ s’il n’existe aucunλ > 0 tel que

λ · x ∈ ↓ F . Pour toutλ > 0, λ · 0 = 0 est dans↓ F , puisque0 est le plus petit élément deC et
F est non vide. Doncp(0) = 0. Par un raisonnement similaire à ci-dessus,p est sous-linéaire.

De plus, pour tousa, b ∈ C tels quea ≤ b, pour tousλ > 0 tel queλ · a ∈ ↑ U et λ′ > 0
tel queλ′ · b ∈ ↓ F , on a nécessairementλ > λ′. Sinon,λ ≤ λ′, doncλ · a ≤ λ′ · a ≤ λ′ · b. Or
commeλ ·a ∈ ↑ U , λ′ · b aussi serait dans↑ U . Comme il est déjà dans↓ F , ce qui contredirait le
fait que↑ U et↓ F sont disjoints. On a donc bienλ > λ′. En particulier,1/λ < 1/λ′. En prenant
les bornes supérieures sur lesλ, et les bornes inférieures sur lesλ′, on obtientq(a) ≤ p(b), et ce
pour tousa, b ∈ C.

On peut donc appliquer le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, et conclure à l’existence
d’une fonction linéaire croissantef deC dansR

+
telle queq ≤ f ≤ p. Pour toutx ∈ F ,

p(x) ≤ 1 puisqueλ = 1 satisfait la conditionλ · x ∈ ↓ F , doncf(x) ≤ 1. Pour toutx ∈ U , de
manière similaire,q(x) ≥ 1, doncf(x) ≥ 1. ⊓⊔

Le théorème suivant est un analogue dans le cadre des cônes ordonnés du théorème de
Hahn-Banach. Il nous servira notamment pour établir des théorèmes du style du théorème de
Kantorovich-Rubinstein, avecC le cône〈X → R+〉L des fonctions lipschitziennes d’un espace
hémi-métriqueX versR+, etZ le sous-espace des fonctions1-lipschitziennes.

Théorème 3.12.4 (Extension)SoitC un cône ordonné,Z un sous-ensemble convexe deC. Soit
f une fonction croissante deZ dansR

+
, préservant les barycentres au sens oùf(r · x + (1 −

r) · y) = rf(x) + (1 − r)f(y) pour tousr ∈ [0, 1], x, y ∈ Z. Soit finalementp une fonction
sous-linéaire deC dansR

+
, et supposons que pour tousx, y ∈ Z, c ∈ C, et λ > 0 tels que

x ≤ λ · y + c, alorsf(x) ≤ λf(y) + p(c).
Alors il existe une fonction linéaire croissanteg deC dansR

+
telle queg(x) = f(x) pour

toutx ∈ Z, etg ≤ p.

Démonstration.Si Z est vide, c’est évident : il suffit par exemple de poserg(x) = 0 pour tout
x ∈ C. Supposons doncZ non vide, et posons :

p′(x) = inf
y∈Z,c∈C

λ>0
x≤λ·y+c

λf(y) + p(c) q′(y) = sup
x∈Z,c∈C

λ>0
x≤λ·y+c

f(x)− p(c)
λ

où la borne inférieure vaut+∞ et la borne supérieure vaut0 si elles portent sur un ensemble vide
d’éléments. Notons d’abord quep′ et q′ sont à valeurs dansR

+
. Pourq′, ceci vient du fait que,
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lorsqu’il existex ∈ Z, c ∈ C, etλ > 0 tels quex ≤ λ · y + c, alors on a aussix ≤ λ′ · y + c
pour toutλ′ ≥ λ, doncq′(y) ≥ (f(x) − p(c))/λ′. Lorsqueλ′ tend vers+∞, on en déduit que
q′(y) ≥ 0. Lorsqu’il n’existe pas de telsx, c etλ, alors par définitionq′(y) = 0.

Montrons quep′ est sous-linéaire. Elle est clairement croissante. Montrons quep′(0) = 0.
Fixonsy ∈ Z. Pour toutǫ > 0, en posantλ ≤ ǫ/f(y) si f(y) 6= 0, λ > 0 quelconque sinon, et
pourc = 0, on ap′(0) ≤ λf(y) + p(c) ≤ ǫ. Commeǫ est arbitraire,p′(0) = 0. Pour toutr > 0,

p′(r · x) = inf
y∈Z,c∈C

λ>0
r·x≤λ·y+c

λf(y) + p(c) = inf
y∈Z,c∈C

λ>0
x≤λ/r·y+1/r·c

λf(y) + p(c)

= inf
y∈Z,c′∈C

λ′>0
x≤λ′·y+c′

rλ′f(y) + p(r · c′) = rp′(x)

Doncp′ est positivement homogène. De plus,

p′(x) + p′(x′) = inf
y∈Z,c∈C

λ>0
x≤λ·y+c

(λf(y) + p(c)) + inf
y′∈Z,c′∈C

λ′>0
x′≤λ′·y′+c′

(λ′f(y′) + p(c′))

= inf
y,y′∈Z c,c′∈C

λ,λ′>0
x≤λ·y+c x′≤λ′·y′+c′

[λf(y) + λ′f(y′) + p(c) + p(c′)]

≥ inf
y,y′∈Z c,c′∈C

λ,λ′>0
x≤λ·y+c x′≤λ′·y′+c′

[
(λ+ λ′)f

(
λ

λ+ λ′
· y +

λ′

λ+ λ′
· y′
)

+ p(c+ c′)

]

puisquef préserve les barycentres etp est sous-linéaire

≥ inf
y′′∈Z c′′∈C

λ′′>0
x+x′≤λ′′·y′′+c′′

λ′′f(y′′) + p(c′′) = p′(x+ x′)

puisquey′′ = λ/(λ + λ′) · y + λ′/(λ + λ′) · y′, λ′′ = λ + λ′, c′′ = c + c′ vérifientλ′′ > 0 et
x+ x′ ≤ λ′′ · y′′ + c′′ dès queλ, λ′ > 0, etx ≤ λ · y + c, x′ ≤ λ′ · y′ + c′.

D’autre part,q′ est elle aussi croissante. Montrons qu’elle est sur-linéaire. D’abord, lorsque
y = 0, pour toutx ∈ Z, toutc ∈ C et toutλ > 0 tels quex ≤ λ · y + c, on ax ≤ c, donc aussi
x ≤ λ′ · x + c pour n’importe quelλ′ > 0. Par hypothèse, on a doncf(x) ≤ λ′f(x) + p(c). On
en déduit que(f(x)− p(c))/λ ≤ λ′f(x)/λ. En faisant tendreλ′ vers0, (f(x)− p(c))/λ ≤ 0. En
prenant les bornes supérieures lorsquex, λ et c varient,q′(0) ≤ 0. Puisqueq′ est à valeurs dans
R

+
, q′(0) = 0. Pour établir queq′ est positivement homogène, il reste à montrer queq′(r · y) =

rq′(y) pour toutr > 0. Or :

q′(r · y) = sup
x∈Z,c∈C

λ>0
x≤λr·y+c

f(x)− p(c)
λ

= sup
x∈Z,c∈C

λ′>0
x≤λ′·y+c

r
f(x)− p(c)

λ′
= rq′(y)
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en prenantλ′ = λr. Montrons queq′ est sur-additive :

q′(y) + q′(y′) = sup
x∈Z,c∈C

λ>0
x≤λ·y+c

f(x)− p(c)
λ

+ sup
x′∈Z,c′∈C

λ′>0
x′≤λ′·y′+c′

f(x′)− p(c′)
λ′

= sup
x,x′∈Z c,c′∈C

λ,λ′>0
x≤λ·y+c x′≤λ′·y′+c′

λ+ λ′

λλ′

[
λ′

λ+ λ′
(f(x)− p(c)) +

λ

λ+ λ′
(f(x′)− p(c′))

]

= sup
x,x′∈Z c,c′∈C

λ,λ′>0
x≤λ·y+c x′≤λ′·y′+c′

λ+ λ′

λλ′

[
f

(
λ′

λ+ λ′
· x+

λ

λ+ λ′
· x′
)
− p

(
λ′

λ+ λ′
· c+

λ

λ+ λ′
· c′
)]

puisquef préserve les barycentres etp est sous-linéaire

≤ sup
x′′∈Z,c′′∈C

λ′′>0
x′′≤λ′′·(y+y′)+c′′

f(x′′)− p(c′′)
λ′′

= q′(y + y′)

en prenantx′′ = λ′/(λ + λ′) · x + λ/(λ + λ′) · x′, c′′ = λ′/(λ + λ′) · c + λ/(λ + λ′) · c′,
λ′′ = λλ′/(λ+ λ′).

Montrons maintenant queq′(z) ≤ p′(z) pour toutz ∈ C. Pour ceci, il suffit de montrer
que (f(x) − p(c))/λ ≤ λ′f(y) + p(c′) pour tousλ, λ′ > 0, x, y ∈ Z, c, c′ ∈ C tels que
x ≤ λ · z + c etz ≤ λ′ · y + c′. En effet, on a alorsx ≤ λλ′ · y + (c+ λ · c′), donc par hypothèse
f(x) ≤ λλ′f(y)+p(c+λ ·c′) ≤ λλ′f(y)+p(c)+λp(c′) (carp est sous-linéaire), d’où l’inégalité
souhaitée.

On peut dès lors appliquer le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, et conclure à l’existence
d’une fonction linéaire croissanteg deC versR

+
telle queq′ ≤ g ≤ p′.

Montrons queg ≤ p. Pour toutx ∈ C, par définitionp′(x) ≤ λf(y) + p(c) pour touty ∈ Z,
tout c ∈ C et toutλ > 0 tels quex ≤ λ · y + c. Fixons uny ∈ Z arbitraire (puisqueZ est non
vide), etc = x. Alors p′(x) ≤ λf(y) + p(x). Commeλ est arbitraire,p′(x) ≤ p(x). Doncg ≤ p.

Finalement, pour toutx ∈ Z, on note que l’on peut prendrey = x, λ = 1 et c = 0 dans la
définition dep′, d’où p′(x) ≤ f(x) ; de même, pour touty ∈ Z, on peut prendrex = y, c = 0,
et λ = 1 dans la définition deq′, d’où q′(y) ≥ f(y). Donc pour toutx ∈ Z, q′(x) ≥ f(x) ≥
p′(x) ≥ q′(x), d’où q′(x) = f(x) = p′(x). Commeq′ ≤ g ≤ p′, on a aussiq′(x) = g(x) = p′(x),
doncg(x) = f(x). ⊓⊔

On peut tenter de renforcer le lemme 3.12.3 et demander quef soit non seulement croissante
mais continue. Ceci ne fonctionnera bien qu’à condition queC soit un d-cône continu (additif,
voir plus bas) typiquement. C’est le théorème 3.4 de Tix et al. (2005). Nous en donnons une
version légèrement plus générale. Rappelons qu’un d-cône continuC est un cône ordonné, qui
est un cpo continu et où+ et · sont continues. Affaiblissons cette condition, en demandant juste
queC soit un ensemble ordonné continu.
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Définition 3.12.5 (Cône continu)Un cône continuC est un cône ordonné, qui est un ensemble
ordonné continu pour son ordre≤, et tel que+ : C × C → C et · : R+ × C → C soient
Scott-continues.

On dit queC estadditif si et seulement si, en notant≪ la relation “bien en-dessous” deC,
pour tousx1 ≪ y1 etx2 ≪ y2, x1 + x2 ≪ y1 + y2.

Notons queR+ etR
+

sont des cônes continus additifs. Ceci se vérifie aisément, en réalisant que
sur ces deux espaces,x ≪ y si et seulement six = 0 ou x < y. R+ n’est pas un d-cône, car
R+ n’est pas un cpo. La seule différence entre un cône continu etun d-cône continu est donc
que toutes les bornes supérieures de familles dirigées existent dans un d-cône continu, mais pas
nécessairement dans un cône continu.

Une propriété symétrique de celle d’additivité dont nous aurons besoin est la suivante :

Lemme 3.12.6Dans tout cône continuC, si x ≪ y1 + y2, alors il existex1, x2 ∈ C tels que
x ≤ x1 + x2, x1 ≪ y1 etx2 ≪ y2.

Démonstration.PuisqueC est continu,y1 s’écrit comme la borne supérieure de la famille dirigée
des(y1i)i∈I , y1i ≪ y1. De même,y2 est la borne supérieure de la famille dirigée des(y2j)j∈J ,
y2j ≪ y2. Alors (y1, y2) est la borne supérieure de la famille dirigée des couples(y1i, y2j) dans
C ×C. Puisque+ : C ×C → C est continue,y1 + y2 est donc la borne supérieure de la famille
dirigée desy1i + y2j, i ∈ I, j ∈ J . Commex≪ y1 + y2, il existe donc uni ∈ I et unj ∈ J tels
quex ≤ y1i + y2j. Il suffit alors de prendrex1 = y1i etx2 = y2j. ⊓⊔

Lemme 3.12.7Dans tout cône continuC, six≪ y alors pour toutr ∈ R+, on ar · x≪ r · y.

Démonstration.Si r = 0, notons que0 est le plus petit élément deC : c’est parce que, pour tout
x ∈ C, 0 = 0 · x ≤ 1 · x = x. On en déduit que0 ≪ 0, doncr · x ≪ r · y dès quer = 0.
Supposons doncr > 0. Soit (zi)i∈I une famille dirigée quelconque, de borne supérieurez dans
C, et supposonsr · y ≤ z. Alors y ≤ 1/r · z. Puisquex≪ y, il existei ∈ I tel quex ≤ 1/r · zi,
doncr · x ≤ zi. Doncr · x≪ r · y. ⊓⊔

L’intérêt de la notion d’additivité est la suivante. Rappelons la formule de Scott (lemme 3.6.16),
qui définit la plus grande fonction continuer(h) inférieure ou égale àh : C → R

+
, pour peu que

C soit un ensemble ordonné continu.

Proposition 3.12.8 SoitC un cône continu additif. Pour toute fonction linéaire croissanteh de
C dansR

+
, r(h) est une fonction linéaire continue deC dansR

+
.

Démonstration.Qu’elle soit continue est dû au lemme 3.6.16. Posonsf = r(h), et démontrons
quef est linéaire. Pourr = 0, on af(r · x) = supy≪r·x h(y) = h(0) = 0, puisque0 · x = 0, et
y ≪ 0 si et seulement siy = 0. Lorsquer > 0, f(r · x) = supy≪r·x h(y) ≥ supy′≪x h(r · y′)
puisque pour touty′ ≪ x, y = r · y′ est bien en-dessous der · x par le lemme 3.12.7. Comme
h(r · y′) = rh(y′), f(r · x) ≥ rf(x). Ceci étant vrai pour toutr > 0 et toutx ∈ C, on a aussi
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f(1/r · (r · x)) ≥ 1/rf(r · x), c’est-à-diref(r · x) ≤ rf(x). Doncf(r · x) = rf(x) : f est
positivement homogène. Il reste à montrer quef est additive. Or :

f(y1) + f(y2) = sup
x1≪y1

h(x1) + sup
x2≪y2

h(x2)

= sup
x1≪y1
x2≪y2

h(x1 + x2) puisqueh est linéaire

≤ sup
x≪y1+y2

h(x) = f(y1 + y2)

puisque lorsquex1 ≪ y1, x2 ≪ y2, en prenantx = x1 + x2, on ax ≪ y1 + y2, C étant additif.
Réciproquement,

f(y1 + y2) = sup
x≪y1+y2

h(x)

≤ sup
x1,x2∈C/x1≪y1,x2≪y2

h(x1 + x2)

puisque par le lemme 3.12.6, pour toutx ≪ y1 + y2, il existex1, x2 ∈ C tels quex ≤ x1 + x2,
x1 ≪ y1, etx2 ≪ y2, et alorsh(x) ≤ h(x1 + x2), h étant croissante. Mais la quantité ci-dessus
vautf(y1) + f(y2). Doncf est additive, et en conséquence linéaire. ⊓⊔

On peut étendre le théorème du sandwich de Roth 3.12.2 au cas des cônes continus. Pour les
d-cônes continus, c’est le théorème 3.2 de Tix et al. (2005).

Théorème 3.12.9SoitC un cône continu additif,p une fonction sous-linéaire deC dansR
+

, q
une fonction Scott-continue et sur-linéaire deC dansR

+
, et supposonsq ≤ p. Alors il existe une

fonction linéaire Scott-continuef deC dansR
+

telle queq ≤ f ≤ p.

Démonstration.Par le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, il existe une fonction linéaire crois-
santeh deC dansR

+
telle queq ≤ h ≤ p. PuisqueC est un ensemble ordonné continu, on peut

appliquer la formule de Scott (lemme 3.6.16) et poserf = r(h) : f est la plus grande fonction
Scott-continue inférieure ou égale àh. Commeq est Scott-continue etq ≤ h, on en déduitq ≤ f .
De plus,f ≤ h ≤ p, doncq ≤ f ≤ p. De plus,f est linéaire par la proposition 3.12.8. ⊓⊔

On peut aussi produire la variante suivante du lemme de séparation 3.12.3, correspondant au
théorème 3.4 de Tix et al. (2005). Nous en aurons besoin typiquement lorsqueC sera le cône
V(X) des valuations continues sur un cpo continuX, etZ sera le sous-espace convexeV1(X)
des probabilités continues surX.

Proposition 3.12.10SoitZ un sous-espace quelconque d’un cône continu additifC,U un ouvert
convexe deZ, F une partie convexe deZ, et supposonsU et F non vides et disjoints. Alors il
existe une fonction linéaire continuef : C → R

+
telle quef(x) ≤ 1 pour toutx ∈ F , et

f(y) > 1 pour touty ∈ U .

Démonstration.Par le lemme 3.12.3, il existe une fonction linéaire croissanteh deC dansR
+

telle queh(x) ≤ 1 pour toutx ∈ F eth(x) ≥ 1 pour toutx ∈ U . Posonsf = r(h), f est continue
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et linéaire par la proposition 3.12.8. Par le lemme 3.6.16,f ≤ h, donc en particulier pour tout
x ∈ F , f(x) ≤ h(x) ≤ 1. Pour touty ∈ U , f(y) = supx≪y h(x). PuisqueC est un ensemble
ordonné continu,y est la borne supérieure de tous lesx ≪ y. CommeU est Scott-ouvert, et
y ∈ U , l’un de cesx ≪ y sera dansU . Or x est la borne supérieure desr · x, r < 1, puisque la
multiplication est continue. CommeU est un ouvert de Scott de nouveau, il existe unr < 1 tel
quer · x ∈ U . Alorsh(r · x) ≥ 1, donch(x) ≥ 1/r > 1. Puisquef(y) ≥ h(x), on en déduit que
f(y) > 1. ⊓⊔

Dans tout espace topologique, tout ensemble saturéA est l’intersection de la famille filtrante
des ouvertsU contenantA. LorsqueZ est un sous-espace convexe d’un cône topologiqueC, on
peut imaginer que siA est non seulement saturé mais convexe,A soit l’intersection d’une famille
filtrante d’ouverts convexes contenantA. Ce n’est pas toujours le cas. Nous verrons que c’est le
cas siA est compact, et en supposant queZ soit un sous-espace convexe d’un cône continu
additif. Déjà, demander que cette propriété soit vraie lorsqueA est l’ensemble saturé↑ x revient
à demander queZ soit localement convexe, comme le montre le lemme 3.12.12 ci-dessous.

Définition 3.12.11 (Localement convexe)SoitZ un sous-espace d’un cône topologiqueC. On
dit queZ est localement convexesi et seulement si pour toutx ∈ Z, et tout ouvertU deZ
contenantx, il existe un ouvert convexeV deZ tel quex ∈ V ⊆ U .

Lemme 3.12.12SoitZ un sous-espace d’un cône topologiqueC. SiZ est localement convexe,
alors pour toutz ∈ Z, l’intersection des ouverts convexesV contenantx est exactement↑ x.

Démonstration. SupposonsZ localement convexe. D’abord,↑ x égale l’intersection des ou-
vertsU contenantx. PuisqueZ est localement convexe, ceci contient l’intersection des ouverts
convexesV contenantx. Comme cette dernière contient trivialement↑ x, elle lui est égale. ⊓⊔

LorsqueZ est convexe, on a la caractérisation suivante.

Lemme 3.12.13Soit Z un sous-espace convexe d’un cône topologiqueC. Z est localement
convexe si et seulement si la topologie deZ est engendrée par les ouverts convexes deZ.

Démonstration.Si Z est localement convexe, tout ouvertU s’écrit comme l’union des ouverts
convexesV tels quex ∈ V ⊆ U , oùx parcourtU . Réciproquement, notons que l’intersection
d’un nombre fini d’ouverts convexes est encore un ouvert convexe. Lorsque l’intersection est
vide, c’est parce queZ lui-même est convexe. Si la topologie deZ est engendrée par les ouverts
convexes deZ, alors tout ouvertU deZ est une union d’ouverts convexesVi, i ∈ I. Pour tout
x ∈ U , il existe uni ∈ I tel quex ∈ Vi, et clairementVi ⊆ U . DoncZ est localement convexe.
⊓⊔

Le lemme suivant est une variante de la proposition 2.5 de Tixet al. (2005), due à Jimmie
Lawson.

Lemme 3.12.14SoitZ un sous-espace topologique convexe d’un cône continuC. AlorsZ est
localement convexe.
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Démonstration.Fixonsx ∈ Z, et un ouvertU deZ contenantx. Notons queU s’écritU ′∩Z, où
U ′ est un ouvert deC. Pour toutz ∈ U ′, on peut trouver un élémentf(z) ∈ U tel quef(z)≪ z.
En effet,C étant un ensemble ordonné continu,z est la borne supérieure de la famille dirigée des
z′ ≪ z ; commeU ′ est Scott-ouvert, l’un des cesz′ appartient àU , et l’on posef(z) = z′. Posons
V ′ =

⋃
n∈N
↑↑fn(x). V ′ est un ouvert de Scott, comme union d’ouverts de Scott, et contient x.

DoncV = V ′∩Z est un ouvert deZ contenantx. OrV ′ =
⋃

n∈N
↑ fn(x) : l’inclusion⊆ est due

au fait que↑↑fn(x) ⊆ ↑ fn(x), l’inclusion réciproque vient du fait que↑ fn(x) ⊆ ↑↑fn+1(x). On
en déduit queV est convexe : pour tousy, z ∈ V etα ∈ [0, 1], il existe un entiern tel quey, z ∈
↑ fn(z), c’est-à-direfn(z) ≤ y, z, doncfn(z) = α ·fn(z)+(1−α) ·fn(z) ≤ α ·y+(1−α) ·z ;
de plus,α · y + (1− α) · z est dansZ carZ est convexe, et est donc dansV . ⊓⊔

On peut généraliser le lemme 3.12.12 aux compacts finitaires. On commence par établir un
théorème de séparation dansR

+n
, n ∈ N. C’est le lemme 3.7 de Tix et al. (2005). Rappelons que

l’on équipeR
+

de sa topologie de Scott. CommeR
+

est un cpo continu,R
+n

est aussi un cpo
continu, et sa topologie produit coïncide avec sa topologiede Scott.

Lemme 3.12.15Soit~1 l’élément(1, . . . , 1) deR
+n

. SoitK un sous-ensemble compact et convexe

deR
+n

, disjoint de↓ ~1. Il existe une fonction linéaire continueh : R
+n → R

+
, et un élément

a ∈ R+ tels quea > 1, h(~1) ≤ 1 eth(~x) > a pour tout~x ∈ K.

Démonstration.Si K est vide, c’est évident, il suffit par exemple de prendreh(x1, . . . , xn) =
x1 + . . .+ xn, a > 1 quelconque. Supposons doncK non vide.

Pour tout~x = (x1, . . . , xn) ∈ R
+n

, notons||~x||∞ = max(x1, . . . , xn). La fonction qui à~x
associe||~x||∞ est Scott-continue, donc l’image deK par cette fonction est compacte dansR

+
. Par

le lemme 3.10.38, cette image a un plus petit élémentr ∈ R
+

. Sir = +∞, le lemme est évident :
il suffit par exemple de poser de nouveauh(x1, . . . , xn) = x1 + . . . + xn, a > 1 quelconque.
Nous supposerons donc dans la suiter ∈ R+. Par définition, il existe donc un élément~z deK tel
que||~z||∞ = r.

On note ensuite quer > 1, sinon, en écrivant~z = (z1, . . . , zn), on auraitmax(z1, . . . , zn) ≤
1, donc~z ∈ ↓ ~1, contredisant le fait queK est disjoint de↓ ~1.

Posonsb = (1+r)/2,F =↓ ~1, etU = {~x ∈ R
+n|b ·~x ∈ ↑ K}.F est convexe, clos par le bas,

et non vide. De même,U est clos par le haut, et non vide carK est non vide. Montrons queU est
convexe. Pour tous~x, ~y ∈ U , il existe~x′, ~y′ ∈ K tels que~x′ ≤ b~x, ~y′ ≤ b~y. Pour toutα ∈ [0, 1],
α~x′ + (1 − α)~y′ ∈ K puisqueK est convexe. Commeα~x′ + (1 − α)~y′ ≤ b(α~x + (1 − α)~y),
on en déduit queα~x + (1 − α)~y ∈ U . De plus,F etU sont disjoints, sinon il existerait~x et ~x′

tels queb · ~x ≥ ~x′, ~x ≤ ~1, et~x′ ∈ K. Ceci impliquerait que~x′ ≤ b · ~1, donc||~x′||∞ ≤ b < r,
ce qui contredit le fait que||~x′||∞ ≥ r pour tout~x′ ∈ K. En appliquant le lemme 3.12.3 avec
Z = C = R

+n
, il existe donc une fonction linéairef : R

+n → R
+

telle quef(~x) ≤ 1 pour tout
~x ∈ ↓ ~1, etf(~y) ≥ 1 pour tout~y ∈ U .

En général,f n’est pas nécessairement continue. Posons donch = r(f). Par le lemme 3.6.16,
h est Scott-continue. Notons que, dansR

+n
, en posant~y = (y1, . . . , yn) et~x = (x1, . . . , xn), on

a~y ≪ ~x si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n, yi = 0 ouyi < xi. On en déduit facilement que
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R
+n

est un cône continu additif. Par la proposition 3.12.8,h est non seulement continue mais
linéaire.

On a maintenanth(~1) ≤ f(~1) ≤ 1. Pour tout~x ∈ K, on a1/
√
b · ~x≪

√
b · ~x puisqueb > 1.

Or f(1/
√
b · ~x) =

√
b f(1/b · ~x) ≥

√
b puisque par construction1/b · ~x ∈ U . Donch(~x) ≥

√
b,

et l’on conclut en posanta n’importe quel réel compris strictement entre1 et
√
b. ⊓⊔

On en déduit le théorème suivant, qui est essentiellement lethéorème 3.8 de séparation stricte
de Tix et al. (2005).

Théorème 3.12.16 (Séparation stricte)SoitZ un sous-espace topologique convexe d’un cône
ordonné continu additif. Pour tout compact convexeK deZ, pour tout fermé convexe non vide
F deZ disjoint deK, il existe un élémenta ∈ R

+
, a > 1, et une fonction linéaire continuef de

C dansR
+

tels quef(x) > a pour toutx ∈ K etf(y) ≤ 1 pour touty ∈ F .

Démonstration.Fixons pour l’instant un élémentx deK. Par le lemme 3.12.14,Z est localement
convexe. CommeK est disjoint deF ,x est dans l’ouvertZ\F , donc il existe un ouvertU convexe
tel quex ∈ U ⊆ Z \ F . En particulier,U est un ouvert convexe non vide, disjoint deF . On peut
donc appliquer la proposition 3.12.10, et en déduire qu’il existe une fonction linéaire continue
gx : C → R

+
telle quegx(z) ≤ 1 pour toutz ∈ F , etgx(y) > 1 pour touty ∈ U . Posons alors

Ux = g−1
x ]1,+∞[, etVx = Ux ∩ Z. Commegx est continue,Ux est un ouvert deC, doncVx est

un ouvert deZ. De plus,Ux est convexe : siy, z ∈ Ux, alorsgx(y), gx(z) > 1, donc pour tout
α ∈ [0, 1], gx(α · y + (1 − α) · z) = αgx(y) + (1 − α)gx(z) > 1, puisquegx est linéaire, donc
α · y + (1 − α) · z ∈ Ux. CommeZ est convexe,Vx l’est donc aussi. Enfin, puisquex ∈ U ,
gx(x) > 1, autrement ditx ∈ Ux. Et commex ∈ K ⊆ Z, x est un élément deVx.

Pour toutx ∈ K, x ∈ Vx, la famille(Vx)x∈K forme un recouvrement ouvert deK. PuisqueK
est compact, on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini, disons formé deVx1 , . . . , Vxn .
Soitg la fonction deC dansR

+n
qui àz associe len-uplet(gx1(z), . . . , gxn(z)) : comme chaque

gx est continue et linéaire,g est aussi continue et linéaire. Puisquegx(z) ≤ 1 pour toutz ∈ F ,
l’image deF parg est incluse dans↓ ~1.

SoitK ′ l’image deK par g. Notons queK, qui est compact dansZ, l’est aussi dansC :
pour tout recouvrement ouvert(Ui)i∈I deK dansC, (Ui ∩ Z)i∈I est un recouvrement ouvert de
K dansZ, donc on extrait un sous-recouvrement fini(Ui ∩ Z)i∈J (J fini inclus dansI) dans
Z ; mais alors(Ui)i∈J est un sous-recouvrement fini deK dansC. Commeg est continue de

C dansR
+n

, K ′ est compact. Commeg est linéaire etK est convexe,K ′ est aussi convexe :
pour tout couple d’élémentsg(y), g(z) d’éléments deK ′ (avecy, z ∈ K), pour toutα ∈ [0, 1],
α · y + (1 − α) · z ∈ K, doncαg(y) + (1 − α)g(z) = g(α · y + (1 − α) · z) est dansK ′.
Finalement,K ′ est disjoint de↓ ~1, sinon il existerait unz ∈ K tel queg(z) ≤ ~1. OrVx1 , . . . , Vxn

est un recouvrement deK, donc il existe uni, 1 ≤ i ≤ n, tel quez ∈ Vxi
, c’est-à-diregxi

(z) :
contradiction.

Par le lemme 3.12.15, il existe donc une fonction linéaire continueh : R
+n → R

+
, et un

élémenta ∈ R+ tels quea > 1, h(~1) ≤ 1 et h(~x) > a pour tout~x ∈ K ′. On pose finalement
f = h ◦ g. ⊓⊔
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On en déduit la propriété suivante de convexité locale forte, due à Achim Jung (Tix et al.,
2005, corollaire 3.13).

Corollaire 3.12.17 SoitZ un sous-espace topologique convexe d’un cône continu additif. Pour
toute partieA deZ, la famille des ouverts convexes contenantA est filtrante : disons queA est
linéairement saturéesi et seulement siA est l’intersection de cette famille.

Alors tout compact saturé convexeQ deZ est linéairement saturé.

Démonstration.La famille des ouverts convexes contenantA est non vide carZ est convexe et
ouvert. Elle est filtrante, puisque l’intersection de deux ouverts convexes est encore ouverte et
convexe.

Passons maintenant au cas d’un compact saturé convexeQ. L’intersection de la famille des
ouverts convexes contenantQ contient clairementQ. Pour montrer qu’elle coïncide avecQ, il
suffit de montrer que pour toutx ∈ Z \ Q, il existe un ouvert convexeV contenantQ mais pas
x. Étant donné un telx ∈ Z \ Q, le fermé↓Z x = {z ∈ Z|z ≤ x} est non vide et convexe.
Il est aussi disjoint deQ, sinon il existerait unz ∈ Q tel quez ≤ x, ce qui impliquerait que
x ∈ Q, puisqueQ est saturé. Par le théorème 3.12.16, il existe un élémenta ∈ R

+
, a > 1, et

une fonction linéaire continuef deC dansR
+

tels quef(x) > a pour toutx ∈ Q et f(y) ≤ 1
pour touty ∈ ↓Z x. L’ouvertV = f−1]a,+∞[∩Z contient doncQ, et ne contient pasx. De plus,
commef est linéaire,V est convexe : pour tousy, z ∈ V , f(y) > a et f(z) > a, donc pour tout
α ∈ [0, 1], f(α · y + (1− α) · z) = αf(y) + (1− α)f(z) > a. ⊓⊔

Nous aurons besoin de considérer des extensions de la notionde convexité. Nous commen-
çons par caractériser les enveloppes convexes en termes de barycentres.

Définition 3.12.18 (Enveloppe convexe)Soit C un cône. Pour toute partieE de C, on note
conv(E) l’ enveloppe convexedeE dansC, c’est-à-dire la plus petite partie convexe deC conte-
nantE.

E est alors convexe si et seulement siE = conv(E).

∆ 0

∆ 2 (un triangle)

1

0

1

1

0 1

(un point)

0 1

0

1

∆ 1 (un segment)

FIG. 3.4 – Simplexes standard en faible dimension

Définition 3.12.19 (∆n) lesimplexe standardde dimensionn est défini par∆n = {(s0, s1, . . . , sn) ∈
R+n+1|∑n

i=0 si = 1}.

On se reportera à la figure 3.4 pour une illustration.
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Lemme 3.12.20SoitC un cône,E une partie deC. Alors

conv(E) =
⋃

n∈N

{
n∑

i=0

si · xi|(s0, s1, . . . , sn) ∈ ∆n, x0, x1, . . . , xn ∈ E}

On appellera la somme
∑n

i=0 si ·xi unbarycentredes pointsx0, x1, . . . , xn. En particulier,E est
convexe si et seulement si tout barycentre d’une famille finie d’éléments deE est dansE.

Démonstration.PosonsEn = {∑n
i=0 si · xi|(s0, s1, . . . , sn) ∈ ∆n, x0, x1, . . . , xn ∈ E}, E∞ =⋃

n∈N
En. On vérifie d’abord queE∞ est convexe. Pour ceci, on prend un élément quelconque∑n

i=0 si·xi deEn et un
∑n+m

i=n+1 si·xi deEm, et on vérifie quer·∑n
i=0 si·xi+(1−r)·∑n+m

i=n+1 si·xi

est dansEn+m. Doncconv(E) ⊆ E∞.
Réciproquement, on démontre par récurrence surn ∈ N queEn ⊆ conv(E). Lorsquen = 0,

En = E. Ensuite, tout élémentz deEn+1 s’écrit
∑n+1

i=0 si ·xi, avec(s0, s1, . . . , sn, sn+1) ∈ ∆n+1

et tous lesxi dansE. Si sn+1 = 0, alorsz est un élément deEn, qui est donc dansconv(E)
par hypothèse de récurrence. Sisn+1 = 1, alors tous lessi, i ≤ n, sont nuls, doncz vaut
xn+1 ∈ E ⊆ conv(E). Sinon,z s’écrit (1 − sn+1) ·

∑n
i=0 si/(1 − sn+1) · xi + sn+1 · xn+1. Par

hypothèse de récurrence, vu que
∑n

i=0 si/(1 − sn+1) = 1,
∑n

i=0 si/(1 − sn+1) · xi etxn+1 sont
dansconv(E). Commeconv(E) est convexe,z est dansconv(E). DoncE∞ ⊆ conv(E). ⊓⊔

Notons que, pour tout(s0, s1, . . . , sn) ∈ ∆n, ν =
∑n

i=0 siδxi
est une valuation simple norma-

lisée surC. La notion de barycentre
∑n

i=0 si · xi d’un nombre fini de points se généralise à celle
d’une valuation normalisée continue quelconque, sous quelques conditions. La condition la plus
simple est queC soit un d-cône continu (proposition 3.12.23 plus pas). Nousétendrons ensuite
légèrement ce résultat.

SoitC un cône ordonné. Comme dans tout cône ordonné,0 est le plus petit élément deC :
pour toutx ∈ C, 0 = 0 · x ≤ 1 · x = x, puisque· est croissante. On en déduit :

Lemme 3.12.21Dans tout cône ordonnéC, pour touta ∈ R+, a · 0 = 0.

Démonstration.Si a ≤ 1, a · 0 ≤ 1 · 0 = 0, donca · 0 = 0 puisque0 est le plus petit élément.
Sinon, écrivonsa sous la formenb, oùn ∈ N (n ≥ 2) et b ≤ 1. Alors a · 0 = n · (b · 0) = n · 0 =
1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

n fois

·0 égale la somme den termes égaux à1 · 0 = 0, qui vaut donc0. ⊓⊔

Lemme 3.12.22SoitC un cône ordonné, de préordre de spécialisation≤. La fonctionconv qui
à toute valuation simple normaliséeν =

∑n
i=0 siδxi

associe le barycentrebary(ν) =
∑n

i=0 si ·xi

est bien définie, et croissante.

Démonstration.Soientν =
∑m

i=0 aiδxi
etν ′ =

∑n
j=0 bjδyj

deux valuations simples normalisées
telles queν ≤ ν ′. Par le lemme 3.7.9, et en utilisant le fait que0 est l’élément le plus petit deC,
il existe une matrice de coefficients(tij)0≤i≤m,xi 6=0

0≤j≤n,yj 6=0
dansR+ telle que

∑

0≤j≤n,yj 6=0

tij = ai pour touti, 0 ≤ i ≤ m,xi 6= 0

∑

0≤i≤m,xi 6=0

tij ≤ bj pour toutj, 0 ≤ j ≤ n, yj 6= 0
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et telle que les seules entréestij non nulles de la matrice sont telles quexi ≤ yj. Alors :

m∑

i=0

ai · xi =
∑

0≤i≤m
xi 6=0

ai · xi par le lemme 3.12.21

=
∑

0≤i≤m
xi 6=0


 ∑

0≤j≤n,yj 6=0

tij


 · xi =

∑

0≤i≤m,0≤j≤n
xi 6=0,yj 6=0

tij · xi =
∑

0≤i≤m,0≤j≤n
xi 6=0,yj 6=0

tij 6=0

tij · xi

=
∑

0≤i≤m,0≤j≤n
xi 6=0,yj 6=0

tij 6=0

tij · yj puisque sitij 6= 0 alorsxi ≤ yj

=
∑

0≤i≤m,0≤j≤n
xi 6=0,yj 6=0

tij 6=0

tij · yj =
∑

0≤i≤m,0≤j≤n
xi 6=0,yj 6=0

tij · yj =
∑

0≤j≤n
yj 6=0

(
∑

0≤i≤m,xi 6=0

tij

)
· yj

≤
∑

0≤j≤n
yj 6=0

bj · yj =
n∑

j=0

bj · yj

de nouveau par le lemme 3.12.21. On en déduit en particulier que, siν = ν ′, c’est-à-dire si
ν ≤ ν ′ etν ′ ≤ ν, alors

∑m
i=0 ai · xi =

∑n
j=0 bj · yj : conv(ν) est donc bien défini. De plus, on en

déduit aussi queconv est croissante. ⊓⊔

Proposition 3.12.23SoitZ un sous-ensemble convexe d’un cône ordonnéC, et supposons que
Z est aussi un cpo continu pour l’ordre≤ deC.

Il existe une unique fonction Scott-continuebaryZ : V1(Z)→ Z telle quebaryZ(ν) soit égal
à
∑n

i=0 si · xi pour toute valuation simple normaliséeν =
∑n

i=0 siδxi
surZ.

Pour toute probabilité continueν surZ, on appellebaryZ(ν) le barycentredeν.

Démonstration.Par la proposition 3.7.10, toute probabilité continueν surZ est borne supérieure
d’une famille dirigée(νi)i∈I de probabilités simples surZ bien en-dessous deν. Si baryZ(ν)
est bien définie, nécessairementbaryZ(ν) est la borne supérieure des élémentsbaryZ(νi), d’où
l’unicité.

Passons à l’existence. Pour toutν ∈ A, écrivonsν comme la borne supérieure d’une famille
dirigée (νi)i∈I de probabilités simples bien en-dessous deν. Montrons d’abord que l’on peut
définir baryZ(ν) commesupi∈I baryZ(νi). D’abord, baryZ(ν) existe et est dansZ car Z est
convexe, par le lemme 3.12.20.

Ensuite, par le lemme 3.12.22,(baryZ(νi))i∈I est une famille dirigée d’éléments deZ, no-
tons temporairementx sa borne supérieure. Si(ν ′j)j∈J

est une autre famille dirigée de proba-
bilités simples surZ, de borne supérieureν ′, si x′ est la borne supérieure de la famille dirigée
(baryZ(ν ′j))j∈J

, et siν ≤ ν ′, on note que puisqueν ′j ≪1 ν
′, il existe j ∈ J tel queν ≤ ν ′j,
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doncνi ≤ ν ′j pour touti ∈ I. Par le lemme 3.12.22,baryZ(νi) ≤ baryZ(ν ′j) pour touti ∈ I,
doncx ≤ baryZ(ν ′j) ≤ x′. On en déduit d’abord que siν = ν ′ alorsx ∈ A si et seulement si
x′ ∈ A, et qu’alorsx = x′ ; donc quex ne dépend que deν et pas de la famille(νi)i∈I ; notons
baryZ(ν) = x = supi∈I baryZ(νi). Ensuite, on en déduit quebaryZ est croissante.

Montrons quebaryZ est Scott-continue. Supposonsν = supi∈I νi, où (νi)i∈I est une famille
dirigée de probabilités continues surC. Pour touti ∈ I, écrivonsνi comme la borne supé-
rieure d’une famille dirigée(νij)j∈Ji

de probabilités simples bien en-dessous deνi. La famille
(νij)i∈I,j∈Ji

est alors dirigée : considéronsνi1j1 et νi2j2 , on aνi1j1 ≤ νi1 et νi2j2 ≤ νi2, et comme
(νi)i∈I est dirigée, il existei ∈ I tel queνi1 , νi2 ≤ νi ; puisqueνi1j1 ≪1 νi1 ≤ νi = supj∈Ji1

νij,
il existe j′1 ∈ Ji tel queνi1j1 ≤ νij′1

, et de même il existej′2 ∈ Ji tel queνi2j2 ≤ νij′2
: puisque

(νij)j∈Ji
est dirigée, il existe doncj ∈ Ji tel queνij′1

, νij′2
≤ νij ; doncνi1j1 , νi2j2 ≤ νij. Il est

de plus clair quesupi∈I,j∈Ji
νij = supi∈I νi = ν, doncbaryZ(ν) = supi∈I,j∈Ji

baryZ(νij) =
supi∈I supj∈Ji

baryZ(νij) = supi∈I baryZ(νi). ⊓⊔
Une question naturelle, à laquelle nous allons répondre plus bas, est de savoir si l’on peut

étendre le lemme 3.12.20 et montrer que, siE est une partie convexe deZ, alors le barycentre
de toute probabilité continueν à support dansE, s’il existe, est encore dansE. C’est déjà le
cas pour les probabilités simplesν =

∑n
i=0 siδxi

à support dansE (c’est-à-dire telles quex0,
. . . ,xn soient dansE), par le lemme 3.12.20. Nous devons pour ceci d’abord définirune notion
raisonnable de support d’une probabilité continue. Nous devrons ensuite imposer de nouvelles
conditions surE et sur le côneC.

Définition 3.12.24 (Support) On dit qu’un jeuν surX està support dansune partieA deX si
et seulement si, pour tout ouvertU ⊇ A, ν(U) = ν(X).

On noteraV1(X;A) l’ensemble des probabilités continues surX à support dansA.

Attention, ceci définit juste la relation “est à support dans”, et pas la notion de support elle-
même.Lesupport d’un jeu n’est pas nécessairement une notion bien définie, au sens où il n’existe
pas nécessairement un plus petit ensembleA tel queν soit à support dansA. Par exemple, sur
X = {1, 2}, posonsν(U) = 1 si U contient1 ou 2, ν(U) = 0 sinon. Alorsν est à support dans
{1}, aussi à support dans{2}, mais pas dans leur intersection, qui est vide. Le lemme suivant,
en revanche, suggère quele support d’une valuation simple

∑n
i=1 aiδxi

, où tous lesai sont non
nuls, soit bien l’ensemble{x1, . . . , xn}, comme nous l’avons suggéré plus haut — ou plutôt
↑ {x1, . . . , xn}.
Lemme 3.12.25Soitν =

∑n
i=1 aiδxi

une valuation simple surX, où tous lesai sont non nuls.
SoitA une partie close par le haut deX. Alorsν est à support dansA si et seulement sixi ∈ A
pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration.Si xi ∈ A pour touti, alors pour tout ouvertU ⊇ A,U contient tous lesxi, donc
ν(U) =

∑n
i=1 ai = ν(X). Réciproquement, supposons qu’il existe unxi hors deA. CommeA

est saturé, il est l’intersection des ouverts contenantA. Il existe donc un ouvertU contenantA et
ne contenant pasxi. Alors ν(U) ≤ ν(X)− ai 6= ν(X), puisqueai 6= 0. ⊓⊔

Il est aussi possible de définir une notion de co-support. Cesdeux notions seraient équiva-
lentes dans le cas de mesures.
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Définition 3.12.26 (Co-support) On dit qu’un jeuν surX està co-support dansune partieA
deX si et seulement siν(X \ cl(A)) = 0.

Dans le cadre des jeux, et même des valuations continues, alors qu’il est naturel de considérer
des supports qui soient clos par le haut (voir par exemple le lemme 3.12.25), il est en revanche
naturel de considérer des co-supports qui soient clos par lebas. On a par exemple :

Lemme 3.12.27Soitν =
∑n

i=1 aiδxi
une valuation simple surX, où tous lesai sont non nuls.

SoitF un fermé deX. Alors ν est à co-support dansF si et seulement sixi ∈ F pour touti,
1 ≤ i ≤ n.

Démonstration.Si xi ∈ F pour touti, alorsν(X \ cl(F )) = 0, puisque qu’aucunxi ne peut être
danscl(F ). Réciproquement, siν(X \ cl(F )) = 0, c’est-à-direν(X \ F ) = 0, alors tous lesxi

doivent être en-dehors deX \ F , donc dansF , puisque chaqueai est non nul. ⊓⊔
Nous nous intéresserons ici en priorité à la notion de support. Nous verrons à la section 11.7.2

que, dans des cas intéressants, il existe une relation très forte entre supports et co-supports, mais
que nous ne pouvons pas encore décrire à ce stade.

Il est naturel de penser que les jeux à support dansA ⊆ X sont, à un certain isomorphisme
près, la même chose que les jeuxsurA. Ceci ne fonctionnera effectivement que pour des valua-
tions, et non des jeux généraux, et à condition queA soit ouvert. Une des directions de l’isomor-
phisme souhaité est facile :

Lemme 3.12.28SoitX un espace topologique,A un sous-espace deX (avec la topologie in-
duite),i l’injection canonique deA dansX. Pour tout jeuν surA, posonsi[ν] la fonction qui à
tout ouvertU deX associeν(U ∩ A).

Alors i[ν] est un jeu surX, à support dansA. C’est une valuation, resp. il est continu, resp.
normalisé, dès queν l’est.

Démonstration.Le lemme est, hormis l’assertion portant sur le support dei[ν], un cas particulier
du lemme 4.2.9 à venir, en notant quei[ν](U) = ν(i−1(U)) pour tout ouvertU deX. Vérifier que
i[ν] est un jeu, resp. continu, resp. une valuation, resp. est normalisé directement est néanmoins
facile. Finalement, pour tout ouvertU deX contenantA, i[ν](U) = ν(U ∩ A) = ν(A) =
ν(X ∩ A) = i[ν](X), donci[ν] est à support dansA. ⊓⊔

La direction opposée est plus difficile. Lorsque le sous-espaceA est ouvert dansX, la réponse
est facile :

Lemme 3.12.29 (Restriction)SoitX un espace topologique,U0 un sous-espace ouvert deX.
Pour tout jeuν surX, posonsν|U0(U) = ν(U) pour tout ouvertU deU0. Ceci est bien défini, la
fonctionν|U0 est alors un jeu surU0, qui est une valuation, resp. un jeu continu, dès queν l’est.
Lorsqueν est normalisé et à support dansU0, alorsν|U0 est normalisé.

Démonstration. Pour démontrer queν|U0 est bien définie, nous devons établir queν(U) a un
sens. C’est le cas dès queU est un ouvert deX. Or par définition de la topologie induite,U
s’écrit V ∩ U0, où V est un ouvert deX. CommeU0 est ouvert dansX, U aussi. Le fait que
ν|U0 soit une valuation, resp. un jeu continu, dès queν l’est, est évident. Siν est normalisé et à
support dansU0, alorsν(U0) = 1, doncν|U0(U0) = 1, doncν|U0 est normalisé. ⊓⊔
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Lemme 3.12.30Soit X un espace topologique,U0 un sous-espace ouvert deX. Pour toute
valuation simpleν =

∑n
i=1 aiδxi

surX à support dansU0 (avecai 6= 0 pour touti), la restriction
ν|U0 est la valuation simple

∑n
i=1 aiδxi

surU0. En notanti l’injection canonique deU0 dansX,
pour toute valuation simpleν ′ =

∑n
i=1 aiδxi

surU0, i[ν ′] est la valuation simple
∑n

i=1 aiδxi
sur

X.

Démonstration. Puisqueν est à support dansU0, par le lemme 3.12.25 tous lesxi sont dans
U0, donc

∑n
i=1 aiδxi

est bien une valuation simple surU0. Pour tout ouvertU deU0, ν|U0(U) =
ν(U) =

∑
1≤i≤n
xi∈U

ai = (
∑n

i=1 aiδxi
)(U), doncν|U0 =

∑n
i=1 aiδxi

. Ensuite, pour tout ouvertU

deX, i[ν ′](U) = ν ′(U ∩ U0) =
∑

1≤i≤n
xi∈U∩U0

ai =
∑

1≤i≤n
xi∈U

ai (puisque tous lesxi sont dansU0)

= (
∑n

i=1 aiδxi
)(U), donci[ν ′] =

∑n
i=1 aiδxi

. ⊓⊔

Lemme 3.12.31SoitX un espace topologique,U0 un sous-espace ouvert deX, i l’injection
canonique deU0 dansX. Les opérationsν 7→ i[ν] : V1(U0) → V1(X;U0) et ν 7→ ν|U0 :
V1(X;U0) → V1(U0) sont inverses l’une de l’autre, et définissent un isomorphisme d’ordre
entreV1(U0) etV1(X;U0).

On équipe bien entendu de nouveauV1(X;U0) de l’ordre≤ défini parν ≤ ν ′ si et seulement si
ν(U) ≤ ν ′(U) pour tout ouvertU deX.

Démonstration.Le fait que les deux opérations indiquées aillent bien deV1(U0) versV1(X;U0)
et réciproquement est une conséquence du lemme 3.12.28 et dulemme 3.12.29.

Pour toutν ∈ V1(U0), pour tout ouvertU deU0, (i[ν])|U0
(U) = i[ν](U) = ν(U ∩ U0) =

ν(U). Réciproquement, pour toute probabilité continueν surX à support dansU0, pour tout
ouvertU deX, i[ν|U0 ](U) = ν|U0(U ∩ U0) = ν(U ∩ U0). Or, puisqueν est une valuation,
ν(U∩U0) = ν(U)+ν(U0)−ν(U∪U0). Puisqueν est à support dansU0, ceci vautν(U)+1−1 =
ν(U). Donci[ν|U0 ] = ν.

Pour montrer que ces deux fonctions définissent un isomorphisme d’ordre, il suffit de montrer
qu’elles sont croissantes, puisqu’elles sont inverses l’une de l’autre. Pour tousν, ν ′ ∈ V1(X;U0),
si ν ≤ ν ′ alors pour tout ouvertU deU0, U est un ouvert deX doncν(U) ≤ ν ′(U), c’est-à-dire
ν|U0(U) ≤ ν ′|U0

(U). D’autre part, pour tousν, ν ′ ∈ V1(U0) avecν ≤ ν ′, pour tout ouvertU de
X, i[ν](U) = ν(U ∩ U0) ≤ ν ′(U ∩ U0) = i[ν ′](U). ⊓⊔

On en déduit immédiatement le résultat suivant, qui est une modification légère de la propo-
sition 3.12.23.

Proposition 3.12.32 (Barycentre)Soit U0 un ouvert convexe d’un sous-espaceZ d’un cône
ordonnéC, et supposons queU0, en tant que sous-espace topologique deZ, soit un cpo continu
pour l’ordre≤ de spécialisation deZ — autrement dit que sa topologie de Scott coïncide avec
la topologie induite parZ.

Il existe une unique fonction Scott-continuebaryU0 : V1(Z;U0)→ U0 telle quebaryU0(ν) =∑n
i=0 si · xi pour toute valuation simple normaliséeν =

∑n
i=0 siδxi

surZ avecx0, x1, . . . , xn ∈
U0. On abaryU0(ν) = baryU0(ν|U0), où i est l’injection canonique deU0 dansZ.

Pour toute probabilité continueν à support dansU0, on appellebaryU0(ν) le barycentrede
ν.
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Démonstration.Supposons quebaryU0 existe. Notons que la fonctionbaryU0(i[_]), qui àν asso-
ciebaryU0(i[ν]) est Scott-continue :baryU0 l’est par hypothèse, et la fonction qui àν associei[ν]
est clairement Scott-continue elle aussi. Pour toute valuation simple normaliséeν =

∑n
i=0 siδxi

surU0, i[ν] est la valuation simple normalisée
∑n

i=0 siδxi
surZ par le lemme 3.12.30, et est à sup-

port dansU0 par le lemme 3.12.25. DoncbaryU0(i[ν]) =
∑n

i=0 si ·xi = baryU0
U0

(ν) : baryU0(i[_])

coïncide avecbaryU0
U0

sur les valuations simples normalisées surU0. Par l’unicité établie à la pro-
position 3.12.23,baryU0(i[_]) = baryU0

U0
. Autrement dit,baryU0(i[ν]) = baryU0

U0
(ν) pour toute

probabilité continueν surU0. Par le lemme 3.12.31, ceci implique quebaryU0(ν) = baryU0(ν|U0)
pour toute probabilité continueν à support dansU0. L’existence est évidente : il suffit de poser
baryU0(ν) = baryU0(ν|U0). ⊓⊔

Les hypothèses de la proposition 3.12.32 sont notamment satisfaites lorsqueZ est un cpo
continu, etU0 un ouvert convexe deZ :

Lemme 3.12.33SoitZ un sous-espace d’un cône ordonnéC, et supposons queZ soit un cpo
continu pour le préordre≤ deC. Alors≤ est l’ordre de spécialisation deZ. De plus, pour tout
ouvertU0 deZ, U0 muni de l’ordre≤ est un cpo continu, et sa topologie de Scott coïncide avec
la topologie induite parZ.

Démonstration. Que≤ soit l’ordre de spécialisation deZ est évident. Notons≪ la relation
“bien en-dessous” deZ, et≪0 celle deU0 muni de≤. De même, notons↑↑z = {z′ ∈ Z|z ≪ z′},
↑↑0x = {x′ ∈ U0|x≪0 x

′}.
La topologie deU0, induite par celle deZ, est engendrée par les ouverts↑↑z ∩ U0. Pour tous

x, y ∈ U0, si x ≤ y, et six ∈ ↑↑z ∩ U0, alors clairementy ∈ ↑↑z ∩ U0, puisqueU0 est clos par le
haut dansZ. Réciproquement, siy ∈ ↑↑z ∩U0 pour toutz ∈ Z tel quex ∈ ↑↑z ∩U0, alorsx ≤ y :
en effet, commeZ est un cpo continu,x est la borne supérieure d’une famille dirigée d’éléments
zi ≪ x deZ, i ∈ I ; pour chaquei ∈ I, x ∈ ↑↑zi ∩ U0, doncy ∈ ↑↑zi ∩ U0, c’est-à-direzi ≪ y ;
en prenant les bornes supérieures,i ∈ I, on obtientx ≤ y. On en conclut que le préordre de
spécialisation deU0 est≤.

Pour tousx, y ∈ U0, si x ≪ y alorsx ≪0 y, carU0 ⊆ Z. Réciproquement, supposons
x ≪0 y. Soit (zi)i∈I une famille dirigée d’éléments deZ, avecy ≤ supi∈I zi. Voyons cette
famille comme un philtre, avec comme préordre surI celui défini pari ⊑ j si et seulement si
zi ≤ zj. PuisqueU0 est un ouvert de Scott deZ, ety ∈ U0, il existej ∈ I tel quezi ∈ U0 pour
tout i tel quej ⊑ i. Commex ≪0 y, et y ≤ supi∈I zi = supi∈I/j⊑i zi, il existe uni ∈ I avec
j ⊑ i tel quey ≤ zi. Doncx≪ y. Les relations≪ et≪0 sont donc identiques.

Montrons queU0 muni de l’ordre≤ est un cpo continu. C’est un cpo, car pour toute famille
dirigée(xi)i∈I d’éléments deU0, supi∈I xi existe dansZ, est supérieur ou égal à n’importe quel
xi ∈ U0, et est donc dansU0 carU0 est clos par le haut dansZ. Ensuite, tout élémentx deU0,
en tant qu’élément du cpo continuZ, est la borne supérieure d’une famille(zi)i∈I d’éléments de
Z tels quezi ≪ x. CommeU0 est un ouvert (de Scott) deZ, il existei ∈ I tel quezi ∈ U0. La
famille deszj tels quej ∈ I et zi ≤ zj est alors clairement dirigée, est incluse dansU0, et ax
pour borne supérieure. DoncU0, en tant qu’ensemble ordonné par≤, est un cpo continu.

La topologie de Scott deU0 est alors engendrée par les ouverts de la forme↑↑0x, x ∈ U0.
Comme≪0 est égal à≪, et commeU0 est clos par le haut dansZ, ↑↑0x = ↑↑x = ↑↑x ∩ U0, ce
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dernier étant par construction un ouvert de la topologie induite parZ. Donc la topologie de Scott
deU0 est moins fine que la topologie induite.

Réciproquement, pour toutz ∈ Z, montrons que l’ouvert↑↑z ∩ U0 deU0 (avec la topologie
induite) est un ouvert de Scott deU0. D’abord,↑↑z∩U0 est clos par le haut dansU0. Ensuite, pour
toute famille dirigée(xi)i∈I d’éléments deU0 telle quesupi∈I xi ∈ ↑↑z ∩U0, il existe uni ∈ I tel
quexi ∈ ↑↑z ∩ U0, puisque↑↑z ∩ U0 est un ouvert (de Scott) deZ. Donc la topologie deU0 est
moins finie que sa topologie de Scott, et coïncide donc avec elle. ⊓⊔

La proposition 3.12.32 requiert queU0 soit un ouvert convexe. Nous pouvons généraliser
cette proposition au cas de toute partie linéairement saturée (voir le corollaire 3.12.17). On y
perdra cependant l’unicité.

Lemme 3.12.34SoitZ un sous-espace d’un cône ordonnéC, et supposons queZ soit un cpo
continu pour le préordre≤ deC. SoitA une partie quelconque deZ, etU0 etU1 deux ouverts
convexes deZ tels queA ⊆ U0 ⊆ U1. Pour toute probabilité continueν surZ à support dansA,
ν est à la fois dansV1(Z;U0) et dansV1(Z;U1), etbaryU0(ν) = baryU1(ν).

Démonstration.Puisqueν est à support dansA, par définitionν(U0) = ν(U1) = ν(Z). Pour
tout ouvertU contenantU0 ou U1, on a donc aussiν(Z) = ν(U0) ≤ ν(U) ≤ ν(Z), d’où
ν(U) = ν(Z) : ν est aussi à support dansU0 et à support dansU1, c’est-à-direν ∈ V1(Z;U0) et
ν ∈ V1(Z;U1).

Par le lemme 3.12.33,U0 etU1 sont des ouverts convexes deZ, etU0 etU1 sont, en tant que
sous-espaces topologiques deZ, des cpos continus pour l’ordre≤. Par la proposition 3.12.32,
baryU0 est l’unique fonction Scott-continue deV1(Z;U0) versU0 telle quebaryU0(ν) =

∑n
i=0 si·

xi pour toute valuation simple normaliséeν =
∑n

i=0 siδxi
surZ avecx0, x1, . . . , xn ∈ U0. Or, de

nouveau par la proposition 3.12.32, la fonction qui à toutν ∈ V1(Z;U0) associebaryU1(ν) a la
propriété quebaryU1(ν) =

∑n
i=0 si · xi pour toute valuation simple normaliséeν =

∑n
i=0 siδxi

surZ avecx0, x1, . . . , xn ∈ U1 — donc en particulier lorsquex0, x1, . . . , xn ∈ U0. Par unicité
de baryU0 , on abaryU0(ν) = baryU0(ν) pour toutν ∈ V1(Z;U0), en particulier pour toute
probabilité continueν surZ à support dansA. ⊓⊔

Proposition 3.12.35SoitZ un sous-espace d’un cône ordonnéC, et supposons queZ soit un
cpo continu pour le préordre≤ deC. SoitA une partie linéairement saturée deZ.

Pour toute probabilité continueν à support dansA, pour tout ouvert convexeU0 contenantA,
baryU0(ν) est indépendant deU0. La fonctionbaryA qui à ν associebaryU0(ν) est une fonction
Scott-continue deV1(Z;A) dansA, et baryA(ν) =

∑n
i=0 si · xi pour toute valuation simple

normaliséeν =
∑n

i=0 siδxi
surZ avecx0, x1, . . . , xn ∈ A.

Pour toute probabilité continueν à support dansA, on appellebaryA(ν) le barycentredeν.

Par unicité, les notions de barycentres de cette proposition et de la proposition 3.12.32 coïncident.
Il n’y aura donc aucune ambiguïté quant à la définition des barycentres.

Démonstration.Pour toute probabilité continueν surZ à support dansA, pour tout ouvert
convexeU0 contenantA, ν est aussi à support dansU0, et alorsbaryU0(ν) est un élément deU0.
Par le lemme 3.12.34, de plus, cet élément ne dépend pas du choix deU0. En effet, siU0 etU1
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sont deux ouverts convexes contenantA, alorsbaryU0(ν) = baryU0∩U1(ν) = baryU1(ν). Notons
baryA(ν) cet élément. Par définition,baryA(ν) appartient à tout ouvert convexeU0 qui contient
A. CommeA est linéairement saturé,baryA(ν) appartient àA.

Fixons un ouvert convexeU0 quelconque contenantA. PuisquebaryU0 est Scott-continue, il
en est de même debaryA. De plus, pour toute valuation simple normaliséeν =

∑n
i=0 siδxi

surZ
avecx0, x1, . . . , xn ∈ A, on ax0, x1, . . . , xn ∈ U0, doncbaryA(ν) = baryU0(ν) =

∑n
i=0 si · xi.

⊓⊔
Ceci s’applique notamment lorsqueA est un compact saturé convexeQ deZ, et queC est

un cône continu additif. Dans ce cas en effet,Q est linéairement saturé par le corollaire 3.12.17.
La constructionbaryA (A une partie linéairement saturée) fournit une généralisation de la

notion de barycentre (lemme 3.12.20). L’exercice suivant montre que l’hypothèse selon laquelle
A est linéairement saturée, et pas juste convexe est nécessaire. Autrement dit, on peut trouver
des parties convexe (non linéairement saturées) telle que toute notion raisonnable de barycentre
d’une probabilité continue à support dansA doive produire au moins un barycentre hors deA.

⊲ Exercice 3.8
SoitX le cpo continuN∪ {+∞}, avec l’ordre évident. SoitC le cône ordonné des probabilités
continues surX, et Z = C. Montrer queC est un cône continu additif. SoitA l’enveloppe
convexe des éléments de la formeδk, k ∈ N. Montrer queδδω est une probabilité continue à
support dansA, mais que son barycentrebary(δδω) (au sens du lemme 3.12.22) n’est pas dans
A.
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Chapitre 4

L’intégrale de Choquet

L’outil fondamental dans l’étude des mesures et des probabilités est l’intégration. Il existe
plusieurs notions d’intégrale. Une qui est naturelle dans le cadre des capacités est l’intégrale
de Choquet, que nous définissons et dont nous développons les principales propriétés dans ce
chapitre.

4.1 Définition de l’intégrale de Choquet

Rappelons qu’une fonctionf : X → R estbornéesi et seulement si l’image def est incluse
dans un intervalle[a, b].

Définition 4.1.1 (Intégrale de Choquet)SoitX un espace topologique,ν un jeu surX, et f
une fonction continue bornée de l’espace topologiqueX versR muni de sa topologie de Scott.
L’intégrale de Choquet def par rapport àν est définie par

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt +

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt (4.1)

où les deux intégrales du côté droit sont des intégrales impropres de Riemann.

Nous pouvons naturellement voir aussi les intégrales du côté droit comme des intégrales de
Kurzweil-Henstock, mais il se trouve que la notion d’intégrale de Riemann suffit ici.

Ceci est bien défini. D’abord,]t,+∞[ est un ouvert de Scott deR (et ils sont tous de
cette forme, à part∅ et R). Commef est continue,f−1]t,+∞[ est un ouvert deX, et donc
ν(f−1]t,+∞[) est bien défini. De plus, la fonction qui àt ∈ R associeν(f−1]t,+∞[) est dé-
croissante, donc Riemann-intégrable. Finalement, commef est bornée, l’image def est incluse
dans un intervalle[a, b]. Supposons sans perte de généralité quea < 0 et b > 0. Alors (4.1) se
réécrit comme la somme d’intégrales :

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ b

0

ν(f−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

a

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt
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Il sera intéressant de réaliser que lorsquef est à valeurs dansR+, la formule (4.1) se simplifie
en :

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

puisque pour toutt ≤ 0, f−1]t,+∞[= X dans ce cas.
On observe tout de suite :

Lemme 4.1.2 L’intégrale de Choquet est croissante en la fonction intégrée : sif ≤ g alors

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫

x∈X

g(x)dν

pour tout jeuν.

Démonstration. Commef ≤ g, f−1]t,+∞[⊆ g−1]t,+∞[ pour tout t ∈ R. Puisqueν est
monotone,ν(f−1]t,+∞[) ≤ ν(g−1]t,+∞[), d’où la croissance. ⊓⊔

SoitχU la fonction indicatricede l’ensembleU : χU(x) = 1 si x ∈ U , χU(x) = 0 sinon. La
fonctionχU est continue si et seulementU est ouvert. (On rappelle queχU : X → R est vue en
considérantR muni de sa topologie de Scott, pas sa topologie usuelle.)

a0

a4

a1 a0+

a2 a1 a0++

a3 a2 a1 a0+++

a3 a2 a1 a0+++

U0

U1 U2 U3

+

FIG. 4.1 – Une fonction étagée
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Définition 4.1.3 Une fonctionf : X → R est diteétagéesi et seulement si est de la forme∑n
i=0 aiχUi

, oùX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un est une suite décroissante d’ouverts, eta0 ∈ R,
a1, . . . , an ∈ R+.

Toute fonction étagée est continue et bornée. On pourra se reporter à la figure 4.1 pour une
illustration, où la familleX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un est représentée sous forme de patatoïdes
concentriques dans le plan horizontal.

Proposition 4.1.4 Pour toute fonction étagéef =
∑n

i=0 aiχUi
,

C

∫

x∈X

f(x)dν =
n∑

i=0

aiν(Ui)

Démonstration. Supposons sans perte de généralité quea1, . . . , an > 0. Il existe un indice
maximalj tel quea0 + a1 + . . . + aj−1 ≤ 0. Si j ≤ n, alorsa0 + a1 + . . . + aj > 0. Pour tout
t ∈ R, ν(f−1]t,+∞[) vautν(X) = ν(U0) pourt ∈]−∞, a0[, ν(U1) pourt ∈ [a0, a0 +a1[, ν(U2)
pourt ∈ [a0 +a1, a0 +a1 +a2[, . . . ,ν(Uj−1) pourt ∈ [a0 +a1 + . . .+aj−2, a0 +a1 + . . .+aj−1[,
ν(Uj) pour t ∈ [a0 + a1 + . . . + aj−1, a0 + a1 + . . . + aj [, ν(Uj+1) pour t ∈ [a0 + a1 + . . . +
aj, a0 + a1 + . . .+ aj+1[, . . . ,ν(Un) pourt ∈ [a0 + a1 + . . .+ an−1, a0 + a1 + . . .+ an−1 + an[,
et0 pourt ∈ [a0 + a1 + . . . + an,+∞[. Donc

C

∫

x∈X

f(x)dν = (a0 + a1 + . . .+ aj)ν(Uj) + aj+1ν(Uj+1) + . . .+ anν(Un)

+a1(ν(U1)− ν(X)) + a2(ν(U2)− ν(X)) + . . . +

aj−1(ν(Uj−1)− ν(X)) + (0− a0 − a1 − . . .− aj−1)(ν(Uj)− ν(X))

=

n∑

i=1

aiν(Ui)− (a1 + a2 + . . .+ aj−1 − a0 − a1 − . . .− aj−1)ν(X)

D’où le résultat, puisqueX = U0. ⊓⊔
Nous allons utiliser ce résultat souvent, en compagnie du lemme 4.1.6 ci-dessous. Nous com-

mençons par démontrer un lemme servant à simplifier un peu l’argument. Ce lemme sera géné-
ralisé à la proposition 4.4.3.

Lemme 4.1.5 Pour toute fonction continue bornéef : X → R, pour toute constantec ∈ R,

C

∫

x∈X

(c+ f(x))dν = cν(X) + C

∫

x∈X

f(x)dν
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Démonstration.1. Supposons d’abordc ≥ 0. Notonsf + c la fonction qui àx associef(x) + c,
alors :

C

∫

x∈X

(c+ f(x))dν =

∫ +∞

0

ν((f + c)−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν((f + c)−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

=

∫ +∞

0

ν(f−1]t− c,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t− c,+∞[)− ν(X)]dt

=

∫ +∞

−c

ν(f−1]t,+∞[)dt+

∫ −c

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

par changement de variablet 7→ t+ c

= C

∫

x∈X

f(x)dν +

∫ 0

−c

ν(f−1]t,+∞[)dt−
∫ 0

−c

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

en utilisant la relation de Chasles

= C

∫

x∈X

f(x)dν +

∫ 0

−c

ν(X)dt = C

∫

x∈X

f(x)dν + cν(X)

puisque l’intégrale de Riemann est linéaire en la fonction intégrée.
2. Lorsquec < 0, on a :

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

(−c+ c+ f(x))dν = −cν(X) + C

∫

x∈X

(c+ f(x))dν

par le point 1., et l’on conclut. ⊓⊔

Lemme 4.1.6 Toute fonction continue bornéef : X → R est la borne supérieure d’une famille
dirigée de fonctions étagées. Plus précisément, soita = infx∈X f(x), b = supx∈X f(x), alors la
famille

fK(x) = a+
1

2K

⌊(b−a)2K⌋∑

k=1

χf−1]a+ k

2K ,+∞[(x)

pourK ∈ N forme une suite croissante de fonctions de borne supérieuref . Plus précisément,
fK tend uniformément versf , au sens où

f(x)− 1

2K
≤ fK(x) ≤ f(x)

pour toutx. De plus,

C

∫

x∈X

f(x)dν = sup
K∈N

C

∫

x∈X

fK(x)dν

Démonstration.D’abord, si l’on a démontré le lemme lorsquea = 0, on en déduit le lemme
dans le cas général en utilisant le lemme 4.1.5. On peut donc supposera = 0.
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Pour toutc > 0, ǫ > 0, soit

fǫ,c(x) = ǫ

⌊c/ǫ⌋∑

k=1

χf−1]kǫ,+∞[(x)

Clairement,fǫ,c est étagée. De plus,fK = f1/2K ,b.
Pour toutx ∈ X, soit j = ⌈f(x)/ǫ⌉. Alors χf−1]kǫ,+∞[(x) = 1 si et seulement sif(x) > kǫ,

si et seulement sij > k. Doncfǫ,c(x) = ǫmin(⌊c/ǫ⌋, j− 1). En particulier,fǫ,c(x) ≤ ǫ(j− 1) ≤
f(x), carj ≤ f(x)/ǫ+ 1.

Pour ǫ = 1/2K, K ∈ N, on note que pour tout réelz, ⌈2z⌉ ≥ 2⌈z⌉ − 1. En effet, soit
k = ⌈2z⌉, alors⌈z⌉ = ⌈k/2⌉, et il suffit de montrer quek ≥ 2⌈k/2⌉ − 1, ce qui est évident. On
en déduit que :

f1/2K+1,c(x) =
1

2K+1
min(c2K+1, ⌈f(x)2K+1⌉ − 1)

=
1

2K
min

(
c2K ,

⌈f(x)2K+1⌉ − 1

2

)

≥ 1

2K
min

(
c2K , ⌈f(x)2K⌉ − 1

)
= f1/2K ,c(x)

Pourc fixé, disons égal àb, f1/2K ,c est donc une suite croissante, doncfK est une suite croissante
de fonctions.

Ensuite, pour toutx ∈ X, f1/2K ,c(x) s’approche arbitrairement près def(x). Si c ≥ f(x)
(par exemplec = b),

f(x)− f1/2K ,c(x) = f(x)− 1

2K
min

(
c2K , ⌈f(x)2K⌉ − 1

)

≤ f(x)− 1

2K
min

(
c2K , f(x)2K − 1

)

≤ f(x)− 1

2K
(f(x)2K − 1) puisquec ≥ f(x)

≤ 1

2K

Doncf est la borne supérieure de la famille dirigée desf1/2K ,c,K ∈ N, c > 0.
De plus, par la proposition 4.1.4,

C

∫

x∈X

fǫ,c(x)dν =

⌊c/ǫ⌋∑

k=1

ǫν(f−1]kǫ,+∞[)

Par le lemme 4.1.2, l’intégrale de Choquet defǫ,c est inférieure ou égal à l’intégrale de Choquet
def . D’autre part, la fonction qui àt associeν(f−1]t,+∞[) étant décroissante, pour toutk ≥ 1,
ǫν(f−1]kǫ,+∞[) ≥

∫ (k+1)ǫ

kǫ
ν(f−1]t,+∞[)dt. Posonsc = b, de sorte que lorsquek = ⌊c/ǫ⌋, la
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quantitéb′ = (k + 1)ǫ soit supérieure àb. Par la relation de Chasles,

C

∫

x∈X

fǫ,c(x)dν ≥
∫ b′

ǫ

ν(f−1]t,+∞[)dt

=

∫ +∞

ǫ

ν(f−1]t,+∞[)dt puisquef−1]t,+∞[= ∅ dès quet ≥ b

= C

∫

x∈X

f(x)dν −
∫ ǫ

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

≥ C

∫

x∈X

f(x)dν − ǫν(X)

puisquef−1]t,+∞[⊆ X etν est monotone. ⊓⊔
⊲ Exercice 4.1

En utilisant l’intégrale de Riemann-Stieltjes, on peut définir une intégrale de Choquet-Stieltjes,
comme suit. Pour toute fonctionf continue bornée deX versR, pour toute fonction croissante
patch-continueG deR versR, posons

C

∫

x∈X

f(x)dνG =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dG(t) +

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dG(t)

Montrer que l’intégrale de Choquet-Stieltjes n’est rien d’autre qu’une intégrale de Choquet ordi-
naire :

C

∫

x∈X

f(x)dνG = C

∫

x∈X

G(f(x))dν

Indication : on pourra observer que(G ◦ f)−1]G(t),+∞[ coïncide avecf−1]t,+∞[ sauf sur
un ensemble qui contribue une somme nulle aux diverses intégrales de Riemann-Stieltjes impli-
quées, puis appliquer la formule de changement de variablesdes intégrales de Riemann-Stieltjes.

⊲ Exercice 4.2
En utilisant l’intégrale de Riemann-Stieltjes, montrer que l’on peut aussi exprimer l’intégrale de
Choquet def par rapport àν comme :

C

∫

x∈X

f(x)dν = −
∫ +∞

0

tdν(f−1]t,+∞[)−
∫ +∞

0

td[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]

⊲ Exercice 4.3
On rappelle que pour toute fonction croissanteG de [a, b] versR, la valuationG̃ sur [a, b] muni
de sa topologie d’Alexandroff est définie par :G̃[t, b] = G̃]t, b] = G(b) − G(t). Supposons
G patch-continue. Montrer alors que, pour toute fonction Scott-continuef : [a, b] → R, f est
G-intégrable et :

C

∫

x∈[a,b]

f(x)dG̃ =

∫ b

a

f(t)dG(t)
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4.2 Propriétés de l’intégrale de Choquet

Nous allons maintenant montrer que l’intégrale de Choquet aessentiellement les mêmes
propriétés que l’intégrale usuelle de Riemann, de Lebesgue, ou de Kurzweil-Henstock, à part
une : l’intégrale de Choquet n’est en général pas additive.

Proposition 4.2.1 Soitν un jeu continu surX. L’intégrale de Choquet est Scott-continue en la
fonction intégrée : pour toute famille dirigée(fi)i∈I de fonctions continues bornées de borne
supérieuref ,

C

∫

x∈X

f(x)dν = sup
i∈I

C

∫

x∈X

fi(x)dν

Nous avons montré un résultat proche dans le lemme 4.1.6, quis’applique au cas où lesfi sont
certaines fonctions étagées, mais oùν n’est pas nécessairement continue.

Démonstration.Soitgi la fonction qui àt associeν(f−1
i ]t,+∞[). Si fi ≤ fj, alors pour tout

t ∈ R, f−1
i ]t,+∞[⊆ f−1

j ]t,+∞[, donc commeν est monotone,gi(t) ≤ gj(t). En particulier,
la famille (gi)i∈I est dirigée. Commeν est continue,supi∈I gi(t) = ν

(⋃
i∈I f

−1
i ]t,+∞[

)
. Or

x ∈ ⋃i∈I f
−1
i ]t,+∞[ si et seulement s’il existe uni ∈ I tel quefi(x) > t. Or ceci est équivalent

àf(x) > t. Doncsupi∈I gi(t) = ν(f−1]t,+∞[). De par la définition 4.1.1,

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

sup
i∈I

gi(t)dt+

∫ 0

−∞

[sup
i∈I

gi(t)− ν(X)]dt

= sup
i∈I

∫ +∞

0

gi(t)dt+ sup
i∈I

∫ 0

−∞

[gi(t)− ν(X)]dt

par le théorème de Scott-continuité pour les intégrales de Riemann de fonctions décroissantes.
L’addition étant Scott-continue, la somme des deux bornes supérieures ci-dessus se réécrit

sup
i∈I

(∫ +∞

0

gi(t)dt+

∫ 0

−∞

[gi(t)− ν(X)]dt

)

Mais ceci n’est rien d’autre que la borne supérieure des intégrales de Choquet desfi, i ∈ I. ⊓⊔

Proposition 4.2.2 Intégrer par rapport à un jeu d’unanimité revient à calculerune borne infé-
rieure :

C

∫

x∈X

f(x)duA = inf
x∈A

f(x)

En particulier,

C

∫

x∈X

f(x)dδx0 = f(x0)
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Démonstration.En utilisant la définition,

C

∫

x∈X

f(x)duA =

∫ +∞

0

uA(f−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[uA(f−1]t,+∞[)− u(X)]dt

=

∫

t≥0/A⊆f−1]t,+∞[

dt+

∫

t<0/A 6⊆f−1]t,+∞[

−dt

Or A ⊆ f−1]t,+∞[ si et seulement si pour toutx ∈ A, f(x) > t. Ceci est équivalent à
infx∈A f(x) > t ou infx∈A f(x) ≥ t. Si infx∈A f(x) ≥ 0, alors l’intégrale de droite est nulle
et l’intégrale de gauche est

∫ infx∈A f(x)

0
dt = infx∈A f(x). Si infx∈A f(x) < 0, alors c’est l’inté-

grale de gauche qui est nulle, et l’intégrale de droite vaut
∫ 0

infx∈A f(x)
−dt = infx∈A f(x). ⊓⊔

Nous verrons au lemme 6.1.6 qu’il existe un autre jeu, le jeu d’exempleeA, par rapport auquel
l’intégration revient cette fois à calculer une borne supérieure.

Proposition 4.2.3 L’intégrale de Choquet sur les fonctions positives est croissante en le jeu : si
ν ≤ ν ′, c’est-à-dire siν(U) ≤ ν ′(U) pour tout ouvertU , alors pour toute fonctionf continue
bornée deX dansR+,

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν ′

Démonstration. Commef est à valeurs dansR+, la définition de l’intégrale de Choquet se
simplifie en

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

Maintenant, siν ≤ ν ′, alorsν(f−1]t,+∞[) ≤ ν ′(f−1]t,+∞[) pour toutt, d’où le résultat. ⊓⊔
La proposition n’est pas vraie pour les fonctions à valeurs dansR en général. Par exemple,
considéronsν = 1

2
uA et ν ′ = uA. On a bienν ≤ ν ′, mais si l’on prend pourf la fonction

constante égale à−1,

C

∫

x∈X

f(x)dν =
1

2
sup
x∈A

f(x) = −1

2

C

∫

x∈X

f(x)dν ′ = sup
x∈A

f(x) = −1

en utilisant la proposition 4.2.2. Un autre cas où l’intégrale de Choquet est croissante est celui
des jeux normalisés :

Proposition 4.2.4 L’intégrale de Choquet est croissante en le jeu normalisé : si ν et ν ′ sont
normalisés, etν ≤ ν ′, alors pour toute fonctionf continue bornée deX dansR,

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν ′
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Démonstration.Si ν ≤ ν ′, alors d’une partν(f−1]t,+∞[) ≤ ν ′(f−1]t,+∞[) pour toutt ≥ 0.
D’autre part, on aν(f−1]t,+∞[) − ν(X) = ν(f−1]t,+∞[) − 1 ≤ ν ′(f−1]t,+∞[) − 1 =
ν ′(f−1]t,+∞[)− ν ′(X) pour toutt ≤ 0, puisqueν etν ′ sont normalisées. ⊓⊔
En fait, on a même plus :

Proposition 4.2.5 L’intégrale de Choquet sur les fonctions positives est Scott-continue en le
jeu : pour toute famille dirigée(νi)i∈I de jeux ayant une borne supérieure, pour toute fonctionf
continue bornée à valeurs dansR+, alors

C

∫

x∈X

f(x)d sup
i∈I

νi = sup
i∈I

C

∫

x∈X

f(x)dνi

De plus, l’intégrale de Choquet est Scott-continue en le jeunormalisé : l’égalité ci-dessus reste
vraie pour toute fonction continue bornée à valeurs dansR, du moment que tous les jeuxνi sont
normalisés.

Démonstration.Pour chaquet ∈ R, (νi(f
−1]t,+∞[))i∈I est une famille dirigée ayant une borne

supérieure. On conclut par le théorème de Scott-continuitépour les intégrales de Riemann de
fonctions décroissantes. ⊓⊔
Nous verrons en proposition 6.3.15 que l’intégrale de Choquet est aussi Scott-cocontinue, au sens
où elle permute non seulement aux bornes supérieures dirigées, mais aussi aux bornes inférieures
filtrantes, dans les mêmes conditions.

Proposition 4.2.6 L’intégrale de Choquet est linéaire en le jeu :

C

∫

x∈X

f(x)d(aν + a′ν ′) = a C

∫

x∈X

f(x)dν + a′ C

∫

x∈X

f(x)dν ′

pour tous jeuxν etν ′.

Démonstration.Évident, car l’intégrale de Riemann est elle-même linéaireen la fonction inté-
grée. ⊓⊔

En particulier, on peut s’intéresser aux jeux de la forme
∑n

i=1 aiuAi
, où ai ∈ R pour tout

i, 1 ≤ i ≤ n. Noter que l’on autorise les coefficientsai à être négatifs : par exemple, le jeu
convexe non totalement convexe de la section 2.8 s’écrit1

2
u{1,2} + 1

2
u{1,3} + 1

2
u{2,3} − 1

2
u{1,2,3}.

Mais−1
2
u{1,2,3}, n’étant pas à valeurs positives, n’est pas une capacité.

On déduit immédiatement de la proposition 4.2.2 et de la proposition 4.2.6 :

Corollaire 4.2.7 Siν =
∑n

i=1 aiuAi
, alors

C

∫

x∈X

f(x)dν =
n∑

i=1

ai inf
x∈Ai

f(x)

Définition 4.2.8 Soit f une fonction continue deX versY , et ν une capacité surX. L’ image
directef [ν] deν par f est la capacité qui à tout ouvertU deY associeν(f−1(U)).
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Lemme 4.2.9 Si ν est monotone, resp. modulaire, resp. continue, resp. convexe, resp. concave,
resp. totalement convexe, resp. totalement concave, resp.sous-normalisé, resp. normalisé, alors
il en est de même def [ν].

Démonstration. Évident, car l’image réciproque parf de toute union est l’union des images
réciproques respectives, et de même pour les intersections. ⊓⊔
De plus,

Lemme 4.2.10Soitf une fonction continue deX versY . La fonction qui àν associef [ν] est
Scott-continue.

Démonstration.Siν est la borne supérieure d’une famille dirigée(νi)i∈I , alors pour tout ouvertU
deY , f [ν](U) = ν(f−1(U)) = supi∈I νi(f

−1(U)) = supi∈I f [νi](U), doncf [ν] = supi∈I f [νi].
⊓⊔

Proposition 4.2.11 (Changement de variables)Soit f une fonction continue deX versY , g
une fonction continue bornée deY versR, alors

C

∫

x∈X

g(f(x))dν = C

∫

y∈Y

g(y)df [ν]

Démonstration.Par la définition 4.1.1,

C

∫

x∈X

g(f(x))dν =

∫ +∞

0

ν((g ◦ f)−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν((g ◦ f)−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

=

∫ +∞

0

f [ν](g−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[f [ν](g−1]t,+∞[)− f [ν](Y )]dt

= C

∫

y∈Y

g(y)df [ν]

car(g ◦ f)−1]t,+∞[= f−1(g−1]t,+∞[), etf [ν](Y ) = ν(f−1(Y )) = ν(X). ⊓⊔
En général, l’intégrale de Choquet n’est pas linéaire en la fonction intégrée, sauf si le jeuν est

une valuation. Ceci est manifeste dans la formule ci-dessus, où l’utilisation de bornes inférieures
détruit la linéarité : commeinfx∈A f(x) + g(x) ≥ infx∈A f(x) + infx∈A g(x), le mieux que l’on
puisse espérer, c’est que l’intégrale de Choquet d’une somme soit supérieure ou égale à la somme
des intégrales. Ce sera effectivement le cas. Les résultatssuivants sont bien connus dans le cas
d’un espaceX fini, voir par exemple Schmeidler (1989).

Proposition 4.2.12 L’intégrale de Choquet estpositivement homogène:

C

∫

x∈X

αf(x)dν = α C

∫

x∈X

f(x)dν

pour toutα ∈ R+, et tout jeuν.
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Démonstration.Si α = 0, le résultat est évident. Siα > 0,

C

∫

x∈X

αf(x)dν =

∫ +∞

0

ν((αf)−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν((αf)−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

=

∫ +∞

0

ν(f−1]t/α,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t/α,+∞[)− ν(X)]dt

=

∫ +∞

0

ν(f−1]t′,+∞[)αdt′ +

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t′,+∞[)− ν(X)]αdt′

= α C

∫

x∈X

f(x)dν

en utilisant le changement de variablet′ = t/α. ⊓⊔
On peut se demander ce qui se passerait siα était négatif. Le problème se résume à examiner la
valeur de

− C

∫

x∈X

f(x)dν

c’est-à-dire à examiner le casα = −1. Nous verrons la réponse à cette question en proposi-
tion 6.2.14. Cette réponse est, au passage, relativement complexe.

4.3 Convexité, concavité

Proposition 4.3.1 Soitν un jeu convexe. L’intégrale de Choquet par rapport àν estsur-additive:

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν ≥ C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

En conséquence, l’intégrale de Choquet estconcave: pour tousα, β ≥ 0 avecα+ β = 1,

C

∫

x∈X

αf(x) + βg(x)dν ≥ α C

∫

x∈X

f(x)dν + β C

∫

x∈X

g(x)dν

Démonstration. 1. On démontre d’abord la proposition dans le cas oùf est de la formea +
ǫ
∑m

i=1 χUi
, a ∈ R, ǫ > 0, U1 ⊇ . . . ⊇ Um, et oùg est une fonction constante égale àb ∈ R.

Dans ce cas, on a en fait clairement l’égalité.
2. On démontre ensuite la proposition dans le cas oùf est de la formea+ ǫ

∑m
i=1 χUi

, a ∈ R,
ǫ > 0, U1 ⊇ . . . ⊇ Um, et oùg = ǫχV .

Pour ce faire, posonsW1 = V ∪ U1, Wk = (Uk−1 ∩ V ) ∪ Uk pour2 ≤ k ≤ m, etWm+1 =
Um ∩ V . Posonsh = a + ǫ

∑m+1
k=1 χWk

. On peut en réalité simplifier cette définition en étendant
la notationUi de sorte queUi = X pour touti ≤ 0, etUi = ∅ pour touti ≥ m+ 1. Alors on peut
poserWk = (Uk−1 ∩ V ) ∪ Uk pour toutk ∈ Z, ce qui étend la définition ci-dessus.

On note d’abord queWk forme une suite décroissante, carUk en forme déjà une,k ∈ Z ; en
particulierW1 ⊇ . . . ⊇Wm+1.

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 155



Convexité, concavité L’intégrale de Choquet

Pour toutx ∈ X, soitk le plus grand indice tel quex ∈ Wk. Ceci existe parce quex ∈ W0,
et que pourk assez grand,Wk = ∅. Alors x ∈ Wk etx 6∈ Wk+1, donc soitx ∈ V etx ∈ Uk−1 et
x 6∈ Uk, soitx 6∈ V etx ∈ Uk etx 6∈ Uk+1. Six ∈ V , f(x) = a+(k− 1)ǫ etg(x) = ǫ ; si x 6∈ V ,
f(x) = a+ kǫ et g(x) = 0. Dans les deux cas,f(x) + g(x) = a+ kǫ = h(x). Donch = f + g.

En exploitant cette identité et la proposition 4.1.4, on obtient

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν = aν(X) + ǫ
m+1∑

k=1

ν(Wk)

Commeν est convexe,ν(Wk) ≥ ν(Uk−1 ∩ V ) + ν(Uk)− ν(Uk−1 ∩ V ∩ Uk) = ν(Uk−1 ∩ V ) +
ν(Uk)− ν(Uk ∩ V ). Donc

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν ≥ aν(X) + ǫ
m+1∑

k=1

[ν(Uk−1 ∩ V ) + ν(Uk)− ν(Uk ∩ V )]

= aν(X) + ǫν(U0 ∩ V )− ǫν(Um+1 ∩ V ) + ǫ
m+1∑

k=1

ν(Uk)

= ǫν(V ) + aν(X) + ǫ
m+1∑

k=1

ν(Uk) = C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

puisqueU0 = X, etUm+1 = ∅.
3. On peut maintenant en déduire la proposition dans le cas oùf est de la formea+ǫ

∑m
i=1 χUi

et g de la formeb + ǫ
∑n

j=1 χVj
, a, b ∈ R, ǫ > 0, U1 ⊇ . . . ⊇ Um, V1 ⊇ . . . ⊇ Vn. C’est par

récurrence surn. Sin = 0, c’est par le point 1. ci-dessus. Sinon,

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν = C

∫

x∈X

(a+ b+ ǫ
m∑

i=1

χUi
+ ǫ

n−1∑

j=1

χVj
)(x) + ǫχVn(x)dν

≥ C

∫

x∈X

(a+ b+ ǫ
m∑

i=1

χUi
+ ǫ

n−1∑

j=1

χVj
)(x)dν + ǫν(Vn) par 2.

≥ C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

ǫ
n−1∑

j=1

χVj
(x)dν + ǫν(Vn) par récurrence

= C

∫

x∈X

f(x)dν + ǫ
n−1∑

j=1

ν(Vj) + ǫν(Vn) par proposition 4.1.4

= C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν par proposition 4.1.4

4. Dans le cas général, par le lemme 4.1.6,f est la borne supérieure de la suite desfK , etg
celle de la suite desgK ,K ∈ N. De plus,fK etgK sont de la forme utilisée au point 3. ci-dessus.
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Donc

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν ≥ C

∫

x∈X

fK(x) + gK(x)dν par le lemme 4.1.2

≥ C

∫

x∈X

fK(x)dν + C

∫

x∈X

gK(x)dν par le point 3.

Ceci étant vrai pour toutK, et comme par le lemme 4.1.6,

sup
K∈N

C

∫

x∈X

fK(x)dν + C

∫

x∈X

gK(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

on déduit la sur-additivité. La concavité s’en déduit par laproposition 4.2.12. ⊓⊔
On a le résultat symétrique pour les jeux concaves. La démonstration est similaire, jusqu’à la

fin où une petite différence se fait jour.

Proposition 4.3.2 Soit ν un jeu concave. L’intégrale de Choquet par rapport àν est sous-
additive:

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

En conséquence, l’intégrale de Choquet estconvexe: pour tousα, β ≥ 0 avecα + β = 1,

C

∫

x∈X

αf(x) + βg(x)dν ≤ α C

∫

x∈X

f(x)dν + β C

∫

x∈X

g(x)dν

Démonstration.Comme pour la proposition 4.3.1.
1. On a égalité sif = a+ ǫ

∑m
i=1 χUi

, a ∈ R, ǫ > 0, U1 ⊇ . . . ⊇ Um, et oùg est une fonction
constante égale àb ∈ R.

2. Si f est de la formea + ǫ
∑m

i=1 χUi
, a ∈ R, ǫ > 0, U1 ⊇ . . . ⊇ Um, et g = ǫχV , on

a l’inégalité souhaitée. La démonstration est similaire, àla différence que maintenantν(Wk) ≤
ν(Uk−1∩V )+ν(Uk)−ν(Uk−1∩V ∩Uk) = ν(Uk−1∩V )+ν(Uk)−ν(Uk∩V ) carν est concave.

3. On en déduit la proposition dans le cas oùf est de la formea + ǫ
∑m

i=1 χUi
et g de la

forme b + ǫ
∑n

j=1 χVj
, a, b ∈ R, ǫ > 0, U1 ⊇ . . . ⊇ Um, V1 ⊇ . . . ⊇ Vn. C’est encore une

fois par récurrence surn, en utilisant 1. sin = 0, sinon 2., l’hypothèse de récurrence et la
proposition 4.1.4.

4. Dans le cas général, par le lemme 4.1.6,f est la borne supérieure de la suite desfK , etg
celle de la suite desgK ,K ∈ N. De plus,fK etgK sont de la forme utilisée au point 3. ci-dessus.
Donc

C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

= sup
K∈N

C

∫

x∈X

fK(x)dν + sup
K∈N

C

∫

x∈X

gK(x)dν par le lemme 4.1.6

= sup
K∈N

[
C

∫

x∈X

fK(x)dν + C

∫

x∈X

gK(x)dν

]
car+ est Scott-continue

≥ sup
K∈N

[
C

∫

x∈X

fK(x) + gK(x)dν

]
par 3.
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Par le lemme 4.1.6,fK tend uniformément versf , etgK tend uniformément versg, en particulier
fK(x) ≥ f(x)− 1/2K et gK(x) ≥ g(x)− 1/2K, donc

C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν ≥ sup
K∈N

[
C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν − 2

2K
ν(X)

]

= C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν

ce qui nous permet de conclure. ⊓⊔
On en déduit :

Corollaire 4.3.3 Soitν une valuation. L’intégrale de Choquet par rapport àν est linéaire : pour
tousα, β ≥ 0,

C

∫

x∈X

αf(x) + βg(x)dν = α C

∫

x∈X

f(x)dν + β C

∫

x∈X

g(x)dν

Démonstration.C’est le cas lorsqueα+β = 1 par la proposition 4.3.1 et la proposition 4.3.2. Le
cas général se réduit à ce cas particulier car l’intégrale deChoquet est positivement homogène
(proposition 4.2.12). ⊓⊔

4.4 Comonotonie

En fait, il existe un cas important où l’intégrale de Choquetest linéaire. Définissons d’abord :

Définition 4.4.1 Deux fonctionsf, g : X → R sontcomonotonessi et seulement s’il n’existe
aucun couple de pointsx, x′ ∈ X tels quef(x) < f(x′) et g(x) > g(x′).

Regardons le cas particulier de l’intégration par rapport àun jeu d’unanimitéuA, et le cas où
X est fini. L’intégrale def vaut infx∈A f(x), et la borne inférieure est atteinte : soitx0 un point
x ∈ A où f(x) est minimal. Sif et g sont comonotones, alorsx0 est nécessairement aussi un
pointx ∈ A oùg(x) est minimal. Alorsf(x0)+g(x0) est aussi la valeur minimale def(x)+g(x),
donc

C

∫

x∈X

f(x)duA + C

∫

x∈X

g(x)duA = C

∫

x∈X

f(x) + g(x)duA

Ceci est vrai non seulement pouruA, mais pour tout jeuν. Pour le montrer, nous aurons besoin
du lemme suivant.

Lemme 4.4.2 Deux fonctions continues bornéesf, g : X → R sont comonotones si et seulement
s’il existe une fonction continueh : X → R et deux fonctions croissantesf ′, g′ : R → R telles
quef = f ′ ◦ h et g = g′ ◦ h. De plus, on peut demander queh soit bornée — en fait même que
h = f + g —, et quef ′ etg′ soient Scott-continues et bornées.
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Démonstration. Si : montrons quef ′ ◦ h et g′ ◦ h sont comonotones. Supposons qu’il existe
x, x′ ∈ X tels quef ′ ◦ h(x) < f ′ ◦ h(x′) et g′ ◦ h(x) > g′ ◦ h(x′). Posonsy = h(x), y′ = h(x′),
doncf ′(y) < f ′(y′) et g′(y) > g′(y′). Or y et y′ étant réels, on a soity ≤ y′ soit y > y′. Mais
y ≤ y′ contredit le fait queg′(y) > g′(y′), puisqueg′ est croissante, ety > y′ contredit le fait
quef ′(y) < f ′(y′), puisquef ′ est croissante.

Seulement si : posonsh(x) = f(x) + g(x). Clairement,h est continue et bornée. SoitR
la relation entre réels définie comme{(f(x) + g(x), f(x))|x ∈ X}. Montrons queR est une
relation fonctionnelle : si(f(x) + g(x), f(x)) et (f(x′) + g(x′), f(x′)) sont dansR, avecf(x) +
g(x) = f(x′)+g(x′), montrons quef(x) = f(x′). En effet, sans perte de généralité, supposons a
contrario quef(x) < f(x′). Commef(x)+ g(x) = f(x′)+ g(x′), g(x) > g(x′), ce qui contredit
la comonotonie def et deg.

R définit donc une fonction partielle deR versR ; nous noteronsR(x) l’unique y tel que
(x, y) ∈ R s’il existe. Montrons queR est croissante : sif(x) + g(x) ≤ f(x′) + g(x′), alors
f(x) ≤ f(x′). En effet, sinon,f(x) > f(x′) et alorsf(x) + g(x) ≤ f(x′) + g(x′) implique
g(x) < g(x′), ce qui contredirait la comonotonie def etg.

On définitf ′ comme une fonction croissante étendant la fonction partielleR à toutR. On peut
la construire comme suit. SoitD le domaine deR, et soita = infx∈X f(x), b = supx∈X f(x).
Pour touty qui minoreD, posonsf ′(y) = a. Sinon, soitf ′(y) = supx∈D,x<y R(x). Ceci est bien
défini, carf(x) est majoré parb. Clairement,f ′ est croissante, et siy ∈ D, f ′(y) est l’image
R(y) dey par la fonction partielleR. Finalement, par construction,f ′ ◦ h = f . On construit de
mêmeg′ comme une fonction croissante similaire deR versR qui envoief(x) + g(x) versg(x).

Clairement,f ′ etg′ sont bornées. Montrons finalement quef ′ est Scott-continue (le cas deg′

étant similaire). Soit(yi)i∈I une famille dirigée de réels, de borne supérieurey. Si y minoreD,
alorsf ′(y) = a = supi∈I f

′(yi). Sinon, soitI ′ l’ensemble desi ∈ I tels queyi ne minore pasD.
I ′ est non vide, et(yi)i∈I′ est clairement une famille dirigée de borne supérieurey. Alorsf ′(y) =
f ′(supi∈I′ yi) = supx∈D,x<supi∈I′ yi

f(x) = supx∈D,∃i∈I′·x<yi
f(x) = supi∈I′ supx∈D,x<yi

f(x) =

supi∈I′ f
′(yi) = supi∈I f

′(yi) puisque pour touti ∈ I \ I ′, f ′(yi) = a qui est plus petit que
n’importe quelyi aveci ∈ I ′. ⊓⊔

On en déduit immédiatement :

Proposition 4.4.3 L’intégrale de Choquet est additive sur les fonctions comonotones. Sif, g :
X → R, sont deux fonctions continues bornées et comonotones,

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

Démonstration.1. Montrons d’abord que, sif ′ = ǫ
∑m

i=1 χ]si,+∞[ etg′ = ǫ
∑n

j=1 χ]tj ,+∞[, ǫ > 0,
s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sm, t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn, alors

C

∫

y∈R

f ′(y) + g′(y)dν ′ = C

∫

y∈R

f ′(y)dν ′ + C

∫

y∈R

g′(y)dν ′

Soit u1 ≥ u2 ≥ . . . ≥ um+n la liste triée de tous lessi et de tous lestj. Autrement dit, c’est la
liste obtenue comme suit. Initialiseri et j à1. Tant quei ≤ m et j ≤ n, poserui+j−1 celui desi
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et detj qui est le plus grand, et si l’on a choisisi, ajouter un ài, sinon ajouter un àj. Au sortir de
la boucle, sii > m, poserui+j−1 = tj et incrémenterj tant quej ≤ n. Sinon, poserui+j−1 = si

et incrémenteri tant quei ≤ m.
Pour touty ∈ R, f ′(y) + g′(y) = ǫ

∑m+n
k=1 χ]uk,+∞[(y). En effet, on réalise que la somme∑m+n

k=1 χ]uk,+∞[(y) vaut
∑m

i=1 χ]si,+∞[ +
∑n

j=1 χ]tj ,+∞[, puisquem desuk sont formés par lessi,
et lesn autres sont lestj. En utilisant la proposition 4.1.4,

C

∫

y∈R

f ′(y) + g′(y)dν ′ = ǫ

m+n∑

k=1

ν ′(]uk,+∞[)

= ǫ
m∑

i=1

ν ′(]si,+∞[) + ǫ
n∑

j=1

ν ′(]tj ,+∞[)

= C

∫

y∈R

f ′(y)dν ′ + C

∫

y∈R

g′(y)dν ′

2. Montrons ensuite que sif ′ et g′ sont Scott-continues et bornées deR versR, alors

C

∫

y∈R

f ′(y) + g′(y)dν ′ = C

∫

y∈R

f ′(y)dν ′ + C

∫

y∈R

g′(y)dν ′

En utilisant le lemme 4.1.6, le côté droit est la somme des bornes supérieures des intégrales de
f ′

K et deg′K ,K ∈ N. Or (f ′
K + g′K)K∈N

est une famille dirigée de fonctions étagées dont la borne
supérieure estf ′ + g′. On ne peut pas directement conclure l’égalité souhaitée : pour utiliser
la proposition 4.2.1, il faudrait supposer queν ′ est continue, ce que nous préférons éviter, par
souci de généralité. Mais le lemme 4.1.6 nous garantit quef ′(y) − 1/2K ≤ f ′

K(y) ≤ f ′(y) et
g′(y)− 1/2K ≤ g′K(y) ≤ g′(y) pour touty ∈ R, doncf ′(y)+ g′(y)− 2/2K ≤ f ′

K(y)+ g′K(y) ≤
f ′(y) + g′(y), et grâce au lemme 4.1.2 et au lemme 4.1.5 :

C

∫

y∈R

f ′(y) + g′(y)dν ′ − 2

2K
ν ′(R) ≤ C

∫

y∈R

f ′
K(y) + g′K(y)dν ′ ≤ C

∫

y∈R

f ′(y) + g′(y)dν ′

Nous en concluons que l’intégrale de Choquet def ′
K + g′K converge vers celle def ′ + g′ lorsque

K tend vers+∞. Comme celle def ′
K converge vers celle def ′ et celle deg′K converge vers celle

deg′, en utilisant 1., le point 2. s’en déduit.
3. Écrivonsf = f ′ ◦ h, g = g′ ◦ h, avech continue bornée, etf ′ et g′ Scott-continues et

bornées. On a :

C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν = C

∫

x∈X

(f ′ + g′)(h(x))dν

= C

∫

y∈R

f ′(y) + g′(y)dh[ν] par la proposition 4.2.11

= C

∫

y∈R

f ′(y)dh[ν] + C

∫

y∈R

g′(y)dh[ν] par 2.

= C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν
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par la proposition 4.2.11. ⊓⊔
Le lemme 4.4.2 suggère une extension de la notion de comonotonie :

Définition 4.4.4 Soit (fi)
n
i=1 une famille finie de fonctions deX dansR. On dit que la famille

(fi)
n
i=1 estglobalement comonotonesi et seulement s’il existe une fonction continueh : X → R

et une famille(f ′
i)

n
i=1 de fonctions croissantes telle quefi = f ′

i ◦ h pour touti, 1 ≤ i ≤ n.
Disons a contrario que la famille(fi)

n
i=1 estcomonotone deux à deuxsi et seulement sifi et

fj sont comonotones pour tousi, j, 1 ≤ i, j ≤ n.

Clairement, toute famille globalement comonotone est comonotone deux à deux. Il se trouve
qu’en fait toute famille deux à deux comonotone est globalement comonotone. La notion de
comonotonie globale n’est donc pas une notion nouvelle :

Proposition 4.4.5 La famille(fi)
n
i=1 est comonotone deux à deux si et seulement si elle est glo-

balement comonotone. Si c’est le cas, la fonction continueh : X → R égale àf1 + . . . + fn

est telle qu’il existe une famille(f ′
i)

n
i=1 de fonctions croissantes, Scott-continues, et bornées de

R dansR telle quefi = f ′
i ◦ h pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration.Par récurrence surn. Si n = 0, c’est évident. Sin = 1, soita = infx∈X f1(x),
b = supx∈X f1(x), et prendref ′

1 la fonction qui à touty ∈]a− ǫ, b] associey (pour unǫ > 0 fixé)
à touty ≤ a − ǫ associea − ǫ, et à touty > b associeb. Si n ≥ 2, supposons la propriété vraie
pourn− 1 : il existe une famille(g′i)

n−1
i=1 de fonctions croissantes, Scott-continues, et bornées de

R dansR telles quefi = g′i ◦ h′ pour touti, 1 ≤ i ≤ n− 1, oùh′ = f1 + . . . + fn−1.
On observe queh′ et fn sont comonotones. Sinon, il existeraitx, x′ ∈ X tels queh′(x) <

h′(x′) et fn(x) > fn(x′). Mais sih′(x) < h′(x′), c’est qu’il existei, 1 ≤ i ≤ n − 1, tel que
fi(x) < fi(x

′) : sinon on auraitfi(x) ≥ fi(x
′) pour touti, donch(x) ≥ h′(x′). Mais le fait que

fi(x) < fi(x
′), combiné avecfn(x) > fn(x′), contredit le fait quefi etfn sont comonotones.

Commeh′ et fn sont comonotones, par le lemme 4.4.2, il existe deux fonctions f ′ et g′,
croissantes, Scott-continues, et bornées, telles queh′ = f ′ ◦ h et fn = g′ ◦ h, oùh = h′ + fn =
f1 + . . . + fn−1 + fn. Posons doncf ′

i = g′i ◦ f ′, 1 ≤ i ≤ n − 1, et f ′
n = g′. Clairement les

f ′
i , 1 ≤ i ≤ n, sont croissantes, Scott-continues, et bornées. De plusfi = f ′

i ◦ h pour touti,
1 ≤ i ≤ n. ⊓⊔

Corollaire 4.4.6 L’intégrale de Choquet est additive sur les familles de fonctions comonotones :
si f1, . . . , fn : X → R, sontn fonctions continues bornées et comonotones deux à deux,

C

∫

x∈X

n∑

i=1

fi(x)dν =

n∑

i=1

C

∫

x∈X

fi(x)dν

Démonstration.Par récurrence surn. Si n = 0, les deux côtés sont nuls. Sin = 1, l’égalité est
évidente. Sinon, utilisons la proposition 4.4.5 et écrivonsfi = f ′

i ◦h pour touti, 1 ≤ i ≤ n, avec
f ′

i croissante, Scott-continue et bornée, eth continue. Puisquef1+. . .+fn−1 = (f ′
1+. . .+f

′
n)◦h,
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f1 + . . . + fn−1 etfn sont comonotones. Donc :

C

∫

x∈X

n∑

i=1

fi(x)dν = C

∫

x∈X

(f1 + . . .+ fn−1)(x)dν + C

∫

x∈X

fn(x)dν par la proposition 4.4.3

=
n−1∑

i=1

C

∫

x∈X

fi(x)dν + C

∫

x∈X

fn(x)dν

par hypothèse de récurrence, et l’on conclut. ⊓⊔

4.5 La topologie faible

Nous nous intéresserons dans la suite à des espaces de jeux continus, et possiblement des
sous-espaces. Donnons un nom à l’espace des jeux continus sur X.

Définition 4.5.1 Soit J(X) l’espace des jeux continus sur l’espace topologiqueX, muni de
l’ordre point à point : ν ≤ ν ′ si et seulement siν(U) ≤ ν ′(U) pour tout ouvertU deX. On
verraJ(X) comme un espace topologique, muni de la topologie de Scott.

On définit de mêmeJ1(X), l’espace des jeux continus normalisés surX, etJ≤1(X), l’espace
des jeux continusν surX sous-normalisés, c’est-à-dire tels queν(X) ≤ 1.

Comme en section 3.7, le choix de la topologie de Scott n’est pas nécessairement le plus perti-
nent. On définit donc, de façon entièrement analogue à la définition 3.7.1 :

Définition 4.5.2 (Topologie faible) SoitY un espace quelconque de fonctions des ouverts deX
versR, par exemple l’espace[O(X)→ [0, 1]] des fonctions Scott-continues deO(X) vers[0, 1],
ou J(X), ou J≤1(X), ou J1(X). La topologie faiblesur Y est la topologie engendrée par les
ouverts[U > r] = {ν ∈ Y |ν(U) > r}, lorsqueU parcourt les ouverts deX, etr ∈ R.

On noteraJwk(X), J≤1 wk(X), J1 wk(X) les espacesJ(X), resp.J≤1(X), resp.J1(X), mu-
nis de la topologie faible.

Notons qu’alorsVwk(X), V≤1 wk(X), et V1 wk(X) sont des sous-espaces topologiques des
espacesJwk(X), J≤1 wk(X), et J1 wk(X) respectivement. Autrement, la topologie faible sur
Vwk(X), V≤1 wk(X), et V1 wk(X) est la topologie induite par la topologie faible surJwk(X),
J≤1 wk(X), etJ1 wk(X) respectivement.

On a, par le même raisonnement qu’au lemme 3.7.2 et au lemme 3.7.3, qui avaient abouti à
la proposition 3.7.4 et au corollaire 3.7.5 :

Proposition 4.5.3 SoitP n’importe quelle propriété de fonctions deO(X) versR+. L’espace
des fonctions deO(X) versR+ vérifiantP muni de la topologie de la convergence simple est
correctement ordonné : cette topologie est plus fine que la topologie haute, et moins fine que la
topologie de Scott.

En particulier, les espacesJwk(X), J≤1 wk(X), J1 wk(X) sont correctement ordonnés : la
topologie faible est plus fine que la topologie haute, et moins fine que la topologie de Scott.

L’ordre de spécialisation sur ces espaces est l’ordre≤ point à point.
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Nous avons vu à la proposition 3.7.12 que la topologie faiblecoïncidait en fait avec la topologie
de Scott lorsqueX était un cpo continu, avec un plus petit élément⊥ dans le cas de l’espace
V1 wk(X). Nous verrons en section 5.6 que cette coïncidence de topologies n’est pas le cas gé-
néral. Cependant, nous démontrerons plus loin que, de nouveau, ces deux topologies coïncident
sur[O(X)→ [0, 1]], lorsqueX est localement relativement compact (corollaire 4.5.21).

La topologie faible n’est pas usuellement définie comme en définition 4.5.2, mais comme la
topologie la moins fine qui rend toutes les fonctions

ν 7→ C

∫

x∈X

f(x)dν

continues, pour toute fonction continue bornéef deX versR+.
Ces deux topologies sont identiques :

Proposition 4.5.4 La topologie faible surJ(X), resp.J≤1(X), resp.J1(X), resp.V(X), resp.
V≤1(X), resp.V1(X), est la topologie la moins fine qui rend toutes les fonctions

ν 7→ C

∫

x∈X

f(x)dν

continues, pour toute fonction continue bornéef deX versR+.

Démonstration.Fixonsf continue bornée deX versR+, et posonsFf la fonction qui àν associe

C

∫

x∈X

f(x)dν

Montrons queFf est continue depuis l’espace des jeux munis de la topologie faible versR.
C’est clair lorsquef est de la formeχU , pourU ouvert deX : tout ouvertV de R+ est de la
forme ]r,+∞[, r ∈ R, et F−1

f ]r,+∞[= [U > r]. Lorsquef est étagée, disons de la forme∑n
i=0 aiχUi

, avecX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un une suite décroissante d’ouverts, eta0 ∈ R,
a1, . . . , an ∈ R+, alors par la proposition 4.1.4,Ff =

∑n
i=0 aiFχUi

= a0 +
∑n

i=1 aiFχUi
, donc

Ff est continue comme combinaison linéaire à coefficients positifs ou nuls de fonctions (Scott)
continues. Lorsquef est une fonction continue bornée quelconque, utilisons le lemme 4.1.6 :
f = supK∈N fK etFf = supK∈N FfK

, doncF−1
f ]r,+∞[= {ν| supK∈N FfK

(ν) > r} = {ν|∃K ∈
N · FfK

(ν) > r} =
⋃

K∈N
F−1

fK
]r,+∞[ est un ouvert faible.

Soit O la topologie la moins fine rendant tous lesFf continues.O est engendrée par les
F−1

f ]r,+∞[, qui sont des ouverts faibles. DoncO est moins fine que la topologie faible.
Réciproquement, par définitionFf est continue depuis l’espace des jeux muni de la topologie

O, pour toute fonctionf continue bornée. En particulier, pourf = χU , pour tout ouvertU deX.
Donc pour toutr ∈ R, F−1

χU
]r,+∞[ est dansO. MaisF−1

χU
]r,+∞[= [U > r]. DoncO est plus

fine que la topologie faible. ⊓⊔
Une autre façon de dire la même chose est la suivante.
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Corollaire 4.5.5 SoitY l’un quelconque des espacesJ(X), J≤1(X), J1(X), V(X), V≤1(X),
V1(X).

La topologie faible surY est la topologie engendrée par les ensembles

[f > r] = {ν ∈ Y | C
∫

x∈X

f(x)dν > r}

oùf parcourt l’ensemble des fonctions continues bornées deX versR+, etr ∈ R.

On peut montrer, en réutilisant pratiquement textuellement l’argument de Jung (2004, Sec-
tion 3.2), que tous les espaces de capacités considérés danscet ouvrage sont stablement com-
pacts, à partir du moment où ils sont munis de la topologie faible.

Lemme 4.5.6 SoitX un espace topologique. L’espaceY =
∏

U [0, 1], oùU varie parmi les ou-
verts deX, et chaque copie de l’intervalle[0, 1] est muni de la topologie de Scott, est stablement
compact.

Démonstration.Par le lemme 3.6.11, avecA = [0, 1]. En effet,[0, 1] est un cpo continu, donc
sobre et localement compact. Les compacts saturés de[0, 1] sont les[a, 1], 0 ≤ a ≤ 1, donc[0, 1]
est cohérent et compact ; donc stablement compact. ⊓⊔

Tout élémentf deY est une fonction qui à chaque ouvertU deX associe un réel dans[0, 1].
La topologie produit surY est alors, par définition, engendrée par les ensembles[U > r]∗ =
{f ∈ Y |f(U) > r}, lorsqueU parcourt les ouverts deX et r ∈ R. Tous les sous-ensembles
de jeux, munis de leur topologie faible, par exempleJ≤1 wk(X), J1 wk(X), sont donc des sous-
espaces topologiques deY .

La topologie patch de[0, 1] est la topologie métrique usuelle. Les fonctions+, −, ×, max
sont en particulier patch-continues de[0, 1]2 vers[0, 1].

Proposition 4.5.7 SoitX un espace topologique, etY =
∏

U [0, 1], où le produit est indexé par
les ouvertsU deX. SoitP n’importe quelle conjonction de propriétés parmi “stricte”, “mo-
notone”, “convexe”, “concave”, “totalement convexe”, “totalement concave”, “modulaire”,
“normalisé”.

L’espace des fonctionsν deO(X) vers[0, 1], en particulier celui des capacités ou des jeuxν
surX tels queν(X) ≤ 1, vérifiant la propriétéP , muni de la topologie faible, est un patch-fermé
deY , et un espace stablement compact.

Démonstration. Par le théorème 3.6.14, avecT = O(X), A = [0, 1]. Notonsx ≤ y pour
l’équationmax(x, y) = y. Les sous-espaces indiquées sont de la forme[Σ], où les équations
patch-continues deΣ sont à prendre parmi :

– _(∅) = 0 (caractère strict) ;
– _(U) ≤ _(V ) pour chaque couple(U, V ) d’ouverts deX tels queU ⊆ V (monotonie) ;
– _(U) + _(V ) ≤ _(U ∪ V ) + _(U ∩ V ) pour tous ouvertsU , V deX (convexité) ;
– _(U ∪ V ) + _(U ∩ V ) ≤ _(U) + _(V ) pour tous ouvertsU , V deX (concavité) ;
– _(U ∪ V ) + _(U ∩ V ) = _(U) + _(V ) pour tous ouvertsU , V deX (modularité) ;
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–
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1_
(⋂

i∈I Ui

)
≤ _(

⋃n
i=1 Ui) pour toute famille finie d’ouverts(Ui)

n
i=1

(convexité totale) ;
– _(

⋂n
i=1 Ui) ≤

∑
I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1_

(⋃
i∈I Ui

)
pour toute famille finie d’ouverts(Ui)

n
i=1

(concavité totale) ;
– _(X) = 1 (normalisation). ⊓⊔
Ce qui nous intéresse au premier plan est le cas des jeuxcontinus, qui se traite à l’aide de la

rétractionr du lemme 3.6.16.
Rappelons la fonctionr du lemme 3.6.16, appliquée aux valuationsν vues comme fonc-

tions deO(X) versR+. PuisqueO(X) est un cpo continu avec⋐ comme relation “bien en-
dessous”, dès queX est localement relativement compact (lemme 3.4.10), on aura r(ν)(U) =
supV ⋐U ν(V ).

Lemme 4.5.8 SoitX un espace localement relativement compact. Pour toute capacitéν surX,
r(ν) est un jeu continu. De plus,r(ν) est le plus grand jeu continu inférieur ou égal àν.

Démonstration.Par le lemme 3.6.16, il suffit de vérifier quer(ν) est une capacité. Orr(ν)(∅) =
0, car le seul ouvertV ⋐ ∅ est le vide lui-même. ⊓⊔

Lemme 4.5.9 SoitX un espace stablement localement relativement compact. Siν est convexe,
resp. concave, resp. modulaire, resp. totalement convexe,resp. totalement concave, alors il en
est de même der(ν).

Si de plusX est compact, alors siν est normalisée il en est de même der(ν).

Démonstration.Si ν est convexe,

r(ν)(U1 ∪ U2) + r(ν)(U1 ∩ U2) = sup
V ⋐U1∪U2

ν(V ) + sup
V ⋐U1∩U2

ν(V )

= sup
V1⋐U1
V2⋐U2

ν(V1 ∪ V2) + sup
V1⋐U1
V2⋐U2

ν(V1 ∩ V2)

par le lemme 3.4.12 et le lemme 3.6.19

= sup
V1⋐U1
V2⋐U2

(ν(V1 ∪ V2) + ν(V1 ∩ V2))

car la famille des(V1, V2) tels queV1 ⋐ U1, V2 ⋐ U2 est dirigée, puisqueO(X), doncO(X) ×
O(X), est un cpo continu par le lemme 3.4.10. Puisqueν est convexe, ceci est supérieur ou égal
à :

sup
V1⋐U1
V2⋐U2

(ν0(V1) + ν0(V2)) = sup
V1⋐U1
V2⋐U2

ν(V1) + sup
V1⋐U1
V2⋐U2

ν(V2)

= sup
V1⋐U1

ν(V1) + sup
V2⋐U2

ν(V2) = r(ν)(U1) + r(ν)(U2)

Doncr(ν) est convexe. La préservation de la concavité et de la modularité se montre de manière
similaire.
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On démontre la préservation de la convexité totale comme la préservation de la convexité
ci-dessus, mais en montrant à la place que :

r(ν)

(
n⋃

i=1

Ui

)
+

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅,|I| pair

r(ν)

(
⋂

i∈I

Ui

)
≥

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅,|I| impair

r(ν)

(
⋂

i∈I

Ui

)

Ceci est laissé en exercice (utiliser de nouveau les lemmes 3.6.19 et 3.4.12), ainsi que la préser-
vation de la concavité totale, pour laquelle l’argumentation est similaire.

Finalement, siν est normalisée etX est compact, alorsr(ν)(X) ≤ 1 est évident, et récipro-
quementr(ν)(X) = supV ⋐X ν(V ) ≥ 1 carX ⋐ X, puisqueX est compact. ⊓⊔

Proposition 4.5.10 SoitX un espace stablement localement relativement compact. Soit P n’im-
porte quelle conjonction de propriétés parmi “stricte”, “convexe”, “concave”, “totalement con-
vexe”, “totalement concave”, “modulaire”, et “normalisé”siX est compact. La fonctionr dé-
finie au lemme 3.6.16 et l’injection canoniques des fonctions continues dans les fonctions de
O(X) vers [0, 1] définissent une rétraction et une section, respectivement,entre l’espace des
fonctions continues deO(X) vers [0, 1] — en particulier des jeux continus — vérifiantP sur
X, avec la topologie faible (c’est-à-dire de la convergence simple), et l’espace des fonctions de
O(X) versR+ — en particulier des jeux — vérifiantP surX avec la topologie faible (de la
convergence simple).

Démonstration.On a clairementr(s(ν)) = ν pour toutν. De plus,s est clairement continue.
Il ne reste donc qu’à montrer quer est continue. L’image réciproque parr de l’ensemble des
fonctions continuesν tels queν(U) > r est l’ensemble des fonctionsν telles quer(ν)(U) > r,
c’est-à-dire tels quesupV ⋐U ν(V ) > r, c’est-à-dire tels qu’il existeV ⋐ U avecν(V ) > r. C’est
donc l’union des ouverts faibles[V > r] lorsqueV ⋐ U , qui est donc un ouvert faible. ⊓⊔

Théorème 4.5.11SoitX un espace stablement localement relativement compact. Soit P n’im-
porte quelle conjonction de propriétés parmi “stricte”, “convexe”, “concave”, “totalement con-
vexe”, “totalement concave”, “modulaire”. L’espace des fonctions continuesν de O(X) vers
[0, 1] — en particulier des jeux continus sous-normalisés — vérifiant P surX, muni de la to-
pologie faible (c’est-à-dire de la convergence simple), est stablement compact. En particulier,
J≤1 wk(X), V≤1 wk(X) sont stablement compacts.

Si de plusX est compact, l’espace des jeux continus normalisés vérifiant P sur X, muni
de la topologie faible, est stablement compact. En particulier, J1 wk(X), V1 wk sont stablement
compacts.

Démonstration. Par la proposition 4.5.10, ces espaces apparaissent comme rétracts d’espaces
qui sont stablement compacts par la proposition 4.5.7. On conclut par le lemme de Lawson 3.2.2.
⊓⊔

Au vu de la proposition 3.7.12, on peut aussi en conclure le théorème suivant.

Théorème 4.5.12SoitX un cpo continu cohérent. L’espaceV≤1(X) des valuations continues
sous-normalisées surX est un cpo continu cohérent et compact.
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Démonstration.X est un cpo continu, donc est sobre et localement compact. Étant cohérent,
il est stablement localement compact. Par le théorème 4.5.11, V≤1 wk(X) est donc stablement
compact. Par la proposition 3.7.12,V≤1(X) = V≤1 wk(X). Par le théorème de Jones,V≤1(X)
est aussi un cpo continu. ⊓⊔

En particulier, siX est un domaine,V≤1 wk(X) est un cpo continu cohérent. Mais, malgré
la propriété de cohérence,V≤1(X) n’est pas en général un domaine. Un contre-exemple, dû à
Jones (1990, section 4.5), est donné parX = {a, b,⊤}, aveca, b ≤ ⊤ et a et b incomparables.
Alors les valuations continues sous-normalisées1/2δa et 1/2δb ont deux majorants minimaux,
1/2δa + 1/2δb et1/2δ⊤, comme on peut le vérifier par l’utilisation du lemme de découpage.

On peut adapter le théorème 4.5.12 au cas des probabilités continues surX. Rappelons
qu’une probabilité est une valuation normaliséeν, c’est-à-dire telle queν(X) = 1. L’analogue
du théorème de Jones est dû à Edalat (1995, corollaire 3.3) : si X est un cpo continu ayant un
plus petit élément⊥, alors l’espaceV1(X) des probabilités continues surX est un cpo continu,
ayant une base de probabilités simples.

Théorème 4.5.13Soit X un cpo continu cohérent, avec un plus petit élément⊥. L’espace
V1(X) des probabilités continues surX est un cpo continu cohérent et compact.V1(X) a un
plus petit élément, à savoirδ⊥.

Démonstration.Par le théorème d’Edalat, c’est un cpo continu.X est un cpo continu, donc est
sobre et localement compact. Il est aussi cohérent par hypothèse, et compact car il a un plus
petit élément. . Par le théorème 4.5.11,V1 wk(X) est donc stablement compact. Par la proposi-
tion 3.7.12,V1(X) = V1 wk(X). Finalement, pour toute probabilité continueν, δ⊥ ≤ ν : pour
tout ouvertU , siU 6= X alorsδ⊥(U) = 0 ≤ ν(U), sinonδ⊥(U) = 1 = ν(X) = ν(U). ⊓⊔

⊓⊔
Nous allons maintenant démontrer que, lorsqueX est stablement compact, la topologie de

Scott et la topologie faible coïncident sur[O(X)→ [0, 1]]. (Nous démontrerons en fait un résultat
plus général au corollaire 4.5.21.) On observe queO(X) est un treillis, et un cpo continu puisque
X est localement compact, donc localement relativement compact (lemme 3.4.10). Un tel treillis
est appelé untreillis continu, et est automatiquement cohérent, et a un plus petit élément, donc
est stablement compact.[0, 1] est lui aussi un treillis continu.

Un des résultats fondamentaux de la théorie des domaines de Scott (Gierz et al., 2003) est
que, siX etY sont deux treillis continus, alors l’espace[X → Y ] des fonctions Scott-continues
deX versY , muni de l’ordre≤ défini parf ≤ g si et seulement sif(x) ≤ g(x) pour toutx ∈ X,
est encore un treillis continu. Une base en est formée des bornes supérieures de familles finies
de fonctions de la formexi ց yi, 1 ≤ i ≤ n, où xi ց yi est la fonction qui à toutx associe
yi si xi ≪ x,⊥ sinon. (Abramsky and Jung, 1994, section 4). Nous appellerons de telles bornes
supérieures finies desfonctions en escalier, et lesxi ց yi desmarches.

Lemme 4.5.14Toute marchexi ց yi d’un ensemble ordonné continuX vers un ensemble
ordonnéY avec un plus petit élément⊥ est Scott-continue. Toute fonction en escalier est Scott-
continue.
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Démonstration.L’image réciproque d’un ouvertV deY est soit↑↑xi si⊥ 6∈ V , soitX tout entier.
Or ↑↑xi est ouvert puisqueX est continu. Toute borne supérieure d’une famille finie de fonction
continues étant continues, on en déduit que toute fonction en escalier est Scott-continue. ⊓⊔

Lemme 4.5.15SoitX un ensemble ordonné,Y un cpo avec un plus petit élément⊥. Soitf une
fonction continue deX versY . Siy ≪ f(x) alorsxց y ≪ f dans[X → Y ]. En conséquence,
supn

i=1(xi ց yi)≪ f dès queyi ≪ f(xi) pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration.Soit (fi)i∈I une famille dirigée de fonctions continues deX dansY , telle que
f ≤ supi∈I fi. En particulier,y ≪ f(x) ≤ supi∈I fi(x), donc il existei ∈ I tel quey ≤ fi(x). Il
ne reste qu’à montrer quex ց y ≤ fi. Pour toutx′ ∈ X, soitx ≪ x′ et en particulierx ≤ x′,
donc(xց y)(x′) = y ≤ fi(x) ≤ fi(x

′) ; soit ce n’est pas le cas, et(xց y)(x′) = ⊥ ≤ fi(x
′).

Pour la deuxième partie, il suffit de vérifier quesupn
i=1(xi ց yi) ≪ f si et seulement si

xi ց yi ≪ f pour touti, 1 ≤ i ≤ n. La direction seulement si est évidente. Pour la direction si,
toute famille dirigée de fonctions de borne supérieure au-dessus def a un élémentfi qui dépasse
xi ց yi pour chaquei. Comme la famille est dirigée etn est fini, il existe un élément de la
famille qui dépasse tous lesxi ց yi, donc aussisupn

i=1(xi ց yi). ⊓⊔

Lemme 4.5.16SoitX un ensemble ordonné continu,Y un cpo continu avec un plus petit élé-
ment⊥. Toute fonction continuef deX versY est borne supérieure d’une famille de marches
bien en-dessous def .

[X → Y ] est un cpo continu avec un plus petit élément, dont une base est formée des fonc-
tions en escalier.

Si de plusY est un domaine,[X → Y ] aussi.

Démonstration.Considérons la famille de toutes les marchesxց y telles quey ≪ f(x). Par le
lemme 4.5.15, elles sont toutes bien en-dessous def . Pour toutx ∈ X, puisqueX est continu,
x est la borne supérieure de la famille dirigée desx′ ≪ x. PuisqueY est continu,f(x′) est la
borne supérieure de la famille dirigée desy′ ≪ f(x′). Chacune des fonctionsx′ ց y′ ainsi
obtenu est bien en-dessous def . De plus,supx′≪x,y′≪f(x′)(x

′ ց y′)(x) = supx′≪x,y′≪f(x′) y
′ =

supx′≪x f(x′) = f(x) puisquef est Scott-continue.
Toute fonction continue est donc aussi borne supérieure dirigée des bornes supérieures finies

de marches. Donc[X → Y ] est un cpo continu, avec une base formée de fonctions en escalier.
D’autre part,[X → Y ] a un plus petit élément, à savoir la fonction qui à toutx ∈ X associe⊥.

Finalement, siY est un domaine, alors[X → Y ] est un domaine, car sif etg sont continues,
alors la fonctionsup(f, g), qui àx associesup(f(x), g(x)), est Scott-continue. ⊓⊔

Définition 4.5.17 (Convergence simple)Pour tous espaces topologiquesX etY , notons[X →
Y ]p l’espace des fonctions continues deX versY , muni de latopologie de la convergence simple.
C’est la topologie engendrée par les ensembles[x 7→ V ] = {f continue deX versY |f(x) ∈
V }, pour toutx ∈ X et tout ouvertV deY .

Une définition équivalente est : la topologie de la convergence simple est la topologie la moins
fine qui rende toutes les fonctionnelles d’applicationf 7→ f(x) continues, pour toutx ∈ X. Ce
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n’est rien d’autre que la topologie induite par l’inclusionde[X → Y ] dans l’espace produitY X ,
de toutes les fonctions deX versY .

On remarquera en particulier le fait important suivant, quiest notre troisième caractérisation
de la topologie faible.

Fait 4.5.18 La topologie de la convergence simple sur[O(X) → [0, 1]] est exactement la topo-
logie faible.

La topologie de la convergence simple y est en effet engendrée par les ensembles[U 7→]t,+∞[] =
[U > t].

Lemme 4.5.19Le préordre de spécialisation de[X → Y ]p est le préordre point à point, défini
par f ≤ g si et seulement sif(x) ≤ g(x) pour toutx ∈ X. LorsqueY est un ensemble ordonné
muni de sa topologie de Scott, l’espace[X → Y ]p est correctement ordonné.

Démonstration. Si f(x) ≤ g(x) pour toutx ∈ X et f est dans l’ouvert[x 7→ V ], alorsg
aussi, puisqueV est clos par le haut. On en déduit queg est dans tout ouvert contenantf .
Réciproquement, si tout ouvert qui contientf contient aussig, alors àx fixé, tout ouvertV tel
quef ∈ [x 7→ V ] est tel queg ∈ [x 7→ V ], c’est-à-dire tout ouvertV qui contientf(x) contient
aussig(x), autrement ditf(x) ≤ g(x).

On en déduit que la topologie de la convergence simple est plus fine que la topologie haute.
Montrons qu’elle est moins fine que la topologie de Scott. Pour ceci, il suffit de montrer que
[x 7→ V ] est un ouvert de Scott pour toutx ∈ X et tout ouvertV deY . On suppose pour ceci que
Y est un ensemble ordonné muni de sa topologie de Scott. D’abord, [x 7→ V ] est clos par le haut :
si f(x) ∈ V et f ≤ g, alorsg(x) est encore dansV , qui est clos par le haut. Ensuite, si(fi)i∈I

est une famille dirigée de fonctions continues deX dansY telles quesupi∈I fi ∈ [x 7→ V ], c’est
quesupi∈I fi(x) ∈ V , donc il existei ∈ I tel quefi(x) ∈ V , c’est-à-direfi ∈ [x 7→ V ]. Donc
[X → Y ]p est correctement ordonné. ⊓⊔

⊲ Exercice 4.4
Rappelons queA est l’ensemble des trois éléments0 ⊑ M ⊑ 1 (définition 3.6.1). Montrer que
la topologie dePV(X) est celle induite par l’inclusionPV(X) ⊆ [O(X) → A]p, A étant muni
de la topologie de Scott de son ordre⊑.

⊲ Exercice 4.5
Soit Z un espace topologique,A une partie deZ dont l’adhérence est irréductible, etg une

fonction continue deZ vers un espace topologiqueZ ′. Montrer que l’adhérence deg(A) dansZ ′

est irréductible. Cet exercice est censé préparer l’exercice 4.6

⊲ Exercice 4.6
Montrer que, siY est un espace sobre, alors[X → Y ]p est sobre, pour tout espace topologique
X. On recommande d’utiliser l’exercice 4.5.

⊲ Exercice 4.7
SoitX un espace sobre,Y un espaceT0, f et g deux fonctions continues deX versY . Montrer
que le sous-espace[f = g] = {x ∈ X|f(x) = g(x)} deX est sobre. Cet exercice est censé
préparer l’exercice 4.8.
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⊲ Exercice 4.8
En utilisant l’exercice 4.6 et l’exercice 4.7, montrer que,pour tout espace topologiqueX, PV(X)
est sobre. (Voir la définition 3.6.1.)

Proposition 4.5.20 SoitX un ensemble ordonné continu,Y un cpo continu avec un plus petit
élément⊥. Alors la topologie de la convergence simple et la topologiede Scott coïncident sur
[X → Y ] : [X → Y ] = [X → Y ]p.

Démonstration.Le lemme 4.5.19 établit que la topologie de Scott est plus fineque la topologie
de la convergence simple. Montrons la réciproque. Par le lemme 4.5.16,[X → Y ] est un cpo
continu. Considérons l’ouvert de Scott↑↑f , où f est la fonction en escaliersupn

i=1(xi ց yi).
Pour toute fonction continueg, par le lemme 4.5.15,supn

i=1(xi ց yi) ≪ g si et seulement si
yi ≪ g(xi) pour touti, 1 ≤ i ≤ n. Autrement dit,↑↑f =

⋂n
i=1[xi 7→ ↑↑yi], qui est donc un ouvert

de la topologie de la convergence simple. Puisque[X → Y ] est un cpo continu, la topologie
de Scott de[X → Y ] est engendrée par les↑↑f , et est donc moins fine que la topologie de la
convergence simple. ⊓⊔
Corollaire 4.5.21 SoitX un espace localement relativement compact. Alors la topologie faible
et la topologie de Scott coïncident sur[O(X)→ [0, 1]].

Démonstration.Appliquer la proposition 4.5.20.O(X) est un cpo continu carX est localement
relativement compact, en vertu du lemme 3.4.10.Y = [0, 1] est un cpo continu avec plus petit
élément. On a remarqué plus haut, d’autre part, que la topologie de la convergence simple sur
[O(X)→ [0, 1]] était exactement la topologie faible. ⊓⊔
Proposition 4.5.22 Soit X un espace localement relativement compact. L’espace[O(X) →
[0, 1]] = [O(X)→ [0, 1]]p est un domaine stablement compact.

Démonstration. D’abord, [O(X) → [0, 1]] = [O(X) → [0, 1]]p vient du corollaire 4.5.21.
PuisqueX est localement relativement compact,O(X) est un cpo continu par le lemme 3.4.10.
Y = [0, 1] est un domaine avec plus petit élément, donc[O(X)→ [0, 1]] est un domaine avec un
plus petit élément par le lemme 4.5.16. Par le corollaire 3.1.8, il est stablement compact. ⊓⊔

4.6 Produits de jeux

Il existe un analogue du théorème de Fubini pour les valuations continues, voir par exemple
Jones (1990, théorème 3.17). Rappelons (section 3.8) que, si ν est une valuation continue sur
X et ν ′ une valuation continue surY , on peut définir une unique valuation continueν ⊗ ν ′ sur
X × Y telle que :

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V ) (4.2)

pour tous ouvertsU deX etV deY Le théorème de Jones-Fubini énonce qu’intégrer une fonc-
tion f de deux variablesx ety le long deν ⊗ ν ′ donne le même résultat qu’intégrer enx le long
deν, puis d’intégrer le résultat eny le long deν ′. Pour que ceci ait un sens, nous devons d’abord
vérifier le résultat suivant.
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Lemme 4.6.1 SoientX etY deux espaces topologiques. Soitν un jeu continu surX, ν ′ un jeu
continu surY . Pour toute fonctionf continue bornée du produit topologiqueX × Y versR, les
fonctions :

g(y) = C

∫

x∈X

f(x, y)dν

h(x) = C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′

sont bien définies, continues et bornées deY , resp.X, versR.

Démonstration.On traite le cas deg, celui deh étant similaire. Ày fixé, la fonction qui àx
associef(x, y) est continue et bornée, donc l’intégrale définissantg est bien définie. Lorsquea
majore les valeurs def , on ag(y) ≤ aν(X), doncg est bornée. Il ne reste qu’à montrer queg
est continue.

Examinons d’abord le cas oùf est une fonction de la formeχW , W ouvert deX × Y . Pour
tout y ∈ Y , posonsWy = {x ∈ X|(x, y) ∈ W}. PuisqueW est une union de rectangles
ouverts

⋃
i∈I Ui × Vi, où lesUi sont des ouverts deX et lesVi sont des ouverts deY , Wy est

l’union desUi tels queVi contienty, et est donc ouvert. Alorsg(y) = ν(Wy). Fixons un réel
t, et supposons queg(y) > t. CommeWy =

⋃
i∈I/y∈Vi

Ui, Wy est aussi l’union dirigée des
ouvertsWy,J =

⋃
i∈J/y∈Vi

Ui lorsqueJ parcourt l’ensemble des parties finies deI. Puisqueν est
continu, il existe une telle partie finieJ telle queν(Wy,J) > t. Considérons maintenant l’ouvert
V =

⋂
i∈J/y∈Vi

Vi, ceci dénotantY tout entier s’il n’existe aucuni ∈ J tel quey ∈ Vi. Clairement
y ∈ V . De plus, pour toutz ∈ V ,Wz,J contientWy,J : pour toutx ∈Wy,J , x ∈ Ui pour uni ∈ J
tel quey ∈ Vi, et alorsz, qui est dansV , est dansVi, d’où l’on déduit quex est dans l’union
desUi tels quei ∈ J et z ∈ Vi. CommeWz,J contientWy,J , ν(Wz) ≥ ν(Wz,J) ≥ ν(Wy,J) > t.
Récapitulons : nous venons d’établir que pour tout réelt, pour touty tel queg−1(y) > t, il
existe un ouvertV contenanty tel que pour toutz ∈ V , g−1(z) > t. Autrement dit, pour tout
y ∈ g−1]t,+∞[, il existe un ouvertV contenanty inclus dansg−1]t,+∞[. Doncg−1]t,+∞[ est
l’union de tels ouvertsV , lorsquey varie parmi les éléments deg−1]t,+∞[. Doncg−1]t,+∞[
est ouvert, d’où l’on conclut queg est continue.

Lorsquef est une fonction étagée de la formeǫ
∑n

i=0 χWi
, avecW0 ⊇ W1 ⊇ . . . ⊇ Wn,

g(y) vaut ǫ
∑

i=0 gi(y), où gi(y) = ν((Wi)y). Ceci est par la proposition 4.1.4. Puisquegi est
continue, et que l’addition est Scott-continue,g est continue de même.

Dans le cas général, par le lemme 4.1.6,f est la borne supérieure d’une famille dirigée de
fonctions étagéesfK , K ∈ N, avecf(x, y) − 1/2K ≤ fK(x, y) ≤ f(x, y) pour toutx ∈ X et
tout y ∈ Y . PosonsgK(y) l’intégrale de la fonction qui àx ∈ X associefK(x, y) le long de
ν. Alors gK croît lorsqueK augmente, etg(y) − 1/2Kν(X) ≤ gK(y) ≤ g(y), doncg(y) est la
borne supérieure desgK(y), K ∈ N. L’ensembleg−1]t,+∞[ est alors l’union desgK−1

]t,+∞[,
K ∈ N. Ces derniers étant ouverts par le paragraphe ci-dessus,g−1]t,+∞[ aussi. Doncg est
continue. ⊓⊔

Ceci nous permet de donner un sens aux constructions utilisées dans le théorème qui nous
occupe :
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Théorème 4.6.2 (Jones-Fubini)SoientX etY deux espaces topologiques. Soitν une valuation
continue surX, ν ′ une valuation continue surY . Pour toute fonctionf continue bornée du
produit topologiqueX × Y versR,

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′ (4.3)

Démonstration.Nous reprenons l’argument de Jones. Pour tout ouvertW deX × Y , posons

ν1(W ) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χW (x, y)dν ′dν

ν2(W ) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χW (x, y)dν ′dν

Ceci a un sens, de même en général que les côtés gauche et droitde (4.3), par le lemme 4.6.1.
Clairement,ν1(∅) = ν2(∅) = 0, ν1 etν2 sont monotones et continues par le lemme 4.1.2 et la

proposition 4.2.1. Il est facile de vérifier queχW1∪W2 + χW1∩W2 = χW1 + χW2 , puisque les deux
côtés définissent la fonction qui à tout élément deW1 ∩W2 associe2, à tout élément deW1 mais
pas deW2 ou réciproquement associe1, et à tout autre élément associe0. Comme l’intégrale
de Choquet est linéaire en la fonction intégrée lorsque l’onintègre par rapport à une valuation
(corollaire 4.3.3),ν1 etν2 sont des valuations, donc des valuations continues. Or, pour tout ouvert
U deX, et tout ouvertV deX, ν1(U × V ) = ν2(U × V ) = ν(U).ν ′(V ), doncν1 = ν2 = ν ⊗ ν ′
par l’unicité de la valuation produit (section 3.8).

Soit maintenantf une fonction continue bornée arbitraire deX×Y versR. Écrivonsf sous la
forme de la borne supérieure de la famille(fK)K∈N

du lemme 4.1.6. PosonsfK =
∑n

i=0 aiχWi
,

avecX × Y = W0 ⊇ W1 ⊇ . . .Wn. On a

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′dν =
n∑

i=0

ai C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χWi
(x, y)dν ′dν

par le corollaire 4.3.3

=
n∑

i=0

aiν1(Wi) = C

∫

(x,y)∈X×Y

fK(x, y)dν1

Par le lemme 4.1.6, dernière partie,

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)dν1

De même, on déduit

C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′ = C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)dν2

On conclut carν1 = ν2 = ν ⊗ ν ′. ⊓⊔
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La construction ne se généralise pas aux jeux quelconques, même continus. Lorsqueν et ν ′

sont des jeux continus, nous verrons ci-dessous qu’il existe toujours un jeu continuν ⊗ ν ′ qui
vérifie l’équation (4.2), mais il ne sera pas en général unique. En fait, on peut déjà en définir deux,
que nous noteronsν⋉ ν ′ etν⋊ ν ′, par imitation des côtés gauche et droit de la formule (4.3).Ce
sont exactement ceux qui sont utilisés dans la démonstration ci-dessus.

Définition 4.6.3 Soientν un jeu sur l’espaceX, ν ′ un jeu sur l’espaceY . Le produit à gauche
ν ⋉ ν ′ et leproduit à droiteν ⋊ ν ′ sont définis par les formules suivantes, pour tout ouvertW de
X × Y :

(ν ⋉ ν ′)(W ) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χW (x, y)dν ′dν

(ν ⋊ ν ′)(W ) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

χW (x, y)dνdν ′

Le théorème de Jones-Fubini énonce que ces deux notions coïncident dans le cas de valua-
tions continues :

Fait 4.6.4 Lorsqueν etν ′ sont des valuations continues,ν ⋉ ν ′ = ν ⊗ ν ′ = ν ⋊ ν ′.

Dans le cas plus général des jeux continus, on vérifie facilement queν ⋉ ν ′ et ν ⋊ ν ′ sont
tous les deux des solutions de l’équation (4.3) :

Fait 4.6.5 Pour tous jeuxν surX et ν ′ surY , pour tout ouvertU deX, pour tout ouvertV de
Y , on a :

(ν ⋉ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V )

(ν ⋊ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V )

Mais en général,ν ⋉ ν ′ etν ⋊ ν ′ ne coïncident pas :

⊲ Exercice 4.9
SoitX = Y l’espace{1, 2} muni de la topologie discrète,ν = uX le jeu tel queν(U) = 1

si U = X, ν(U) = 0 sinon, etν ′ = 1/2δ1 + 1/2δ2. Montrer que l’intégrale d’une fonction
g : X → R+ le long deν vautmin(g(1), g(2)). Exhiber un sous-ensembleW deX × Y tel que
(ν ⋉ ν ′)(W ) 6= (ν ⋊ ν ′)(W ).

Lemme 4.6.6 Soientν et ν ′ deux jeux, respectivement surX et surY . Les produitsν ⋉ ν ′ et
ν ⋊ ν ′ sont des jeux, qui sont continus dès queν etν ′ le sont.

Démonstration.Queν⋉ ν ′ etν ′ ⋉ ν soient des jeux découlent du fait que l’intégrale de Choquet
de la fonction nulle vaut toujours0 (le cas particulierα = 0 de la proposition 4.2.12), ce qui
implique que(ν ⋉ ν ′)(∅) = (ν ⋊ ν ′)(∅) = 0 ; et du fait que l’intégrale de Choquet par rapport à
ν et àν ′ est croissante en la fonction intégrée (proposition 4.1.2).
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Supposonsν et ν ′ continus, et soitW l’union d’une famille dirigée(Wi)i∈I d’ouverts de
X × Y . Alors on remarque d’abord queχW = supi∈I χWi

, donc :

(ν ⋉ ν ′)(W ) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

sup
i∈I

χWi
(x, y)dν ′dν

= C

∫

x∈X

sup
i∈I

C

∫

y∈Y

χWi
(x, y)dν ′dν par la proposition 4.2.1

= sup
i∈I

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χWi
(x, y)dν ′dν idem

= sup
i∈I

(ν ⋉ ν ′)(Wi)

Doncν ⋉ ν ′ est continu. De même pourν ⋊ ν ′. ⊓⊔
Les définitions deν ⋉ ν ′ et deν ⋊ ν ′ semblent faites pour obtenir au moins une moitié du

théorème de Fubini pour chacun des produits. Nous nous attendrions donc à ce que, pour toute
fonction continue bornéef deX × Y versR, on ait :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν (4.4)

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋊ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′ (4.5)

Ce n’est en fait pas le cas en général, voir l’exercice 4.10 ci-dessous. Cependant, ce sont les seuls
candidats que nous ayons, au sens où, siν ′′ est un jeu surX × Y tel que :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)dν ′′ = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

alors nécessairementν ′′ = ν⋉ ν ′ (prendref = χW ), et similairement pourν ⋊ ν ′. De plus, nous
verrons que les équations (4.4) et (4.5) sont en fait vérifiées dans deux cas particuliers importants,
données respectivement à la proposition 4.6.7 et à la proposition 4.6.10.

⊲ Exercice 4.10
PosonsX = Y = {1, 2}, ν = uX et ν ′ = 1/2δ1 + 1/2δ2 comme à l’exercice 4.9. Prenons
f(1, 1) = 2, f(1, 2) = 0, f(2, 1) = f(2, 2) = 1. Montrer que l’équation (4.4) n’est pas vérifiée.
En s’inspirant de ce contre-exemple, trouver un autre contre-exemple à l’équation (4.5).

Le premier cas que nous traitons est celui où l’un des deux jeux est une valuation :

Proposition 4.6.7 SoientX et Y deux espaces topologiques,ν un jeu surX, ν ′ un jeu surY .
Pour toute fonction continue bornéef deX × Y versR, on a :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν si ν est une valuation

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋊ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′ si ν ′ est une valuation

174 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



L’intégrale de Choquet Produits de jeux

Démonstration.Pour toute fonction étagéef de la formeǫ
∑n

i=0 χWi
surX × Y , avecǫ > 0,

X × Y = W0 ⊇W1 ⊇ . . . ⊇Wn, on a :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′) = ǫ

n∑

i=0

(ν ⋉ ν ′)(Wi)

par la proposition 4.1.4. D’autre part,

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = C

∫

x∈X

ǫ
n∑

i=0

ν ′{y ∈ Y |(x, y) ∈Wi}dν par la proposition 4.1.4

= C

∫

x∈X

ǫ
n∑

i=0

C

∫

y∈Y

χWi
(x, y)dν ′dν

= ǫ
n∑

i=0

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χWi
(x, y)dν ′dν par le corollaire 4.3.3,

puisqueν est une valuation

= ǫ
n∑

i=0

(ν ⋉ ν ′)(Wi) = C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

Dans le cas général,f est borne supérieure de la famille croissante desfK , K ∈ N, par le
lemme 4.1.6, et l’intégrale def selonν ⋉ ν ′ est la borne supérieure de celle desfK . De plus, on
af − 1/2K ≤ fK ≤ f , donc :

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν − 1/2Kν(X)ν ′(Y ) ≤ C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′dν

≤ C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

d’où l’on déduit que :

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = sup
K∈N

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′dν

= sup
K∈N

C

∫

(x,y)∈X×Y

fK(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

= C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

L’argument est identique pourν ⋊ ν ′, lorsqueν ′ est une valuation. ⊓⊔
Le second cas où nous disposons d’un analogue du théorème de Fubini, dans le cadre des

jeux, est celui où la fonctionf(x, y) à intégrer est comonotone en l’un ou l’autre de ses argu-
ments.
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Définition 4.6.8 (Comonotone)Soitf une fonction continue bornée deX × Y versR.
On dit quef estcomonotone en son premier argumentsi et seulement si,pour tousy, y′ ∈ Y ,

les fonctionsx 7→ f(x, y) etx 7→ f(x, y′) sont comonotones.
On dit quef estcomonotone en son second argumentsi et seulement si, pour tousx, x′ ∈ X,

les fonctionsy 7→ f(x, y) ety 7→ f(x′, y) sont comonotones.
On dit quef estcomonotonesi et seulement si elle est comonotone en son premier argument

et en son second argument.

Bauer remarque que, dans un cadre légèrement différent (le cas oùX etY sont deux espaces réels
de dimension finie, munis de la tribu borélienne construite sur la topologie métrique usuelle) on
peut toujours définir une unique crédibilité produit de deuxcrédibilités, qui de plus vérifie le
théorème de Fubini (4.3) pour toutes les fonctionsf : X × Y → R qui sont comonotones
(Bauer, 2003, théorème 17). La proposition 4.6.10 est une adaptation de ce résultat à notre cadre,
et une généralisation au cas oùν etν ′ sont des jeux quelconques. En revanche, nous n’établirons
pas queν ⋉ ν ′ etν ⋊ ν ′ sont des crédibilités continues dès queν etν ′ le sont : elles ne le seront
pas (exercice 4.11), et il nous faudra attendre jusqu’en section 5.7 pour définir le produit de deux
crédibilités qui aura cette propriété.

⊲ Exercice 4.11
Reprenons, comme aux exercices 4.9 et 4.10,X = Y = {1, 2}, ν = uX et ν ′ = 1/2δ1 + 1/2δ2.
Rappelons queν est une crédibilité, et queν ′, en tant que valuation, est aussi une crédibilité. Elles
sont continues carX etY sont finis. Montrer en revanche queν ⋉ ν ′ n’est pas une crédibilité, et
n’est en fait même pas convexe. Procéder de même pour établirque le produit à droiteν ⋊ ν ′ de
deux crédibilités n’est pas nécessairement une crédibilité, et n’est même pas convexe en général.

Notons que Bauer (2003, définition 15) énonce (pour des fonctions deR2 dansR) que toute
fonction comonotone en son premier argument l’est en son second argument. Ceci est faux. Par
exemple, la fonction qui àx, y ∈ R associeex arctan y (voir figure 4.2) est comonotone en son
premier argument, mais pas en son second argument.

 0
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 1.5

 2 -2
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-1
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 0
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-10
-8
-6
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 0
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exp(x)*atan(y)

x

y

z

FIG. 4.2 – Une fonction comonotone en son premier argument mais pas en son second
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Lemme 4.6.9 Soitf une fonction continue bornée deX×Y versR, comonotone en son premier
argument. Soitν ′ un jeu surY . Les fonctions :

gt(x) = ν ′{y ∈ Y |f(x, y) > t}

sont comonotones deux à deux lorsquet parcourtR.
De même, sif est comonotone en son second argument, etν est un jeu surX, alors les

fonctions :

ht(y) = ν{x ∈ X|f(x, y) > t}

sont comonotones deux à deux,t ∈ R.

Démonstration.Montrons la première affirmation, la seconde étant symétrique.
Supposons par contradiction quegt(x) < gt(x

′) et gt′(x) > gt′(x
′). Il n’est pas possible que

{y ∈ Y |f(x′, y) > t} soit inclus dans{y ∈ Y |f(x, y) > t}, sinon on auraitgt(x
′) ≤ gt(x).

Donc il existe uny1 ∈ Y tel quef(x′, y1) > t et f(x, y1) ≤ t. De même, il n’est pas possible
que{y ∈ Y |f(x, y) > t′} soit inclus dans{y ∈ Y |f(x′, y) > t′}, sinongt′(x) ≤ gt′(x

′). Donc il
existe uny2 ∈ Y tel quef(x, y2) > t′ et f(x′, y2) ≤ t′. On en déduit quef(x, y1) < f(x′, y1) et
f(x, y2) > f(x′, y2), ce qui contredit le fait quef soit comonotone en son premier argument.⊓⊔

Proposition 4.6.10 SoientX etY deux espaces topologiques,ν un jeu surX, ν ′ un jeu surY .
Pour toute fonction continue bornéef deX × Y versR, on a :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

si f est comonotone en son premier argument

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋊ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′

si f est comonotone en son second argument

Démonstration. Traitons uniquement de la première égalité, sous l’hypothèse quef est co-
monotone en son premier argument. Considérons la fonction étagéefK , K ∈ N, définie au
lemme 4.1.6, et écrivonsfK sous la formea + ǫ

∑n
k=1 χWk

, oùW1 ⊇ W2 ⊇ . . . ⊇ Wn. Par
construction, chaqueWk est un ouvert de la formef−1]a+ k/2K,+∞[. On a alors :

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′ = aν ′(Y ) + ǫ
n∑

k=1

ν ′{y ∈ Y |(x, y) ∈Wk}

en utilisant la proposition 4.1.4. Par construction, la fonction g′k(x) = ǫν ′{y ∈ Y |(x, y) ∈ Wk}
s’écrit encoreg′k(x) = ǫν ′{y ∈ Y |f(x, y) > a + k/2K}. Puisquef est comonotone en son pre-
mier argument, les fonctionsg′k sont toutes comonotones, en utilisant le lemme 4.6.9 et le fait que
la multiplication parǫ préserve la comonotonie. En notantg′0(x) la fonction constanteaν ′(Y ),
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on voit que lesg′k, 1 ≤ k ≤ n, sont aussi toutes comonotones avecg′0, puisque toute fonction
constante est comonotone avec n’importe quelle fonction continue bornée. Par le corollaire 4.4.6,

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′dν = C

∫

x∈X

n∑

k=0

g′k(x)dν =
n∑

k=0

C

∫

x∈X

g′k(x)dν

= aν ′(Y )ν(X) + ǫ
n∑

k=1

C

∫

x∈X

ν ′{y ∈ Y |(x, y) ∈ Wk}dν

= aν ′(Y )ν(X) + ǫ
n∑

k=1

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χWk
(x, y)dν ′dν

= a(ν ⋉ ν ′)(X × Y ) + ǫ
n∑

k=1

(ν ⋉ ν ′)(Wk)

= C

∫

(x,y)∈X×Y

fK(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

Par le lemme 4.1.6, on a d’une part :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′) = sup
K∈N

C

∫

(x,y)∈X×Y

fK(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

et d’autre partf − 1/2K ≤ fK ≤ f , donc, en utilisant le lemme 4.1.5 et le lemme 4.1.2,

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν − ν(X)ν ′(Y )

2K
≤ C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′dν

≤ C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

Donc :

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = sup
k∈K

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

fK(x, y)dν ′dν

= sup
k∈K

C

∫

(x,y)∈X×Y

fK(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

= C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′)

ce qui nous permet de conclure. ⊓⊔

4.7 Hémi-distances entre jeux

LorsqueX est un espace hémi-métrique, il est possible de comparer deux jeux ν et ν ′ sur
X finement, en évaluant à quel point ils sont proches à l’aide d’une hémi-distance. Il existe de
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nombreux candidats. Un exemple simple est l’hémi-distancede variation totaledTV (ν, ν ′) =
supU∈O(X) dR(ν(U), ν ′(U)). Cette hémi-distance particulière n’a que peu d’intérêt. Nous lui pré-
férerons quelques autres hémi-distances, définies plus bas, et dont nous montrerons que leurs
topologies coïncident avec la topologie faible. Ceci est une adaptation d’un théorème de Proho-
rov, qui énonce que, lorsqueX est un espace métrique complet séparable, l’espace des mesures
ν surX telles queν(X) = 1, muni d’une topologie dite faible (ou de la convergence étroite), est
lui-même métrique, complet et séparable.

4.7.1 L’hémi-distance de Levy-Prohorov

La première hémi-métrique que nous examinons est inspirée de la distance de Levy-Prohorov.
L’idée est de considérerν comme proche deν ′, à ǫ près, si pour tout ouvertU , on peut épaissir
U , en ajoutant tous les points à distances inférieures àǫ, et réaliser que l’on obtient ainsi un
ouvert deν-mesure proche de laν ′-mesure deU , à ǫ près. Rappelons (définition 3.10.40) que
l’ ǫ-épaississementUd,+(ǫ) deU est l’ouvert

⋃
x∈U B

d
x,<ǫ.

Définition 4.7.1 (Levy-Prohorov,dLP) SoitX un espace, d’hémi-distanced. L’hémi-distance
dLP, dite deLevy-Prohorov, sur l’espaceJ(X) est définie par :

dLP(ν, ν ′) = inf{ǫ > 0|∀U ∈ O(X) · ν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ)) + ǫ}

Notons queǫ = ν(X) est une solution deν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ)) + ǫ pour tout ouvertU , donc
dLP(ν, ν ′) ≤ ν(X). L’hémi-distancedLP est donc à valeurs réelles, et en fait bornée sur le sous-
espaceJ≤1(X) des jeux sous-normalisés.

Nous démontrerons à la proposition 4.7.3 quedLP est bien une hémi-distance. Nous avons
besoin pour cela de faire une remarque préliminaire.

Lemme 4.7.2 SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued, U un ouvert deX. Pour tous

ǫ, ǫ′ ∈ R+, (Ud,+(ǫ))
d,+(ǫ′) ⊆ Ud,+(ǫ+ǫ′).

Démonstration. Pour toutz ∈ (Ud,+(ǫ))
d,+(ǫ′)

, par définition il existe uny ∈ Ud,+(ǫ) tel que
d(y, z) < ǫ′. Par définition deUd,+(ǫ), il existe unx ∈ U tel qued(x, y) < ǫ. Doncd(x, z) ≤
d(x, y) + d(y, z) < ǫ+ ǫ′, autrement ditz ∈ Bd

x,<ǫ+ǫ′. Puisquex ∈ U , z ∈ Ud,+(ǫ+ǫ′). ⊓⊔

Proposition 4.7.3 La fonctiondLP est une hémi-distance. Siν ≤ ν ′ alorsdLP(ν, ν ′) = 0.

Démonstration.D’abord, pour tous jeuxν et ν ′ tels queν ≤ ν ′, pour toutǫ > 0, on aν(U) ≤
ν ′(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ)) + ǫ pour tout ouvertU , puisqueU ⊆ Ud,+(ǫ). DoncdLP(ν, ν ′) ≤ ǫ. Comme
ǫ est arbitraire,dLP(ν, ν ′) = 0. Ceci implique en particulierdLP(ν, ν) = 0.

Fixons maintenant trois jeuxν, ν ′, et ν ′′. Posonsa = dLP(ν, ν ′′), a′ = dLP(ν ′′, ν ′). Pour
tout ǫ > 0, on peut trouver unη ∈ R+, tel quea ≤ η ≤ a + ǫ/2, et ν(U) ≤ ν ′′(Ud,+(η)) + η
pour tout ouvertU ; on peut de même trouver unη′ ∈ R+, tel quea′ ≤ η′ ≤ a′ + ǫ/2, et
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ν ′′(V ) ≤ ν ′(V d,+(η′)) + η′ pour tout ouvertV . En posantV = Ud,+(η), on obtientν(U) ≤
ν ′((Ud,+(η))

d,+(η′)
+η+η′ ≤ ν ′(Ud,+(η+η′))+η+η′ par le lemme 4.7.2. CommeU est arbitraire,

dLP(ν, ν ′) ≤ η + η′ ≤ a + a′ + ǫ. Commeǫ est arbitraire,dLP(ν, ν ′) ≤ a + a′ = dLP(ν, ν ′′) +
dLP(ν ′′, ν ′). DoncdLP est une hémi-distance. ⊓⊔

Nous allons maintenant montrer que le préordre de spécialisation dedLP est exactement
l’ordre ≤ usuel sur les jeux, fournissant une réciproque à la deuxièmepartie de la proposi-
tion 4.7.3. Ceci nécessite l’étude des rapports entre épaississement et amincissement.

⊲ Exercice 4.12
SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued, U un ouvert deX. Montrer que pour tousǫ, ǫ′ ∈
R+, Ud,−(ǫ+ǫ′) ⊆ (Ud,−(ǫ))

d,−(ǫ′)
. Ceci est le pendant pour les amincissements du lemme 4.7.2.

Lemme 4.7.4 SoitX un espace muni d’une hémi-distanced, ν et ν ′ deux jeux surX, U un
ouvert deX, et ǫ un réel strictement positif. Siν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ)) + ǫ pour tout ouvertU alors
ν(Ud,−(ǫ)) ≤ ν ′(U) + ǫ pour tout ouvertU .

Démonstration.Si ν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ)) + ǫ pour tout ouvertU , en particulier pourU de la forme

V d,−(ǫ), on auraν(V d,−(ǫ)) ≤ ν ′((V d,−(ǫ))
d,+(ǫ)

+ ǫ ≤ ν ′(V ) + ǫ, en utilisant le lemme 3.10.46 et
la monotonie deν ′. ⊓⊔

Proposition 4.7.5 Le préordre de spécialisation dedLP surJ(X) est≤ : pour tous jeux continus
ν etν ′, dLP(ν, ν ′) = 0 si et seulement siν ≤ ν ′.

Démonstration.Nous avons déjà vu à la proposition 4.7.3 quedLP(ν, ν ′) = 0 si ν ≤ ν ′. Pour
montrer que≤ est le préordre de spécialisation dedLP surJ(X), fixons deux jeux continusν et
ν ′, et supposonsdLP(ν, ν ′) = 0 : nous devons démontrer queν ≤ ν ′. Par définition, pour tout
ǫ > 0, il existe un réelηǫ avec0 ≤ ηǫ ≤ ǫ tel que pour tout ouvertU , ν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ηǫ)) + ηǫ.
Par le lemme 4.7.4, pour tout ouvertU , ν(Ud,−(ηǫ)) ≤ ν ′(U)+ηǫ. La famille des réels(ηǫ)ǫ>0 a0
pour borne inférieure. La famille desUd,−(ηǫ), ǫ > 0, est donc dirigée et d’union égale àU par le
lemme 3.10.45. Commeν est continu, la borne supérieure desν(Ud,−(ηǫ)), ǫ > 0, est exactement
ν(U). Pour toutǫ′ > 0, il existe donc unǫ > 0 assez petit tel queν(Ud,−(ηǫ)) ≥ ν(U) − ǫ′/2.
Comme la borne inférieure desηǫ est0, on peut aussi demander queǫ soit suffisamment petit, de
sorte queηǫ ≤ ǫ′/2. Alors ν(U) ≤ ν(Ud,−(ηǫ)) + ǫ′/2 ≤ ν ′(U) + ηǫ + ǫ′2 ≤ ν ′(U) + ǫ′. Comme
ǫ′ est arbitraire,ν(U) ≤ ν ′(U). CommeU est arbitraire,ν ≤ ν ′. ⊓⊔

Il existe de nombreuses topologies ayant≤ pour préordre de spécialisation. Celle dedLP est
plus fine que la topologie faible :

Lemme 4.7.6 SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. La topologieOdLP dedLP est plus
fine que la topologie faible surJ(X).

Démonstration.En utilisant le corollaire 3.10.5, il suffit de montrer que pour tout ouvertU de
X, pour toutr ∈ R, pour toutν ∈ [U > r], il existe un réelǫ > 0 tel queBdLP

ν,<ǫ ⊆ [U > r].
Par le lemme 3.10.45, la famille desUd,−(ǫ), ǫ > 0, est dirigée, et d’union égale àU . Posons
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a = ν(U). Commeν(U) > r, on a aussiν(U) > (a + r)/2. Puisqueν est continu, il existe
un ǫ > 0 tel queν(Ud,−(ǫ)) > (a + r)/2. Quitte à remplacerǫ parmin(ǫ, (a − r)/2), on peut
supposer queǫ ≤ (a − r)/2. Pour toutν ′ ∈ BdLP

ν,<ǫ, par définitiondLP(ν, ν ′) < ǫ, donc il existe
η ∈ R+ tel queη < ǫ et pour tout ouvertV , ν(V ) ≤ ν ′(V d,+(η)) + η. Par le lemme 4.7.4, on en
déduitν(Ud,−(η)) ≤ ν ′(U) + η. Puisqueη < ǫ, par le lemme 3.10.45,Ud,−(ǫ) ⊆ Ud,−(η). Comme
ν est monotone,ν(Ud,−(ǫ)) ≤ ν(Ud,−(η)), doncν(Ud,−(ǫ)) ≤ ν ′(U) + η < ν ′(U) + (a− r)/2. Or
ν(Ud,−(ǫ)) > (a+ r)/2, doncν ′(U) > (a+ r)/2− (a− r)/2 = r. Autrement dit,ν ′ ∈ [U > r].
On conclut en remarquant queν ′ est un élément arbitraire deBdLP

ν,<(ǫ). ⊓⊔
On peut se demander si la réciproque est vraie. Ceci revient àsavoir si toute boule ouverte

BdLP
ν,<ǫ est un ouvert faible. Or la forme de la définition deBdLP

ν,<ǫ ne laisse pas augurer du fait que
ce puisse être le cas. Nous aurons besoin pour établir ce résultat queX soit totalement borné,
condition que nous pouvons caractériser sous la forme suivante — caractérisation peu parlante,
mais qui sera exactement celle dont nous aurons besoin dans la démonstration du théorème 4.7.8.

Lemme 4.7.7X est totalement borné si et seulement si pour toutǫ > 0, il existe une partie finie

E deX telle que, pour tout ouvertU deX, U soit inclus dans(Ud,+(ǫ) ∩ E)
d,+(ǫ)

.

Démonstration.SupposonsX totalement borné, et soitE = {x1, . . . , xn}. Pour tout ouvertU de
X, fixonsx ∈ U . Par hypothèse, il existei tel quedsym(xi, x) < ǫ, donc tel qued(xi, x) < ǫ et
d(x, xi) < ǫ. Puisqued(x, xi) < ǫ, xi appartient àUd,+(ǫ), donc àUd,+(ǫ)∩E. Commed(xi, x) <

ǫ, on en déduit quex ∈ (Ud,+(ǫ) ∩ E)
d,+(ǫ)

. Commex est arbitraire,U ⊆ (Ud,+(ǫ) ∩ E)
d,+(ǫ)

.
Réciproquement, fixonsǫ > 0 arbitraire, et supposons qu’il existe une partie finieE =

{x1, . . . , xn} deX telle queU ⊆ (Ud,+(ǫ/2) ∩ E)
d,+(ǫ/2)

pour tout ouvertU deX. Pour tout
x ∈ X, considérons l’ouvertU = Bd

x,<ǫ/2. On peut trouver un élémentxi deUd,+(ǫ/2)∩E tel que

d(xi, x) < ǫ/2 < ǫ. D’autre part, commexi ∈ Ud,+(ǫ/2), il existey ∈ U tel qued(y, xi) < ǫ/2,
doncd(x, xi) ≤ d(x, y) + d(y, xi) < ǫ. Commeǫ est arbitraire,X est totalement borné. ⊓⊔

Théorème 4.7.8Soit X un espace muni d’une hémi-distanced, et supposonsX totalement
borné. Alors la topologie dedLP surJ(X) coïncide avec la topologie faible.

Démonstration.Fixonsν ∈ J(X), ǫ > 0, et considérons un élément arbitraireν ′ deBdLP
ν,<ǫ. Par

définition, il existeη > 0 tel queη < ǫ et ν(U) ≤ ν ′(Ud,+(η)) + η pour tout ouvertU deX.
Posonsǫ′ = ǫ − η. PuisqueX est totalement borné, par le lemme 4.7.7 il existe une partiefinie

E deX telle que :(∗) U ⊆ (Ud,+(ǫ′/3) ∩ E)
d,+(ǫ′/3)

pour tout ouvertU deX.
Pour chaque partie (finie)A deE, notons :

rA = sup
U ouvert deX

Ud,+(η+ǫ′/3)∩E⊆A

ν(U)− η − ǫ′/3

U =
⋂

A⊆E

[Ad,+(ǫ′/3) > rA]
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Notons queAd,+(ǫ′/3) est un ouvert deX, comme union de boules ouvertes, donc que[Ad,+(ǫ′/3) >
rA] est un ouvert faible.U est alors un ouvert faible, comme intersection finie d’ouverts faibles.
(C’est l’endroit où le fait queX soit totalement borné, donc queE soit fini, est nécessaire.)

Commençons par montrer queU ⊆ BdLP
ν,<ǫ. Pour tout jeuν ′′ ∈ U, pour tout ouvertU deX, en

notantA = Ud,+(η+ǫ′/3) ∩ E, on arA ≥ ν(U)− η − ǫ′/3 par définition derA, donc :

ν(U) ≤ rA + η + ǫ′/3

< ν ′′(Ad,+(ǫ′/3)) + η + ǫ′/3 puisqueν ′′ ∈ U ⊆ [Ad,+(η+ǫ′/3) > rA]

≤ ν ′′((Ud,+(η+ǫ′/3))
d,+(ǫ′/3)

) + η + ǫ′/3 puisqueA ⊆ Ud,+(ǫ′/3)

≤ ν ′′(Ud,+(η+2ǫ′/3)) + η + ǫ′/3 par le lemme 4.7.2,ν ′′ étant monotone

≤ ν ′′(Ud,+(η+2ǫ′/3)) + η + 2ǫ′/3

DoncdLP(ν, ν ′′) ≤ η + 2ǫ′/3 < ǫ, autrement ditν ′′ ∈ BdLP
ν,<ǫ.

Montrons ensuite queν ′ ∈ U. FixonsA ⊆ E arbitraire, etU un ouvert deX quelconque tel
queUd,+(η+ǫ′/3) ∩ E ⊆ A. Alors :

ν ′(Ad,+(ǫ′/3)) ≥ ν ′((Ud,+(η+ǫ′/3) ∩ E)
d,+(ǫ′/3)

) puisqueν ′ est monotone

≥ ν ′(((Ud,+(η))
d,+(ǫ′/3) ∩ E)

d,+(ǫ′/3)

) par le lemme 4.7.2

≥ ν ′(Ud,+(η)) par(∗)
≥ ν(U)− η par définition deη

En prenant la borne supérieure lorsqueU varie parmi les ouverts tels queUd,+(η+ǫ′/3) ∩ E ⊆ A,
on en déduit queν ′(Ad,+(ǫ′/3)) ≥ rA + ǫ′/3. En particulier,ν ′(Ad,+(ǫ′/3)) > rA, doncν ′ ∈
[Ad,+(ǫ′/3) > rA]. CommeA est arbitraire,ν ′ ∈ U.

Nous avons donc établi que pour toutν ′ ∈ BdLP
ν,<ǫ, il existe un ouvert faibleU deJ(X) tel

queν ′ ∈ U ⊆ BdLP
ν,<ǫ. Ceci implique queBdLP

ν,<ǫ est l’union des tels ouverts faiblesU lorsqueν ′

varie dansBdLP
ν,<ǫ. DoncBdLP

ν,<ǫ est un ouvert faible. Ceci entraîne queOdLP est moins fine que la
topologie faible, donc coïncide avec elle par le lemme 4.7.6. ⊓⊔

4.7.2 L’hémi-distance de Hutchinson

La seconde hémi-distance que nous considérons surJ(X) est une adaptation au cadre des
hémi-distances de la distance de Hutchinson. Rappelons queR est muni d’une hémi-distancedR

(définition 3.10.8) définie pardR(s, t) = max(s − t, 0). La distance de Hutchinson entre deux

mesuresν etν ′ est usuellement définie comme la borne supérieure des quantités
∣∣∣
∫

x∈X
f(x)dν−

∫
x∈X

f(x)dν ′
∣∣∣, lorsquef parcourt l’espace des fonctions1-lipschitziennes deX (un espace mé-

trique) versR, muni de sa topologie métrique usuelle (avec distance entredeux réelss et t égale
à |s− t|). Remplaçons la distance|s− t| pardR(s, t), et nous obtenons ce que nous appellerons
l’hémi-distance de Hutchinson.
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Définition 4.7.9 (Hutchinson,dH) SoitX un espace, d’hémi-distanced. Notons〈X → R+〉1
l’espace de toutes les fonctions1-lipschitziennes bornées deX versR+.

L’hémi-distance de Hutchinson, dH, sur l’espaceJ(X) est définie par :

dH(ν, ν ′) = sup
f∈〈X→R+〉1

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

x∈X

f(x)dν ′
)

Notons qu’intégrer une fonction1-lipschitziennef bornée quelconque a un sens, puisque toute
fonction1-lipschitzienne est continue (fait 3.10.12).

L’étude dedH passe par l’étude d’une famille de fonctions1-lipschitziennes, censées appro-
chées les fonctionsχU .

Lemme 4.7.10Pour tout ouvertU deX, pour toutǫ > 0, posonsχǫ
U(x) = min(ǫ, d(x,X \U)).

La fonctionχǫ
U est bornée,1-lipschitzienne. La fonction1/ǫχǫ

U est à valeurs dans[0, 1], vaut0
surX \ U , 1 sur Ud,−(ǫ), et décroît en fonction deǫ. La famille (1/ǫχǫ

U)ǫ>0 est dirigée, et de
borne supérieure égale àχU . Plus précisément, on a :

χUd,−(ǫ) ≤ 1

ǫ
χǫ

U ≤ χU

Démonstration.D’abord,χǫ
U est clairement bornée. Par le lemme 3.10.42,χǫ

U(x) ≤ min(ǫ, d(x, x′)+
d(x′, X \ U)) ≤ min(d(x, x′) + ǫ, d(x, x′) + d(x′, X \ U)) = d(x, x′) + χǫ

U(x′), doncχǫ
U est

1-lipschitzienne. Il est clair que1/ǫχǫ
U(x) vaut0 pour toutx ∈ X \U , et que1/ǫχǫ

U(x) est un réel
compris entre0 et1. On en déduit1/ǫχǫ

U ≤ χU . Remarquons aussi que1/ǫχǫ
U(x) vaut1 dès que

d(x,X \ U) ≥ ǫ, ce qui arrive notamment dès quex ∈ Ud,−(ǫ). En particulier,χUd,−(ǫ) ≤ 1/ǫχǫ
U .

Pour montrer queχǫ
U décroît en fonction deǫ, supposonsǫ ≤ ǫ′, alors :

1/ǫχǫ
U(x) = min(1,

1

ǫ
d(x,X \ U)) ≤ min(1,

1

ǫ′
d(x,X \ U)) =

1

ǫ′
χǫ′

U(x)

La famille (1/ǫχǫ
U)ǫ>0 est donc dirigée. Pour toutx ∈ U , par le lemme 3.10.45,x ∈ Ud,−(ǫ) pour

ǫ > 0 assez petit : alors1/ǫχǫ
U(x) = 1. Doncsupǫ>0 1/ǫχǫ

U(x) = 1 pour toutx ∈ U . Puisque
d’autre part1/ǫχǫ

U(x) = 0 pour toutx 6∈ U , on en déduit quesupǫ>0 1/ǫχǫ
U = χU . ⊓⊔

Lemme 4.7.11La fonctiondH est une hémi-distance, de préordre de spécialisation l’ordre ≤
surJ(X).

Démonstration.D’abord, siν ≤ ν ′, on a :

C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

x∈X

f(x)dν ′ ≤ 0

pour toute fonction1-lipschitzienne bornéef , par la proposition 4.2.3. DoncdH(ν, ν ′) = 0. En
particulier,dH(ν, ν) = 0 pour tout jeuν. L’inégalité triangulaire est évidente. En effet, pour tout
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f ∈ 〈X → R+〉1,

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

x∈X

f(x)dν ′′
)
≤ dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

x∈X

f(x)dν ′
)

+dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν ′, C

∫

x∈X

f(x)dν ′′
)

par l’inégalité triangulaire dedR

≤ dH(ν, ν ′) + dH(ν ′, ν ′′)

et l’on conclut en prenant la borne supérieure sur tous lesf .
Montrons finalement que, sidH(ν, ν ′) = 0, alorsν ≤ ν ′. Fixons un ouvertU quelconque de

X, et montrons queν(U) ≤ ν ′(U). PuisquedH(ν, ν ′) = 0, c’est que :

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν ′

pour toute fonction1-lipschitzienne bornéef . Par le lemme 4.7.10, on peut choisirf = χǫ
U ,

pourǫ > 0 arbitraire. En multipliant par1/ǫ, et en utilisant le fait que l’intégrale de Choquet est
positivement homogène (proposition 4.2.12),

C

∫

x∈X

1

ǫ
χǫ

U(x)dν ≤ C

∫

x∈X

1

ǫ
χǫ

U(x)dν ′ (4.6)

La borne supérieure de la famille dirigée des1/ǫχǫ
U , ǫ > 0, vaut χU . Lorsqueν est un jeu

continu, on peut appliquer la proposition 4.2.1, et en conclure queχU a une intégrale par rapport
à ν inférieure ou égale à celle calculée par rapport àν ′. En appliquant la proposition 4.1.4,
ν(U) ≤ ν ′(U). ⊓⊔

Lemme 4.7.12SoitX un espace muni d’une hémi-distanced. La topologieOdH dedH est plus
fine que la topologie faible surJ(X).

Démonstration.En utilisant le corollaire 3.10.5, il suffit de montrer que pour tout ouvertU de
X, pour toutr ∈ R, pour toutν ∈ [U > r], il existe un réelǫ > 0 tel queBdH

ν,<ǫ ⊆ [U > r].
Posonsa = ν(U). Par le lemme 4.7.10, le fait queν soit continu et la proposition 4.2.1, la
borne supérieure des intégrales de1/ηχη

U par rapport àν, η > 0, vaut celle deχU , c’est-à-direa.
Commea > r, on a aussia > (a+ r)/2. Pourη assez petit, on aura donc :

C

∫

x∈X

1

η
χη

U(x)dν ≥ (a+ r)/2

Fixonsǫ > 0 quelconque tel queǫ < η(a − r)/2. Pour toutν ′ ∈ BdH
ν,<ǫ, pour toute fonction

1-lipschitzienne bornéef ,

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν ′ + ǫ (4.7)
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En prenantf = χη
U , on en déduit :

ν ′(U) = C

∫

x∈X

χU (x)dν ′

≥ C

∫

x∈X

1

η
χη

U(x)dν ′ par le lemme 4.7.10 et le lemme 4.1.2

≥ C

∫

x∈X

1

η
χη

U(x)dν − ǫ

η
par (4.7) et la proposition 4.2.12

≥ a+ r

2
− ǫ

η
> r

puisqueǫ < η(a− r)/2. Doncν ′ ∈ [U > r]. ⊓⊔
La topologie dedH est plus fine que la topologie faible, de même quedLP. Nous observons

ensuite que, dedH et dLP, c’est la topologie dedLP qui est plus fine que celle dedH, du moins
lorsqued est une hémi-distance bornée et à condition de ne considérerque des jeux normalisés.

Lemme 4.7.13SoitX un espace muni d’une hémi-distanced, et supposonsd bornée :d(x, y) ≤
a pour tousx, y ∈ X. Pour toute fonction1-lipschitziennef deX versR+, il existeb ∈ R+ tel
quef soit à valeurs dans[b, b+ a].

Démonstration.Soit b = infx∈X f(x). Si le lemme était faux, il existerait un élémenty ∈ X
tel quef(y) > b + a. Soit c un réel tel quef(y) > c > b + a. Fixons un réelǫ > 0 tel que
ǫ < c− b− a. Puisqueb = infx∈X f(x), il existe un élémentx ∈ X tel quef(x) < b+ ǫ. Alors
f(y)− f(x) > c− b− ǫ > a, puisqueǫ < c− b− a. Or a ≥ d(y, x), ce qui contredit le fait que
f soit1-lipschitzienne. ⊓⊔

On peut dans ce cas demander quef soit majorée para dans la définition de l’hémi-distance
de Hutchinson :

Corollaire 4.7.14 SoitX un espace muni d’une hémi-distanced, et supposonsd bornée :d(x, y) ≤
a pour tousx, y ∈ X. Alors, pour tous jeux normalisésν, ν ′ surX, dH est définie par :

dH(ν, ν ′) = sup
f∈〈X→R+〉1

supx∈X f(x)≤a

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

x∈X

f(x)dν ′
)

Démonstration.Clairement le côté droit est inférieur ou égal àdH(ν, ν ′). Réciproquement, pour
toute fonctionf bornée et1-lipschitzienne,f est à valeurs dans[b, b + a] pour un certain réel
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b ∈ R+, par le lemme 4.7.13, mais alorsf − b est bornée,1-lipschitzienne, majorée para, et :

dR

(
C

∫

x∈X

(f(x)− b)dν, C

∫

x∈X

(f(x)− b)dν ′
)

= max

(
C

∫

x∈X

(f(x)− b)dν − C

∫

x∈X

(f(x)− b)dν ′, 0
)

= max

(
C

∫

x∈X

f(x)dν − bν(X)− C

∫

x∈X

f(x)dν ′ + bν ′(X), 0

)
par le lemme 4.1.5

= dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

x∈X

f(x)dν ′
)

puisqueν(X) = ν ′(X) = 1. En prenant les bornes supérieures sur tous lesf , on en déduit
l’inégalité inverse. ⊓⊔
Lemme 4.7.15SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued. Pour toute fonction1-lipschitzienne
f deX versR, pour toutt ∈ R, pour toutǫ ∈ R+, (f−1]t+ ǫ,+∞[)

d,+(ǫ) ⊆ f−1]t,+∞[.

Démonstration.Pour toutx ∈ (f−1]t+ ǫ,+∞[)
d,+(ǫ), par définition il existey ∈ f−1]t+ǫ,+∞[

tel qued(y, x) < ǫ. Si l’on avait f(x) ≤ t, puisquef est1-lipschitzienne, on auraitf(y) ≤
f(x)+d(y, x) < t+ǫ, ce qui contredit le fait quey ∈ f−1]t+ǫ,+∞[. Doncf(x) > t, autrement
dit x ∈ f−1]t,+∞[. ⊓⊔

⊲ Exercice 4.13
SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued. Montrer que pour toute fonction1-lipschitzienne
f deX versR, pour toutt ∈ R, pour toutǫ ∈ R+, f−1]t+ ǫ,+∞[⊆ (f−1]t,+∞[)

d,−(ǫ).

Proposition 4.7.16 SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued bornée :d(x, y) ≤ a pour
tousx, y ∈ X. Pour tous jeux normalisésν, ν ′ surX, dH(ν, ν ′) ≤ (a+ 1)dLP(ν, ν ′).

La topologie dedLP surJ1(X) est plus fine que celle dedH.

Démonstration.Supposons queǫ ∈ R+ soit tel queν(U) ≤ ν ′(Ud,+(ǫ)) + ǫ pour tout ouvertU .
Fixons une fonctionf 1-lipschitzienne bornée deX versR+, majorée para ≥ ǫ, ν(X).

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ a

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

≤
∫ a

0

[ν ′(f−1]t,+∞[
d,+(ǫ)

) + ǫ]dt en prenantU = f−1]t,+∞[

≤
∫ ǫ

0

ν ′(f−1]t,+∞[
d,+(ǫ)

)dt+

∫ a

ǫ

ν ′(f−1]t,+∞[
d,+(ǫ)

)dt+ aǫ

≤ ǫν ′(X) + aǫ+

∫ a−ǫ

0

ν ′(f−1]t+ ǫ,+∞[
d,+(ǫ)

)dt

≤ ǫν ′(X) + aǫ+

∫ a−ǫ

0

ν ′(f−1]t,+∞[)dt par le lemme 4.7.15

≤ ǫν ′(X) + aǫ+ C

∫

x∈X

f(x)dν ′
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Par le corollaire 4.7.14, et en utilisant le fait queν ′(X) = 1, on obtient doncdH(ν, ν ′) ≤ (a+1)ǫ.
DoncdH(ν, ν ′) ≤ (a+ 1)dLP(ν, ν ′).

La fonction identité deJ1(X), muni de l’hémi-distancedLP, versJ1(X), muni dedH, est
donc(a + 1)-lipschitzienne. Elle est donc continue par le fait 3.10.12. Tout ouvert deOdH est
donc aussi un ouvert deOdLP, d’où le résultat. ⊓⊔

Théorème 4.7.17Soitd une hémi-distance bornée surX, rendantX totalement borné. Alors la
topologieOdH de l’hémi-distance de Hutchinson surJ1(X) coïncide avec la topologie faible sur
J1(X).

Démonstration.Tout ouvert faibleV deJ1(X) est l’intersection d’un ouvert faibleU deJ(X)
avecJ1(X). Par le lemme 4.7.12,U est un ouvert de Hutchinson deJ(X), doncV est un ouvert
de Hutchinson deJ1(X) : la topologie de Hutchinson est plus fine que la topologie faible. Par la
proposition 4.7.16, la topologie de Levy-Prohorov est encore plus fine, et est elle-même moins
fine que la topologie faible surJ1(X) par le théorème 4.7.8. Toutes ces topologies sont donc
identiques. ⊓⊔

Le théorème 4.7.17 ne s’applique qu’au cas des jeux normalisés, ainsi qu’aux distances bor-
nées rendant l’espace totalement borné. Rappelons (corollaire 3.10.15) que toute distance est
équivalente à une distance bornée. Les deux autres conditions sont bien entendu plus restrictives.
En revanche, le résultat ci-dessus s’applique à des espacesde jeux continus généraux, alors que
les théorèmes analogues en théorie de la mesure, qui s’appliquent dans des espaces métriques sé-
parables complets, n’établissent la coïncidence des topologies de la distance de Hutchinson, de
la distance de Levy-Prohorov, et de la topologie faible (définie de nouveau un peu différemment),
que pour des espaces de probabilités.

Nous verrons plus loin que l’hémi-distance de Hutchinson est la bonne notion de distance, qui
généralisera la notion d’hémi-distance de Hausdorff-Smyth (lemme 5.1.4) et celle de Hausdorff-
Hoare (lemme 6.1.9). En attendant, on peut déjà observer :

Lemme 4.7.18La fonctionηV : X → J(X) qui à x associeδx est un plongement isométrique
deX dansJ(X), équipé de l’hémi-distance de HutchinsondH.

Démonstration.On a :

dH(δx, δx′) = sup
f∈〈X→R+〉1

dR (f(x), f(x′))

par la proposition 4.2.2, deuxième partie. Puisquef est1-lipschitzienne, on a doncdH(δx, δx′) ≤
d(x, x′). Réciproquement, posonsf(y) = d(y, x′). Par l’inégalité triangulaire,f est1-lipschit-
zienne, doncdH(δx, δx′) ≥ f(x)− f(x′) = d(x, x′). DoncdH(δx, δx′) = d(x, x′). ⊓⊔

4.7.3 Le théorème de Kantorovich-Rubinstein

Dans le cadre des mesures sur des espaces métriques, la distance de Hutchinson sur les
espaces de mesures de masse totale1 a une propriété remarquable : elle donne la solution
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du problème de transport optimal de Monge-Kantorovich. C’est le théorème de Kantorovich-
Rubinstein. Expliquons ce dont il s’agit. SoitX un espace muni d’une distanced, etν etν ′ deux
mesures de masse totale1. On peut voirν et ν ′ comme deux répartitions de masses surX. Par
exemple, la mesure

∑n
i=1 aiδxi

peut être interprétée comme un placement deai kilogrammes de
sable au pointxi. Le problème de Monge-Kantorovich consiste à trouver une façon de transpor-
ter du sable, en partant d’une répartition de masse décrite par ν, pour arriver à une répartitition
décrite parν ′, de sorte à minimiser le travail. On considère que le travailnécessaire pour trans-
porter une massea du pointx au pointy esta d(x, y). On décrit un transport par une mesure
de probabilitéν2 surX2 : lorsqueν2 est simple, la probabilité du couple(x, y) représente la
masse que l’on décidera de transporter du pointx au pointy. Le travail lié à ce transport est
alors

∫
(x,y)∈X2 d(x, y)dν

2. Notonsπ1, π2 : X2 → X les deux projections canoniques. On de-
mande queν2 soit un transport deν versν ′, et il est facile de voir que ceci revient à demander
que les lois marginalesπ1[ν

2] et π2[ν
2] coïncident avecν et ν ′ respectivement. Le théorème de

Kantorovich-Rubinstein énonce que, siX est complet et séparable (c’est-à-dire ayant un sous-
espace dénombrable partout dense), alors il existe un transport optimal, c’est-à-dire réalisant le
minimum des travaux possibles, et que ce travail minimal estégal à la distance de Hutchinson
entreν etν ′.

Nous allons démontrer que l’hémi-distance de Hutchinson admet une propriété similaire sur
les espaces de valuations normalisées, dans le cadre hémi-métrique. La difficulté principale est
que, lorsqued est une hémi-distance surX, la fonctiond : X×X → R

+
n’est pas nécessairement

continue, donc son intégrale par rapport à une valuationν2 surX ×X n’est pas nécessairement
définie. À la lumière du lemme 3.10.59 et du lemme 3.10.60, cependant,d est continue deX(2),
c’est-à-dire deX × Xop versR

+
. Ce sont donc des probabilitésν2 surX(2) et non surX × X

que nous devrons considérer. Mais, siπ1[ν
2] est bien alors une probabilité surX, π2[ν

2] sera une
probabilité surXop, qu’il nous sera donc difficile de comparer àν ′, qui est une probabilité sur
X. Rappelons notamment que le préordre de spécialisation deXop est≥d, l’opposé du préordre
de spécialisation≤d deX.

Nous corrigeons ce problème en passant aux fonctionnelles d’intégration correspondantes.
La fonctionnelle d’intégration deν est la fonction qui à toute fonction continuef (en particulier,
pour toute fonction1-lipschitziennef ) deX dansR associe :

C

∫

x∈X

f(x)dν

En revanche, pour traiter deν ′, nous demanderons à considérer à la place la fonctionnelle d’in-
tégration de l’opposéde toute fonction1-lipschitzienneg′ deXop dansR, c’est-à-dire celle qui
àg′ associe :

− C

∫

y∈X

−g′(y)dν ′

Notons que ceci a un sens, puisque lorsqueg′ est 1-lipschitzienne deXop vers R, alors−g′
est1-lipschitzienne deX versR. En fait, tout fonction1-lipschitzienneg′ deXop versR est
obtenue comme étant de la forme−g pour une certaine fonction1-lipschitzienneg deX versR

(à savoirg = −g′. Ceci mène notamment au point 6 de la définition incluse dans le lemme 4.7.19
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ci-dessous. Ceci suggère aussi de chercher non pas une mesure ou une valuationν2 surX(2)

comme suggéré ci-dessus, mais directement une fonctionnelle k. Il se pourra quek soit elle-
même la fonctionnelle d’intégration d’une certaine probabilité ν2 ayantν et (une variante de)ν ′

comme marginales, mais ce ne sera pas une conséquence des résultats de cette section.
On commence par observer la direction facile :dH(ν, ν ′) est inférieur ou égal au travail néce-

saire à n’importe quel transportk deν versν ′.

Lemme 4.7.19Pour toutes fonctions continues bornéesf et g deX versR, notonsf ⊖ g la
fonction qui à(x, y) ∈ X ×Xop associef(x)− g(y).

SoitX un espace muni d’une hémi-distanced bornée, etν et ν ′ deux valuations normali-
sées surX. SoitK(ν, ν ′) l’espace des fonctionnellesk de l’espace〈X(2) → R〉L des fonctions
lipschitziennes deX(2) versR telle que :

1. k est linéaire, c’est-à-dire additive et positivement homogène ;

2. k est croissante ;

3. k est positive : siϕ : X(2) → R est à valeurs dansR+, alorsk(ϕ) ≥ 0 ;

4. k est normalisée, au sens oùk(χX(2)) = 1 ;

5. La première loi marginale dek estν, au sens où :

k(f ⊖ 0) = C

∫

x∈X

f(x)dν

pour toute fonction1-lipschitzienne bornéef deX versR+ ;

6. La seconde loi marginale dek estν ′, au sens où :

k(0⊖ g) = − C

∫

y∈X

g(y)dν ′

pour toute fonction1-lipschitzienne bornéeg deX versR+.

Alors, pour toutk ∈ K(ν, ν ′), on adH(ν, ν ′) ≤ k(d), oùd est la fonction distance deX(2) vers
R+.

Pour tousf, g ∈ 〈X → R+〉1, la fonctionf ⊖ g est1-lipschitzienne deX(2) versR : (f(x) −
g(y))−(f(x′)−g(y′)) = (f(x)−f(x′))+(g(y′)−g(y)) ≤ d(x, x′)+d(y′, y) = d2(x, y), (x′, y′).
L’écriturek(f ⊖ g) a donc un sens. On note aussi qued : X(2) → R+ est1-lipschitzienne, par le
lemme 3.10.59. Commed est bornée par hypothèse, l’expressionk(d) a un sens.

Démonstration.Pour toute fonctionf bornée1-lipschitzienne deX versR+, on a :

C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

y∈X

f(y)dν ′ = k(f ⊖ 0) + k(0⊖ f) par les points 5 et 6 (4.8)

= k(f ⊖ f) par le point 1

Or f ⊖ f est la fonction qui à(x, y) ∈ X(2) associef(x) − f(y). Ceci est inférieur ou égal à
d(x, y), puisquef est1-lipschitzienne, donc la quantité (4.8) est inférieure ou égale àk(d) par le
point 2. On conclut en prenant la borne supérieure sur tous lesf . ⊓⊔

Pour établir la réciproque, nous aurons besoin de réaliser que l’on peut écrire l’hémi-distance
de Hutchinson sous une forme légèrement différente.
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Lemme 4.7.20Pour tous jeuxν etν ′ surX,

dH(ν, ν ′) = sup
f,g∈〈X→R+〉

∀x,y∈X·f(x)−g(y)≤d(x,y)

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

y∈X

g(y)dν ′
)

= sup
f,g∈〈X→R+〉1

∀x,y∈X·f(x)−g(y)≤d(x,y)

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

y∈X

g(y)dν ′
)

Démonstration.Notons pour l’instant :

d′H(ν, ν ′) = sup
f,g∈〈X→R+〉

∀x,y∈X·f(x)−g(y)≤d(x,y)

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

y∈X

g(y)dν ′
)

d′′H(ν, ν ′) = sup
f,g∈〈X→R+〉1

∀x,y∈X·f(x)−g(y)≤d(x,y)

dR

(
C

∫

x∈X

f(x)dν, C

∫

y∈X

g(y)dν ′
)

Observons que la différence tient au fait quef etg parcourent toutes les fonctions continues bor-
nées deX versR+ dans la définition ded′H, et seulement les fonctions bornées1-lipschitziennes
dans la définition ded′′H. En particulier,d′′H(ν, ν ′) ≤ d′H(ν, ν ′).

Pour toute fonctionf bornée et1-lipschitzienne deX vers R+, posonsg(y) = f(y) : g
est alors elle aussi bornée et1-lipschitzienne. De plus,f(x) − g(y) ≤ d(x, y), puisquef est
1-lipschitzienne. On a alors :

d′′H(ν, ν ′) ≥ C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

y∈X

g(y)dν ′

= C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

x∈X

f(x)dν ′

En prenant les bornes supérieures lorsquef varie,d′′H(ν, ν ′) ≥ dH(ν, ν ′).
Démontrons maintenantd′H(ν, ν ′) ≤ dH(ν, ν ′). Soientf et g deux fonctions continues bor-

nées telles quef(x)−g(y) ≤ d(x, y) pour tousx, y ∈ X. Posonsh(x) = infy∈Y (d(x, y)+g(y)).
On remarque d’abord queh est bornée, carh(x) ≤ d(x, x) + g(x) = g(x) en prenanty = x, et
parce queg est bornée. On remarque ensuite queh est1-lipschitzienne. Pour le démontrer, on
commence par noter que pour tousx, x′, y ∈ X, [d(x, y)+g(y)] ≤ d(x, x′)+[d(x′, y)+g(y)] par
l’inégalité triangulaire. En prenant les bornes inférieures lorsquey varie, on en déduith(x) ≤
d(x, x′) + h(x′), ce qui établit le caractère1-lipschitzien deh. On a déjà vu queh ≤ g, d’autre
partf ≤ h puisquef(x) ≤ g(y) + d(x, y) pour touty. Donc :

C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

y∈X

g(y)dν ′ ≤ C

∫

x∈X

h(x)dν − C

∫

y∈X

h(y)dν ′

≤ dH(ν, ν ′)

en utilisant le lemme 4.1.2. En prenant les bornes supérieures lorsquef etg varient,d′H(ν, ν ′) ≤
dH(ν, ν ′).
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Puisqued′H(ν, ν ′) ≤ dH(ν, ν ′) ≤ d′′H(ν, ν ′) ≤ d′H(ν, ν ′), c’est que toutes ces quantités sont
égales. ⊓⊔

Proposition 4.7.21 SoitX un espace muni d’une hémi-distanced bornée. Soientν et ν ′ deux
valuations normalisées surX. Il existe une fonctionnellek ∈ K(ν, ν ′) telle quek(d) = dH(ν, ν ′),
oùd est la fonction distance deX(2) versR+.

Démonstration. Commençons par éliminer un cas dégénéré : celui oùd(x, y) = 0 pour tous
x, y ∈ X, autrement ditx ≤d y pour tousx, y ∈ X. La seule fonction lipschitzienne est alors la
fonction identiquement nulle,dH(ν, ν ′) = 0, alors on peut poser :

k(ϕ) = C

∫

(x,y)∈X(2)

ϕ(x, y)dν2

oùν2 est n’importe quelle probabilité surX(2), par exempleν ⊗ ν ′.
Dans le cas non dégénéré, la stratégie de démonstration consiste à appliquer le théorème

d’extension 3.12.4. SoitC le cône ordonné des fonctions lipschitziennes deX(2) versR+, etZ
le sous-espace des fonctions de la formef ⊖ g, pour deux fonctions1-lipschitziennes bornéesf
et g telles quef(x) ≥ g(y) pour tousx, y ∈ X. Notons queZ est convexe.

Soientf, f ′, g, g′ quatre fonctions1-lipschitziennes bornées deX versR+, et supposons que
f(x)− g(y) ≤ f ′(x)− g′(y) pour tousx, y ∈ X. Alors f(x) − f ′(x) ≤ g(y) − g′(y) pour tous
x, y ∈ X, donc en posanta = supx∈X(f(x)− f ′(x)), b = infy∈X(g(y)− g′(y)), les quantitésa
et b sont bien définies, et pour tousx, y ∈ X, on af(x) − f(x′) ≤ a ≤ b ≤ g(y) − g′(y). En
particulier,f(x) ≤ f(x′) + a, etg(y) ≥ g′(y) + b, donc :

C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

y∈X

g(y)dν ′ ≤ C

∫

x∈X

[f ′(x) + a]dν − C

∫

y∈X

[g′(y) + b]dν ′

= C

∫

x∈X

f ′(x)dν − C

∫

y∈X

g′(y)dν ′ + a− b

par le lemme 4.1.5,ν etν ′ étant normalisées

≤ C

∫

x∈X

f ′(x)dν − C

∫

y∈X

g′(y)dν ′

puisquea ≤ b. La fonction :

f(f ⊖ g) = C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

y∈X

g(y)dν ′

est donc bien définie et croissante deZ dansR. De plus, elle est à valeurs dansR+ : pour tout
élémentf⊖g deZ, f(x) ≥ g(y), doncf⊖g ≥ 0. Commef est croissante,f(f⊖g) ≥ f(0) = 0.
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On remarque ensuite quef préserve les barycentres : pour toutr ∈ [0, 1],

f(r · (f ⊖ g) + (1− r) · (f ′ ⊖ g′))

= C

∫

x∈X

[rf(x) + (1− r)f ′(x)]dν − C

∫

y∈X

[rg(y) + (1− r)g′(y)]dν ′

= r C

∫

x∈X

f(x)dν + (1− r) C

∫

x∈X

f ′(x)dν − r C

∫

y∈X

g(y)dν − (1− r) C

∫

x∈X

g′(y)dν ′

= rf(f ⊖ g) + (1− r)f(f ′ ⊖ g′)

puisque l’intégrale de Choquet est linéaire en la fonction intégrée par le corollaire 4.3.3,ν et ν ′

étant des valuations.
Posons maintenant, pour toute fonctionϕ lipschitzienne deX(2) versR+,

p1(ϕ) = inf
λ>0

∀x,y∈X·λϕ(x,y)≤d(x,y)

1

λ

où d est l’hémi-distance deX, vue comme fonction deX(2) versR+. On observe d’abord que
p1 est à valeurs dansR

+
, la valeur+∞ étant atteinte lorsqu’il n’existe aucunλ > 0 tel que

λϕ(x, y) ≤ d(x, y) pour tousx, y ∈ X. Comme pour toutλ > 0 on aλ.0 ≤ d(x, y), on a donc
p1(0) = 0. Pour toutr > 0,

p1(r · ϕ) = inf
λ>0

∀x,y∈X·λrϕ(x,y)≤d(x,y)

1

λ

= inf
λ′>0

∀x,y∈X·λ′ϕ(x,y)≤d(x,y)

r

λ′
= rp1(ϕ)

en posantλ′ = λr. Doncp1 est positivement homogène. On observe quep1 est sous-additive :

p1(ϕ) + p1(ϕ
′) = inf

λ>0
∀x,y∈X·λϕ(x,y)≤d(x,y)

1

λ
+ inf

λ′>0
∀x,y∈X·λ′ϕ′(x,y)≤d(x,y)

1

λ′

= inf
λ,λ′>0

∀x,y·λϕ(x,y)≤d(x,y),λ′ϕ′(x,y)≤d(x,y)

λ+ λ′

λλ′

Puisqueλϕ(x, y) ≤ d(x, y) etλ′ϕ′(x, y) ≤ d(x, y) impliquentλλ′/(λ+λ′)(ϕ(x, y)+ϕ′(x, y)) ≤
d(x, y), en posantλ′′ = λλ′/(λ+ λ′) :

p1(ϕ) + p1(ϕ
′) ≤ inf

λ′′>0
∀x,y·λ′(ϕ(x,y)+ϕ′(x,y))≤d(x,y)

1

λ′′
= p1(ϕ+ ϕ′)

Doncp1 est sous-linéaire. De plus,p1 est clairement croissante. La fonctionp :

p(ϕ) = dH(ν, ν ′)p1(ϕ)
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est donc elle aussi sous-linéaire et croissante deC versR
+

.
Montrons maintenant que sif ⊖ g ∈ Z, f ′⊖ g′ ∈ Z, λ > 0, etf ⊖ g ≤ λ(f ′⊖ g′) +ϕ, alors

f(f ⊖ g) ≤ λf(f ′⊖ g′) + p(ϕ). C’est la dernière condition dont nous avons besoin pour pouvoir
appliquer le théorème 3.12.4, et sans doute la moins triviale. Lorsquep(ϕ) = +∞, elle est
évidente, sinon fixons un réelǫ > 0 arbitraire. Il existe alorsλ′ > 0 tel queλ′ϕ(x, y) ≤ d(x, y)
pour tousx, y ∈ X et p(ϕ) ≥ dH(ν, ν ′)/λ′ − ǫ. Fixonsc tel queϕ soit c-lipschitzienne. On
construit deux fonctionsf ′′, g′′, lipschitziennes et bornées deX dansR, comme suit :

f ′′(x) = sup
y∈X

(f(y)− λf ′(y)− c d(y, x))

g′′(y) = inf
x∈X

(g(x)− λg′(x) + c d(y, x))

Ces deux quantités sont bien définies, et à valeurs dansR. Notamment, aucune ne vaut ni−∞
ni +∞. Puisquef , f ′, g, g′, et d sont bornées, on peut même affirmer quef ′′ et g′′ sont elles-
mêmes des fonctions bornées. Elles sont de plusc-lipschitziennes. Dans le cas def ′′, c’est parce
que l’inégalité triangulaire implique :

(f(y)− λf ′(y)− c d(y, x)) ≤ (f(y)− λf ′(y)− c d(y, x′)) + c d(x, x′)

En prenant ensuite la borne supérieure sur tous lesy ∈ X, f ′′(x) ≤ f ′′(x′) + c d(x, x′), donc
f ′′ estc-lipschitzienne ; l’argument est similaire pourg′′. On observe ensuite que : (a)f ′′(x) ≥
f(x) − λf ′(x) pour toutx ∈ X (prendrey = x dans la définition def ′′) ; (b) g′′(y) ≤ g(y) −
λg′(y) pour touty ∈ X (prendrex = y dans la définition deg′′). Pour tousx, x′, y, y′ ∈ X, on
utilise maintenant le fait quef ⊖ g ≤ λ(f ′ ⊖ g′) + ϕ et le fait queϕ estc-lipschitzienne deX(2)

versR pour déduire que :

f(y′)− λf ′(y′) ≤ g(x′)− λg′(x′) + ϕ(y′, x′)

ϕ(y′, x′) ≤ ϕ(x, y) + c d(y′, x) + c d(y, x′)

Donc :

f(y′)− λf ′(y′)− c d(y′, x) ≤ [g(x′)− λg′(x′) + c d(y, x′)] + ϕ(x, y)

En prenant les bornes supérieures sury′ ∈ X d’une part, les bornes inférieures surx′ ∈ X
d’autre part,f ′′(x) ≤ g′′(y) + ϕ(x, y), c’est-à-dire : (c)f ′′ ⊖ g′′ ≤ ϕ. Soit a un réel tel que
a ≤ infx∈X f

′′(x) eta ≤ infy∈X g
′′(y). Posonsf1 = λ′(f ′′− a), g1 = λ′(g′′− a). Par le choix de

a, f1 etg1 sont à valeurs dansR+. Par (c) et le fait queλ′ϕ(x, y) ≤ d(x, y) pour tousx, y ∈ X, on
af1(x)−g1(y) = λ′(f ′′(x)−g′′(y)) ≤ λ′ϕ(x, y) ≤ d(x, y). De plus,f1 etg1 sont lipschitziennes,
donc continues. En utilisant la première égalité du lemme 4.7.20, on en déduit :

dH(ν, ν ′) ≥ max

(
C

∫

x∈X

f1(x)dν − C

∫

y∈X

g1(y)dν
′, 0

)
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Puisquep(ϕ) ≥ dH(ν, ν ′)/λ′ − ǫ, on a donc :

p(ϕ) ≥ max

(
C

∫

x∈X

f1(x)/λ
′dν − C

∫

y∈X

g1(y)/λ
′dν ′, 0

)
− ǫ

= max

(
C

∫

x∈X

f ′′(x)dν − C

∫

y∈X

g′′(y)dν ′, 0

)
− ǫ

≥ C

∫

x∈X

f ′′(x)dν − C

∫

y∈X

g′′(y)dν ′ − ǫ

par la proposition 4.2.12 et le lemme 4.1.5. Donc :

λf(f ′ ⊖ g′) + p(ϕ) ≥ C

∫

x∈X

λf ′(x)dν − C

∫

y∈X

λg′(y)dν ′ + C

∫

x∈X

f ′′(x)dν − C

∫

y∈X

g′′(y)dν ′ − ǫ

= C

∫

x∈X

[λf ′(x) + f ′′(x)]dν − C

∫

y∈X

[λg′(y) + g′′(y)]dν ′ − ǫ

puisqueν etν ′ sont des valuations, en utilisant le corollaire 4.3.3

≥ C

∫

x∈X

f(x)dν − C

∫

y∈X

g(y)dν ′ − ǫ = f(f ⊖ g)− ǫ

par la croissance de l’intégrale de Choquet (lemme 4.1.2), et les remarques (a) et (b) ci-dessus.
Puisqueǫ est arbitraire, on a donc, comme annoncé,f(f ⊖ g) ≤ f(f ′ ⊖ g′) + p(ϕ).

On peut donc appliquer le théorème 3.12.4 : il existe une fonctionnellek0 deC versR
+

qui
coïncide avecf surZ, et telle quek0 ≤ p.

On note que :(∗) k0(χX(2)) = 1. En effet,k0(χX(2)) = k0(χX ⊖ 0) = f(χX ⊖ 0) =
ν(X)− 0 = 1.

Pour toutϕ ∈ 〈X(2) → R〉L, posonsk(ϕ) = k0(ϕ + b) − b, où b est n’importe quel réel tel
que−b ≤ ϕ(x, y) pour tout(x, y) ∈ X(2). Cette définition est indépendante de la valeur deb :
si b et b′ sont deux valeurs telles que−b,−b′ ≤ ϕ(x, y) pour tousx, y, supposons par symétrie
b ≥ b′, alorsk0(ϕ + b) − b = k0(ϕ + (b − b′) + b′) − b = k0(ϕ + b′) + k0((b − b′)χX(2)) − b
(puisquek0 est linéaire)= k0(ϕ+ b′)− b′ (par(∗)).

Il est clair quek est normalisée, par(∗). Ceci établit le point 4 de la définition deK(ν, ν ′).
La fonctionnellek est additive, cark0 l’est. Pour toutϕ ∈ 〈X(2) → R〉L, et r ≥ 0, en posantb
tel que−b ≤ ϕ(x, y) pour tousx, y, on a :

k(r · ϕ) = k0(r · ϕ+ rb)− rb = rk0(ϕ+ b)− rb = rk(ϕ)

puisquek0 est positivement homogène. On en déduit quek est positivement homogène, donc
linéaire. Ceci établit le point 1.

Lorsqueϕ ≤ ϕ′, posonsb tel que−b ≤ ϕ(x, y) pour tousx, y, alors :

k(ϕ) = k0(ϕ+ b)− b ≤ k0(ϕ
′ + b)− b = k(ϕ′)

Donck est croissante, ce qui établit le point 2. On en déduit le point 3 : siϕ ≥ 0, alorsk(ϕ) ≥
k(0) = 0.
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Pour le point 5, on observe que lorsquef est1-lipschitzienne et bornée :

k(f ⊖ 0) = k0(f ⊖ 0) = f(f ⊖ 0) = C

∫

x∈X

f(x)dν

la première égalité étant obtenue en choisissantb = 0, puisquef ⊖ 0 ≥ 0, et la deuxième égalité
venant du fait quek0 coïncide avecf surZ.

On démontre le point 6 de façon similaire. Pour toute fonction g bornée1-lipschitzienne, soit
b un réel tel queg(y) ≤ b pour touty ∈ X. Alors :

k(0⊖ g) = k0((0⊖ g) + b)− b = k0(bχX ⊖ g) = f(bχX ⊖ g)− b

= C

∫

x∈X

bdν − C

∫

y∈Y

g(y)dν ′ − b = − C

∫

y∈Y

g(y)dν ′

puisqueν est normalisée.
Montrons finalement quek(d) = dH(ν, ν ′). On sait quek(d) ≥ dH(ν, ν ′) par le lemme 4.7.19.

Pour l’inégalité inverse, on utilise enfin quek(ϕ) ≤ p(ϕ) pour toute fonctionϕ lipschitzienne et
bornée. Pourϕ = d, on a :

k(d) = k0(d)

≤ p(d) = dH(ν, ν ′)p1(d)

Or, dès qu’il existe deux élémentsx, y ∈ X tels qued(x, y) 6= 0 (ce que nous pouvons assurer,
ayant éliminé le cas dégénéréd = 0 au début de la démonstration),

p1(d) = inf
λ>0,∀x,y∈X·λd(x,y)≤d(x,y)

1/λ = 1

Donck(d) ≤ dH(ν, ν ′). ⊓⊔

Corollaire 4.7.22 (Kantorovich-Rubinstein) SoitX un espace muni d’une hémi-métriqued
bornée. Pour toutes valuations normaliséesν etν ′ surX,

dH(ν, ν ′) = min
k∈K(ν,ν′)

k(d)
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Crédibilités, plausibilités, estimations
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Chapitre 5

Crédibilités : P joue, puisC contre

Intéressons-nous à l’une des formes de capacités les plus contraintes : les lois de crédibi-
lité continues, qui, rappelons-le, sont les capacités monotones (les jeux) et totalement convexes.
On verra à la proposition 5.5.6 que, sous des hypothèses raisonnables, l’espaceCd(X) des cré-
dibilités continues sur un espaceX est le plus petit espace de capacités qui contient les jeux
d’unanimitéuQ qui sont continus (représentant les choix non déterministes démoniaques), et
qui est stable par combinaisons linéaires finies (représentant les tirages probabilistes finis) et les
bornes supérieures dirigées (représentant la stabilité par approximations successives). Les cré-
dibilités continues forment donc l’espace minimal permettant d’interpréter une notion de calcul
(continuité) en présence de choix non déterministe démoniaque et de tirage probabiliste.

Une autre façon de l’exprimer sera fournie par le corollaire5.5.10, qui énonce que, sous cer-
taines hypothèses relativement inoffensives, une crédibilité continue surX est la même chose
qu’une valuation continueν∗ sur l’espaceQ(X) des compacts saturés non vides deX. Autre-
ment dit, tirerx ∈ X via une crédibilité continue est exactement la même chose que tirer un
compact saturéQ non vide au hasard viaν∗, puis choisirx ∈ Q de façon démoniaquement non
déterministe. (On rappelle queQ(X) est l’espace naturel modélisant le choix démoniaque.)

Ceci justifie le titre de ce chapitre : tirerx via ν, c’est faire jouer le joueur probabilisteP de
l’introduction, puis laisser l’adversaire démoniaqueC essayer de le contrer. Mais attention :ν ne
modélise qu’un coup deP suivi d’un coup deC. Modéliser une partie complète sort du cadre des
crédibilités. Nous nous occuperons de ce problème bien plustard, au chapitre 12.

Une note en passant. Nous nous focaliserons dans la suite surles capacités continues. Celles-
ci ont non seulement une théorie plus riche, mais il est naturel, dans le prolongement de l’ana-
logie de Scott entre calculabilité et continuité, d’admettre que les capacités qui nous intéressent
peuvent être évaluées en les calculant sur des ouverts simples, puis de plus en plus raffinés, et
que ce processus d’approximation doit converger vers la valeur finale de la capacité.

5.1 Crédibilités simples

Dans quel cas les capacités qui sont combinaisons linéairesfinies de jeux d’unanimité sont-
elles continues ? Examinons déjà le cas des jeux d’unanimitéeux-mêmes. La réponse est instruc-
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tive :

Proposition 5.1.1 Le jeu d’unanimitéuA est continu si et seulement siA est compact.

Démonstration.Le jeuuA est continu si et seulement si, pour toute famille dirigée(Ui)i∈I d’ou-
verts,uA

(⋃
i∈I Ui

)
= supi∈I uA(Ui). Le côté gauche vaut1 si et seulement si(Ui)i∈I est un

recouvrement ouvert deA, et le côté droit vaut1 si et seulement siA ⊆ Ui pour uni ∈ I. Donc
uA est continu si et seulement si de tout recouvrement ouvert dirigé(Ui)i∈I deA, on peut extraire
unUi contenantA. On a vu que c’était une caractérisation de la compacité deA. ⊓⊔
SiK est compact, alorsuK = u↑K , puisque tout ouvert est clos par le haut. En conséquence, on
peut considérer sans perte de généralité queK est saturé.

Si X est un espace topologique discret, alorsK ⊆ X est compact si et seulement siK
est une partie finie deX : uK représente alors un choix non déterministe parmi un nombre
fini de possibilités. En général,uQ nous permet de représenter un choix (démoniaquement) non
déterministe d’un élémentx à l’intérieur d’un compact saturéQ.

On peut généraliser la proposition 5.1.1 :

Proposition 5.1.2 Le jeuν =
∑n

i=1 aiuAi
, oùai ∈ R+ \ {0} pour touti, 1 ≤ i ≤ n, est continu

si et seulement si tous lesAi sont compacts.

Démonstration.S’ils sont compacts,ν est continue par la proposition 5.1.1 et le fait que toute
combinaison linéaire à coefficients positifs de jeu continus est continue.

Réciproquement, soit(Uj)j∈J une famille dirigée d’ouverts telle queAi ⊆
⋃

j∈J Uj. Nous
pouvons sans perte de généralité supposer que lesAi sont clos par le haut, puisqueu↑Ai

=
uAi

; et qu’ils sont distincts deux à deux. CommeAi est clos par le haut, il est l’intersection
de tous les ouverts contentantAi. Pour touti′ tel queAi′ 6⊆ Ai, on peut trouver un ouvertVii′

parmi les ouverts contenantAi qui ne contient pasAi′ : sinon, l’intersection de tous les ouverts
contenantAi, qui est égale àAi, contiendraitAi′. Soit Vi =

⋂
i′/Ai′ 6⊆Ai

Vii′. Vi est un ouvert,
contientAi, et ne contient que lesAi′ tels queAi′ ⊆ Ai. La famille (Uj ∩ Vi)j∈J est alors une
famille dirigée d’ouverts dont l’union contientAi, mais ne contient aucunAi′ avecAi′ 6⊆ Ai.

Donc ν
(⋃

j∈J(Uj ∩ Vi)
)

=
∑

i′/Ai′⊆Ai
ai′ . Commeν est continue, cette quantité est la borne

supérieure desν(Uj ∩ Vi), j ∈ J . Commeν ne prend qu’un nombre fini de valeurs, il existe
j ∈ J tel queν(Uj ∩ Vi) =

∑
i′/Ai′⊆Ai

ai′ . Or, de nouveauUj ∩ Vi ne peut contenir que lesAi′

qui sont inclus dansAi, puisque c’est le cas deVi. Commeν(Uj ∩ Vi) =
∑

i′/Ai′⊆Ai
ai′ et que

tous lesai′ sont strictement positifs, nécessairementUj ∩ Vi les contient tous, donc contientAi.
Ceci implique queUj contientAi, doncAi est compact. ⊓⊔

Ceci mène à la définition suivante.

Définition 5.1.3 (Crédibilité simple) Une loi de crédibilité est ditesimplesi et seulement si elle
s’écrit

∑n
i=1 aiuQi

, oùai ∈ R+, etQi est un compact saturé non vide pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

Rappelons que
∑n

i=1 aiuQi
est toujours une loi de crédibilité, comme combinaison linéaire à

coefficients positifs de jeux d’unanimité, qui sont des loisde crédibilité. Par la proposition 5.1.1,
toute crédibilité simple est aussi continue.
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Une crédibilité simple représente assez clairement la spécification d’un coup du joueur pro-
babilisteP suivi d’un coup de l’adversaireC : P choisit un compact saturéQi avec probabilité
ai, puisC opère un choix non déterministe parmiQi.

On note finalement, avant de poursuivre l’étude des crédibilités simples, que l’hémi-distance
de Hutchinson, sur les jeux, correspond à celle de Hausdorff-Smyth surQ(X).

Lemme 5.1.4 Pour tousQ,Q′ ∈ Q(X), dH(uQ, uQ′) = dQ(Q,Q′).

Démonstration.On a d’abord :

dH(uQ, uQ′) = sup
f∈〈X→R+〉1

dR(min
x∈Q

f(x), min
x′∈Q′

f(x′)) par la proposition 4.2.2

= sup
f∈〈X→R+〉1

max(min
x∈Q

f(x) + max
x′∈Q′

−f(x′), 0)

= sup
f∈〈X→R+〉1

max(max
x′∈Q′

((min
x∈Q

f(x))− f(x′)), 0)

= sup
f∈〈X→R+〉1

max(max
x′∈Q′

min
x∈Q

(f(x)− f(x′)), 0)

≤ max
x′∈Q′

min
x∈Q

d(x, x′) puisquef est1-lipschitzienne

= dQ(Q,Q′)

Réciproquement, par le lemme 3.10.39, il existe un pointx0 ∈ Q et un pointx′0 ∈ Q′ tels
quedQ(Q,Q′) = minx∈Q d(x, x

′
0) = d(x0, x

′
0). Posonsf(x) = d(x, x′0) : f est1-lipschitzienne

par l’inégalité triangulaire,minx∈Q f(x) = dQ(Q,Q′), et minx′∈Q′ f(x′) ≤ f(x′0) = 0, donc
dH(uQ, uQ′) ≥ dR(minx∈Q f(x),minx′∈Q′ f(x′)) = dQ(Q,Q′). ⊓⊔

5.2 L’ordre ≤ sur les crédibilités simples

Nous allons maintenant chercher à caractériser l’ordre≤ sur les crédibilités, lorsqu’il est
spécialisé aux crédibilités simples. Nous suivons pas à pasle raisonnement de Jones (1990, sec-
tion 4.4). Rappelons que l’ordre sur les compacts saturés est ⊇. Si J est une partie deQ(X), on
note donc↑ J l’ensemble desQ tels qu’il existeQ′ ∈ J avecQ ⊇ Q′. On dit queJ estclos par
le haut dansA si et seulement siJ = A ∩ ↑ J , c’est-à-dire si et seulement siJ ⊆ A, et dès que
Q ∈ J ,Q′ ∈ A, etQ ⊇ Q′, alorsQ′ ∈ J .

On note que siA est une famille finie de compacts, pour tout ouvertU , {Q ∈ A|Q ⊆ U} est
clos par le haut dansA. Réciproquement, on a le résultat technique suivant.

Lemme 5.2.1 SoitA une partie finie deQ(X). Il existe une famille d’ouverts(UQ)Q∈A telle que,
pour toute partieJ close par le haut dansA, J = {Q′ ∈ A|Q′ ⊆ ⋃Q∈J UQ}.

Démonstration.Pour chaque paire de compacts saturésQ,Q′ ∈ A tels queQ 6⊇ Q′, il existe un
ouvertUQ,Q′ qui contientQ mais pasQ′. En effet, a contrario si tout ouvert contenantQ contient
Q′,
⋂

U/Q⊆U U contientQ′. Or commeQ est saturé,
⋂

U/Q⊆U U est exactementQ.
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CommeA est fini, pour toutQ ∈ A,
⋂

Q′∈A/Q6⊇Q′ UQ,Q′ est un ouvert, notons-leUQ. Ob-
servons que pour toutQ′′ ∈ A, Q′′ ⊆ UQ si et seulement siQ ⊇ Q′′. En effet, siQ′′ ⊆ UQ,
alorsQ′′ ⊆ UQ,Q′ pour toutQ′ ∈ A tel queQ 6⊇ Q′. En particulier pourQ′ = Q′′, siQ 6⊇ Q′′,
Q′′ ⊆ UQ,Q′′, ce qui est impossible. DoncQ ⊇ Q′′. Réciproquement, siQ ⊇ Q′′, alors pour tout
Q′ ∈ A tel queQ 6⊇ Q′, en particulier,Q′′ ⊆ UQ,Q′, puisqueUQ,Q′ contientQ.

Pour toute partieJ close par le haut dansA, on en déduit queQ′′ ∈ J si et seulement si
Q′′ ⊆ ⋃

Q∈J UQ. En effet, siQ′′ ∈ J , alorsQ′′ ⊆ UQ′′, puisqueQ′′ ⊆ UQ′′,Q′ pour toutQ′.
Réciproquement, siQ′′ ⊆ ⋃Q∈J UQ, il existeQ ∈ J tel queQ′′ ⊆ UQ, donc tel queQ ⊇ Q′′.
CommeJ est clos par le haut dansA,Q′′ ∈ J . ⊓⊔
Lemme 5.2.2 Pour toutes crédibilités simples

∑
Q∈A aQuQ et

∑
Q∈A bQuQ, oùA est une partie

finie deQ(X), on a
∑

Q∈A aQuQ ≤
∑

Q∈A bQuQ si et seulement si, pour toute partieJ close par
le haut dansA,

∑

Q∈J

aQ ≤
∑

Q∈J

bQ

Démonstration.Supposons que l’inégalité tienne pour toute partieJ close par le haut dansA.
Soit U un ouvert quelconque. PosonsJ = {Q ∈ A|Q ⊆ U}. J est une partie close par le
haut dansA, et l’on a (

∑
Q∈A aQuQ)(U) =

∑
Q∈J aQ, (

∑
Q∈A bQuQ)(U) =

∑
Q∈J bQ, d’où

l’inégalité.
Réciproquement, supposons

∑
Q∈A aQuQ ≤

∑
Q∈A bQuQ, et soit J une partie close par

le haut dansA. Formons la famille(UQ)Q∈A donnée au lemme 5.2.1. Par construction, on a
(
∑

Q∈A aQuQ)(
⋃

Q∈J UQ) =
∑

Q∈J aQ et (
∑

Q∈A bQuQ) =
∑

Q∈J bQ, d’où l’inégalité deman-
dée. ⊓⊔

Rappelons maintenant l’énoncé du théorème “flux maximum, coupe minimum” (“max-flow,
min-cut”). SoitG = (V,E) un graphe orienté fini, oùV est l’ensemble dessommets, etE ⊆
V × V est l’ensemble desarcs. Un réseauest un tel graphe muni de deux sommetss (la source)
et t (le puits), et où chaque arce est munie d’unecontenancek(e) ∈ R+. (Le terme usuel
est “capacité”, mais nous préférons utiliser un autre termepour éviter toute confusion.) Nous
supposerons que tout sommet deG est accessible depuiss, et quet est accessible depuis tout
sommet deG.

Un flux de s vers t est une fonctionf qui à chaque arce associe undébit à traverse, de
sorte que0 ≤ f(e) ≤ k(e), et vérifiant les équations de conservation de débit : pour tout
sommetv ∈ V \ {s, t}, ∑v′/(v′,v)∈E f(v′, v) =

∑
v′/(v,v′)∈E f(v, v′). Si l’on noteInf (v) =∑

v′/(v′,v)∈E f(v′, v),Outf (v) =
∑

v′/(v,v′)∈E f(v, v′), ceci exprime queInf (v) = Outf (v) pour
toutv ∈ V \ {s, t}.

La valeur val(f) du flux f est par définitionInf (t) − Outf (t). À cause des équations de
conservation, elle est aussi égale àOutf (s)− Inf (s).

Unecoupec à traversG est juste un sous-ensemble de sommets deG contenants mais ne
contentant past. La valeur val(c) de la coupec est la somme des contenances des arcs sortant
dec : val(c) =

∑
v∈c,v′∈V \c,(v,v′)∈E k(v, v

′).
Le théorème “flux maximum, coupe minimum” énonce que la valeur maximale des flux pos-

sibles est égale à la valeur minimale des coupes possibles. Autrement dit, la valeur de tout flux
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des verst est inférieure ou égale à la valeur de toute coupe à traversG, et il existe un fluxf et
une coupec tels queval(f) = val(c).

Lemme 5.2.3 (Lemme de découpage)On a
∑m

i=1 aiuQi
≤ ∑n

j=1 bjuQ′
j

si et seulement s’il
existe une matrice(tij)1≤i≤m

1≤j≤n
à coefficients dansR+ telle que

n∑

j=1

tij = ai pour touti, 1 ≤ i ≤ m

m∑

i=1

tij ≤ bj pour toutj, 1 ≤ j ≤ n

et telle que les seules entrées non nulles de la matrice sont lestij telles queQi ⊇ Q′
j.

Démonstration.Si lestij existent qui vérifient les inégalités annoncées, alors clairement

m∑

i=1

aiuQi
=

m∑

i=1

n∑

j=1

tijuQi
=

n∑

j=1

m∑

i=1

tijuQi

≤
n∑

j=1

m∑

i=1

tijuQ′
j

puisque sitij 6= 0, uQi
≤ uQ′

j

≤
n∑

j=1

bjuQ′
j

Réciproquement, supposons
∑m

i=1 aiuQi
≤ ∑n

j=1 bjuQ′
j
. SoitA l’ensemble formé desQi,

1 ≤ i ≤ m, et desQ′
j, 1 ≤ j ≤ n. On peut écrire

∑m
i=1 aiuQi

sous la forme
∑

Q∈A aQuQ, oùaQ

vautaQi
siQ = Qi pour uni, 1 ≤ i ≤ m, et0 sinon ; de même on peut écrire

∑n
j=1 bjuQ′

j
sous

la forme
∑

Q∈A bQuQ, oùbQ vautbQ′
j

siQ = Q′
j pour unj, 1 ≤ j ≤ n, et0 sinon.

Supposons donc
∑

Q∈A aQuQ ≤
∑

Q∈A bQuQ. Construisons le grapheG ayant les sommets
suivants. D’abord, la sources. Ensuite,2|A| sommets[Q], 〈Q〉, pour chaqueQ ∈ A. Finalement,
le puitst.

Les arcs sont(s, [Q]) pour toutQ ∈ A, de contenanceaQ ; ([Q], 〈Q′〉) pour tout couple
Q,Q′ ∈ A tel queQ ⊇ Q′, ayant une contenance suffisamment grandeM , disonsM >
max(

∑
Q∈A aQ,

∑
Q∈A bQ) ; enfin,(〈Q〉, t) pour toutQ ∈ A, de contenancebQ.

S’il existe un fluxf tel quef(s, [Q]) = aQ pour toutQ ∈ A, alors sa valeur sera
∑

Q∈A aQ,
et clairement cette valeur sera maximale. Montrons que la valeur de toute coupe est d’au moins∑

Q∈A aQ. En utilisant le théorème “flux maximum, coupe minimum”, ceci montrera que la
valeur de la coupe minimale, et donc aussi du flux maximal, estexactement

∑
Q∈A aQ.

Soit doncc une coupe à traversG. Soit (∗) l’hypothèse : il existe[Q] ∈ c et 〈Q′〉 6∈ c, avec
un arc de[Q] vers〈Q′〉. AlorsQ ⊇ Q′, et l’arc est de contenanceM . Donc la valeur de la coupe
est d’au moinsM , qui est supérieur ou égal à

∑
Q∈A aQ. Si en revanche(∗) est fausse, les seuls

arcs(v, v′) tels quev ∈ c et v′ 6∈ c sont de la forme(s, [Q]) ou (〈Q〉, t). La valeur de la coupe
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c est
∑

[Q]6∈c aQ +
∑

〈Q〉∈c bQ. Puisque(∗) est faux,〈Q〉 est dansc dès que[Q] y est. Il se peut
cependant que〈Q〉 y soit mais pas[Q]. Mais si l’on enlève dec les sommets〈Q〉 tels que[Q] n’est
pas dansc, on obtient une coupe de valeur éventuellement plus faible,mais vérifiant toujours(∗)
et telle de plus que[Q] ∈ c est équivalent à〈Q〉 ∈ c. SoitJ l’ensemble desQ ∈ A tels que[Q]
est dansc. La valeur de la coupe est alors

∑
Q6∈J aQ +

∑
Q∈J bQ. On remarque queJ est clos

par le haut dansA : siQ ∈ J , [Q] ∈ c, donc pour toutQ′ ∈ A tel queQ ⊇ Q′, 〈Q′〉 ∈ c, donc
Q′ ∈ J . Par le lemme 5.2.2,

∑
Q∈J aQ ≤

∑
Q∈J bQ, donc la valeur de la coupe est supérieure ou

égale à
∑

Q∈A aQ.
Il existe donc un flux maximalf , de valeur

∑
Q∈A aQ. Nécessairement,f(s, [Q]) = aQ pour

toutQ ∈ A. PosonsTQQ′ = f([Q], 〈Q′〉) siQ ⊇ Q′, TQQ′ = 0 sinon. On remarque que
∑

Q′∈A

TQQ′ = aQ (5.1)

pour toutQ ∈ A. En effet,aQ = Inf ([Q]) = Outf ([Q]) (par l’équation de conservation du
débit)=

∑
Q′∈A/Q⊇Q′ f([Q], 〈Q′〉) =

∑
Q′∈A TQQ′. On remarque ensuite que
∑

Q∈A

TQQ′ ≤ bQ′ (5.2)

pour toutQ′ ∈ A. En effet,bQ′ ≥ Outf (〈Q′〉) = Inf (〈Q′〉) =
∑

Q∈A/Q⊇Q′ f([Q], 〈Q′〉) =∑
Q∈A TQQ′.
On note maintenant que, pour touti, 1 ≤ i ≤ m, TQiQ′ = 0 si Q′ n’est pas l’un desQ′

j,
1 ≤ j ≤ n. En effet,TQiQ′ est un réel positif ou nul, et par (5.2) leur somme lorsquei varie est
inférieure ou égale àbQ′, qui est nul.

De même, on note que, pour toutj, 1 ≤ j ≤ n, TQQ′
j

= 0 si Q n’est pas l’un desQi,
1 ≤ i ≤ m. En effet, la somme desTQQ′

j
lorsquej varie est inférieure ou égale àaQ = 0, par

(5.1).
L’équation (5.2) lorsqueQ = Qi devient alors

∑n
j=1 TQiQ′

j
= aQi

= ai, et l’inégalité (5.2)
lorsqueQ′ = Q′

j devient
∑m

i=1 TQiQ′
j
≤ bQ′

j
= bj, d’où les inégalités annoncées. ⊓⊔

Notons que ceci signifie notamment que
∑m

i=1 aiuQi
≤∑n

j=1 bjuQ′
j

si et seulement si l’inégalité
sur les valuations simples correspondantes surQ(X),

∑m
i=1 aiδQi

≤∑n
j=1 bjδQ′

j
, est vraie aussi.

5.3 La relation≪ sur les crédibilités simples

Caractérisons maintenant la relation “bien au-dessous” sur les crédibilités simples. Encore
une fois, nous suivons Jones (1990, section 4.4).

Lemme 5.3.1 SoitX un espace bien filtrant. Soit(Qi)i∈I une famille filtrante de compacts sa-
turés non vides. AlorsuT

i∈I Qi
= supi∈I uQi

.

Démonstration. Pour tout ouvertU , uT

i∈I Qi
(U) = 1 si et seulement si

⋂
i∈I Qi ⊆ U , si et

seulement s’il existei ∈ I tel queQi ⊆ U puisqueX est bien filtrant. Mais ceci est équivalent
au fait quesupi∈I uQi

(U) vaut1. ⊓⊔
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Lemme 5.3.2 SoitQ etQ′ deux compacts saturés deX. On n’a jamaisuQ ≪ uQ′.
SiX est bien filtrant et localement compact, pour tout réelr, 0 < r < 1, ruQ ≪ uQ′ si et

seulement siQ′ ⊆
◦

Q.

Démonstration.L’ensemble dirigé(ruQ′)0<r<1 a uQ′ pour borne supérieure, maisuQ ≤ ruQ′

n’est jamais vrai, par le lemme 5.2.3. DoncuQ 6≪ uQ′.
SupposonsruQ ≪ uQ′. Ceci impliqueruQ ≤ uQ′. Par le lemme 3.3.1,Q′ est la borne

supérieure (pour⊇) des compacts saturésQi (i ∈ I) tels queQ′ ⊆
◦

Qi. Autrement dit,Q′ =⋂
i∈I Qi. Par le lemme 5.3.1,uQ′ = supi∈I uQi

. CommeruQ ≪ uQ′, il existe i ∈ I tel que

ruQ ≤ uQi
. Par le lemme 5.2.3,Q ⊇ Qi. Comme par constructionQ′ ⊆

◦

Qi, c’est queQ′ ⊆
◦

Q.

Réciproquement, siQ′ ⊆
◦

Q, montrons queruQ ≪ uQ′. Soit (νi)i∈I une famille dirigée
quelconque de crédibilités continues telles queuQ′ ≤ supi∈I νi. En appliquant chaque côté de

l’inégalité à l’ouvert
◦

Q, on obtient1 ≤ supi∈I νi(
◦

Q). Donc il existei ∈ I tel quer ≤ νi(
◦

Q).

Pour tout ouvertU contenantQ, on en déduitruQ(U) = r ≤ νi(
◦

Q) ≤ νi(U). DoncruQ ≤ νi. ⊓⊔

Lemme 5.3.3 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Siai < bi etQ′
i ⊆

◦

Qi pour
tout i, 1 ≤ i ≤ n, alors

n∑

i=1

aiuQi
≪

n∑

i=1

biuQ′
i

Démonstration.Soit (νj)j∈I une famille dirigée de crédibilités continues telle que
∑n

i=1 biuQ′
i
≤

supj∈I νj. Soit J une partie close par le haut non vide deA = {Qi|1 ≤ i ≤ n}. PosonsUJ

l’ouvert
⋃

Q∈J

◦

Q. On a(
∑n

i=1 biuQ′
i
)(UJ) ≤ supj∈I νj(UJ). CommeQ′

i ⊆ UJ pour touti tel que
Qi ∈ J , le côté gauche est supérieur ou égal à

∑
i/Qi∈J bi. Commeai < bi pour touti etJ est non

vide,
∑

i/Qi∈J ai < supj∈I νj(UJ). Il existe donc un indicej ∈ I tel que
∑

i/Qi∈J ai ≤ νj(UJ).
Cette dernière inégalité est aussi vraie lorsqueJ est vide, trivialement. De plus, comme la

famille (νj)j∈I est dirigée et il n’y a qu’un nombre fini de partiesJ closes par le haut deA, il
existe un indicej commun tel que

∑
i/Qi∈J ai ≤ νj(UJ), quelle que soit la partieJ close par le

haut dansA.
Montrons que

∑n
i=1 aiuQi

≤ νj . Pour tout ouvertU , soit J = {Qi|1 ≤ i ≤ n,Qi ⊆ U},
de sorte que(

∑n
i=1 aiuQi

)(U) =
∑

i/Qi∈J ai, ce qui est inférieur ou égal àνj(UJ) par le calcul

ci-dessus. Or pour toutx ∈ UJ , il existeQi ∈ J tel quex ∈
◦

Qi, doncx ∈ U , c’est-à-dire que
UJ ⊆ U . Doncνj(UJ) ≤ νj(U).

Ayant montré
∑n

i=1 aiuQi
≤ νj , nous avons démontré le résultat voulu. ⊓⊔

Lemme 5.3.4 SoitX un espace bien filtrant et localement compact, et
∑n

j=1 bjuQ′
j

une crédibi-
lité simple surX. Alors

∑n
j=1 bjuQ′

j
est la borne supérieure de la famille dirigée des crédibilités

simples de la forme
∑n

j=1 rbjuQ′′
j
, où0 < r < 1 etQ′

j ⊆
◦

Q′′
j pour toutj, 1 ≤ j ≤ n.
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Démonstration.Considérons donc la famille des crédibilités continues de la forme
∑n

j=1 rbjuQ′′
j
,

où 0 < r < 1 etQ′
j ⊆

◦

Q′′
j pour toutj, 1 ≤ j ≤ n, et montrons en premier que cette famille

est dirigée. D’abord, elle est non vide : pour toutj, commeQ′
j est inclus dansX, qui est ouvert,

il existe un compact saturéQ′′
j tel queQ′

j ⊆
◦

Q′′
j ⊆ Q′′

j ⊆ X. Ensuite, donnons-nous deux

crédibilités de la sorte,
∑n

j=1 r1bjuQ′′
1j

et
∑n

j=1 r2bjuQ′′
2j

, avec0 < r1, r2 < 1 etQ′
j ⊆

◦

Q′′
1j ∩

◦

Q′′
2j pour toutj. CommeX est localement compact, il existe un compact saturéQ′′

j tel que

Q′
j ⊆

◦

Q′′
j ⊆ Q′′

j ⊆
◦

Q′′
1j ∩

◦

Q′′
2j, pour chaquej. Si l’on poser = max(r1, r2),

∑n
j=1 rbjuQ′′

j
fait

partie de la famille, puisque0 < r < 1 etQ′
j ⊆

◦

Q′′
j . De plus, commeQ′′

j ⊆ Q′′
1j et r ≥ r1,∑n

j=1 rbjuQ′′
j
≥∑n

j=1 r1bjuQ′′
1j

; de même,
∑n

j=1 rbjuQ′′
j
≥∑n

j=1 r2bjuQ′′
2j

.

Montrons que la borne supérieure des
∑n

j=1 rbjuQ′′
j

avec0 < r < 1 etQ′
j ⊆

◦

Q′′
j pour toutj

vaut
∑n

j=1 bjuQ′
j
. D’abord, par le lemme 3.3.1,Q′

j est l’intersection de la famille filtrante de tous
les compacts saturésQ′′

j dont l’intérieur contientQ′
j. Par le lemme 5.3.1, la borne supérieure des

uQ′′
j

lorsque
◦

Q′′
j ⊇ Q′

j vautuQ′
j
. Donc la borne supérieure desrbjuQ′′

j
lorsque0 < r < 1 etQ′′

j

parcourt les compacts saturés dont l’intérieur contientQ′
j vautbjuQ′

j
. On conclut car l’addition

est Scott-continue. ⊓⊔

Lemme 5.3.5 (Lemme de découpage,≪) SoitX un espace bien filtrant et localement com-
pact. On a

∑m
i=1 aiuQi

≪ ∑n
j=1 bjuQ′

j
— où tous lesbj sont non nuls,1 ≤ j ≤ n — si et

seulement s’il existe une matrice(tij)1≤i≤m
1≤j≤n

à coefficients dansR+ telle que

n∑

j=1

tij = ai pour touti, 1 ≤ i ≤ m

m∑

i=1

tij < bj pour toutj, 1 ≤ j ≤ n

et telle que les seules entrées non nulles de la matrice sont lestij telles que
◦

Qi ⊇ Q′
j.

Démonstration.S’il existe une telle matrice de coefficientstij, posonsr la valeur maximale de
(
∑m

i=1 tij)/bj lorsque1 ≤ j ≤ n. (Ceci supposen 6= 0 pour être bien défini. Sin = 0, l’existence
de la matrice demandée, qui ne contient aucun coefficient, est évidente.) Alors

∑m
i=1 tij ≤ rbj

pour toutj, et 0 < r < 1. Pour toutj, Q′
j est inclus dans l’ouvert

⋂
i/tij 6=0

◦

Qi. CommeX est

localement compact, il existe un compact saturéQ′′
j tel queQ′

j ⊆
◦

Q′′
j ⊆ Q′′

j ⊆
⋂

i/tij 6=0

◦

Qi.
En particulier,Qi ⊇ Q′′

j dès quetij 6= 0. Par le lemme de découpage 5.2.3,
∑m

i=1 aiuQi
≤

∑n
j=1 rbjuQ′′

j
. Commerbj < bj et

◦

Q′′
j ⊇ Q′

j pour toutj, par le lemme 5.3.3,
∑n

j=1 rbjuQ′′
j
≪∑n

j=1 bjuQ′
j
. Donc

∑m
i=1 aiuQi

≪∑n
j=1 bjuQ′

j
.
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Montrons la réciproque. Si
∑m

i=1 aiuQi
≪∑n

j=1 bjuQ′
j
, par le lemme 5.3.4, il existe donc un

réelr, 0 < r < 1, etn compacts saturésQ′′
j , 1 ≤ j ≤ n, tels queQ′

j ⊆
◦

Q′′
j , tels que

∑m
i=1 aiuQi

≤∑n
j=1 rbjuQ′′

j
. Par le lemme de découpage 5.2.3, il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m

1≤j≤n
à

coefficients dansR+ telle que
∑n

j=1 tij = ai pour touti,
∑m

i=1 tij ≤ rbj pour toutj, et les seuls

tij non nuls sont ceux tels queQi ⊇ Q′′
j . En particulier

◦

Qi ⊇ Q′
j, et

∑m
i=1 tij < bj. ⊓⊔

5.4 Capacités linéairement extensibles par le bas

On peut voir tout jeu totalement convexe, c’est-à-dire toute crédibilité, sur un ensemble fini
X comme une loi de probabilité sur un espace plus grand queX. Rappelons qu’un jeu totalement
convexe sur un espace finiX s’écrit

ν =
∑

A 6=∅,A⊆X

αAuA

où tous les coefficientsαA sont positifs ou nuls. Sur l’espaceP∗(X) des parties non vides deX,
il correspond àν une loi de probabilité

ν∗ =
∑

A 6=∅,A⊆X

αAδA

Pour toute fonctionf : X → R, si l’on posef∗ : P∗(X) → R la fonction qui à toutA associe
minx∈A f(x), on a

∫

A∈P∗(X)

f∗(A)dν∗ =
∑

A 6=∅,A⊆X

αAf∗(A)

= C

∫

x∈X

f(x)dν

En ce sens, toute loi de crédibilité peut être étendue à une loi de probabilité sur l’espaceP∗(X).
On a une caractérisation similaire des lois de crédibilité dans le cas topologique, à condition

de supposer quelques conditions sur l’espaceX, comme nous allons le montrer. De plus, c’est
Q(X) qui jouera le rôle deP∗(X).

Définition 5.4.1 SoitX un espace bien filtrant. On dit qu’un jeuν surX est linéairement ex-
tensible par le bassi et seulement s’il existe une valuation continueP sur Q(X) telle que, pour
toute fonction continue bornéef : X → R, on a

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

Q∈Q(X)

f∗(Q)dP (5.3)

où

f∗(Q) = inf
x∈Q

f(x)
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Nous demandons queX soit bien filtrant pour que l’intégrale def∗ ait un sens : voir le lemme 5.4.3
ci-dessous.

Notons en passant que :

Fait 5.4.2 SoitQ un compact saturÃc© non vide deX, f une fonction continue deX versR. La
borne inférieureinfx∈Q f(x) est atteinte, autrement ditf∗(Q) = minx∈Q f(x).

Ceci est une conséquence directe du lemme 3.10.38, et du faitque l’image parf du compactQ
est compacte dansR.

Notons aussi que l’intégrale de droite a un sens dans (5.3), car :

Lemme 5.4.3 SoitX un espace bien filtrant. Pour toute fonction continuef deX dansR, f∗ est
une fonction continue deQ(X) dansR.

Démonstration.Par la proposition 4.2.2,

f∗(Q) = C

∫

x∈X

f(x)duQ

Or, si (Qi)i∈I est une famille filtrante de compacts saturés non vides deX, (uQi
)i∈I est une fa-

mille dirigée de crédibilités simples, de borne supérieureuT

i∈I Qi
par le lemme 5.3.1. On conclut

par la proposition 4.2.5, tous les jeux utilisés étant normalisés. ⊓⊔
⊲ Exercice 5.1

Soientf et g deux fonctions continues deX versR. Montrer quef et g sont comonotones si et
seulement sif∗ et g∗ le sont.

Rappelons (lemme 3.3.4, corollaire 3.3.6) que la topologiede Q(X) est engendrée par les
ouverts2U = {Q ∈ Q(X)|Q ⊆ U}, dès queX est bien filtrant et localement compact.

Proposition 5.4.4 SoitX un espace bien filtrant. Un jeuν surX est linéairement extensible par
le bas si et seulement s’il existe une valuation continueP sur Q(X) telle que, pour tout ouvert
U deX,

ν(U) = P (2U)

Toute capacitéν vérifiant cette équation est totalement convexe, monotone et continue. En parti-
culier, tout jeu linéairement extensible par le bas est une loi de crédibilité continue surX.

Démonstration.Siν est linéairement extensible par le bas, soitP une valuation continue vérifiant
(5.3). Posonsf = χU , alors l’intégrale de Choquet def vautν(U). D’autre part,f∗(Q) vaut1 si
et seulement siQ ⊆ U , et0 sinon, doncf∗ = χ2U . On a doncν(U) = P (2U).

Réciproquement, supposons queν(U) = P (2U) pour tout ouvertU deX. On a

C

∫

Q∈Q(X)

f∗(Q)dP =

∫ +∞

0

P (f−1
∗ ]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[P (f−1
∗ ]t,+∞[)− P (Q(X))]dt
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Or P (f−1
∗ ]t,+∞[) = P{Q ∈ Q(X)|minx∈Q f(x) > t} = P{Q ∈ Q(X)|Q ⊆ f−1]t,+∞[}

(noter que le fait que la borne inférieure soit atteinte, grâce au fait 5.4.2, est important ici)=
P (2f−1]t,+∞[) = ν(f−1]t,+∞[). Comme d’autre part,P (Q(X)) = P (2X) = ν(X),

C

∫

Q∈Q(X)

f∗(Q)dP =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

= C

∫

x∈X

f(x)dν

Montrons qu’alorsν est une loi de crédibilité. D’abord,ν est monotone : siU ⊆ V , alors
2U ⊆ 2V par le lemme 3.3.5, doncP (2U) ⊆ P (2V ) puisqueP est monotone, doncν(U) ⊆
ν(V ).

Ensuite,ν est continue. Pour montrer ceci, considérons une famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I .
Par le lemme 3.3.5,2

⋃
i∈I Ui =

⋃
i∈I 2Ui. On en déduit

ν

(
⋃

i∈I

Ui

)
= P

(
2
⋃

i∈I

Ui

)
= P

(
⋃

i∈I

2Ui

)
=
⋃

i∈I

P (2Ui) =
⋃

i∈I

ν(Ui)

Finalement, montrons queν est totalement convexe. Soit(Ui)
n
i=1 une famille finie d’ouverts.

Alors, en observant que2
⋃n

i=1 Ui ⊇
⋃n

i=1 2Ui,

ν

(
n⋃

i=1

Ui

)
= P

(
2

n⋃

i=1

Ui

)

≥ P

(
n⋃

i=1

2Ui

)
parce queP est monotone

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1P

(
⋂

i∈I

2Ui

)

par le principe d’inclusion-exclusion appliqué à la valuation P

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1P

(
2
⋂

i∈I

Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)

où l’avant-dernière ligne se déduit du fait que2
⋂

i∈I Ui =
⋂

i∈I 2Ui (lemme 3.3.5). ⊓⊔
Nous allons maintenant chercher à démontrer une réciproqueà la proposition 5.4.4. Pour

ceci, nous aurons besoin queX soit non seulement bien filtrant mais aussi localement compact.
Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant.

Lemme 5.4.5 SoitX un espace topologique. Pour toutes familles finies(Ui)
n
i=1 et (Vj)

m
j=1 d’ou-

verts deX,
⋃n

i=1 2Ui ⊆
⋃m

j=1 2Vj si et seulement si(Ui)
n
i=1 est plus petite ou égale à(Vj)

m
j=1
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dans l’ordre de Hoare⊆♭, défini par(Ui)
n
i=1 ⊆♭ (Vj)

m
j=1 si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n,

il existej, 1 ≤ j ≤ m, tel queUi ⊆ Vj.

Démonstration. La direction si est évidente. Traitons de la direction seulement si, et suppo-
sons

⋃n
i=1 2Ui ⊆

⋃m
j=1 2Vj. Si la topologie deX était telle que tout ouvert était compact (par

exemple, la topologie discrète), on choisirait pour touti le compactQ = Ui, qui est bien dans⋃n
i=1 2Ui, donc dans

⋃m
j=1 2Vj, donc dans un2Vj, d’oùUi ⊆ Vj.

Dans le cas général, on va choisir pourQ des compacts arbitrairement gros inclus dansUi.
Remarquons d’abord que tout ouvert est une union dirigée de compacts saturés. En effet, tout
ouvertU est l’union des↑ E, pour toute partie finieE deU , et tous les↑ E sont des compacts
saturés — des compacts finitaires. De plus, la famille de ces↑ E est clairement dirigée. On a
même une propriété plus forte : l’union de deux tels compacts↑ E1 et↑ E2, à savoir↑ (E1∪E2),
est de la même forme.

Soit donc(Qik)k∈K une famille dirigée de compacts saturés telle queUi =
⋃

k∈K Qik, et telle
que :(∗) pour tousk, k′ ∈ K, il existek′′ ∈ K tel queQik ∪ Qik′ = Qik′′. CommeQik ⊆ Ui,
Qik ∈ 2Ui, donc il existe un indicej, 1 ≤ j ≤ n, tel queQik ∈ 2Vj. En général,j dépend de
k ; on aimerait montrer qu’il existe un unique indicej tel que2Vj contienne tous lesQik, pour
tous lesk.

Pour chaque indicej, 1 ≤ j ≤ m, soitKj = {k ∈ K|Qik ⊆ Vj}. L’argument ci-dessus
montre queK =

⋃m
j=1Kj.

Soit J le sous-ensemble desj ∈ {1, . . . ,m} tels queKj est non vide.J lui-même est non
vide, puisqueK est non vide etK =

⋃m
j=1Kj. On observe maintenant qu’il existe nécessaire-

ment un indicej ∈ J tel queKj estcofinaledansK : pour toutk ∈ K, il existek′ ∈ Kj tel que
Qik ⊆ Qik′. Sinon, pour toutj ∈ J , il existerait un indicekj ∈ K tel queQikj

6⊆ Qik′ pour tout
k′ ∈ Kj. Par la propriété(∗), et commeJ est fini, il existek′′ ∈ K tel queQik′′ =

⋃
j∈J Qikj

.
CommeK =

⋃m
j=1Kj, il existe un entierj tel quek′′ ∈ Kj ; en particulierKj 6= ∅, donc

j ∈ J . Par construction,Qikj
6⊆ Qik′ pour toutk′ ∈ Kj. En prenantk′ = k′′, on obtient

Qikj
6⊆ Qik′′ =

⋃
j∈J Qikj

, qui est absurde.
Soit doncj ∈ J tel queKj est cofinale dansK. Par la définition même de la cofinalité,⋃

k′∈Kj
Qik′ =

⋃
k∈K Qik = Ui. Or, par définition deKj, pour toutk′ ∈ Kj, Qik′ ⊆ Vj. Donc

Ui ⊆ Vj. ⊓⊔

Lemme 5.4.6 SoitX un espace bien filtrant et localement compact.
Pour toute capacité surX, il existe au plus une valuation continueP sur Q(X) telle que

ν(U) = P (2U) pour tout ouvertU deX, ou de façon équivalente telle que (5.3) soit vraie pour
toute fonctionf continue bornée deX dansR.

Démonstration. Par la proposition 5.4.4, les deux conditions sont équivalentes. Par le corol-
laire 3.3.6, tout ouvertU deQ(X) est une union

⋃
i∈I 2Ui, où (Ui)i∈I est une famille d’ouverts

deX. On peut de plus supposerI non vide. Pour toute partie finie non videJ deI, notons2UJ

l’union
⋃

i∈J 2Ui. Alors la famille desUJ est dirigée, et l’on a

P (U) = sup
J fini,J⊆I

P (2UJ) (5.4)
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DoncP est entièrement déterminée par sa valeur sur les2UJ , c’est-à-dire sur les unions d’un
nombre fini d’ouverts2Ui.

Or, siU =
⋃n

i=1 2Ui est une telle union finie, par la formule d’inclusion-exclusion pour les
valuations, et le fait que pour toutI ⊆ {1, . . . , n}, 2

⋂
i∈I Ui =

⋂
i∈I 2Ui par le lemme 3.3.5, on

a

P

(
n⋃

i=1

2Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1P

(
2
⋂

i∈I

Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
(5.5)

ce qui finit de démontrer queP est uniquement déterminée parν. ⊓⊔

Proposition 5.4.7 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Siν est une loi de
crédibilité surX, alors il existe une unique valuation continueν∗ sur Q(X) telle queν(U) =
ν∗(2U) pour tout ouvertU deX.

Démonstration. L’unicité est par le lemme 5.4.6. Nous laissant guider par laformule (5.5),
définissons une fonctionP qui à toute famille finie(Ui)

n
i=1 d’ouverts deX, associe

P ((Ui)
n
i=1) =

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)

1. On va d’abord montrer que, siUn+1 est un ouvert supplémentaire deX, on a

P ((Ui)
n+1
i=1 ) ≥ P ((Ui)

n
i=1) (5.6)

avec égalité siUn+1 ⊆ Ui pour uni ∈ {1, . . . , n}. En effet,

P ((Ui)
n+1
i=1 ) =

∑

I⊆{1,...,n+1},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
+

∑

I⊆{1,...,n}

(−1)|I|ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩ Un+1

)

en séparant les parties non vides de{1, . . . , n+ 1}
en les parties non vides deI ⊆ {1, . . . , n} d’une part,

et les partiesI ∪ {n+ 1} avecI ⊆ {1, . . . , n} d’autre part

= P ((Ui)
n
i=1) +

∑

I⊆{1,...,n}

(−1)|I|ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩ Un+1

)
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Maintenant, la dernière somme s’écrit

∑

I⊆{1,...,n}

(−1)|I|ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩ Un+1

)
= ν (Un+1)−

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

(Ui ∩ Un+1)

)

≥ ν (Un+1)− ν
(

n⋃

i=1

(Ui ∩ Un+1

)
par convexité totale

= ν (Un+1)− ν
(
Un+1 ∩

n⋃

i=1

Ui

)
≥ 0 par monotonie

ce qui démontre l’inégalité (5.6).
Si en revanche il existe un indicei0 tel queUn+1 ⊆ Ui0, la même somme peut s’écrire

∑

I⊆{1,...,n}

(−1)|I|ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩ Un+1

)
=

∑

I⊆{1,...,n},i0 6∈I

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩ Ui0 ∩ Un+1

)

+
∑

I⊆{1,...,n},i0 6∈I

(−1)|I|ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩ Un+1

)

en découpant la deuxième somme en les parties de{1, . . . , n} qui contiennenti0, c’est-à-dire
de la formeI ∪ {i0}, I ⊆ {1, . . . , n}, i0 6∈ I, et celles qui ne contiennent pasi0. Or, puisque
Ui0 ∩Un+1 = Un+1, les termes de ces deux dernières sommes s’annulent deux à deux. On obtient
donc l’égalité

P ((Ui)
n+1
i=1 ) = P ((Ui)

n
i=1)

dans ce cas.
2. Ensuite, siσ est une permutation de{1, . . . , n}, il est clair queP ((Ui)

n
i=1) = P (Uσ(i)

n
i=1

).

3. On en déduit que si(Ui)
n
i=1 ⊆♭ (Vj)

m
j=1 (voir lemme 5.4.5), alorsP ((Ui)

n
i=1) ≤ P ((Vj)

m
j=1).

En effet, on peut obtenir(Vj)
m
j=1 à partir de(Ui)

n
i=1 en ajoutant d’abord lesVj un à un, ce qui fait

augmenter la valeur deP , puis en retirant lesUi un à un ; comme chaqueUi retiré est inclus dans
un desVj, ceci préserve la valeur deP .

4. Une première conséquence de 3. est queP ((Ui)
n
i=1) ne dépend que de

⋃n
i=1 2Ui, pas des

ouvertsUi eux-mêmes. En effet, si
⋃n

i=1 2Ui =
⋃m

j=1 2Vj, par le lemme 5.4.5, on a(Ui)
n
i=1 ⊆♭

(Vj)
m
j=1 et (Vj)

m
j=1 ⊆♭ (Ui)

n
i=1, doncP ((Ui)

n
i=1) = P ((Vj)

m
j=1).

Il est donc légitime de noterP (
⋃n

i=1 2Ui) la quantité que nous notions jusqu’iciP ((Ui)
n
i=1).

5. Une seconde conséquence de 3. est que, si
⋃n

i=1 2Ui ⊆
⋃m

j=1 2Vj, alorsP (
⋃n

i=1 2Ui) ≤
P
(⋃m

j=1 2Vj

)
. P est donc monotone.

6. Clairement,P (∅) = P
(⋃

i∈∅ Ui

)
= 0.
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7. Montrons maintenant queP est modulaire, au sens où

P

(
n⋃

i=1

2Ui ∪
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)
+ P

(
n⋃

i=1

2Ui ∩
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)

= P

(
n⋃

i=1

2Ui

)
+ P

(
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)
(5.7)

Pour ceci, on calcule

P

(
n⋃

i=1

2Ui ∩
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)
= P




⋃

i∈{1,...,n}
j∈{1,...,m}

(2Ui ∩2Uj+n)




= P




⋃

i∈{1,...,n}
j∈{1,...,m}

2(Ui ∩ Uj+n)




car 2(U ∩ V ) = 2U ∩ 2V pour tous ouvertsU , V deX (lemme 3.3.5). Maintenant, par la
définition deP , on en déduit

P

(
n⋃

i=1

2Ui ∩
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)
=

∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
K 6=∅

(−1)|K|+1ν


 ⋂

(i,j)∈K

(Ui ∩ Uj+n)




Clairement,
⋂

(i,j)∈K(Ui ∩ Uj+n) ne dépend que deπ1K et deπ2K, pas deK, puisque cette
quantité vaut

⋂
i∈π1K Ui ∩

⋂
j∈π2K Uj. On peut donc découper la sommation en une somme sur

les valeurs possiblesI etJ deπ1K et deπ2K respectivement :

P

(
n⋃

i=1

2Ui ∩
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
J⊆{1,...,m},J 6=∅

∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K=I,π2K=J

(−1)|K|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩
⋂

j∈J

Uj+n

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
J⊆{1,...,m},J 6=∅




∑

K⊆{1,...,n}×{1,...,m}
π1K=I,π2K=J

(−1)|K|+1


 ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩
⋂

j∈J

Uj+n

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
J⊆{1,...,m},J 6=∅

(−1)|I|+|J |ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩
⋂

j∈J

Uj+n

)
(5.8)
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en utilisant le lemme 3.11.3 à la dernière ligne.
D’autre part, en découpant tous les ensemblesL ⊆ {1, . . . , n +m} non vides en ceux de la

formeI ⊆ {1, . . . , n}, et ceux de la formeJ ⊆ {n+1, . . . ,m}, et enfin en ceux qui sont réunion
d’un de la première forme et d’un de la seconde,

P

(
n⋃

i=1

2Ui ∪
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)
=

∑

L⊆{1,...,n+m},L 6=∅

(−1)|L|+1ν

(
⋂

ℓ∈L

Uℓ

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)

+
∑

J⊆{1,...,m},J 6=∅

(−1)|J |+1ν

(
⋂

j∈J

Uj+n

)

+
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
J⊆{1,...,m},J 6=∅

(−1)|I|+|J |+1ν

(
⋂

i∈I

Ui ∩
⋂

j∈J

Uj+n

)

= P

(
n⋃

i=1

2Ui

)
+ P

(
m⋃

j=1

2Uj+n

)
− P

(
n⋃

i=1

2Ui ∩
n+m⋃

j=n+1

2Uj

)

en utilisant (5.8), ce qui démontre (5.7).
8. Tout ouvertU deQ(X) est réunion d’une famille2Ui, i ∈ I. En fait, par le corollaire 3.3.6,

U est la réunion
⋃

Q∈U
2

◦

Q. Donc U est aussi la réunion de la famille dirigée des
⋃

Q∈J
2

◦

Q
lorsqueJ parcourt l’ensemble des parties finies deU. Il ne reste plus qu’à poser

ν∗(U) = sup
J finie ⊆U

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




conformément à (5.4). Ceci est bien défini : en effet,P

(⋃
Q∈J

2
◦

Q

)
≤ P

(
2
⋃

Q∈J

◦

Q

)
(par

monotonie deP , voir le point 5.)= ν

(⋃
Q∈J

◦

Q

)
(par définition)≤ ν(X), doncν∗(U) est bien

défini comme la borne supérieure de quantités majorées parν(X).
On aν∗(∅) = P (∅) = 0 par 6., doncν∗ est une capacité. Ensuite,ν∗ est monotone par

construction (sans même utiliser le point 5. ci-dessus).
9. On observe maintenant queν∗ est continue. C’est pratiquement par construction. Soit

(Ui)i∈I une famille dirigée d’ouverts deQ(X). Pour toute partie finieJ, J ⊆ ⋃i∈I Ui si et seule-
ment s’il existei ∈ I tel queJ ⊆ Ui. En effet, la direction si est évidente, et réciproquement,
si J ⊆ ⋃i∈I Ui, alors pour chaqueQ ∈ J, il existe i ∈ I tel queQ ∈ Ui ; comme(Ui)i∈I est
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dirigée, il existe unUi, i ∈ I, qui contient tous lesQ ∈ J, qui sont en nombre fini. On a alors

ν∗

(
⋃

i∈I

Ui

)
= sup

J finie ⊆
S

i∈I Ui

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




= sup
J finie /∃i∈I·J⊆Ui

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




= sup
i∈I

sup
J⊆Ui

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q


 = sup

i∈I
ν∗(Ui)

10. Pour toute partie finieJ deQ(X),

ν∗


⋃

Q∈J

2
◦

Q


 = P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




L’inégalité≥ est par définition. Réciproquement, soitU =
⋃

Q∈J
2

◦

Q, et considérons n’importe

quelle partie finieJ′ deU. Pour toutQ′ ∈ J′,Q′ est dansU, donc il existeQ ∈ J tel queQ′ ∈ 2
◦

Q,

en particulier
◦

Q′ ⊆
◦

Q. Par le lemme 5.4.5,
⋃

Q′∈J′
2

◦

Q′ ⊆ ⋃Q∈J
2

◦

Q. PuisqueP est monotone
(point 5.),

P


 ⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


 ≤ P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




En prenant les bornes supérieures sur les parties finiesJ′ deU, on obtient l’inégalité

ν∗


⋃

Q∈J

2
◦

Q


 ≤ P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




d’où l’égalité.

11. Montrons queν∗ est modulaire. On aU ∪ U′ =
⋃

Q∈U∪U′ 2
◦

Q, doncU ∪ U′ est l’union

dirigée des
⋃

Q∈J∪J′
2

◦

Q =
⋃

Q∈J
2

◦

Q ∪ ⋃Q′∈J′
2

◦

Q′, lorsqueJ parcourt l’ensemble des parties
finies deU etJ′ parcourt celui des parties finies deU′. Donc

ν∗(U ∪ U′) = sup
J finie ⊆U

J′ finie ⊆U′

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∪
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′




=sup
J finie ⊆U

J′ finie ⊆U′


P


⋃

Q∈J

2
◦

Q


+ P


 ⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


− P


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′




(5.9)
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par le point 7. ci-dessus.
Le cas de l’intersection est un peu plus subtil. On a :

ν∗(U ∩ U′) = sup
J′′ finie ⊆U∩U′

P


 ⋃

Q′′∈J′′

2
◦

Q′′




D’une part, toute partie finieJ′′ deU ∩ U′ est à la fois une partie finieJ deU et une partie
finie J′ deU′, d’où

⋃

Q′′∈J′′

2
◦

Q′′ =
⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′

On en déduit

ν∗(U ∩ U′) ≤ sup
J finie ⊆U

J′ finie ⊆U′

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


 (5.10)

Démontrons l’inégalité inverse. SiJ est une partie finie deU et J′ une partie finie deU′, tout

Q′′ ∈ ⋃Q∈J
2

◦

Q ∩⋃Q′∈J′
2

◦

Q′ est par définition tel queQ′′ ⊆
◦

Q etQ′′ ⊆
◦

Q′ pour au moins un
Q ∈ J, et unQ′ ∈ J′. CommeX est localement compact, il existe un compact saturéQ1 tel que

Q′′ ⊆
◦

Q1 ⊆ Q1 ⊆
◦

Q ∩
◦

Q′. CommeQ1 ⊆
◦

Q etQ ∈ U, Q1 ∈ U ; de même,Q1 ∈ U′, donc
Q1 ∈ U ∩ U′. CommeQ′′ est arbitraire, on en déduit

⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′ ⊆
⋃

Q1∈U∩U′

2
◦

Q1

=
⋃

J′′ finie ⊆U∩U′

⋃

Q1∈J′′

2
◦

Q1

Par le point 8.,ν∗ est monotone, et par le point 9.,ν∗ est continue, donc

ν∗


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


 ≤ ν∗


 ⋃

J′′ finie ⊆U∩U′

⋃

Q1∈J′′

2
◦

Q1




= sup
J′′ finie ⊆U∩U′

ν∗


 ⋃

Q1∈J′′

2
◦

Q1




Par le point 10.,

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


 ≤ sup

J′′ finie ⊆U∩U′

P


 ⋃

Q1∈J′′

2
◦

Q1




= ν∗ (U ∩ U′)
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En prenant les bornes supérieures, on obtient

sup
J finie ⊆U

J′ finie ⊆U′

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


 ≤ ν∗(U ∩ U′)

En combinant ceci avec (5.10), on obtient l’égalité :

ν∗(U ∩ U′) = sup
J finie ⊆U

J′ finie ⊆U′

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q ∩
⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′


 (5.11)

En sommant (5.11) avec (5.9), et comme l’addition deR+ × R+ dansR+ est Scott-continue,

ν∗(U ∪ U′) + ν∗(U ∩ U′) = sup
J finie ⊆U

J′ finie ⊆U′


P


⋃

Q∈J

2
◦

Q


+ P


 ⋃

Q′∈J′

2
◦

Q′






= ν∗(U) + ν∗(U′)

Doncν∗ est une valuation continue.
12. Montrons finalement que, pour tout ouvertU deX, ν∗(2U) = ν(U). Par définition,

ν∗(2U) = sup
J finie ⊆2U

P


⋃

Q∈J

2
◦

Q




≥ sup
Q compact saturé⊆U

P (2
◦

Q) = sup
Q compact saturé⊆U

ν(
◦

Q)

Or U est l’union dirigée des
◦

Q, Q compact saturé inclus dansU , carX est localement compact.

En effet, pour toutx ∈ U , il existe un compact saturéQx tel quex ∈
◦

Qx ⊆ Qx ⊆ U . Et si

Q1, Q2 ∈ U , alors on peut trouver un compact saturéQ tel queQ1 ∪ Q2 ⊆
◦

Q ⊆ Q ⊆ U , car
Q1 ∪ Q2 est compact ; ceci montre que la famille est dirigée. Puisqueν est continue, la borne

supérieure desν(
◦

Q),Q ⊆ U , égale doncν(U). Doncν∗(2U) ≥ ν(U).

Réciproquement, pour toute partie finieJ de 2U ,
⋃

Q∈J
2

◦

Q ⊆ ⋃
Q∈2U 2

◦

Q ⊆ 2U , donc
ν∗(2U) ≤ P (2U) = ν(U). Doncν∗(2U) = ν(U). ⊓⊔

En combinant la proposition 5.4.4 et la proposition 5.4.7, on obtient le théorème principal de
cette section :

Théorème 5.4.8SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Les lois de crédibilité
continuesν surX sont exactement les jeux linéairement extensibles par le bas. Il existe alors
une unique valuation continueν∗ surQ(X) telle queν(U) = ν∗(2U) pour tout ouvertU deX.
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⊲ Exercice 5.2
Un théorème de Tix (1995, Satz 2.2) énonce que siX est sobre, les valuations continues ne

prenant qu’un nombre fini de valeurs sont exactement les valuations simples. En déduire que,
si X est bien filtrant et localement compact, etν est une crédibilité continue ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs, toutes multiples d’un même réela > 0, alorsν est une crédibilité simple.

5.5 L’ensemble ordonné continu des crédibilités continues

On observe, par simple calcul :

Fait 5.5.1 Soitν un jeu linéairement extensible par le bas surX, etν∗ son extension surQ(X).
Alorsν∗ est la crédibilité simple

∑n
i=1 aiδQi

si et seulement siν est la valuation simple
∑n

i=1 aiuQi
.

LorsqueX est bien filtrant et localement compact, par le lemme 3.3.1,Q(X) est un cpo
continu. On peut donc réutiliser les théorèmes de Jones (1990) sur les valuations continues sur
les cpo continus. Pour ceci, on a encore besoin de quelques lemmes.

Lemme 5.5.2 Soit(νi)i∈I une famille dirigée de crédibilités continues surX, ayant pour borne
supérieureν. Alorsν est une crédibilité continue.

Démonstration.Clairementν(∅) = 0, et ν est monotone. Pour toute famille dirigée d’ouverts
(Uj)j∈J deX,

ν

(
⋃

j∈J

Uj

)
= sup

i∈I
νi

(
⋃

j∈J

Uj

)

= sup
i∈I

sup
j∈J

νi(Uj) = sup
j∈J

sup
i∈I

νi(Uj) = sup
j∈J

ν(Uj)

doncν est continue. Reste à montrer queν est totalement convexe. Pour chaquei ∈ I, νi est
totalement convexe, ce que l’on peut écrire

νi

(
n⋃

j=1

Uj

)
+

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| pair

νi

(
⋂

j∈I

Uj

)
≥

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| impair

νi

(
⋂

j∈I

Uj

)

Prenons les bornes supérieures de chaque côté. Comme l’addition est Scott-continue surR
+

,

ν

(
n⋃

j=1

Uj

)
+

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| pair

ν

(
⋂

j∈I

Uj

)
≥

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| impair

ν

(
⋂

j∈I

Uj

)

ce qui signifie queν est totalement convexe. ⊓⊔
Nous verrons au corollaire 6.3.12 que, siX est stablement compact, la borne inférieure de toute
famille filtrante de crédibilités continues surX sera, elle aussi, une crédibilité continue.
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Lemme 5.5.3 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Pour toutes crédibilités
continuesν1, ν2 surX, si ν∗1 ≤ ν∗2 alorsν1 ≤ ν2.

Démonstration.Si ν∗1 ≤ ν∗2 , pour tout ouvertU deX, ν1(U) = ν∗1(2U) ≤ ν∗2(2U) = ν2(U). ⊓⊔

Lemme 5.5.4 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Pour toute famille (νi)i∈I

de crédibilités continues telle que(ν∗i )i∈I est dirigée, alors(νi)i∈I est dirigée. Si de plus(ν∗i )i∈I

a une borne supérieuresupi∈I ν
∗
i dans l’espaceV(X) des valuations continues, alors elle est de

la formeν∗, etν est la borne supérieure de la famille(νi)i∈I .

Démonstration. Le fait que(νi)i∈I soit dirigée est une conséquence directe du lemme 5.5.3.
Si supi∈I ν

∗
i existe, alors elle est de la formeν∗ pour une certaine crédibilité continueν, par la

proposition 5.4.4. Pour tout ouvertU deX,

ν(U) = ν∗(2U) = sup
i∈I

ν∗i (2U) = sup
i∈I

νi(U)

Doncν = supi∈I νi, ce qui est l’égalité annoncée. ⊓⊔

Théorème 5.5.5SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Toute loi de crédibilité
continue surX est la borne supérieure d’une famille dirigée de crédibilités simples. L’espace
Cd(X) des lois de crédibilité continuesν surX est un ensemble ordonné continu, avec une base
de crédibilités simples. L’espaceCd≤1(X) des lois de crédibilité continues sous-normaliséesν
surX est un cpo continu.

Démonstration.Soitν une loi de crédibilité surX. Considérons la valuation continueν∗ donnée
au théorème 5.4.8. Elle est la borne supérieure d’une famille dirigée de valuations simplesPi,
i ∈ I, par le théorème de Jones. Par la proposition 5.4.4, chacunede ces valuations simples définit
une crédibilité continueνi définie parνi(U) = Pi(2U). Par la proposition 5.4.7, et l’unicité de
ν∗i , Pi = ν∗i . Pour tous indicesi, j ∈ I, comme la famille des(Pi)i∈I , c’est-à-dire des(ν∗i )i∈I , est
dirigée, le lemme 5.5.4 implique que la famille(νi)i∈I est dirigée et queν = supi∈I νi.

Montrons que l’on peut maintenant demander de plus queνi ≪ ν pour touti. Pour ceci, nous
allons en fait fabriquer une autre famille de crédibilités simples, dirigée, qui sont toutes bien
au-dessous deν, et de borne supérieureν. Par le lemme 5.3.4, chaqueνi est borne supérieure
d’une famille dirigée(νik)k∈Ki

de crédibilités simples, lesquelles sont toutes bien au-dessous de
νi par le lemme 5.3.3, donc bien au-dessous deν. En particulier,ν est la borne supérieure des
νik, i ∈ I, k ∈ Ki. Nous allons montrer que la famille desνik, i ∈ I, k ∈ Ki, est dirigée, ce qui
montrera le résultat attendu.

D’abord, cette famille est non vide. Ensuite, siνik etνi′k′ sont deux éléments de cette famille,
νik ≪ νi et νi′k′ ≪ νi′. Il existe i′′ ∈ I tel queνi, νi′ ≤ νi′′ . Doncνik, νi′k′ ≪ νi′′ . Or νi′′ est
la borne supérieure desνi′′k′′ , k′′ ∈ Ki′′. Par la définition de≪, et νik ≪ νi′′ , il existek1 tel
queνik ≤ νi′′k1 . De même, il existek2 tel queνi′k′ ≤ νi′′k2 . Comme la famille(νi′′k′′)k′′∈Ki′′

est
dirigée, il existek3 ∈ Ki′′ tel queνi′′k1 , νi′′k2 ≤ νi′′k3 , doncνik, νi′k′ ≤ νi′′k3 .

DoncCd(X) est un ensemble ordonné continu, avec une base de crédibilités simples. Le fait
que le sous-espaceCd≤1(X) est un cpo est évident. ⊓⊔
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On en déduit que l’espaceCd(X) des crédibilités continues est le plus petit espace permet-
tant de parler à la fois de non-déterminisme démoniaque et detirage probabiliste, dans un cadre
continu, comme promis au début du chapitre :

Proposition 5.5.6 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. L’espaceCd(X) des
crédibilités continues surX est le plus petit espaceC de capacités surX tel que :

(Non-déterminisme) Tout jeu d’unanimité continuuQ,Q ∈ Q(X), est dansC.

(Valuation) Toute combinaison linéaire finie à coefficients positifs d’éléments deC est dansC.

(Continuité) Toute borne supérieure de famille dirigée d’éléments deC est dansC.

Démonstration.Clairement tout élément deC est une crédibilité continue, puisqueuQ est une
crédibilité continue par la proposition 5.1.1, que toute combinaison linéaire à coefficients positifs
de crédibilités continues est encore une crédibilité continue à l’évidence, et que toute borne supé-
rieure de famille dirigée de crédibilités continue est une crédibilité continue par le lemme 5.5.2.
La réciproque est par le théorème 5.5.5. ⊓⊔
La raison pour laquelle les jeux de la formeuQ peuvent être vus comme le codage de choix
non-déterministes démoniaques est, plus précisément, la proposition suivante.

Proposition 5.5.7 SoitX un espace bien filtrant. La fonction deQ(X) dans l’espaceCd(X)
des crédibilités continues (resp.Cd≤1(X) des crédibilités continues sous-normalisées, resp.
Cd1(X) des crédibilités continues normalisées) qui àQ associeuQ est un plongement d’ordre
Scott-continu.

C’est aussi un plongement d’espaces topologiques dès queX est non seulement bien filtrant
mais aussi localement compact.

Démonstration.SiQ ⊇ Q′, alorsuQ ≤ uQ′. En effet, pour tout ouvertU , si uQ(U) = 1, c’est-
à-dire siQ ⊆ U , alorsQ′ ⊆ U , doncuQ′(U) = 1. Réciproquement, supposonsuQ ≤ uQ′.
CommeQ est saturé,Q est l’intersection de la famille(Ui)i∈I de tous les ouverts contenant
Q. Pour chaquei ∈ I, uQ(Ui) = 1, doncuQ′(Ui) = 1, doncQ′ ⊆ Ui. Ceci implique que
Q′ ⊆ ⋂i∈I Ui = Q. DoncQ 7→ uQ est un plongement d’ordre.

Montrons qu’il est continu, c’est-à-dire Scott-continu puisqueQ(X) est un cpo, au vu du
lemme 3.3.1. Soit(Qi)i∈I une famille filtrante de compacts saturés non vides deX, soitQ =⋂

i∈I Qi, et montrons queuQ = supi∈I uQi
. Pour tout ouvertU deX, uQ(U) = 1 si et seulement

si
⋂

i∈I Qi ⊆ U , si et seulement s’il existei ∈ I tel queQi ⊆ U (puisqueX est bien filtrant), si
et seulement s’il existei ∈ I tel queuQ(Ui) = 1. DoncuQ(U) = supi∈I uQi

(U).
Pour montrer qu’il s’agit d’un plongement d’espaces topologiques, lorsqueX est de surcroît

localement compact, on note d’abord queQ 7→ uQ est injective, car un plongement d’ordre.
Ensuite, soitU un ouvert deX. L’image de2U par la fonctionQ 7→ uQ est l’espace desν = uQ

tels queν(U) > 1/2, c’est-à-direℑ(Q 7→ uQ) ∩ [U > 1/2]. Il est facile de voir que l’ouvert
faible [U > 1/2] est aussi Scott-ouvert. Comme les2U engendrent la topologie deQ(X) par
le corollaire 3.3.6, la fonction(Q 7→ uQ)−1 est donc continue deℑ(Q 7→ uQ) versQ(X). Donc
Q 7→ uQ est un plongement d’espaces topologiques. ⊓⊔

On a un analogue du théorème 5.5.5 pour les crédibilités normalisées, c’est-à-dire telles que
ν(X) = 1. Pour ceci, nous avons besoin queX soit, de surcroît, compact.
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Proposition 5.5.8 SoitX un espace bien filtrant, compact et localement compact. Toute loi de
crédibilité continue normalisée surX est la borne supérieure d’une famille dirigée de crédibi-
lités simples normalisées. L’espaceCd1(X) des lois de crédibilité continues normaliséesν sur
X est un cpo continu, avec une base de crédibilités simples normalisées.

Démonstration. On utilise l’astuce d’Edalat(Edalat, 1995, section 3), qui est une technique
permettant de déduire que l’espaceV1(X) des probabilités continues sur un cpo continu ayant
un plus petit élément⊥ est continu, avec une base de probabilités simples. Ici, c’estX qui est le
plus petit élément deQ(X) — carX est compact.

Pour toute valuation simple sous-normaliséeν ′, écrivonsν ′ sous la formeaXuX+
∑

Q∈A aQuQ,
où A est un ensemble fini de compacts saturés non vides différentsdeX. Commeν ′(X) ≤
1, aX +

∑
Q∈A aQ ≤ 1. On peut alors définir une nouvelle valuation simpleν ′⊥ par (1 −∑

Q∈A aQ)uX +
∑

Q∈A aQuQ. Intuitivement,ν ′⊥ est obtenue en rajoutant la masse manquante
pour arriver à1 en le plus petit élémentX deQ(X). Clairement,ν ′⊥(X) = 1.

Pour toute crédibilité simpleν ′, ν ′⊥(U) = ν ′(U) pour tout ouvertU 6= X. C’est par construc-
tion, puisqu’alorsuX(U) = 0.

On en déduit que :(∗) si ν ′ et ν ′′ sont deux crédibilités simples telles queν ′ ≤ ν ′′, alors
ν ′⊥ ≤ ν ′′⊥. En effet, pour tout ouvertU , soitU = X et alorsν ′⊥(U) = 1 = ν ′′⊥(U), soitU 6= X et
alorsν ′⊥(U) = ν ′(U) ≤ ν ′′(U) = ν ′′⊥(U).

Soit ν une crédibilité continue normalisée. Par le théorème 5.5.5, ν est la borne supérieure
d’une famille dirigée de crédibilités simples(νi)i∈I avecνi ≪ ν. Par(∗) ci-dessus,(νi ⊥)i∈I est
une famille dirigée. Commeνi ≤ ν pour touti ∈ I, νi ⊥ ≤ ν⊥ (par (∗)) = ν (puisqueν est
normalisée), doncsupi∈I νi ⊥ ≤ ν. Commeνi ≤ νi ⊥ pour touti ∈ I, supi∈I νi ⊥ = ν.

Il ne reste qu’à montrer queνi ⊥ ≪1 ν, où≪1 est la relation “bien au-dessous” dans l’espace
des crédibilités continues normalisées. Soit(ν ′j)j∈J

une famille dirigée de crédibilités continues
normalisées telles quesupj∈J ν

′
j ≥ ν. Commeν ′j etν sont des crédibilités continues etνi ≪ ν, il

existej ∈ J tel queνi ≤ ν ′j. Doncνi ⊥ ≤ ν ′j ⊥ (par(∗)) = ν ′j (puisqueν ′j est normalisée). Donc
νi ⊥ ≪1 ν. ⊓⊔

Au passage, on déduit du théorème 5.5.5 la réciproque du lemme 5.5.3. Bien qu’apparemment
innocent, le fait queν1 ≤ ν2 impliqueν∗1 ≤ ν∗2 est loin d’être évident lorsque l’on considère la
formule (5.5) pourP = ν∗, qui contient des coefficients tant positifs que négatifs.

Lemme 5.5.9 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Pour toutes crédibilités
continuesν1, ν2 surX, ν1 ≤ ν2 si et seulement siν∗1 ≤ ν∗2 .

Démonstration. La direction facile est le lemme 5.5.3. Réciproquement, supposonsν1 ≤ ν2.
Écrivonsν1 sous forme de la borne supérieure d’une famille dirigée de crédibilités simples
(ν1i)i∈I telle queν1i ≪ ν1 pour touti, et de mêmeν2 sous forme de la borne supérieure d’une
famille dirigée de crédibilités simples(ν2j)j∈J telle queν2j ≪ ν2 pour toutj. Pour chaquei ∈ I,
commeν1i ≪ ν1 ≤ ν2 = supj∈J ν2j, il existej ∈ J tel queν1i ≤ ν2j.

Si ν1i ≤ ν2j, commeν1i et ν2j sont deux crédibilités simples, par le lemme de décou-
page 5.2.3, il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m

1≤j≤n
vérifiant certaines conditions. Il est

inutile de répéter ces conditions, et il suffit de remarquer que ce sont exactement les conditions
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permettant de montrer queν∗1i ≤ ν∗2j, par le lemme de découpage de Jones (1990, théorème 4.10).
Donc pour touti ∈ I, il existej ∈ J tel queν∗1i ≤ ν∗2j. Ceci implique quesupi∈I ν

∗
1i ≤ supj∈J ν

∗
2j.

Or par le lemme 5.5.4,supi∈I ν
∗
1i = ν∗1 et supj∈J ν

∗
2j = ν∗2 . ⊓⊔

Corollaire 5.5.10 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. La fonctionν 7→ ν∗

est un isomorphisme d’ordre, donc aussi un homéomorphisme,de l’espaceCd(X) des crédibi-
lités continues surX sur l’espaceV(Q(X)) des valuations continues surQ(X), du sous-espace
Cd≤1(X) sur l’espaceV≤1(Q(X)), et du sous-espaceCd1(X) des crédibilités continues nor-
malisées surX sur l’espaceV1(Q(X)) des probabilités continues surQ(X).

Les crédibilités représentent donc naturellement un tirage probabiliste, via la valuation continue
ν∗, d’un élémentQ ∈ Q(X), qui est un compact au sein duquel on va effectuer un choix non
déterministe démoniaque.

Corollaire 5.5.11 SoitX un espace stablement localement compact. L’espaceCd≤1(X) des
lois de crédibilité continues sous-normaliséesν surX est un cpo continu cohérent et compact,
donc stablement compact.

SiX est stablement compact, l’espaceCd1(X) des lois de crédibilités continues normalisées
est un cpo stablement compact.

Démonstration.Ce sont des cpos continus par le théorème 5.5.5, resp. la proposition 5.5.8.
CommeX est stablement localement compact,Q(X) est un domaine, par la proposition 3.3.2.

Donc, par le théorème 4.5.12, l’espaceV≤1(X) des valuations continues sous-normalisées sur
Q(X) est un cpo continu cohérent et compact. Mais cet espace est isomorphe à celui,Cd≤1(X),
des lois de crédibilité continues sous-normalisées, par lecorollaire 5.5.10, première partie.

Si de plusX est compact, on applique le théorème 4.5.13 au lieu du théorème 4.5.12, et le
corollaire 5.5.10, troisième partie. ⊓⊔

Une autre conséquence peut-être un peu surprenante du théorème 5.5.5 est que la valuation
de Lebesgue sur[a, b] est la borne supérieure d’une famille dirigée de crédibilités simples sur
[a, b] — [a, b] étant équippé de sa topologie métrique usuelle. Par le théorème de Jones, on sait
que la valuation de Lebesgue est la borne supérieure d’une famille dirigée devaluationssimples
sur [a, b], mais avec[a, b] équippé de la topologie de Scott, qui est nettement moins fineque la
topologie métrique usuelle.

5.6 La topologie faible sur les espaces de crédibilités

Par le lemme 3.3.1,Q(X) est un cpo continu dès queX est bien filtrant et localement com-
pact. Il a un plus petit élément (X lui-même) siX est compact. On peut donc appliquer la
proposition 3.7.12 : la topologie de Scott et la topologie faible coïncident surV(Q(X)), sur
V1(Q(X)), et surV≤1(Q(X)). On pourrait donc penser que ces deux topologies coïncidentaussi
surCd(X), Cd1(X), etCd≤1(X), puisque ces espaces sont isomorphes aux précédents, par le
corollaire 5.5.10.
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FIG. 5.1 – Crédibilités surX = {1, 2,⊤}

Ce n’est pas nécessairement le cas. L’isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme d’en-
sembles ordonnés, et induit donc aussi un isomorphisme entre les espaces topologiques cor-
respondants, munis de leurs topologies de Scott respectives, mais pas nécessairement de leurs
topologies faibles respectives. Tout ce que l’on peut conclure, c’est queCd1(X) muni de sa
topologie de Scott est homéomorphe àV1(Q(X)) muni de sa topologie faible (et similairement
pour les autres couples d’espaces). La topologie faible deCd1(X) est engendrée par les ouverts
de la forme[U > r], lorsqueU parcourt les ouverts deX et r ∈ R. L’isomorphisme d’ordre
envoie ces ouverts vers les ouverts faibles[2U > r] deV1(Q(X)). Mais la topologie faible de
ce dernier espace est engendrée par tous les ensembles[U > r], où U parcourt tous les ouverts
deQ(X), et pas seulement ceux de la forme2U . (Rappelons qu’en général, par le lemme 3.3.5,
les ouvertsU sont les unions finies ou infinies d’ouverts de la forme2U .)

Considérons par exemple l’espaceX formé des trois éléments1, 2, et⊤, avec⊤ l’élément
le plus grand,1 et 2 étant incomparables. ÉquiponsX de sa topologie de Scott, dont les ouverts
sont juste les ensembles clos par le haut :∅, {⊤}, {1,⊤}, {2,⊤}, et{1, 2,⊤}. Ce sont aussi les
compacts saturés deX. PosonsU1 = {1,⊤}, U2 = {2,⊤}, et considérons[2U1 ∪ 2U2 > r].

Les probabilitésν surQ(X) sont toutes simples, donc de la forme

a⊤δ{⊤} + a1⊤δ{1,⊤} + a2⊤δ{2,⊤} + a12⊤δ{1,2;⊤}

Elles sont donc caractérisées de façon unique par les quadruplets(a⊤, a1⊤, a2⊤, a12⊤) de réels
positifs ou nuls, aveca⊤ + a1⊤ + a2⊤ + a12⊤ = 1. On peut représenter géométriquement ces
probabilités comme l’espace des points de coordonnées(a⊤, a1⊤, a2⊤) positives de somme au
plus1, en laissant implicitea12⊤ = 1− a⊤ − a1⊤ − a2⊤, voir la figure 5.1.

Puisque2U1 ∪2U2 = {{⊤}, {1,⊤}, {2,⊤}}, l’ouvert U = [2U1 ∪2U2 > 1/2] correspond
à l’ensemble des triplets comme ci-dessus tels que

a⊤ + a1⊤ + a2⊤ >
1

2

Ceci est représenté en figure 5.2, où le côté gauche est grisé pour signifier que la face de gauche
est exclue du rhomboèdre.
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FIG. 5.2 – L’ouvert[2U1 ∪2U2 > 1/2]

D’autre part, les ouverts de la forme[2U > r′] sont ceux caractérisés par les inégalités :

U = ∅ 0 > r′

U = {⊤} a⊤ > r′

U = {1,⊤} a⊤ + a1⊤ > r′

U = {2,⊤} a⊤ + a2⊤ > r′

U = {1, 2,⊤} 1 > r′

la première et la dernière définissant, selon la valeur der′, soit ∅ soit X. PosonsU3 = {⊤}.
Les ouverts de la topologie faible surCd1(X), vus au travers de l’isomorphisme d’ordre avec
V1(Q(X)), sont donc les unions d’ouverts de la forme

Ur1r2r3 = [2U1 > r1] ∩ [2U2 > r2] ∩ [2U3 > r3]

= {(a⊤, a1⊤, a2⊤) ∈ [0, 1]3|a⊤ + a1⊤ + a2⊤ ≤ 1, a⊤ + a1⊤ > r1, a⊤ + a2⊤ > r2, a⊤ > r3}

Regardons sous quelles conditionsUr1r2r3 ⊆ U. Si r1 ≥ 1/2 ou r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2, c’est
clair. Sinon, considérons le pointν = (1/2 − ǫ, 0, 0), où ǫ > 0 est suffisamment petit, de sorte
que1/2− ǫ > max(r1, r2, r3). Alors ν est dansUr1r2r3, mais pas dansU. DoncUr1r2r3 ⊆ U si et
seulement sir1 ≥ 1/2 ou r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2.

Considérons maintenant le pointν = (1/6 + ǫ, 1/6 + ǫ, 1/6 + ǫ) avecǫ > 0 de nouveau
suffisamment petit ; ici nous demanderonsǫ ≤ 1/12. Clairementν est dansU. Maisν n’est dans
aucunUr1r2r3 avecr1 ≥ 1/2 ou r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2. Il s’ensuit queU n’est pas l’union
d’aucune famille d’ouvertsUr1r2r3 inclus dansU.

La topologie faible surCd1(X) est donc strictement moins fine que celle obtenue via l’iso-
morphisme d’ordre avecV1(Q(X)). Cette dernière étant la topologie de Scott surCd1(X), et
X = {1, 2,⊤} étant clairement stablement compact, on obtient le résultat négatif suivant.

Fait 5.6.1 La topologie faible surCd1(X) est en général strictement moins fine que la topologie
de Scott surCd1(X), même lorsqueX est contraint à être stablement compact, et en fait fini.
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AvecX = {1, 2,⊤} comme ci-dessus,Cd≤1(X) doit être identifié à un ensemble de qua-
druplets(a⊤, a1⊤, a2⊤, a12⊤) aveca⊤ + a1⊤ + a2⊤ + a12⊤ ≤ 1, et non plus de triplets. Il y a
maintenant quatre formes d’ouverts[2U > r′] non triviales et non plus trois. Posons donc

U1 = {⊤}
U2 = {1,⊤}
U3 = {2,⊤}
U4 = {1, 2,⊤}

Définissons aussiU comme étant l’ouvert[2U2 ∪ 2U3 > 1/2], c’est-à-dire l’ensemble des qua-
druplets tels quea⊤ + a1⊤ + a2⊤ > 1/2, et :

Ur1r2r3r4 = [2U1 > r1] ∩ [2U2 > r2] ∩ [2U3 > r3] ∩ [2U4 > r4]

que l’on identifie à l’ensemble des quadruplets(a⊤, a1⊤, a2⊤, a12⊤) avec :

a⊤ + a1⊤ + a2⊤ + a12⊤ ≤ 1

a⊤ > r1

a⊤ + a1⊤ > r2

a⊤ + a2⊤ > r3

a⊤ + a1⊤ + a2⊤ + a12⊤ > r4

Ici, Ur1r2r3r4 ⊆ U si et seulement sir1 ≥ 1/2 ou r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2, ou r4 ≥ 1. En effet, si
r1 ≥ 1/2 ou r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2, clairement tout point tel quea⊤ > r1, a⊤ + a1⊤ > r2, et
a⊤+a2⊤ > r3 est tel quea⊤+a1⊤+a2⊤ > 1/2. Et sir4 ≥ 1, les inégalitésa⊤+a1⊤+a2⊤+a12⊤ >
r4 et a⊤ + a1⊤ + a2⊤ + a12⊤ ≤ 1 se contredisent, dontUr1r2r3r4 est vide, donc inclus dansU.
Réciproquement, supposonsr1 < 1/2, r2 < 1/2, r3 < 1/2, et r4 < 1, et montrons qu’alors
Ur1r2r3r4 n’est pas inclus dansU : considérons le point(1/2 − ǫ, 0, 0, r4 − 1/2 + 2ǫ), avecǫ
suffisamment petit, c’est-à-dire de sorte que1/2− ǫ > r1, r2, r3 et r4 + ǫ ≤ 1. Ce point est alors
dansUr1r2r3r4 , mais pas dansU.

Considérons maintenant le point(1/6 + ǫ, 1/6 + ǫ, 1/6 + ǫ, 0) avecǫ > 0 suffisamment
petit (ǫ ≤ 1/12). De nouveau, ce point est dansU, et dans aucunUr1r2r3r4 tel quer1 ≥ 1/2 ou
r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2 ou r4 ≥ 1. DoncU n’est pas l’union desUr1r2r3r4 qu’il contient. On en
déduit de façon similaire :

Fait 5.6.2 La topologie faible surCd≤1(X) est en général strictement moins fine que la topolo-
gie de Scott surCd≤1(X), même lorsqueX est contraint à être stablement compact, et en fait
fini.

L’inégalitéa⊤+a1⊤+a2⊤+a12⊤ ≤ 1 ne joue qu’un rôle mineur dans l’argument ci-dessus. Dans
Cd(X), définissonsU1, U2, U3, U4, Ur1r2r3r4 et U comme ci-dessus. AlorsUr1r2r3r4 ⊆ U si et
seulement sir1 ≥ 1/2 our2 ≥ 1/2 our3 ≥ 1/2. De nouveau, le point(1/6+ǫ, 1/6+ǫ, 1/6+ǫ, 0)
avecǫ > 0 suffisamment petit (ǫ ≤ 1/12) est dansU, et dans aucunUr1r2r3r4 tel quer1 ≥ 1/2 ou
r2 ≥ 1/2 ou r3 ≥ 1/2. On en conclut ainsi :

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 225



Crédibilités produits Crédibilités

Fait 5.6.3 La topologie faible surCd(X) est en général strictement moins fine que la topologie
de Scott surCd(X), même lorsqueX est contraint à être stablement compact, et en fait fini.

Ceci est remarquable, car le théorème 4.5.11 énonce en particulier :

Fait 5.6.4 LorsqueX est stablement localement compact, l’espaceCd≤1 wk(X) des crédibilités
continues sous-normalisées est stablement compact.

LorsqueX est stablement compact, l’espaceCd1 wk(X) des crédibilités continues normali-
sées est stablement compact.

En effet, tout espace stablement localement compact est stablement localement relativement
compact.

On a donc, par le fait 5.6.4 et le corollaire 5.5.11,au moins deuxtopologies distinctes en
général sur les espaces de crédibilitésCd1(X), resp.Cd≤1(X), qui sont stablement compactes,
lorsqueX est stablement compact, resp. stablement localement compact. Deux plus, ces deux
topologies ont le même ordre de spécialisation≤.

D’autre part, et malgré le fait que les topologies faible et de Scott ne coïncident pas en général,
le plongementQ 7→ uQ deQ(X) dansCd(X) (proposition 5.5.7) définit aussi un plongement
dans l’espaceCdwk(X) des crédibilités continues surX, avec la topologie faible.

Proposition 5.6.5 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. La fonction deQ(X)
dansCdwk(X), resp.Cd≤1 wk(X), resp.Cd1 wk(X), qui àQ associeuQ est un plongement
d’espaces topologiques.

Démonstration.Notons temporairementη cette fonction. Pour tout ouvertU deX, pour tout réel
r, η−1[U > r] vautX si r < 0, ∅ si r ≥ 1, 2U sinon. Doncη est continue. Réciproquement, par
le corollaire 3.3.6, tout ouvertU deQ(X) est une union d’ouverts de la forme2U . Or l’image
de 2U par η est l’intersection de l’imageA de η avec[U > 1/2], et est donc ouvert dansA.
Comme l’image d’une union est l’union des images, l’image detout ouvert deQ(X) parη est
ouvert dansA. ⊓⊔

5.7 Crédibilités produits

Nous avons vu à la section 4.6 que, si l’on dispose d’un théorème de Fubini pour les produits
de valuations continues, le cas des jeux continus est plus problématique. Nous examinons ici le
cas de produits de crédibilités continues.

Nous avons déjà vu qu’il n’existait pas en général de produituniqueν ⊗ ν ′ de deux jeux
continusν surX etν ′ surY , c’est-à-dire de jeu surX×Y tel que(ν⊗ν ′)(U×V ) = ν(U).ν ′(V )
pour tout ouvertU deX et tout ouvertV deY : les deux produits⋉ et ⋊ sont des candidats à
ce titre, qui ne coïncident pas en général. Le contre-exemple de l’exercice 4.9 montre qu’il n’y
a aucun mieux à espérer dans le monde plus restreint des crédibilités : ν y était en effet un jeu
d’unanimitéuX , etν ′ y était une valuation simple.

On peut raffiner cette analyse, et explorer les produits possibles de deux jeux d’unanimité
ν = uQ et ν ′ = uQ′. Les crédibilités simples de la formeuQQQ, oùQQQ est un compact saturé de
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X ×Y , sont des candidats naturels pour un produitν ⊗ ν ′. Rappelons queπ1A est défini comme
{x|(x, y) ∈ A}, etπ2A = {y|(x, y) ∈ A}.
Lemme 5.7.1 La crédibilité uQQQ sur X × Y est un produit deuQ et deuQ′ si et seulement si
π1QQQ = Q etπ2QQQ = Q′.

Démonstration.L’équation (3.2) est valide, pourν⊗ν ′ = uQQQ, si et seulement si pour tous ouverts
U , V ,QQQ ⊆ U ×V si et seulement siQ ⊆ U etQ′ ⊆ V . CommeQ est saturé,Q est l’intersection
de la famille filtrante(Ui)i∈I des ouverts qui le contiennent, de mêmeQ′ est l’intersection de
la famille filtrante(Vj)j∈J des ouverts qui le contiennent. Si l’équation (3.2) est valide, alors
QQQ ⊆ Ui × Vj pour tousi ∈ I, j ∈ J , doncQQQ ⊆ ⋂i∈I,j∈J Ui × Vj = Q × Q′. En particulier,
π1QQQ ⊆ Q etπ2QQQ ⊆ Q′.

Il est facile de voir queπ1 : (x, y) 7→ x et π2 : (x, y) 7→ y sont continues, doncπ1QQQ etπ2QQQ
sont compacts. De plus, ils sont saturés : six ∈ π1QQQ et x ≤ x′, alors il existe(x, y) ∈ QQQ et
commeQQQ est saturé,(x′, y) ∈ QQQ, doncx′ ∈ π1QQQ ; de même pourπ2QQQ. Commeπ1QQQ est saturé,
si π1QQQ était strictement inclus dansQ, il existerait donc un ouvertU contenantπ1QQQ mais pasQ.
Alors U × Y contiendraitQQQ, doncuQQQ(U × Y ) = 1, maisuQ(U).uQ′(Y ) = 0. Doncπ1QQQ = Q.
De façon similaire,π2QQQ = Q′.

Réciproquement, supposonsπ1QQQ = Q et π2QQQ = Q′. Alors, siuQQQ(U × V ) = 1 alorsQQQ ⊆
U × V , doncQ = π1QQQ ⊆ U et Q′ = π2QQQ ⊆ V , doncuQ(U).uQ′(V ) = 1. Inversement, si
uQ(U).uQ′(V ) = 1, alorsQ ⊆ U etQ′ ⊆ V , donc tout(x, y) ∈ QQQ est tel quex ∈ U et y ∈ V ,
doncQQQ ⊆ U × V , d’où uQQQ(U × V ) = 1. ⊓⊔
En conséquence, si les jeux produits ne sont pas en général uniques, lescrédibilitésqui sont aussi
des produits deuQ et uQ′ non plus. Dans le cas d’une topologie discrète, les compactssaturés
étant les ensembles finis, lesQQQ possibles sont donnés comme les ensembles de points dans le
planX × Y tel que toute abscisse est l’abscisse d’au moins un point deQQQ, et toute ordonnée est
l’ordonnée d’au moins un point deQQQ ; voir la figure 5.3 pour un exemple. Ceci est analogue à la
figure 3.2.

Q’

Q

FIG. 5.3 – LesQQQ du lemme 5.7.1

Notons en particulier que si un produit deuQ et uQ′ est naturellementuQ×Q′ (rappelons que
Q×Q′ est compact, par le théorème de Tychonoff), il est en généralloin d’être le seul.

⊲ Exercice 5.3
Montrer queuQ ⋉ uQ′ = uQ ⋊ uQ′ = uQ×Q′.
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Le théorème de Fubini pouruQ ⊗ uQ′ prendrait la forme suivante, en utilisant la propo-
sition 4.2.2 :infx∈Q infy∈Q′ f(x, y) = inf(x,y)∈QQQ f(x, y) = infy∈Q′ infx∈Q f(x, y). Ceci n’est
clairement pas vérifié pour toutes les fonctionsf et tous lesQQQ donnés par le lemme 5.7.1. Ce-
pendant, il est clair que ceci est vrai lorsqueQQQ = Q × Q′, pour toutes les fonctions continues
f : X × Y → R.

Bauer remarque que, dans un cadre légèrement différent (le cas oùX etY sont deux espaces
réels de dimension finie, munis de la tribu borélienne construite sur la topologie métrique usuelle)
on peut toujours définir une unique crédibilité produit de deux crédibilités, qui de plus vérifie le
théorème de Fubini (4.3) pour toutes les fonctionsf : X×Y → R qui sont comonotones (Bauer,
2003, théorème 17). Nous avons déjà vu que l’on pouvait définir deux produits⋉ et ⋊ de jeux,
qui vérifiaient cette dernière propriété : c’est la proposition 4.6.10. En revanche, il n’y a aucune
raison queν ⋉ ν ′ ou ν ⋊ ν ′ soient des crédibilités, même lorsqueν et ν ′ sont des crédibilités
continues.

Définissons donc un nouveau produit, spécifiquement étudié pour le cas des crédibilités conti-
nues. Nous démontrerons qu’il vérifie encore un théorème de Fubini pour les fonctions comono-
tones, à la Bauer, c’est-à-dire un analogue de la proposition 4.6.10.

Une propriété fondamentale des fonctions comonotones en l’un ou l’autre argument est don-
née par le lemme suivant.

Lemme 5.7.2 Soitf une fonction deX × Y dansR.
Sif est continue et comonotone en son second argument etQ′ est un compact deY , il existe

yQ′ ∈ Q′ tel quef(x, yQ′) = miny∈Q′ f(x, y) pour toutx ∈ X.
Sif est continue et comonotone en son premier argument etQ est un compact deX, il existe

xQ ∈ Q tel quef(xQ, y) = minx∈Q f(x, y) pour touty ∈ Y .

Démonstration.Montrons la première affirmation, la seconde étant symétrique.
Pour toutx ∈ X, soitFx = {y ∈ Q′|f(x, y) = miny∈Q′ f(x, y)}. Comme la fonction qui ày

associef(x, y) est continue,Fx est fermé. De plus,Fx est non vide.
Lorsquex, x′ ∈ X, Fx ⊆ Fx′ ou bienFx′ ⊆ Fx. Sinon, il existeraity ∈ Fx \ Fx′ et

y′ ∈ Fx′ \ Fx, c’est-à-diref(x, y) = miny∈Q′ f(x, y), f(x′, y) > miny∈Q′ f(x′, y), f(x′, y′) =
miny∈Q′ f(x′, y), f(x, y′) > miny∈Q′ f(x, y). Ceci impliqueraitf(x′, y) > f(x′, y′) etf(x, y) <
f(x, y′), contredisant le fait quef est comonotone en son second argument. Donc la famille
(Fx)x∈X est totalement ordonnée, en particulier filtrante.

Si
⋂

x∈Q Fx = ∅, alors(Fx)x∈X serait une famille filtrante de fermés qui n’intersecte pas
le compactQ′. Il existerait doncx ∈ X tel queFx n’intersecte pasQ′. CommeFx ⊆ Q′ par
définition, ceci impliquerait queFx = ∅, ce qui est impossible.

Donc
⋂

x∈Q Fx 6= ∅. On définityQ′ comme un élément quelconque de
⋂

x∈Q Fx. ⊓⊔

Définition 5.7.3 Soientν =
∑

Q∈A aQuQ et ν ′ =
∑

Q′∈B bQ′uQ′ deux crédibilités simples, sur
X et surY respectivement. Posonsν ⊗ ν ′ =

∑
Q∈A,Q′∈B aQbQ′uQ×Q′.

Lemme 5.7.4 La crédibilité simpleν ⊗ ν ′ de la définition 5.7.3 est une crédibilité produit, au
sens où

1. (ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V ) pour tous ouvertsU deX, V deY ;
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2. sif est comonotone en son second argument, ou siν ′ est une valuation simple,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′

3. sif est comonotone en son premier argument, ou siν est une valuation simple,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

Démonstration.Aucun compactQ ∈ A ouQ′ ∈ B n’est vide, par définition. En conséquence,
Q×Q′ ⊆ U × V si et seulement siQ ⊆ U etQ′ ⊆ V . Donc

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) =
∑

Q∈A
Q′∈B

Q×Q′⊆U×V

aQbQ′ =
∑

Q∈A,Q⊆U
Q′∈B,Q′⊆V

aQbQ′

=
∑

Q∈A,Q⊆U

aQ ×
∑

Q′∈B,Q′⊆V

bQ′ = ν(U).ν ′(V )

Montrons 2. Pour toute fonction continue bornéef : X × Y → R, par le corollaire 4.2.7,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) =
∑

Q∈A,Q′∈B

aQbQ′ inf
(x,y)∈Q×Q′

f(x, y)

=
∑

Q∈A,Q′∈B

aQbQ′ min
(x,y)∈Q×Q′

f(x, y)

puisqueQ× Q′ étant compact etf étant continue, l’imagef(Q × Q′) est compact, donc fermé
et borné : donc la borne inférieureinf(x,y)∈Q×Q′ f(x, y) est atteinte. On en déduit

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) =
∑

Q′∈B

bQ′

∑

Q∈A

aQ min
x∈Q

min
y∈Q′

f(x, y)

SoitQ′ un élément quelconque deB.
– Siν ′ est une valuation continue, alorsuQ′ = δy′ pour un élémenty′ donné, doncQ′ =↑ y′.

PosonsyQ′ = y′. Alors pour toutx ∈ X, f(x, yQ′) = miny∈Q′ f(x, y).
– Si f est comonotone en son second argument, il existeyQ′ ∈ Y tel quef(x, yQ′) =

miny∈Q′ f(x, y) pour toutx ∈ Q, par le lemme 5.7.2.
On en déduit

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) =
∑

Q′∈B

bQ′

∑

Q∈A

aQ min
x∈Q

f(x, yQ′)

=
∑

Q′∈B

bQ′ C

∫

x∈X

f(x, yQ′)dν
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par le corollaire 4.2.7. Maintenant,yQ′ ∈ Q′ et pour touty ∈ Q′, f(x, yQ′) ≤ f(x, y), donc

C

∫

x∈X

f(x, yQ′)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x, y)dν

par le lemme 4.1.2. Donc

C

∫

x∈X

f(x, yQ′)dν = min
y∈Q′

C

∫

x∈X

f(x, y)dν

On en déduit

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) =
∑

Q′∈B

bQ′ min
y∈Q′

C

∫

x∈X

f(x, y)dν

= C

∫

y∈B′

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′

par le corollaire 4.2.7 de nouveau. On a ainsi montré 2. Le point 3. se montre de façon similaire.
⊓⊔

⊲ Exercice 5.4
Montrer que, malgré le résultat de l’exercice 5.3, et l’analogie entre le lemme 5.7.4 et les résultats
données pour⋉ et⋊ aux propositions 4.6.7 et 4.6.10,ν ⋉ ν ′, ν ⋊ ν ′, etν ⊗ ν ′ ne coïncident pas
en général, lorsqueν etν ′ sont des crédibilités simples.

Nous avons suffisamment travaillé sur les produits de crédibilités simples pour donner la
définition correcte de ce que nous appellerons le produit naturel de deux crédibilités continues
générales. Il est facile de vérifier que, lorsqueν etν ′ sont des crédibilités simples, alors :

(ν ⊗ ν ′)∗ = (_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗] (5.12)

où (_× _) dénote la fonction produit cartésien deQ(X) × Q(Y ) versQ(X × Y ), laquelle est
clairement Scott-continue, et⊗ dansν∗ ⊗ ν ′∗ dénote le produit de deux valuations continues,
que nous avons déjà vu à la section 3.8 et à la section 4.6. En effet, lorsqueν =

∑
Q∈A aQuQ et

ν ′ =
∑

Q′∈B bQ′uQ′,

(ν ⊗ ν ′)∗ =
∑

Q∈A,Q′∈B

aQbQ′δQ×Q′

(_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗] = (_× _)

[
∑

Q∈A

aQδQ ⊗
∑

Q′∈B

bQ′δQ′

]
= (_× _)

[
∑

Q∈A,Q′∈B

aQbQ′δ(Q,Q′)

]

par le lemme 3.8.1

=
∑

Q∈A,Q′∈B

aQbQ′δQ×Q′

On en déduit en particulier que :

(ν ⊗ ν ′)(W ) = (_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗](2W )
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pour tout ouvertW deX × Y , en utilisant le théorème 5.4.8 appliqué à l’équation (5.12).
En général :

Proposition 5.7.5 SoientX1, . . . , Xn n espaces bien filtrants et localement compacts,n ∈ N,
X un espace topologique, etg une fonction continue deQ(X1)× . . .× Q(Xn) versQ(X). Pour
toutes crédibilités continuesν1 surX1, . . . ,νn surXn, il existe une unique crédibilité continue
ν surX telle que :

ν(W ) = g[ν∗1 ⊗ . . .⊗ ν∗n](2W )

pour tout ouvertW deX.
Lorsqueg est la fonction produit cartésien deQ(X1)× . . .×Q(Xn) versQ(X1× . . .×Xn),

on appelleν le produit natureldes crédibilités continuesν1, . . . ,νn, et on le noteν1 ⊗ . . .⊗ νn.

Démonstration.Clairement,ν est définie de façon unique. Par le théorème 5.4.8,ν∗1 , . . . ,ν∗n sont
bien définies, et sont des valuations continues. Alorsν∗1 ⊗ . . . ⊗ ν∗n est une valuation continue,
doncg[ν∗1⊗. . .⊗ν∗n] aussi, par le lemme 4.2.9. La fonction qui àW associeg[ν∗1⊗. . .⊗ν∗n](2W )
est alors une crédibilité continue, par la proposition 5.4.4. ⊓⊔

Le produit naturel est bien un produit :

Lemme 5.7.6 SoitX et Y deux espaces bien filtrants et localement compacts, etν et ν ′ deux
crédibilités continues, surX et surY respectivement. Alors le produit naturelν ⊗ ν ′ vérifie :

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V )

pour tous ouvertsU deX etV deY .

Démonstration.

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = (_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗](2(U × V ))

= (ν∗ ⊗ ν ′∗){(Q1, Q2) ∈ Q(X1)× Q(X2)|Q1 ×Q2 ⊆ U × V }
= (ν∗ ⊗ ν ′∗)(2U × 2V )

= ν∗(2U).ν ′
∗
(2V ) = ν(U).ν ′(V )

⊓⊔
On en déduit que, lorsqueν et ν ′ sont deux valuations continues, alors le produit naturel deν et
ν ′ vues en tant que crédibilités continues est leur produitν⊗ν ′ en tant que valuations, par unicité
de la valuation produit (section 3.8). La notationν ⊗ ν ′ est donc non ambiguë.

Pour démontrer le théorème 5.7.9 ci-dessous, nous aurons besoin de quelques lemmes auxi-
liaires. Rappelons la fonctionηQ : X → Q(X) étudiée au lemme 3.9.1, qui àx associe↑ x.

Lemme 5.7.7 SoitX un espace bien filtrant et localement compact,ν une valuation continue
surX, alorsν∗ = ηQ[ν]. Pour toute fonctiong continue et bornée deQ(X) versR,

C

∫

Q∈Q(X)

g(Q)dν∗ = C

∫

x∈X

g(↑ x)dν
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Il est à noter que ceci ne fonctionne pas siν est une crédibilité continue en général. Par exemple,
avecX = {1, 2} muni de la topologie discrète, etν = uX , le côté gauche de l’égalité ci-dessus
vaudraitg(X), le côté droitmin(g(↑ 1), g(↑ 2)). Il suffit de prendreg({1}) = g({2}) = 1,
g({1, 2}) = 0 pour obtenir un contre-exemple. L’hypothèse selon laquelle ν est une valuation
continue est donc nécessaire.

Démonstration.On note queηQ[ν] est une valuation continue surQ(X) par le lemme 4.2.9.
De plus, pour tout ouvertU deX, ηQ[ν](2U) = ν{x ∈ X|↑ x ∈ 2U} = ν(U). Par unicité de
ν∗ (lemme 5.4.6),ηQ[ν] = ν∗. On en déduit :

C

∫

Q∈Q(X)

g(Q)dν∗ = C

∫

Q∈Q(X)

g(Q)dηQ[ν]

= C

∫

x∈X

g(↑ x)dν

par la proposition 4.2.11. ⊓⊔

Proposition 5.7.8 SoientX etY deux espaces topologiques,f une fonction continue bornée de
X × Y versR.

Lorsquef est comonotone en son premier argument, pour tout jeu continu ν ′ sur Y , pour
tout compact saturéQ deX,

C

∫

y∈Y

min
x∈Q

f(x, y)dν ′ = min
x∈Q

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′

Lorsquef est comonotone en son second argument, pour tout jeu continuν surX, pour tout
compact saturéQ′ deY ,

C

∫

x∈X

min
y∈Q′

f(x, y)dν = min
y∈Q′

C

∫

x∈X

f(x, y)dν

Démonstration.Démontrons la première partie, la seconde étant similaire.D’abord, on note que
la fonction qui ày ∈ Y associeminx∈Q f(x, y) est continue : par le lemme 5.7.2, c’est la fonction
qui ày associef(xQ, y). On note maintenant que :

C

∫

y∈Y

f(xQ, y)dν
′ = min

x∈Q
C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′ (5.13)

En effet, le côté gauche est trivialement supérieur ou égal au côté droit, et l’inégalité réciproque
vient du fait quef(x, y) ≤ f(xQ, y) pour touty, en utilisant le lemme 4.1.2. On a donc :

C

∫

y∈Y

min
x∈Q

f(x, y)dν ′ = C

∫

y∈Y

f(xQ, y)dν
′ = min

x∈Q
C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′

⊓⊔

Théorème 5.7.9 (Bauer-Fubini)SoitX et Y deux espaces bien filtrants et localement com-
pacts. Pour toutes crédibilités continuesν surX etν ′ surY , le produit naturelν⊗ ν ′ surX×Y
est tel que :
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1. sif est comonotone en son premier argument, ou bien siν est une valuation continue,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

2. sif est comonotone en son second argument, ou bien siν ′ est une valuation continue,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′

Démonstration.Démontrons la première partie, la deuxième étant entièrement analogue. On a :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

QQQ∈Q(X×Y )

min
(x,y)∈QQQ

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′)∗

par le théorème 5.4.8, la proposition 5.4.4, et la définition5.4.1

= C

∫

QQQ∈Q(X×Y )

min
(x,y)∈QQQ

f(x, y)d(_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗] par définition

= C

∫

(Q,Q′)∈Q(X)×Q(Y )

min
x∈Q,y∈Q′

f(x, y)d(ν∗ ⊗ ν ′∗) par la proposition 4.2.11

= C

∫

Q∈Q(X)

C

∫

Q′∈Q(Y )

min
x∈Q,y∈Q′

f(x, y)dν ′
∗
dν∗ par le théorème 4.6.2

= C

∫

Q∈Q(X)

C

∫

y∈Y

min
x∈Q

f(x, y)dν ′dν∗

par le théorème 5.4.8, la proposition 5.4.4, et la définition5.4.1 de nouveau.
Lorsqueν est une valuation continue, on applique le lemme 5.7.7 pour continuer le calcul :

C

∫

Q∈Q(X)

C

∫

y∈Y

min
x∈Q

f(x, y)dν ′dν∗ = C

∫

x1∈X

C

∫

y∈Y

min
x∈↑x1

f(x, y)dν ′dν

= C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

Dans le cas oùf est comonotone en son premier argument,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

Q∈Q(X)

C

∫

y∈Y

min
x∈Q

f(x, y)dν ′dν∗

= C

∫

Q∈Q(X)

min
x∈Q

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν∗ par la proposition 5.7.8

= C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

par le théorème 5.4.8, la proposition 5.4.4, et la définition5.4.1 de nouveau. ⊓⊔
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Chapitre 6

Plausibilités : P joue, puisC coopère

Alors que les crédibilités modélisent un coup d’un joueur probabiliste suivi d’un coup d’un
joueur démoniaquement non déterministe, les plausibilités remplacent ce dernier par un joueur
angéliquement non déterministe. Nous développons donc dans ce chapitre l’analogue des résul-
tats du chapitre 5.

6.1 Plausibilités simples

De façon symétrique aux jeux d’unanimité, pour toutA ⊆ X, nous appellerons la capacité
eA qui à tout ouvertU associe1 siU ∩ A 6= ∅, et0 sinon, lejeu d’exemplesurA.

Lemme 6.1.1 Le jeu d’exempleeA est une plausibilité.

Démonstration.D’abord,eA est monotone, car siU intersecteA etU ⊆ V , alorsV intersecte
aussiA. Montrons queeA est totalement concave. Soit(Ui)

n
i=1 une famille finie d’ouverts. Soit

J la famille des indicesi tels queUi ∩ A 6= ∅. Notons que
⋃

i∈I Ui ∩ A 6= ∅ si et seulement si
I ∩ J 6= ∅. Donc

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1
eA

(
⋃

i∈I

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I∩J 6=∅

(−1)|I|+1

=

{
1 si J = {1, . . . , n}
0 sinon

par le lemme 3.11.2. D’autre part, sieA (
⋂n

i=1 Ui) = 1 alorsA intersecte chaqueUi, doncJ =
{1, . . . , n}, donc

∑
I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1eA

(⋃
i∈I Ui

)
vaut1 aussi. ⊓⊔

LorsqueX est fini, il est inutile de refaire toute la théorie des plausibilités. En effet, dans
le cas oùX est fini, pour toute capacitéν, on peut construire une capacitéduale ν⊥ définie
parν⊥(U) = ν(X) − ν(X \ U). Si ν est (resp. totalement) convexe,ν⊥ est (resp. totalement)
concave et réciproquement. De plus,eA = u⊥

A, et ceci permet d’adapter tous les résultats sur les
crédibilités aux plausibilités.
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De plus, on a

eA =
∑

B⊆A,B 6=∅

(−1)|B|+1
uB

dans le cas oùX est un ensemble fini, ce qu’on peut vérifier par calcul direct.Dans le cadre
topologique général que nous considérerons, il y a aura une notion de dual d’une capacité, que
nous développerons, mais qui sera plus complexe. L’expression deeA en fonction desuB,B ⊆ A,
B 6= ∅ ci-dessus n’aura pas de sens.

Regardons, comme en section 5.1, à quelles conditions les jeux d’exemple sont continus. La
réponse est ici extrêmement simple.

Proposition 6.1.2 Le jeu d’exempleeA est toujours continu.

Démonstration.Soit (Ui)i∈I une famille dirigée d’ouverts :eA

(⋃
i∈I Ui

)
vaut1 si et seulement

siA intersecte
⋃

i∈I Ui, si et seulement siA intersecte l’un desUi, c’est-à-dire si et seulement si
supi∈I eA(Ui) = 1. ⊓⊔

L’analogue de la proposition 5.1.2 est donc lui aussi très simple :

Proposition 6.1.3 Le jeuν =
∑n

i=1 aieAi
, oùai ∈ R+ \ {0} pour touti, 1 ≤ i ≤ n, est continu.

On note aussi quee↓A = eA : e↓A(U) = 1 si et seulement siU intersecte↓ A, mais commeU
est clos par le haut, ceci est équivalent à demander queU intersecteA. On peut aller plus loin :

Lemme 6.1.4 Pour toute partieA deX, eA = ecl(A).

Démonstration. Pour tout ouvertU deX, eA(U) = 0 si et seulement siA ∩ U = ∅, si et
seulement siA est un sous-ensemble du ferméX \ U . Ceci est équivalent àcl(A) ⊆ X \ U : si
A ⊆ X \ U , le plus petit petit fermé contenantA, à savoircl(A), est ainsi inclus dansX \ U ;
et la réciproque est évidente. Maintenantcl(A) ⊆ X \ U si et seulement sicl(A) ∩ U = ∅, si et
seulement siecl(A)(U) = 0. ⊓⊔
En général,eF , avecF fermé, représentera un choix (angéliquement) non déterministe d’un
élémentx à l’intérieur deF .

On pourra de plus éviter de considérer le jeue∅, qui est identiquement nul.
Ceci mène à la définition suivante.

Définition 6.1.5 (Plausibilité simple) Une loi de plausibilité est ditesimplesi et seulement si
elle s’écrit

∑n
i=1 aieFi

, oùai ∈ R+, etFi est un fermé non vide pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

Toute plausibilité simple est continue. De plus, toute combinaison linéaire finie
∑n

i=1 aieAi
(ai ∈

R+) est une plausibilité simple, par le lemme 6.1.4.
Une plausibilité simple représente assez clairement la spécification d’un coup du joueur pro-

babilisteP suivi d’un coup, non de l’adversaire, mais de l’assistantC : P choisit un ensemble
clos par le basBi avec probabilitéai, puisC opère un choix non déterministe angélique parmi
Bi.

On a le pendant de la proposition 4.2.2 :
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Lemme 6.1.6 Intégrer par rapport à un jeu d’exemple revient à calculer une borne supérieure :

C

∫

x∈X

f(x)deA = sup
x∈A

f(x)

Démonstration.Par l’équation (4.1),

C

∫

x∈X

f(x)deA =

∫ +∞

0

eA(f−1]t,+∞[)dt +

∫ 0

−∞

[eA(f−1]t,+∞[)− eA(X)]dt

=

∫ +∞

0

eA(f−1]t,+∞[)(t)dt +

∫ 0

−∞

[eA(f−1]t,+∞[)− 1]dt

Or, sit ≥ supx∈A f(x), c’est-à-dire sit ≥ f(x) pour toutx ∈ A, alorsf−1]t,+∞[∩A = ∅, donc
eA(f−1]t,+∞[)(t) = 0. En revanche, sit < supx∈A f(x), il existex ∈ A tel quet < f(x), donc
f−1]t,+∞[∩A 6= ∅, c’est-à-direeA(f−1]t,+∞[)(t) = 1. Autrement dit,eA(f−1]t,+∞[)(t) = 1
si et seulement sit < supx∈A f(x).

Si supx∈A f(x) ≥ 0, on a donc

C

∫

x∈X

f(x)deA =

∫ supx∈A f(x)

0

1dt+

∫ 0

−∞

[1− 1]dt = sup
x∈A

f(x)

Si supx∈A f(x) < 0,

C

∫

x∈X

f(x)deA =

∫ +∞

0

0dt+

∫ 0

supx∈A f(x)

−1dt = sup
x∈A

f(x)

D’où le résultat. ⊓⊔
Par la proposition 4.2.6, on en déduit donc

Corollaire 6.1.7 Siν =
∑n

i=1 aieAi
, alors

C

∫

x∈X

f(x)dν =
n∑

i=1

ai sup
x∈Ai

f(x)

On aura aussi besoin du résultat suivant.

Lemme 6.1.8 SoitX un espace topologique. Soit(Fi)i∈I une famille filtrante de fermés non
vides. AlorseS

i∈I Fi
= supi∈I eFi

.

Démonstration.On aeS

i∈I Fi
(U) = 1 si et seulement si

⋃
i∈I Fi ∩ U 6= ∅, si et seulement s’il

existex ∈ U et i ∈ I tel quex ∈ Fi, si et seulement s’il existei ∈ I tel queFi ∩ U 6= ∅, si et
seulement sieFi

(U) = 1 pour uni ∈ I. ⊓⊔
Nous notons finalement, avant de passer à la suite, que l’hémi-distance de Hutchinson, sur

les jeux, correspond à celle de Hausdorff-Hoare surH(X).
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Lemme 6.1.9 Pour tousF, F ′ ∈ H(X), dH(eF , eF ′) = dH(F, F ′).

Démonstration.On a d’abord :

dH(eF , eF ′) = sup
f∈〈X→R+〉1

dR(sup
x∈F

f(x), sup
x′∈F ′

f(x′)) par le corollaire 6.1.7

= sup
f∈〈X→R+〉1

max(sup
x∈F

f(x) + inf
x′∈F ′

−f(x′), 0)

= sup
f∈〈X→R+〉1

max(sup
x∈F

(f(x) + inf
x′∈F ′

−f(x′)), 0)

= sup
f∈〈X→R+〉1

max(sup
x∈F

inf
x′∈F ′

(f(x)− f(x′)), 0)

≤ sup
x∈F

inf
x′∈F ′

d(x, x′) puisquef est1-lipschitzienne

= dH(F, F ′)

Réciproquement, posonsf(x) = d(x, F ′) : par le lemme 3.10.42,f est1-lipschitzienne. De
plus, supx∈F f(x) = dH(F, F ′), supx′∈F ′ f(x′) = 0, donc dH(eF , eF ′) ≥ dR(supx∈F f(x),
supx′∈F ′ f(x′)) = dH(F, F ′). ⊓⊔

6.2 La dualité convexe-concave

La théorie des plausibilités semble plus complexe que celledes crédibilités. Pour illustrer la
difficulté, on pourrait penser refaire toute la théorie des crédibilités, en remplaçant compacts satu-
rés par fermés. Cependant, déjà, il semble déjà difficile de démontrer l’analogue du lemme 5.2.2,
qui énoncerait que pour toutes plausibilités simples

∑
F∈A aF eF et

∑
F∈A bF eF , oùA est un en-

semble fini de fermés non vides deX, on a
∑

F∈A aF eF ≤
∑

F∈A bF eF si et seulement si, pour
toute partieJ close par le haut dansA,

∑

F∈J

aF ≤
∑

F∈J

bF

Dans le cas oùX est stablement compact, on peut à la place ramener l’étude des plausibilités
à celle des crédibilités. Ceci se fera par l’extension de la notion de capacité duale du cas fini au
cadre topologique.

6.2.1 Le dualν⊥ d’une capacitéν

On aimerait définirν⊥(U) commeν(X)−ν(X \U), pour tout ouvertU . MaisX \U , qui est
fermé, n’est en général pas ouvert. En revanche, rappelons queX \ U est un compact saturé du
dual de de GrootXd deX (voir la section 2.3). Nous allons donc nous intéresser aux extensions
de jeux à l’espace des compacts saturés d’un espace stablement localement compactX. Nous
généralisons en ceci le résultat de Tix (1995, Satz 3.4), et suivons entièrement sa démonstration.
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Définition 6.2.1 SoitX un espace topologique,ν une fonction deO(X) versR+. On définit une
fonctionν† qui à toute partieA deX associe

ν†(A) = inf
U ouvert⊇A

ν(U)

Nous regarderonsν† comme étant réellement défini sur les compacts saturésQ ici. Nous aurons
besoin de le définir sur les protocompacts à la section 9.4.

Lemme 6.2.2 SoitX un espace localement compact, etν une fonction continue deO(X) vers
R+ — par exemple un jeu continu surX. Alors on peut reconstruireν à partir deν†, parν(U) =
supQ compact saturé⊆U ν

†(Q).

Démonstration.D’abord, siQ ⊆ U , alorsν†(Q) = infV ouvert ⊇Q ν(V ) ≤ ν(U).
DoncsupQ compact saturé⊆U ν

†(Q) ≤ ν(U).
Montrons l’inégalité réciproque. Pour ceci, observons déjà que pour tout compact saturéQ :

(∗) ν(
◦

Q) ≤ ν†(Q). En effet, pour tout ouvertU tel queQ ⊆ U ,
◦

Q ⊆ U , doncν(
◦

Q) ≤ ν(U)

puisqueν, étant continue, est monotone. D’oùν(
◦

Q) ≤ infU ouvert ⊇Q ν(U) = ν†(Q).
CommeX est localement compact, pour toutx ∈ U , il existe un compact saturéQx tel

quex ∈
◦

Qx ⊆ Qx ⊆ U . DoncU =
⋃

x∈U

◦

Qx. DoncU est aussi l’union de la famille di-

rigée des
⋃

x∈E

◦

Qx lorsqueE parcourt les parties finies deU . Commeν est continue,ν(U) =

supE fini ⊆U ν(
⋃

x∈E

◦

Qx). Ceci est inférieur ou égal àsupE fini ⊆U ν(

◦︷ ︸︸ ︷⋃

x∈E

Qx) puisque
⋃

x∈E

◦

Qx ⊆
◦︷ ︸︸ ︷⋃

x∈E

Qx et ν est monotone. Et à son tour, ceci est inférieur ou égal àsupQ compact saturé⊆U ν(
◦

Q).

Finalement,ν(
◦

Q) ≤ ν†(Q) par(∗), et l’on conclut. ⊓⊔

Lemme 6.2.3 SoitX un espace topologique, etν une capacité surX. Alors

1. ν† est stricte :ν†(∅) = 0.

2. ν† est monotone : siQ ⊆ Q ′ alorsν†(Q ) ≤ ν†(Q ′).

3. Si de plusX est bien filtrant, alorsν† estcocontinuesur les compacts saturés : si(Qi)i∈I

est une famille filtrante de compacts saturés deX, alorsν†(
⋂

i∈I Qi) = infi∈I ν
†(Qi).

Démonstration.1. ν†(∅) = infU ouvertν(U) = ν(∅) = 0.
2. Si Q ⊆ Q ′, alors tout ouvert qui contientQ ′ contient aussiQ , doncν†(Q ) ≤ ν†(Q ′) par

définition.
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3. Soit(Qi)i∈I une famille filtrante de compacts saturés deX.

ν†

(
⋂

i∈I

Qi

)
= inf

U ouvert⊇
T

i∈I Qi

ν(U)

= inf
U ouvert/∃i∈I·Qi⊆U

ν(U) carX est bien filtrant

= inf
i∈I

inf
U ouvert⊇Qi

ν(U) = inf
i∈I

ν†(Qi)

⊓⊔

Proposition 6.2.4 SoitX un espace stablement localement compact, etν un jeu continu surX.
Alors :

1. Siν est convexe, alorsν† est convexe :ν†(Q1 ∪ Q2) + ν†(Q1 ∩ Q2) ≥ ν†(Q1) + ν†(Q2)
pour tous compacts saturésQ1,Q2.

2. Siν est concave, alorsν† est concave :ν†(Q1 ∪ Q2) + ν†(Q1 ∩ Q2) ≤ ν†(Q1) + ν†(Q2)
pour tous compacts saturésQ1,Q2.

3. Siν est modulaire, alorsν† aussi :ν†(Q1 ∪Q2) + ν†(Q1 ∩Q2) = ν†(Q1) + ν†(Q2) pour
tous compacts saturésQ1,Q2.

4. Siν est totalement convexe, alorsν† est totalement convexe :

ν†

(
n⋃

i=1

Qi

)
≥

∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν†

(
⋂

i∈I

Qi

)

5. Siν est totalement concave, alorsν† est totalement concave :

ν†

(
n⋂

i=1

Qi

)
≤

∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν†

(
⋃

i∈I

Qi

)

Démonstration.1, 2, 3. Pour tous compacts saturésQ1 etQ2,

ν†(Q1 ∪Q2) + ν†(Q1 ∩Q2) = inf
U ouvert⊇Q1∪Q2

ν(U) + inf
U ouvert⊇Q1∩Q2

ν(U)

Or les ouvertsU contenantQ1 ∪ Q2 sont exactement les unionsU1 ∪ U2 d’ouvertsU1 ⊇ Q1 et
U2 ⊇ Q2 : si U ⊇ Q1 ∪ Q2, prendreU1 = U2 = U ; réciproquement, siU1 ⊇ Q1 etU2 ⊇ Q2,
alorsU = U1 ∪ U2. Donc

inf
U ouvert⊇Q1∪Q2

ν(U) = inf
U1 ouvert⊇Q1
U2 ouvert⊇Q2

ν(U1 ∪ U2)
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D’autre part, pour tout ouvertU contenantQ1 ∩ Q2, U contient un ouvertU1 ∩ U2, oùU1 etU2

sont deux ouverts contenantQ1 etQ2 respectivement, par le lemme 3.3.7. Réciproquement, pour
tous ouvertsU1 ⊇ Q1 etU2 ⊇ Q2, U1 ∩ U2 est un ouvert qui contientQ1 ∩Q2, donc

inf
U ouvert⊇Q1∩Q2

ν(U) = inf
U1 ouvert⊇Q1
U2 ouvert⊇Q2

ν(U1 ∩ U2)

Donc

ν†(Q1 ∪Q2) + ν†(Q1 ∩Q2) = inf
U1 ouvert⊇Q1
U2 ouvert⊇Q2

ν(U1 ∪ U2) + inf
U1 ouvert⊇Q1
U2 ouvert⊇Q2

ν(U1 ∩ U2)

= inf
U1 ouvert⊇Q1
U2 ouvert⊇Q2

(ν(U1 ∪ U2) + ν(U1 ∩ U2))

la dernière égalité venant du fait que les bornes inférieures sont prises sur des familles filtrantes
de paires d’ouverts, l’addition étant Scott-cocontinue. La dernière quantité ci-dessus est supé-
rieure ou égale (siν est convexe), inférieure ou égale (siν est concave), ou bien égale (siν est
modulaire), à

inf
U1 ouvert⊇Q1
U2 ouvert⊇Q2

(ν(U1) + ν(U2)) = inf
U1 ouvert⊇Q1

ν(U1) + inf
U2 ouvert⊇Q2

ν(U2) = ν†(Q1) + ν†(Q2)

4. De façon similaire. Soit(Qi)
n
i=1 une famille finie de compacts saturés deX. Comme ci-

dessus, les ouvertsU contenant
⋃

i∈I Qi, pour toute partieI de{1, . . . , n}, sont exactement les
unions

⋃
i∈I Ui d’ouvertsUi contenantQi, pour touti ∈ I, donc

inf
U ouvert⊇

S

i∈I Qi

ν(U) = inf
∀i∈I·Ui ouvert⊇Qi

ν

(
⋃

i∈I

Ui

)

En utilisant plusieurs fois le lemme 3.3.7, lorsqueI ⊆ {1, . . . , n}, I 6= ∅, tout ouvertU contenant⋂
i∈I Qi contient une intersection

⋂
i∈I Ui d’ouvertsUi ⊇ Qi, i ∈ I. Réciproquement, siUi ⊇ Qi

pour touti ∈ I, alorsU =
⋂

i∈I Ui est un ouvert contenant
⋂

i∈I Qi, donc

inf
U ouvert⊇

T

i∈I Qi

ν(U) = inf
∀i∈I·Ui ouvert⊇Qi

ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
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pour toutI ⊆ {1, . . . , n}, I 6= ∅. Donc, siν est totalement convexe,

ν

(
n⋃

i=1

Qi

)
+

∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

|I| pair

ν

(
⋂

i∈I

Qi

)

= inf
∀i∈{1,...,n}·Ui ouvert⊇Qi

ν

(
n⋃

i=1

Ui

)
+

∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

|I| pair

inf
∀i∈I·Ui ouvert⊇Qi

ν

(
⋂

i∈I

Ui

)

= inf
∀i∈{1,...,n}·Ui ouvert⊇Qi



ν

(
n⋃

i=1

Ui

)
+

∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

|I| pair

ν

(
⋂

i∈I

Ui

)



≥ inf
∀i∈{1,...,n}·Ui ouvert⊇Qi




∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

|I| impair

ν

(
⋂

i∈I

Ui

)



par convexité totale

=
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

|I| impair

inf
∀i∈I·Ui ouvert⊇Qi

ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

|I| impair

ν†

(
⋂

i∈I

Qi

)

doncν† est totalement convexe. Le fait que siν est totalement concave alorsν† aussi se démontre
de façon exactement analogue. ⊓⊔

Définition 6.2.5 SoitX un espace topologique. Pour toute capacitéν surX, définissons la fonc-
tion ν⊥ sur l’espace des parties deX par :

ν⊥(X \ A) = ν(X)− ν†(A) = ν(X)− inf
U ouvert⊇A

ν(U)

pour toutA ⊆ X.

Théorème 6.2.6 (Dualité convexe-concave)SoitX un espace stablement compact. Pour tout
jeuν surX, ν⊥ est un jeu surXd. De plus,

1. ν⊥ est continu ;

2. siν est convexe, alorsν⊥ est concave ;

3. siν est concave, alorsν⊥ est convexe ;

4. siν est modulaire, alorsν⊥ est modulaire ;
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5. siν est totalement convexe, alorsν⊥ est totalement concave ;

6. siν est totalement concave, alorsν⊥ est totalement convexe.

Démonstration. Rappelons queXd est le dual de de Groot deX, et que ses ouverts sont les
cocompactsX \ Q, Q compact deX, queXd est aussi stablement compact, et queXdd = X.
Par le lemme 6.2.3, points 1. et 2.,ν⊥ est un jeu. Par le point 3., pour toute famille dirigée de
cocompactsX \Qi, i ∈ I,

ν⊥

(
⋃

i∈I

(X \Qi)

)
= ν⊥

(
X \

⋂

i∈I

Qi

)
= ν(X)− ν†

(
⋂

i∈I

Qi

)

= ν(X)− inf
i∈I

ν†(Qi) = sup
i∈I

[ν(X)− ν†(Qi)] = sup
i∈I

ν⊥(X \Qi)

doncν⊥ est continu.
Si ν est convexe, pour tous cocompactsX \Q1 etX \Q2,

ν⊥((X \Q1) ∪ (X \Q2)) + ν⊥((X \Q1) ∩ (X \Q2))

= ν⊥(X \ (Q1 ∩Q2)) + ν⊥(X \ (Q1 ∪Q2))

= 2ν(X)− ν†(Q1 ∩Q2)− ν†(Q1 ∪Q2)

≤ 2ν(X)− ν†(Q1)− ν†(Q2) par la proposition 6.2.4, point 1.

= ν⊥(X \Q1) + ν⊥(X \Q2)

De même, siν est concave, alorsν⊥ est convexe, en utilisant le point 6. ; et siν est modulaire,
alorsν⊥ aussi, par le point 7.

Si ν est totalement convexe, pour toute famille finie(X \Qi)
n
i=1 de cocompacts deX,

ν⊥

(
n⋂

i=1

(X \Qi)

)
= ν⊥

(
X \

n⋃

i=1

Qi

)
= ν(X)− ν†

(
n⋃

i=1

Qi

)

≤ ν(X)−
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν†

(
⋂

i∈I

Qi

)
par la proposition 6.2.4, point 4.

= ν(X)−
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν(X)

+
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
X \

⋂

i∈I

Qi

)

=
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
X \

⋂

i∈I

Qi

)
=
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋃

i∈I

(X \Qi)

)
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puisque, par le lemme 3.11.1 avecI0 = {1, . . . , n},∑I⊆{1,...,n},I 6=∅ (−1)|I|+1 = 1. Doncν⊥ est
totalement concave. On montre de même que siν est totalement concave, alorsν⊥ est totalement
convexe, en utilisant la proposition 6.2.4, point 5. ⊓⊔

En particulier, le dualν⊥ d’une crédibilité continueν surX est une plausibilité continue sur
Xd, et le dual d’une plausibilité continueν surX est une crédibilité continue surXd (si X est
stablement compact). Ceci est bien une dualité :

Lemme 6.2.7 SoitX un espace stablement compact. Pour tout jeu continuν, ν⊥⊥ = ν, c’est-à-
dire ν⊥⊥(U) = ν(U) pour tout ouvertU deX.

Démonstration.Rappelons queν⊥ est un jeu surXd, que les ouverts deXd sont les cocompacts
X \Q deX, et que les compacts saturés deXd sont les fermésX \U , avecU ouvert deX, donc

ν⊥†(X \ U) = inf
Q compact saturé/X\Q⊇X\U

ν⊥(X \Q)

= ν(X)− sup
Q compact saturé/X\Q⊇X\U

ν†(Q)

= ν(X)− sup
Q compact saturé/Q⊆U

ν†(Q)

= ν(X)− ν(U)

par le lemme 6.2.2. Donc, pour tout ouvertU deX, ν⊥⊥(U) = ν(X)− ν⊥†(X \ U) = ν(U). ⊓⊔
La forme que nous avons choisie des plausibilités simples correspond exactement, via la

dualité convexe-concave, à celle des crédibilités simples:

Lemme 6.2.8 SoitX un espace stablement compact. Siν est la crédibilité simple
∑n

i=1 aiuQi

sur X, alors ν⊥ est la plausibilité simple
∑n

i=1 aieQi
sur Xd. Si ν est la plausibilité simple∑n

i=1 aieFi
surX, alorsν⊥ est la crédibilité simple

∑n
i=1 aiuFi

surXd.

Démonstration.Soitν =
∑n

i=1 aiuQi
. Pour tout compact saturéQ,

ν†(Q) = inf
U ouvert⊇Q

∑

i/Qi⊆U

ai ≥
∑

i/Qi⊆Q

ai (6.1)

Réciproquement, soitJ l’ensemble desQi, 1 ≤ i ≤ n, tels queQi ⊆ Q. J est clos par le haut
dans l’ensembleA de tous lesQi, 1 ≤ i ≤ n : siQi ∈ J etQj ⊆ Qi alorsQj ∈ J . (Rappelons
que l’ordre surQ(X) est l’inclusion inverse⊇.) Par le lemme 5.2.1, il existe une famille d’ouverts
(UQ)Q∈A telle queJ = {Q′ ∈ A|Q′ ⊆ ⋃Q∈J UQ}. Doncν(

⋃
Q∈J UQ) =

∑
i/Qi⊆Q ai : la borne

inférieure est atteinte dans (6.1). Doncν†(Q) =
∑

i/Qi⊆Q ai, ce qui implique :

ν⊥(X \Q) = ν(X)− ν†(Q) =
n∑

i=1

ai −
∑

i/Qi⊆Q

ai =
∑

i/Qi 6⊆Q

ai

=
∑

i/Qi∩(X\Q) 6=∅

ai = (
n∑

i=1

aieQi
)(X \Q)
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Soit maintenantν la plausibilité simple
∑n

i=1 aieFi
surX. Considérons la crédibilité simple

ν ′ =
∑n

i=1 aiuFi
surXd. Par le résultat ci-dessus,ν ′⊥ est la plausibilité simple

∑n
i=1 aieFi

sur
Xdd. CommeXdd = X, ν ′⊥ = ν. Par le lemme 6.2.7,ν⊥ = ν ′⊥⊥ = ν ′. ⊓⊔

La dualité convexe-concave renverse (presque) l’ordre, ceque nous montrons à la proposi-
tion 6.2.10 ci-dessous.

Lemme 6.2.9 Pour toutes fonctionsν et ν ′ deO(X) versR+ — par exemple des capacités —,
si ν ≤ ν ′ alorsν† ≤ ν ′†, au sens oùν†(Q) ≤ ν ′†(Q) pour tout compact saturéQ deX.

SiX est localement compact, etν et ν ′ sont des fonctions continues deO(X) versR+ —
notamment des jeux continus —, la réciproque est vraie :ν ≤ ν ′ si et seulement siν† ≤ ν ′†.

Démonstration.Si ν ≤ ν ′, alors :

ν†(Q) = inf
U ouvert ⊇Q

ν(U) ≤ inf
U ouvert ⊇Q

ν ′(U) = ν ′
†
(Q)

Réciproquement, siν et ν ′ sont des jeux continus sur l’espace localement compactX, avec
ν† ≤ ν ′†, alors :

ν(U) = sup
Q compact saturé⊆U

ν†(Q) par le lemme 6.2.2

≤ sup
Q compact saturé⊆U

ν ′
†
(Q) = ν ′(U)

⊓⊔
Proposition 6.2.10 SoitX un espace localement compact, etν estν ′ deux jeux continus surX.
Siν(X) = ν ′(X), alorsν ≤ ν ′ si et seulement siν⊥ ≥ ν ′⊥.

Démonstration.Par le lemme 6.2.9, première partie,ν⊥(X \ Q) = ν(X) − ν†(Q) ≥ ν(X) −
ν ′†(Q) = ν ′(X) − ν ′†(Q) = ν ′⊥(X \ Q). Réciproquement, siν(X) = ν ′(X), alorsν†(X) =
ν(X) = ν ′(X) = ν ′†(X). Donc siν⊥ ≥ ν ′⊥, alorsν† ≤ ν ′†. D’où ν ≤ ν ′ par le lemme 6.2.9,
deuxième partie. ⊓⊔

En général, cependant,ν ≤ ν ′ n’implique pasν⊥ ≥ ν ′⊥. Considérons par exemple l’espace
X formé de trois élémentsx1, x2, et⊥, avec⊥ ≤ x1, ⊥ ≤ x2, etx1 et x2 incomparables. Soit
ν = 1

2
u{⊥,x1,x2}, ν

′ = 1
4
u{x1} + 3

4
u{x2}. On vérifie queν ≤ ν ′ :

U {x1} {x2} {⊥, x1, x2}
ν(U) 0 0 1

2

ν ′(U) 1
4

3
4

1

Maisν⊥ = 1
2
e{⊥,x1,x2}, ν

′⊥ = 1
4
e{x1} + 3

4
e{x2}, etν⊥ etν ′⊥ sont en fait incomparables :

U {x1} {x2} {⊥, x1, x2}
ν⊥(U) 1

2
1
2

1
2

ν ′⊥(U) 1
4

3
4

1

Un cas important où l’ordre est bien renversé est celui des capacitésν normalisées, c’est-à-
dire telles queν(X) = 1.
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Théorème 6.2.11 (Dualité convexe-concave, isomorphisme)SoitX un espace stablement com-
pact. Alorsν 7→ ν⊥ définit un isomorphisme entre :

– l’ensemble ordonnéJ1(X) des jeux normalisés continus surX et l’opposéJop
1 (Xd) de

l’ensemble ordonné des jeux normalisés continus surXd ;
– l’ensemble ordonné

`
J1(X) des jeux convexes continus normalisés surX et l’opposéa

J
op
1 (Xd) de l’ensemble ordonné des jeux concaves continus normalisés surXd ;

– l’ensemble ordonnéCd1(X) des crédibilités normalisées continues surX et l’opposé
Pb

op
1 (Xd) de l’ensemble ordonné des plausibilités normalisées continues surXd ;

– l’ensemble ordonnéV1(X) des probabilités continues surX et l’opposéVop
1 (Xd) de l’en-

semble ordonné des probabilités continues surXd.

Démonstration.Conséquence immédiate du théorème 6.2.6 et de la proposition 6.2.10. ⊓⊔
Pour ce qui est de l’effet deν 7→ ν⊥ sur les mêmes espaces, munis de la topologie faible,

nous nous y intéresserons en section 6.4.
L’intuition qui se cache derrière cette dualité est qu’un joueur probabiliste estneutre, ni

démoniaque, ni angélique. Revenons en effet à notre explication des jeux en termes de parties
entre un joueur probabilisteP et un joueur démoniaquement non-déterministeC. QueC soit
démoniaque signifie informellement qu’il va essayer de contrer tous les coups effectués parP,
c’est-à-dire de diminuer ses gains. Lorsque nous recouronsà cette explication, nous nous plaçons
tacitement du côté deP. Nous faisons cause avecP, et nous nous méfions des coups deC. Si à
l’opposé nous changeons de point de vue, et nous faisons l’allié deC, alorsC apparaîtra comme
coopérant avec nous, et jouant donc de façon angélique. En revanche,P est neutre : il apparaîtra
toujours comme jouant de façon probabiliste, ne cherchant ni à maximiser ni à minimiser ses
gains. Le fait de changer de point de vue nous a fait passer d’un mélange de probabilités et de
choix démoniaque (le cas oùν est totalement convexe) à un mélange de probabilités et de choix
angélique (ν⊥ est totalement concave). Si nous changeons de nouveau de point de vue, nous
repassons deν⊥ à ν⊥⊥ = ν, et nous retrouvons notre point de vue initial. Nous explorerons les
relations entre les gains obtenus selonν et selonν⊥ à la section 6.2.2. Il s’agira donc là de relier
les fonctionnelles d’intégration par rapport àν et par rapport àν⊥.

Terminons auparavant cette section en montrant un lemme de découpage pour les plausibilités
simples.

Lemme 6.2.12 (Lemme de découpage)On a
∑m

i=1 aieFi
≤ ∑n

j=1 bjeF ′
j

si et seulement s’il
existe une matrice(tij)1≤i≤m

1≤j≤n
à coefficients dansR+ telle que

n∑

j=1

tij = ai pour touti, 1 ≤ i ≤ m

m∑

i=1

tij ≤ bj pour toutj, 1 ≤ j ≤ n

et telle que les seules entrées non nulles de la matrice sont lestij telles queFi ⊆ F ′
j .
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Démonstration.Soitν =
∑m

i=1 aieFi
etν ′ =

∑n
j=1 bjeF ′

j
. SiX est stablement compact etν etν ′

sont normalisées, le résultat se déduit des résultats précédents. En effet,ν ≤ ν ′ si et seulement si
ν⊥ ≥ ν ′⊥ par la proposition 6.2.10, si et seulement si

∑m
i=1 aiuFi

≥ ∑n
j=1 bjuF ′

j
. Par le lemme

de découpage sur les crédibilités 5.2.3, on en déduit l’existence d’une matrice(tij)1≤i≤m
1≤j≤n

telle

que
∑n

j=1 tij ≤ ai et
∑m

i=1 tij = bj. Comme les valuations prises en compte ici sont normalisées,∑n
j=1 tij ≤ ai pour touti implique

∑n
j=1 tij = ai pour touti, et lui est donc équivalent.

Dans le cas général, d’abord, on vérifie que s’il existe une matrice (tij)1≤i≤m
1≤j≤n

vérifiant les

conditions du lemme, alors

ν ′ =
n∑

j=1

bjeF ′
j
≥

∑

1≤j≤n
1≤i≤m

tijeF ′
j

≥
∑

1≤j≤n
1≤i≤m
tij 6=0

tijeFi

=

m∑

i=1

aieFi
= ν

Il est imaginable de montrer la réciproque via le théorème “flux maximum, coupe minimum”.
Nous allons montrer la réciproque en nous ramenant au cas évoqué ci-dessus des plausibilités
normalisées sur un espace stablement compact.

Considérons l’espace de Sierpiński S = {0, 1} muni, rappelons-le, de la topologie formée
des ouverts∅, {1}, et S. La fonctionηS est continue deX dansSO(X), par la proposition 3.9.5.
On peut donc transporter toute plausibilité continueν1 surX vers une plausibilité continueηS[ν1]
surSO(X), par le lemme 4.2.9.

On a :

ηS[ν](U) = ν(η−1
S

(U)) =
m∑

i=1

aieFi
(η−1

S
(U))

=
m∑

i=1

aieηS(Fi)(U) =
m∑

i=1

aiecl(ηS(Fi))(U)

puisqueFi intersecteη−1
S

(U) si et seulement siηS(Fi) intersecteU, et en utilisant le lemme 6.1.4.
Donc

ηS[ν] =
m∑

i=1

aiecl(ηS(Fi))

et de même

ηS[ν
′] =

n∑

j=1

bjecl(ηS(F
′
j))
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Commeν ≤ ν ′, ηS[ν] ≤ ηS[ν
′]. En effet,ηS[ν](U) = ν(η−1

S
(U)) ≤ ν ′(η−1

S
(U)) = eS[ν

′](U).
Soit c un réel quelconque supérieur ou égal à

∑m
i=1 ai et à

∑n
j=1 bj, et strictement positif.

Construisons maintenant

ν0 =
1

c

(
m∑

i=1

aiecl(ηS(Fi)) + (c−
m∑

i=1

ai)δ⊥

)

ν ′0 =
1

c

(
n∑

j=1

bjecl(ηS(F
′
j))

+ (c−
n∑

j=1

bj)δ⊥

)

où ⊥ est le plus petit élément deSO(X), c’est-à-dire la famille indexée par les ouverts deX,
composée uniquement de zéros. Rappelons en effet que l’ordre de spécialisation deSO(X) est
l’ordre point à point (proposition 3.9.5).

On observe queν0 ≤ ν ′0 : pour tout ouvertU deSO(X), soitU ne contient pas⊥ et le résultat
est clair, soitU contient⊥, mais alorsU estSO(X) tout entier, puisque tout ouvert est clos par le
haut, et alorsν0(U) = 1 = ν ′0(U).

Il est clair queν0 et ν ′0 sont normalisées, simples. De plus,SO(X) est stablement compact
(proposition 3.9.6), etν0 ≤ ν ′0. Remarquons aussi queδ⊥ = e{⊥}, et notonsa0 = c −∑m

i=1 ai,
b0 = c−∑n

j=1 bj. Donc il existe une matrice(tij)0≤i≤m
0≤j≤n

à coefficients dansR+ telle que

n∑

j=0

tij = ai pour touti, 0 ≤ i ≤ m

m∑

i=1

tij = bj pour toutj, 0 ≤ j ≤ n

et telle que les seules entrées non nulles de la matrice sont les tij telles quei ≥ 1, j ≥ 1, et
cl(ηS(Fi)) ⊆ cl(ηS(F

′
j)) ; ou bieni = 0.

Montrons que la conditioncl(ηS(Fi)) ⊆ cl(ηS(F
′
j)) est équivalente àFi ⊆ F ′

j . La direction
de droite à gauche est évidente. Supposons doncηS(Fi) ⊆ cl(ηS(F

′
j)). Pour toutx ∈ Fi, ηS(x)

est donc dans l’adhérence deηS(F
′
j). En particulier, considérons le ferméFU0 de SO(X) formé

des points(xU)U∈O(X) tels quexU0 = 0, pour un ouvertU0 fixé deX. Ce fermé contientηS(F
′
j)

si et seulement siF ′
j est inclus dansX \ U0, ou de façon équivalente,U0 ⊆ X \ F ′

j . Posons
U0 = X \ F ′

j . Pour toutx ∈ Fi, ηS(x) est dansηS(Fi), donc danscl(ηS(F
′
j)), donc dansFX\F ′

j
.

Ceci implique quex n’est pas dansU0, doncx ∈ F ′
j . DoncFi ⊆ F ′

j .
La sous-matrice destij aveci ≥ 1, j ≥ 1, satisfait alors aux conditions demandées. ⊓⊔

6.2.2 Intégration par rapport à ν⊥

Dans le cas oùX est fini, muni de la topologie discrète,X est stablement compact. Toute
partie deX est à la fois ouverte, fermée, compacte, et cocompacte. De plus, toute crédibilité est
simple. Siν =

∑n
i=1 aiuQi

, on a alorsν⊥ =
∑n

i=1 aieQi
et :

C

∫

x∈X

−f(x)dν⊥ =
n∑

i=1

ai sup
x∈Qi

−f(x) = −
n∑

i=1

ai inf
x∈Qi

f(x) = − C

∫

x∈X

f(x)dν
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Ceci correspond à l’idée que les jeux entreP etC sont à somme nulle : sif(x) est le gain de l’un,
alorsf(x) est le gain de l’autre, et la dualité convexe-concave reflètece changement de point de
vue.

Dans le cas général, l’équation ci-dessus n’a plus aucun sens. Sif est une fonction continue
bornée deX versR,−f n’est en effet pas nécessairement continue deX versR. Rappelons que
nous considérons toujoursR muni de sa topologie de Scott, dans laquelle les ouverts non vides
sont de la forme]t,+∞[.

La fonction−f n’est pas non plus en général continue deXd versR. Pour ceci, il faudrait que
f−1] −∞, t[ soit cocompact pour toutt ∈ R. On peut cependant approcher−f par le haut, par
des fonctionsg continues bornées deXd versR telles quef + g ≥ 0 : voir la proposition 6.2.14
plus bas.

En attendant, démontrons un lemme technique.

Lemme 6.2.13SoitX un espace stablement compact. Pour toute fonction étagéef =
∑n

i=0 aiχUi

deX dansR, oùX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un est une suite décroissante d’ouverts deX, eta0 ∈ R,
a1, . . . , an ∈ R+, pour toute fonctiong continue bornée deXd dansR telle quef + g ≥ 0, il
existe une fonction étagée deXd dansR de la forme

h = −
n∑

i=0

aiχQi

où la famille de compacts saturés(Qi)
n
i=1 vérifieQi ⊆ Ui, 0 ≤ i ≤ n, etQn ⊆ . . . ⊆ Q1 ⊆

Q0 = X, et telle que−f ≤ h ≤ g.

Démonstration. Supposons queg soit une fonction continue bornée deXd vers R telle que
f + g ≥ 0. Pour touti, 1 ≤ i ≤ n, g−1(]− a0 − a1 − . . .− ai,+∞[) est un ouvert deXd, donc
un cocompactX \Qi. Posonsh = (−∑n

i=0 ai)χX +
∑n

i=1 aiχX\Qi
. On observe que :

– h est de la forme souhaitée : puisqueχX\Qi
= 1− χQi

, h = −a0χX −
∑n

i=1 aiχQi
;

– Pour touti, 0 ≤ i ≤ n, Qi ⊆ Ui. C’est évident pouri = 0, puisqueQ0 = X = U0.
Supposons donci ≥ 1. Si x ∈ Qi, alorsx 6∈ X \ Qi, doncg(x) ≤ −a0 − a1 − . . . − ai

par définition deQi. Commef(x) + g(x) ≥ 0, f(x) ≥ a0 + a1 + . . . + ai. Or si x
n’était pas dansUi, il ne serait pas non plus dansUi+1, . . . ,Un, doncf(x) vaudrait au plus
a0 + a1 + . . .+ ai−1. Doncx ∈ Ui.

– En particulier,f + h ≥ 0, c’est-à-dire−f ≤ h. En effet, commeQi ⊆ Ui, χQi
≤ χUi

,
donc pour toutx ∈ X, f(x) + h(x) = a0 − a0 +

∑n
i=1 ai(χUi

(x)− χQi
(x)) ≥ 0.

– Qn ⊆ . . . ⊆ Q1 ⊆ Q0 = X. En effet, l’inclusion dansQ0 = X est triviale, d’une part, et
pour montrer queQn ⊆ . . . ⊆ Q1, on remarque que lorsquei croît de1 à n, l’intervalle
] − a0 − a1 − . . . − ai,+∞[ croît, doncX \ Qi croît aussi, doncQi décroît pour l’ordre
d’inclusion⊆.

– Donch est une fonction étagée deXd versR, car on peut l’écrire
(
−

n∑

i=0

ai

)
χX + anχX\Qn + an−1χX\Qn−1 + . . . + a1χX\Q1

oùX ⊇ X \Qn ⊇ . . . ⊇ X \Q1, etX et lesX \Qi sont bien des ouverts deXd.
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– Finalement,h ≤ g. En effet, pour toutx ∈ X, soit k l’entier, 1 ≤ k ≤ n, tel que
x 6∈ X \ Qk−1 maisx ∈ X \ Qk. Alors h(x) = (−∑n

i=0 ai) +
∑n

i=k ai = −∑k−1
i=0 ai, et

g(x) ≥ −∑k−1
i=0 ai, puisque commex ∈ X \Qk, par définitiong(x) > −∑k

i=0 ai. ⊓⊔
Proposition 6.2.14 SoitX un espace stablement compact,ν un jeu continu surX. Pour toute
fonctionf continue bornée deX dansR,

− C

∫

x∈X

f(x)dν = inf
g

C

∫

x∈Xd

g(x)dν⊥

où g parcourt l’ensemble des fonctions continues bornées (resp. des fonctions étagées) deXd

dansR telles quef + g ≥ 0.

Démonstration.On doit d’abord montrer que, pour toute fonctionf continue bornée deX dans
R, pour toute fonctiong continue bornée deXd dansR, avecf + g ≥ 0, alors

C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈Xd

g(x)dν⊥ ≥ 0 (6.2)

Considérons la fonction étagéefK définie au lemme 4.1.6, et écrivons-la
∑n

i=0 aiχUi
, a0 ∈ R,

a1, . . . , an ∈ R+, X = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un. Pour toute fonction continue bornéeg deXd dans
R telle quef + g ≥ 0, on afK + g ≥ − 1

2K . Posonsg′ la fonction continue bornéeg+ 1
2K deXd

dansR. CommefK + g′ ≥ 0, par le lemme 6.2.13, il existe une fonction étagéeh de la forme

h =
n∑

i=0

aiχQi

avecQi ⊆ Ui pour touti, 0 ≤ i ≤ n, telle que−fK ≤ h ≤ g′. Alors

C

∫

x∈X

fK(x)dν + C

∫

x∈Xd

h(x)dν⊥

=
n∑

i=0

aiν(Ui) +

(
−

n∑

i=0

ai

)
ν⊥(X) +

n∑

i=1

aiν
⊥(X \Qi)

par la proposition 4.1.4, et en utilisant le fait que

h =

(
−

n∑

i=0

ai

)
χX +

n∑

i=1

aiχX\Qi

=
n∑

i=0

aiν(Ui) +

(
−

n∑

i=0

ai

)
[ν(X)− ν†(∅)] +

n∑

i=1

ai[ν(X)− ν†(Qi)]

=
n∑

i=0

aiν(Ui)− a0ν(X)−
n∑

i=1

aiν
†(Qi)

puisqueν†(∅) = 0, par le lemme 6.2.3, point 1.

=
n∑

i=1

aiν(Ui)−
n∑

i=1

aiν
†(Qi) carU0 = X

≥ 0 carQi ⊆ Ui, doncν†(Qi) ≤ ν(Ui), par la définition 6.2.1.
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Commeh ≤ g′ = g + 1
2K , etν⊥(Xd) = ν(X),

C

∫

x∈Xd

h(x)dν⊥ ≤ C

∫

x∈Xd

g(x)dν⊥ +
1

2K
ν(X)

CommefK ≤ f ,

C

∫

x∈X

fK(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν

Donc

C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈Xd

g(x)dν⊥ ≥ − 1

2K

Ceci étant vrai pour toutK ∈ N, nous avons montré (6.2).
Réciproquement, montrons que, pour toutǫ > 0, il existe une fonction continue bornée, en

fait même une fonction étagéeh deXd dansR telle quef + h ≥ 0 et :

C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈Xd

h(x)dν⊥ ≤ ǫ

PosonsK ∈ N suffisamment grand, de sorte que1
2K ν(X) ≤ ǫ/2. De nouveau, écrivonsfK sous

la forme
∑n

i=0 aiχUi
, a0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+, X = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un. Supposons de plus

queai 6= 0 pour touti, 1 ≤ i ≤ n. Par le lemme 6.2.2, point 1., pour touti, 1 ≤ i ≤ n, ν(Ui)
est la borne supérieure desν†(Q), lorsqueQ parcourt les compacts saturés deX inclus dansU .
Il existe donc un compact saturéQi ⊆ Ui tel queν†(Qi) ≥ ν(Ui) − ǫ

2
Pn

i=1 ai
(si
∑n

i=1 ai 6= 0 ;
sinon, comme lesai, 1 ≤ i ≤ n, sont non nuls, c’est quen = 0, et alors le problème ne
se pose pas, puisqu’il n’y a pas deUi, 1 ≤ i ≤ n). De plus, on peut supposer sans perte de
généralité queQn ⊆ . . . ⊆ Q1, quitte à remplacerQi par

⋃
j≤iQj. En posant, additionnellement,

Q0 = X = U0, la fonction

h = −
n∑

i=0

aiχQi

est étagée deXd dansR, par le même raisonnement qu’au lemme 6.2.13. De même, on peut
réécrire

h =

(
−

n∑

i=0

ai

)
χX +

n∑

i=1

aiχX\Qi
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On en déduit

C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈Xd

h(x)dν⊥

≤ C

∫

x∈X

fK(x)dν +
1

2K
ν(X) + C

∫

x∈Xd

h(x)dν⊥ carf ≤ fK + 1
2K

=
n∑

i=0

aiν(Ui) +
1

2K
ν(X) +

(
−

n∑

i=0

ai

)
ν⊥(X) +

n∑

i=1

aiν
⊥(X \Qi)

=
n∑

i=1

aiν(Ui) +
1

2K
ν(X)−

n∑

i=1

aiν
†(Qi) =

n∑

i=1

ai[ν(Ui)− ν†(Qi)] +
1

2K
ν(X)

≤
n∑

i=1

ai
ǫ

2
∑n

i=1 ai
+
ǫ

2
≤ ǫ

ce qui nous permet de conclure. ⊓⊔

Corollaire 6.2.15 SoitX un espace stablement compact, etν un jeu continu surXd. Pour toute
fonction continue bornéeg deXd dansR,

− C

∫

x∈Xd

g(x)dν = inf
f

C

∫

x∈X

f(x)dν⊥

lorsquef parcourt les fonctions continues bornées (resp. étagées) deX dansR telles quef+g ≥
0.

Démonstration.Par la proposition 6.2.14, carXdd = X. ⊓⊔

6.3 Capacités linéairement extensibles par le haut

Les crédibilités étant exactement les jeux linéairement extensibles par le bas (théorème 5.4.8),
sous quelques hypothèses sur l’espaceX, on peut se demander si les plausibilités ne seraient pas
caractérisables de manière similaire. C’est bien évidemment une conséquence du théorème de
dualité convexe-concave.

On en déduit en particulier les résultats suivants, à partirde ceux du chapitre 5.

Définition 6.3.1 On dit qu’un jeuν surX estlinéairement extensible par le hautsi et seulement
s’il existe une valuation continueP sur H(X) telle que, pour toute fonction continue bornée
f : X → R, on a

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dP (6.3)

où

f∗(F ) = sup
x∈F

f(x)
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L’intégrale de droite a un sens dans (6.3), car :

Lemme 6.3.2 Pour toute fonction continuef deX dansR, f∗ est une fonction continue de
Hu(X) dansR, donc aussi deH(X) dansR.

Démonstration.Rappelons queHu(X) est l’espace des fermés deX, ordonnés par l’inclusion
⊆, et muni de la topologie haute. Comme tout ouvert deHu(X) est un ouvert de Scott, c’est-à-
dire un ouvert deH(X), toute fonction qui est continue deHu(X) dansR est aussi continue de
H(X) dansR.

Pour toutt ∈ R, f∗ −1(]t,+∞[) = {F ∈ H(X)| supx∈F f(x) > t} = {F ∈ H(X)|∃x ∈
F · f(x) > t} = {F ∈ H(X)|F ∩ f−1]t,+∞[6= ∅} = 3f−1]t,+∞[, qui est ouvert dans la
topologie haute, par la proposition 3.4.17. ⊓⊔

Comme à la proposition 5.4.4, on peut démontrer que tout jeu linéairement extensible par le
haut est une plausibilité continue.

Proposition 6.3.3 SoitX un espace topologique. Une capacitéν surX est linéairement exten-
sible par le haut si et seulement s’il existe une valuation continueP sur Hu(X) telle que, pour
tout ouvertU deX,

ν(U) = P (3U)

Alorsν est totalement concave, monotone et continue : toute capacité linéairement extensible par
le haut est une loi de plausibilité continue surX. De plus, pour toute fonction continue bornée
f deX versR, l’égalité (6.3) est valide.

Démonstration.Si ν est linéairement extensible par le haut, soitP une valuation continue véri-
fiant (6.3). Posonsf = χU , alors l’intégrale de Choquet def vaut ν(U). D’autre part,f∗(F )
si et seulement sisupx∈F χU(x) = 1, si et seulement siF intersecteU , si et seulement si
F ∈ 3U . Doncf∗ = χ3U . L’intégrale de Choquet def∗ vaut doncP (3U). Donc nécessai-
rementν(U) = P (3U).

Réciproquement, supposons queν(U) = P (3U) pour tout ouvertU deX. On a

C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dP =

∫ +∞

0

P (f∗ −1]t,+∞[)dt +

∫ 0

−∞

[P (f∗ −1]t,+∞[)− P (H(X))]dt

Or P (f∗ −1]t,+∞[) = P (3f−1]t,+∞[) = ν(f−1]t,+∞[). Comme d’autre part,P (H(X)) =
P (3X) = ν(X),

C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dP =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

= C

∫

x∈X

f(x)dν

Montrons qu’alorsν est une loi de plausibilité. D’abord,ν est monotone : siU ⊆ V , alors
3U ⊆ 3V par le lemme 3.4.18, doncP (3U) ⊆ P (3V ) puisqueP est monotone, doncν(U) ⊆
ν(V ).
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Ensuite,ν est continue. Pour montrer ceci, considérons une famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I .
Par le lemme 3.4.18,3

⋃
i∈I Ui =

⋃
i∈I 3Ui. On en déduit

ν

(
⋃

i∈I

Ui

)
= P

(
3
⋃

i∈I

Ui

)
= P

(
⋃

i∈I

3Ui

)
=
⋃

i∈I

P (3Ui) =
⋃

i∈I

ν(Ui)

Finalement, montrons queν est totalement concave. Soit(Ui)
n
i=1 une famille finie d’ouverts.

Alors, en observant que3
⋂n

i=1 Ui ⊆
⋂n

i=1 3Ui,

ν

(
n⋂

i=1

Ui

)
= P

(
3

n⋂

i=1

Ui

)

≤ P

(
n⋂

i=1

3Ui

)
parce queP est monotone

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1P

(
⋃

i∈I

3Ui

)

par le principe d’exclusion-inclusion appliqué à la valuation P

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1P

(
3
⋃

i∈I

Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋃

i∈I

Ui

)

où l’avant-dernière ligne se déduit du fait que3
⋃

i∈I Ui =
⋃

i∈I 3Ui par le lemme 3.4.18. ⊓⊔
La réciproque est valide, au moins sous certaines conditions surX, au sens où les capacités

linéairement extensibles par le haut sont exactement les plausibilités continues, mais ceci n’est
pas immédiat. On le déduira en adaptant les résultats qui montrent que toute crédibilité continue
ν est borne supérieure d’une famille de crédibilités simplesbien au-dessous deν.

Comme l’applicationν 7→ ν⊥ renverse l’ordre sur les jeux continus normalisés (par le théo-
rème 6.2.11), il est naturel de montrer que toute plausibilité continue normaliséeν est borne
inférieure de plausibilités simples normalisées bien au-dessus deν, au sens suivant :

Définition 6.3.4 Sur tout ensemble ordonné, définissons la relation “bien au-dessus”≫ par :
x ≫ y si et seulement si, pour toute famille filtrante(zi)i∈I ayant une borne inférieurez telle
quez ≤ y, il existei ∈ I tel quezi ≤ x.

On fera bien attention que, alors quex ≥ y est par définition équivalent ày ≤ x, en revanche
x≫ y n’a en général rien à voir avecy ≪ x. La relation≫ est cependant bien la relation “bien
au-dessous” pour l’opposé≥ de l’ordre≤.

On a l’observation symétrique du lemme 5.5.2 :
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Lemme 6.3.5 Soit (νi)i∈I une famille filtrante de plausibilités continues normalisées sur l’es-
pace stablement compactX, ayant pour borne inférieureν. Alorsν est une plausibilité continue
normalisée.

Démonstration.Pour touti ∈ I, ν⊥i est une crédibilité continue normalisée, et(ν⊥i )i∈I est une
famille dirigée dont la borne supérieure (dans l’espaceV1(X) des jeux normalisés continus) est
ν⊥, par le théorème 6.2.11. Par le lemme 5.5.2,ν⊥ est une crédibilité continue normalisée. Par
le théorème 6.2.11 encore,ν est une plausibilité continue normalisée. ⊓⊔

Lemme 6.3.6 SoitX un espace stablement compact. Pour tous jeux normalisés continus (resp.
convexes, concaves, totalement convexes, totalement concaves)ν, ν ′, ν ≪ ν ′ si et seulement si
ν⊥ ≫ ν ′⊥.

Démonstration.Supposonsν ≪ ν ′. Pour toute famille filtrante(νi)i∈I de jeux normalisés conti-
nus (resp. convexes, concaves, totalement convexes, totalement concaves) telle queinf i∈I νi ≤
ν ′⊥, le théorème 6.2.11 impliquesupi∈I ν

⊥
i ≥ ν ′, donc il existei ∈ I tel queν⊥i ≥ ν. Donc

νi ≤ ν⊥ par le théorème 6.2.11. On en conclut queν⊥ ≫ ν ′⊥. L’affirmation symétrique et
démontrée de façon similaire. ⊓⊔

Proposition 6.3.7 SoitX un espace stablement compact. Soit≫1 la relation “bien au-dessus”
dans l’espacePb1(X) des plausibilités continues normalisées surX.

Toute loi de plausibilité continue normaliséeν est la borne inférieure d’une famille filtrante
(νi)i∈I de plausibilités simples normalisées bien au-dessus deν, i.e., telles queνi ≫1 ν pour
tout i ∈ I. Plus précisément, la famille des plausibilités simples normalisées bien au-dessus de
ν est filtrante, et a pour borne inférieureν.

Démonstration.Soit ν une plausibilité continue normalisée. Par le théorème 6.2.11,ν⊥ est une
crédibilité continue normalisée. Par la proposition 5.5.8, ν⊥ est la borne supérieure de la famille
dirigée (ν ′i)i∈I de toutes les crédibilités simples normalisées telles queν ′i ≪1 ν

⊥ pour touti,
où≪1 est la relation “bien au-dessous” dans l’espaceCd1(X

d) des crédibilités continues nor-
malisées surXd. Par le théorème 6.2.11,νi = ν ′i

⊥ définit une famille filtrante de plausibilités
continues normalisées, de borne inférieureν. Par le lemme 6.2.8,νi est même une plausibilité
simple. De plus, commeν ′i ≪1 ν

⊥, on aν ′i
⊥ ≫1 ν par le lemme 6.3.6.

Finalement, la famille des plausibilités simples normalisées bien au-dessus deν est exacte-
ment la famille(νi)i∈I , par le lemme 6.3.6 encore, d’où l’on déduit qu’elle est filtrante et a pour
borne inférieureν. ⊓⊔

On peut même généraliser au cas des espaces stablementlocalementcompacts, ce sera la pro-
position 6.3.13 ci-dessous. Ceci nécessite l’utilisationd’une variante de l’astuce d’Edalat (voir
la proposition 5.5.8), sous la forme, duale, utilisée par Alvarez-Manilla (2000, corollaire 3.40).

Lemme 6.3.8 SoitX⊥ l’espaceX avec un nouvel élément⊥, dont les ouverts sont ceux deX,
plusX⊥ tout entier. Les compacts saturés deX⊥ sont ceux deX, plusX⊥ tout entier.

Si X est stablement localement compact, alorsX⊥ est stablement compact, son ordre de
spécialisation coïncide avec celui deX surX, et⊥ est l’élément le plus petit deX⊥.
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Démonstration.Notons≤⊥ le préordre de spécialisation deX⊥,≤ celui deX. D’abord,⊥ ≤⊥ x
pour toutx ∈ X⊥, puisque le seul ouvert contenant⊥ estX⊥ tout entier. Donc⊥ est l’élément
le plus petit deX⊥. Ensuite, pour tousx, y ∈ X, si x ≤ y alors tout ouvert deX⊥ qui contient
x contient aussiy, soit que cet ouvert soitX⊥ tout entier, soit que ce soit un ouvert deX ; donc
x ≤⊥ y. Réciproquement, six ≤⊥ y, alorsx ≤ y car tout ouvert deX est un ouvert deX⊥.
Donc≤⊥ coïncide avec≤ surX.

Montrons que les compacts saturés deX⊥ sont ceux deX, plusX⊥ tout entier :
– SoitQ un compact saturé deX⊥. SiQ contient⊥, alorsQ = X⊥ carQ est saturé. Sinon,
Q est inclus dansX, et de tout recouvrement ouvert dansX, qui est nécessairement un
recouvrement ouvert deQ dansX⊥, on peut en extraire un sous-recouvrement fini ; donc
Q est compact dansX, et aussi saturé car≤⊥ coïncide avec≤ surX.

– Réciproquement, soitQ un compact saturé deX, et (Ui)i∈I un recouvrement ouvert deQ
dansX⊥. S’il existei ∈ I tel queUi = X⊥, alorsUi seul recouvre déjàQ. Sinon,(Ui)i∈I

est un recouvrement ouvert deQ dansX, donc on peut en extraire un sous-recouvrement
fini. DoncQ est un compact deX⊥, qui est saturé parce que≤⊥ coïncide avec≤ surX.
D’autre part,X⊥ est lui aussi compact : si(Ui)i∈I est un recouvrement ouvert deX⊥, alors
⊥ ∈ ⋃i∈I Ui, donc⊥ ∈ Ui pour uni ∈ I, ce qui implique surUi seul recouvre déjàX⊥.

Il reste à montrer queX⊥ est stablement compact :
– Soit(Qi)i∈I une famille filtrante de compacts saturés deX⊥ telle que

⋂
i∈I Qi ⊆ U , oùU

est un ouvert deX⊥. SiU = X⊥, et alorsQi ⊆ U pour n’importe queli ∈ I (qui existe,
puisqu’une famille filtrante est non vide). SiQi = X⊥ pour touti ∈ I, alorsU = X⊥.
Traitons donc du cas restant oùU 6= X⊥ est un ouvert deX, et il existe des indicesi ∈ I
tels queQi 6= X⊥. La sous-famille desQi tels queQi 6= X⊥ est alors une famille filtrante
de compacts saturés deX, telle que

⋂
i∈I Qi ⊆ U , donc il existei ∈ I tel queQi ⊆ U ,

parce queX est bien filtrant.
– Soitx un point deX⊥, etU un ouvert deX⊥ contenantx. Si U = X⊥, alors il existe un

compact saturéQ deX⊥ tel quex ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ U (où l’intérieur
◦

Q deQ est pris dans
X⊥), à savoirX⊥ lui-même, qui est à la fois compact et ouvert. Sinon,U est un ouvert de
X. Commex ∈ U , x est un point deX, donc il existe un compact saturéQ deX⊥ tel que

x ∈
◦

Q ⊆ Q ⊆ U (où l’intérieur
◦

Q deQ est cette fois-ci pris dansX). MaisQ est aussi
un compact deX⊥, et son intérieur dansX est aussi son intérieur dansX⊥. DoncX⊥ est
localement compact.

– L’intersection de deux compacts saturés deX⊥ est clairement encore un compact saturé de
X⊥. Lorsque les deux compacts saturés sont dansX, c’est parce queX est cohérent.

– Finalement, on a vu plus haut queX⊥ était compact. ⊓⊔

Lemme 6.3.9 SoitX un espace stablement localement compact, etν une capacité surX. Pour
tout c ≥ ν(X), définissonsνc

⊥ par : νc
⊥(U) = ν(U) pour tout ouvertU deX, etνc

⊥(X⊥) = c.
Si ν est monotone, alorsνc

⊥ est monotone. Siν est continue, alorsνc
⊥ est continue. Siν est

totalement concave (resp. concave, resp. totalement convexe, resp. convexe, resp. modulaire),
alors νc

⊥ est totalement concave (resp. concave, resp. totalement convexe, resp. convexe, resp.
modulaire).
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Démonstration. Le fait queνc
⊥ soit monotone dès queν l’est est une conséquence directe de

c ≥ ν(X). Si ν est continue, alorsνc
⊥ est continue, parce que pour toute famille dirigée(Ui)i∈I

d’ouverts deX⊥, si⊥ ∈ ⋃i∈I Ui, alors⊥ ∈ Ui pour uni ∈ I. Supposonsν totalement concave,
et soit(Ui)

n
i=1 une famille finie d’ouverts deX⊥, n ≥ 1, soit I0 l’ensemble desi ∈ I tels que

⊥ 6∈ Ui, alors

ν⊥

(
n⋂

i=1

Ui

)
=

{
c si tous lesUi contiennent⊥, c’est-à-dire siI0 = ∅
ν
(⋂

i∈I0
Ui

)
sinon

D’autre part,

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋃

i∈I

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1c+
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋃

i∈I

Ui

)

Si I0 = ∅, ceci vaut
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1c = c

par le lemme 3.11.1. Sinon,
∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1c =
∑

I⊆{1,...,n}
I∩({1,...,n}\I0) 6=∅

(−1)|I|+1c = 0

par le lemme 3.11.2, donc

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋃

i∈I

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋃

i∈I

Ui

)

≥ ν

(
⋂

i∈I0

Ui

)
= ν⊥

(
n⋂

i=1

Ui

)

puisqueν est totalement concave.
Si ν est concave, l’argument est similaire à l’argument ci-dessus dans le casn = 2, et nous

permet de conclure queνc
⊥ est concave.

Si ν est totalement convexe, soitI0 l’ensemble desi ∈ I tels que⊥ ∈ Ui, alors

ν⊥

(
n⋃

i=1

Ui

)
=

{
c si unUi contient⊥, c’est-à-dire siI0 6= ∅
ν (
⋃n

i=1 Ui) sinon

D’autre part,

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆I0

(−1)|I|+1c+
∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)
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Si I0 = ∅, le premier terme de l’addition est nul, donc

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
≤ ν

(
n⋃

i=1

Ui

)

puisqueν est totalement convexe. SiI0 6= ∅, le premier terme de l’addition vautc par le
lemme 3.11.1, donc

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)
= c+

∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)

= c+
∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)

Posons maintenantU ′
i = Ui si i 6∈ I0, c’est-à-dire si⊥ 6∈ Ui, etU ′

i = X sinon. Dans tous les cas,
U ′

i est un ouvert deX. De plus, siI 6⊆ I0, alors
⋂

i∈I Ui =
⋂

i∈I\I0
Ui =

⋂
i∈I\I0

U ′
i =

⋂
i∈I U

′
i ,

donc :

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν⊥

(
⋂

i∈I

Ui

)

= c+
∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

U ′
i

)

= c− ν(X) +
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆I0

(−1)|I|+1ν(X) +
∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

U ′
i

)

par le lemme 3.11.1

= c− ν(X) +
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅
I⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

U ′
i

)
+

∑

I⊆{1,...,n}
I 6⊆I0

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

U ′
i

)

= c− ν(X) +
∑

I⊆{1,...,n}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

U ′
i

)

≤ c− ν(X) + ν

(
n⋃

i=1

U ′
i

)
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puisqueν est totalement convexe. Orν (
⋃n

i=1 U
′
i) = ν(X) puisqueI0 est non vide, donc ceci est

inférieur ou égal àc = ν⊥ (
⋃n

i=1 Ui).
Le cas oùν est convexe se démontre par le même argument, avecn = 2. Le cas oùν est

modulaire se déduit des cas convexe et concave. ⊓⊔
Ceci nous permet d’étendre le lemme 6.3.5.

Lemme 6.3.10SoitX un espace stablement localement compact, et(νi)i∈I une famille filtrante
de plausibilités continues surX, ayant pour borne inférieureν. Alors ν est une plausibilité
continue. Si lesνi sont normalisées, alorsν est normalisée.

Démonstration.Fixonsc > ν(X), et considérons la sous-familleJ desi ∈ I tels queνi(X) ≤ c.
Cette famille est non vide, puisquec > ν(X) = infi∈I νi(X). La famille(νi)i∈J est alors filtrante.
Ceci provient du fait :(∗) si i ∈ I (a fortiori i ∈ J) et j ∈ J , il existek ∈ K tel queνk ≤ νi, νj ,
donc aussiνk(X) ≤ νj(X) ≤ c. Enfin infi∈J νi = infi∈I νi : infi∈J νi ≥ infi∈I νi carJ ⊆ I, et
infi∈J νi ≤ infi∈I νi car pour touti ∈ I, il existej ∈ J , donck ∈ J tel queνi ≥ νk par(∗).

La famille (νc
i ⊥/c)i∈J est alors encore filtrante. En effet,νc

i ⊥/c ≤ νc
j ⊥/c si et seulement si

νi ≤ νj ; c’est une conséquence directe de la définition deνc
i ⊥/c. Chaque capacitéνc

i ⊥/c est
une plausibilité continue surX⊥ par le lemme 6.3.9, qui est de plus normalisée par construc-
tion. Par le lemme 6.3.5, sa borne inférieureν ′ = infi∈J ν

c
i ⊥/c est une plausibilité continue

normalisée surX⊥. Posonsν égale àc fois la restriction deν ′ àX. Par construction,ν est une
plausibilité continue surX, et pour tout ouvertU deX, ν(U) = c.ν ′(U) = c. infi∈J ν

c
i ⊥/c(U) =

c. infi∈J νi(U)/c = inf i∈J νi(U) = infi∈I νi(U).
Finalement, si lesνi sont normalisées,ν(X) = inf i∈I νi(X) = 1, doncν est normalisée. ⊓⊔

Ouvrons une parenthèse, et remarquons que toute borne supérieure de famille dirigée de plausi-
bilités continues est aussi une plausibilité continue :

Lemme 6.3.11Soit (νi)i∈I une famille dirigée de plausibilités continues surX, ayant pour
borne supérieureν. Alorsν est une plausibilité continue.

Démonstration.Similaire au lemme 6.3.11. Clairementν(∅) = 0, etν est monotone. Pour toute
famille dirigée d’ouverts(Uj)j∈J deX,

ν

(
⋃

j∈J

Uj

)
= sup

i∈I
νi

(
⋃

j∈J

Uj

)

= sup
i∈I

sup
j∈J

νi(Uj) = sup
j∈J

sup
i∈I

νi(Uj) = sup
j∈J

ν(Uj)

doncν est continue. Reste à montrer queν est totalement concave. Pour chaquei ∈ I, νi est
totalement concave, ce que l’on peut écrire

νi

(
n⋂

j=1

Uj

)
+

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| pair

νi

(
⋃

j∈I

Uj

)
≤

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| impair

νi

(
⋃

j∈I

Uj

)
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Prenons les bornes supérieures de chaque côté. Comme l’addition est Scott-continue surR
+

,

ν

(
n⋂

j=1

Uj

)
+

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| pair

ν

(
⋃

j∈I

Uj

)
≤

∑

I⊆{1,...,n},
I 6=∅,

|I| impair

ν

(
⋃

j∈I

Uj

)

ce qui signifie queν est totalement concave. ⊓⊔
Par dualité convexe-concave (proposition 6.2.10 et lemme 6.2.8), on en déduit :

Corollaire 6.3.12 SoitX un espace stablement compact. Soit(νi)i∈I une famille filtrante de
crédibilités continues surX, ayant pour borne inférieureν. Alorsν est une crédibilité continue.

Refermons la parenthèse, et revenons à l’étude de l’espacePb(X) des plausibilités continues
surX, avec son ordre inversé≥.

Proposition 6.3.13 SoitX un espace stablement localement compact. Soit≫ la relation “bien
au-dessus” dans l’espacePb(X) (resp.,Pb≤1(X)) des plausibilités continues (resp. sous-
normalisées) surX.

Tout plausibilité continue (resp. et sous-normalisée)ν est la borne inférieure d’une famille
filtrante (νi)i∈I de plausibilités simples (resp. et sous-normalisées) bienau-dessus deν, c’est-
à-dire telles queνi ≫ ν pour touti ∈ I. Plus précisément, la famille des plausibilités simples
(resp. et sous-normalisées) bien au-dessus deν est filtrante, et a pour borne inférieureν.

Démonstration.Fixonsc ≥ ν(X) non nul,c = 1 dans le cas sous-normalisé. Par le lemme 6.3.9,
νc
⊥ est une plausibilité continue, doncν⊥ = 1/c.νc

⊥ est aussi une plausibilité continue, qui de
plus est normalisée. Par le lemme 6.3.8,X⊥ est stablement compact. On peut donc appliquer la
proposition 6.3.7 :ν⊥ est borne inférieure de la famille filtrante(ν ′i)i∈I des plausibilités simples
normalisées bien au-dessus deν⊥, c’est-à-dire telles queν ′i ≫1 ν⊥. Soit νi la restriction deν ′i
àX. La famille (νi)i∈I est encore une famille filtrante. Dans le cas sous-normalisé, rappelons
quec = 1, et νi est donc sous-normalisée pour touti ∈ I. De plus,νi⊥ = ν ′i par définition de
νi⊥ = 1/cνc

1⊥. Si ν ′i s’écrit

a⊥e{⊥} +
∑n

i=1 aieFi

où chaqueFi est un fermé non vide deX⊥ non réduit à{⊥}, alors

νi =
n∑

i=1

aieFi∩X

est donc une plausibilité simple.
Montrons queνi ≫ ν. Pour toute famille filtrante(νij)j∈J de plausibilités continues (resp.

et sous-normalisées) surX telle queinfj∈J νij ≤ ν, clairementinfj∈J νij⊥ ≤ ν⊥, donc il existe
j ∈ J tel queνij⊥ ≤ ν ′i, puisqueν ′i ≫1 ν⊥. On en déduitνij⊥ ≤ νi⊥, doncνij ≤ νi.
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La plausibilité continueν est donc la borne inférieure d’une famille filtrante de plausibilités
continues (resp. et sous-normalisées) bien au-dessus deν, au sens de la relation≫. De plus,
toute plausibilité continueν1 (resp. et sous-normalisée) bien au-dessus deν, c’est-à-dire telle que
ν1 ≫ ν, est l’un desνi : en effet, pour toute famille filtrante(ν1′

j)j∈J
de plausibilités continues

normalisées surX⊥ telle queinfj∈J ν
1′
j ≤ ν⊥, alors en posantν1

j la restriction deν1′
j à X,

infj∈J ν
1
j ≤ ν, doncν1

j ≤ ν1 pour unj ∈ J , d’où ν1′
j ≤ ν1

⊥ ; doncν1
⊥ ≫1 ν⊥, c’est-à-dire qu’il

existei ∈ I tel queν1
⊥ = ν ′i, autrement ditν1 = νi. Donc la famille des plausibilités simples

(resp. et sous-normalisées)(νi)i∈I est celle des plausibilités simples bien au-dessus deν ; elle est
filtrante, et a pour borne inférieureν. ⊓⊔

En passant, nous verrons à la proposition 6.3.18 que toute plausibilité continue est aussi
la borne supérieure d’une famille dirigée de plausibilitéssimples, dès queX est stablement
localement compact.

En renversant l’ordre, on obtient un résumé simple de la structure des plausibilités continues
normalisées.

Corollaire 6.3.14 SoitX un espace stablement localement compact. L’espacePbop(X) des
plausibilités continues surX, resp. l’espacePb

op
1 (X) des plausibilités continues sous-normali-

sées surX, munis de l’opposé≥ de l’ordre≤, sont des cpos continus. Les plausibilités simples
(resp. sous-normalisées) en forment une base.

SoitX un espace stablement compact. L’espacePb
op
1 (X) des plausibilités continues nor-

malisées surX, muni de l’opposé≥ de l’ordre≤, est un cpo continu. Les plausibilités simples
normalisées en forment une base.

Démonstration.Par la proposition 6.3.7 et la proposition 6.3.13. ⊓⊔
On en déduit le symétrique de la proposition 4.2.5.

Proposition 6.3.15 L’intégrale de Choquet sur les fonctions positives est Scott-cocontinue en
le jeu : pour toute famille filtrante(νi)i∈I de jeux ayant une borne inférieure, alors pour toute
fonctionf continue bornée à valeurs dansR+,

C

∫

x∈X

f(x)d inf
i∈I

νi = inf
i∈I

C

∫

x∈X

f(x)dνi

De plus, l’intégrale de Choquet est Scott-cocontinue en le jeu normalisé : l’égalité ci-dessus
reste vraie pour toute fonction continue bornée à valeurs dansR, du moment que toutes les jeux
νi sont normalisés.

Démonstration.On reprend la définition :

C

∫

x∈X

f(x)d inf
i∈I

νi =

∫ +∞

0

inf
i∈I

νi(f
−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[inf
i∈I

νi(f
−1]t,+∞[)− inf

i∈I
νi(X)]dt

Si f est à valeurs dansR+, alors l’intégrale de droite est identiquement nulle, et l’on conclut
par le théorème de Scott-cocontinuité pour les intégrales de Riemann de fonctions décroissantes.
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Sinon, et si tous les jeuxνi sont normalisés,νi(X) = 1, donc aussiinfi∈I νi(X) = 1, et l’on
conclut encore par le théorème de Scott-cocontinuité pour les intégrales de Riemann de fonctions
décroissantes. ⊓⊔

Théorème 6.3.16SoitX un espace stablement compact. Les lois de plausibilité continuesν sur
X sont exactement les capacités linéairement extensibles par le haut. Siν est une plausibilité
continue surX, il existe une unique valuation continueν∗ surHu(X) telle que

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

F∈Hu(X)

f∗(F )dν∗ (6.4)

De plus,ν∗ = ν⊥∗⊥. La fonctionν 7→ ν∗ est un isomorphisme d’ordre, donc aussi un homéo-
morphisme, de l’espacePb1(X) des plausibilités continues normalisées surX sur l’espace
V1(Hu(X)) des valuations continues normalisées surHu(X).

La valuation continueν∗ s’étend en une valuation continuẽν∗ surH(X) telle que

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dν̃∗ (6.5)

pour toute fonction continue bornéef : X → R. De plus,̃ν∗(H(X)) = ν∗(H(X)) = ν(X).

La fonctionν 7→ ν̃∗ est homogène : pour touta ∈ R+, (̃aν)∗ = aν̃∗ ; elle est de plus
croissante et cocontinue sur l’espacePb1(X) des plausibilités continues normalisées, et définit
un plongement d’ordre : pour toutes plausibilités continues normaliséesν, ν ′, ν ≤ ν ′ si et
seulement siν∗ ≤ ν ′∗ si et seulement sĩν∗ ≤ ν̃ ′∗.

Démonstration.L’unicité de ν∗ sur la topologie haute, c’est-à-dire surHu(X), est une consé-
quence de la proposition 6.3.3. En effet,ν∗(3U) est nécessairement égal àν(U) pour tout ouvert
U deX. Pour toute intersection finie

⋂n
i=1 3Ui de tels ouverts, on a nécessairement

ν∗

(
n⋂

i=1

3Ui

)
=

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν∗

(
⋃

i∈I

3Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν∗

(
3
⋃

i∈I

Ui

)

par le principe d’exclusion-inclusion et le lemme 3.4.18. Toute union finie d’intersections finies⋃
j

⋂
i 3Uij s’écrit aussi

⋂
f

⋃
j 3Uf(j)j (où f parcourt l’espace des fonctions qui à chaquej

associe l’un desi possibles)=
⋂

f 3
⋃

j Uf(j)j par le lemme 3.4.18, et la valeur deν∗ est donc
définie de façon unique sur de tels ouverts. Finalement, toutouvert deHu(X) est une union
dirigée de tels ouverts, d’où l’unicité de la valeur deν∗, qui est continue, sur tout ouvert de
Hu(X).

Noter queν∗ n’est probablement elle-même pas unique sur toutH(X), contrairement àν∗,
qui était unique sur toutQ(X), par la proposition 5.4.4.
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Soit ν une plausibilité continue surX. En multipliant au besoin par1/ν(X), on peut se
ramener au cas oùν est normalisée. (Sauf siν(X) = 0, auquel cas le résultat est trivial.) La
capacitéν∗ = ν⊥∗⊥ est une valuation continue surHop(X)d, c’est-à-dire surHu(X), par la pro-
position 3.4.17 — mais pas surH(X), qui a une topologie plus fine. Pour étendreν∗ àH(X), on
pourrait penser utiliser les résultats de Goubault-Larrecq (2005) pour étendreν∗ à la topologie
d’Alexandroff deHu(X), puis restreindre la valuation continue obtenue àH(X). Ceci nécessi-
terait de montrer queHu(X) est un C-espace, ou bien est stablement localement finitaire, ce qui
ne semble pas être le cas en général.

Nous emprunterons donc une autre voie.
Par la proposition 6.3.7,ν est la borne inférieure de la famille filtrante(νi)i∈I des plausibilités

simples normalisées bien au-dessus deν. On remarque que, pour toute plausibilité simpleνi =∑ni

j=1 aijeFij
,

(
ni∑

j=1

aijeFij

)

∗

=

(
ni∑

j=1

aijuFij

)∗⊥

par le lemme 6.2.8

=

(
ni∑

j=1

aijδFij

)⊥

par le fait 5.5.1

=

ni∑

j=1

aijδFij

par le lemme 6.2.8 encore, commeδFij
= u↑{Fij} = e↓{Fij}. Doncνi∗ est une valuation simple

normalisée surHop(X)d = Hu(X) pour touti ∈ I. La notion de valuation simple normalisée ne
dépendant pas de la topologie,νi∗ est aussi une valuation simple normalisée surH(X) — en fait
sur tout espace ayant le même ordre de spécialisation — pour tout i ∈ I.

Ensuite, comme(νi)i∈I est une famille filtrante de plausibilités continues normalisées de
borne inférieureν, (ν⊥i )i∈I est une famille dirigée de crédibilités continues normalisées de borne
supérieureν⊥ par le théorème 6.2.11. Par le lemme 5.5.4,(ν⊥∗

i )i∈I est une famille dirigée de
valuations continues normalisées surHop(X), de borne supérieureν⊥∗. Par le théorème 6.2.11
de nouveau,(ν⊥∗⊥

i )i∈I = (νi∗)i∈I est une famille filtrante de valuations continues normalisées
surHop(X)d, de borne inférieureν⊥∗⊥ = ν∗.

L’isomorphisme annoncé entrePb1(X) et V1(Hu(X)) est alors une conséquence du théo-
rème 6.2.11, du corollaire 5.5.10, et encore du théorème 6.2.11.

Comme de plus les valuationsνi∗ sont simples, la conditionνi∗ ≤ νj∗ s’exprime au travers
du lemme de découpage de Jones, qui est une condition combinatoire sur les coefficients deνi∗

etνj∗ ne dépendant de la topologie qu’à travers son ordre de spécialisation. CommeHop(X)d et
H(X) ont le même ordre de spécialisation, on aνi∗ ≤ νj∗ en tant que valuations surHop(X)d

si et seulement siνi∗ ≤ νj∗ en tant que valuations surH(X). Donc(νi∗)i∈I est une famille fil-
trante de valuations continues normalisées surH(X). Soitν̃∗ la borne inférieure de cette famille ;
clairement la restriction dẽν∗ àHu(X) = Hop(X)d vautν∗.
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On a alors :

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)d inf
i∈I

dνi

= inf
i∈I

C

∫

x∈X

f(x)dνi par la proposition 6.3.15

= inf
i∈I

C

∫

x∈X

f(x)d

ni∑

j=1

aijeFij

= inf
i∈I

ni∑

j=1

aij C

∫

x∈X

f(x)deFij
par la proposition 4.2.6

= inf
i∈I

ni∑

j=1

aij sup
x∈Fij

f(x) par le lemme 6.1.6

En utilisant la proposition 6.3.15, ceci est égal à

inf
i∈I

C

∫

F∈Hu(X)

f∗(F )d

ni∑

j=1

aijδFij
= inf

i∈I
C

∫

F∈Hu(X)

f∗(F )dνi = C

∫

F∈Hu(X)

f∗(F )dν∗

mais aussi à

inf
i∈I

C

∫

F∈H(X)

f∗(F )d

ni∑

j=1

aijδFij
= inf

i∈I
C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dνi = C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dν̃∗

Doncν est linéairement extensible par le haut.
Comme toutes les valuations impliquées sont normalisées — àun facteur multiplicatif près,

identique pour toutes les valuations —, on aν̃∗(H(X)) = 1 = ν∗(Hu(X)) = ν(X).

Le fait que(̃aν)∗ = aν̃∗ pour touta ∈ R+ est par construction. Rappelons que nous avons

défini ν̃∗ en pré-normalisantν d’abord, autrement dit en définissantν̃∗ = 1/a.(̃aν)∗, où a =
1/ν(X) (si ν(X) 6= 0 ; sinon,ν̃∗ = 0).

Il ne reste qu’à montrer que la fonctionν 7→ ν̃∗ est croissante et continue sur les plausibilités
continues normalisées. La monotonie vient du fait que, siν etν ′ sont deux plausibilités continues
normalisées telles queν ≤ ν ′, alors toutes les plausibilités simples normalisées bien au-dessus
de ν ′ sont au bien au-dessus deν. Réciproquement,̃ν∗ ≤ ν̃ ′∗ implique ν∗ ≤ ν ′∗, puisqueν̃∗
étendν∗ et ν̃ ′∗ étendν ′∗ ; ce qui impliqueν ≤ ν ′ puisque pour tout ouvertU , ν(U) = ν∗(3U) et
ν ′(U) = ν ′∗(3U).

Montrons la cocontinuité. Soit(νj)j∈J une famille filtrante de plausibilités continues norma-

lisées, de borne inférieureν. Pour chaquej ∈ J , soit (νj
i )i∈Ij

la famille filtrante des plausibili-
tés simples normalisées bien au-dessus deνj. Soit (νi′)i′∈I′ la famille filtrante des plausibilités
simples normalisées bien au-dessus deν. Pour toutj ∈ J , i ∈ Ij, ν

j
i ≫ νj, et νj ≥ ν, donc

νj
i = νi′ pour uni′ ∈ I ′. Réciproquement, pour touti′ ∈ I ′, νi′ ≫ ν. Par le corollaire 6.3.14,

on peut invoquer une propriété d’interpolation : il existe une plausibilité continue normaliséeν ′
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telle queνi′ ≫ ν ′ ≫ ν. Par définition de≫, et commeν = infj∈J ν
j, il existej ∈ J tel que

ν ′ ≥ νj. Doncνi′ ≫ νj. Donc il existei ∈ Ij tel queνi′ = νj
i . On en conclut que les familles

(νi′)i′∈I′ et (νj
i )j∈J

i∈Ij

sont identiques. Donc

ν̃∗ = inf
i′∈I′

νi′∗ = inf
j∈J
i∈Ij

νj
i∗ = inf

j∈J
inf
i∈Ij

νj
i∗ = inf

j∈J
ν̃j
∗

Doncν 7→ ν̃∗ est cocontinue. ⊓⊔
On peut encore une fois généraliser au cas des espaces stablement localement compacts, en

utilisant l’astuce d’Alvarez-Manilla. On y perd a priori l’homogénéité de la fonctionν 7→ ν̃∗.

Théorème 6.3.17Soit X un espace stablement localement compact. Les lois de plausibilité
continuesν surX sont exactement les capacités linéairement extensibles par le haut. Siν est
une plausibilité continue surX, il existe une unique valuation continueν∗ surHu(X) telle que

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

F∈Hu(X)

f∗(F )dν∗ (6.6)

De plus,ν∗(Hu(X)) = ν(X).
La fonctionν 7→ ν∗ définit un isomorphisme d’ordre, donc un homéomorphisme de l’espace

Pb(X) des plausibilités continues surX sur l’espaceV(Hu(X)) des valuations continues sur
Hu(X), ainsi que du sous-espacePb≤1(X) des plausibilités continues sous-normalisées surX
sur l’espaceV≤1(Hu(X)), et du sous-espacePb1(X) surV1(Hu(X)).

La valuation continueν∗ s’étend en une valuation continuẽν∗ surH(X) telle que

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dν̃∗ (6.7)

pour toute fonction continue bornéef : X → R. De plus,̃ν∗(H(X)) = ν(X).
La fonctionν 7→ ν̃∗ est croissante et cocontinue de l’espacePb1(X) des plausibilités conti-

nues normalisées vers l’espaceV1(H(X)) des valuations continues normalisées surH(X), et
définit un plongement d’ordre : pour toutes plausibilités continues normaliséesν, ν ′, ν ≤ ν ′ si
et seulement siν∗ ≤ ν ′∗ si et seulement sĩν∗ ≤ ν̃ ′∗.

Démonstration.Encore une fois, l’unicité est garantie, par la proposition6.3.3.
Notons que les éléments deHu(X⊥) sont lesF ∪ {⊥}, oùF parcourt les fermés deX (y

compris le fermé vide). Réservons la notation3U aux ouverts de base deHu(X) (U ouvert
deX), et notons3⊥U

′ = {F ∪ {⊥}|F fermé deX, (F ∪ {⊥}) ∩ U ′ 6= ∅} les ouverts de
base deHu(X⊥), U ′ ouvert deX⊥. (Ces ouverts engendrent les topologies respectives, par la
proposition 3.4.17.) Notons que siU ′ estX⊥ tout entier, alors3⊥U

′ = Hu(X⊥), et siU ′ est un
ouvertU deX, alors3⊥U = {F ∪ {⊥}|F ∈ 3U}.

Considérons la fonctionj : Hu(X⊥) → Hu(X)⊥ définie parj(F ∪ {⊥}) = F si F est
un fermé non vide deX, j({⊥}) = ⊥ sinon. Montrons que la fonctionj est continue. Les
ouverts deHu(X)⊥ sont ceux deHu(X) plusHu(X)⊥ tout entier. Par la proposition 3.4.17, la
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topologie deHu(X)⊥ est donc engendrée par les ensembles3U ,U ouvert deX. Or j−1(3U) =
{F ∪ {⊥}|F ∈ Hu(X) etF ∈ 3U, ouF = ∅ et⊥ ∈ 3U}. Comme⊥ n’appartient pas à3U ,
j−1(3U) = {F ∪ {⊥}|F ∈ 3U} = 3⊥U . Doncj est continue.

Par le lemme 6.3.8,X⊥ est stablement compact. Soitc = ν(X), par le lemme 6.3.9,νc
⊥

est une plausibilité continue surX⊥. Donc, en utilisant le théorème 6.3.16 et la caractérisation
des capacités linéairement extensibles par le haut donnée àla proposition 6.3.3, il existe une
valuation continueνc

⊥∗ surHu(X⊥) telle queνc
⊥∗(3⊥U

′) = νc
⊥(U ′) pour tout ouvertU ′ deX⊥.

Par le lemme 4.2.9,j[νc
⊥∗] est une valuation continue surHu(X)⊥. Pour tout ouvertU de

Hu(X), en rappelant queU est aussi un ouvert deHu(X)⊥, posonsν∗(U) = j[νc
⊥∗](U). Il est

immédiat queν∗ est une valuation continue surHu(X). De plus, pour tout ouvertU deX,
ν∗(3U) = νc

⊥∗(j
−1(3U)) = νc

⊥∗(3⊥U) = νc
⊥(U) = ν(U), la dernière égalité étant due au fait

queU est un ouvert deX et à la définition deνc
⊥.

Ceci termine de démontrer queν est linéairement extensible par le haut. Le fait que (6.6) soit
valide vient du fait queP = ν∗ vérifie l’équation (6.3), par la proposition 6.3.3. On a de plus
ν∗(Hu(X)) = ν∗(3X) = ν(X) par construction.

Montrons queν 7→ ν∗ définit un isomorphisme d’ordre. Soitν ≤ ν ′, et posonsc = ν(X),
c′ = ν ′(X). En particulier,c ≤ c′. Pour tout ouvertU deX, νc

⊥(U) = ν(U) ≤ ν ′(U) = ν ′c
′

⊥(U) ;
pour l’ouvertX⊥, νc

⊥(X⊥) = c ≤ c′ = ν ′c
′

⊥(X⊥). (Voir la définition, lemme 6.3.9.) Doncνc
⊥∗ ≤

ν ′c
′

⊥∗ par le théorème 6.3.16, donc pour tout ouvertU de Hu(X), ν∗(U) = νc
⊥∗(j

−1(U)) ≤
ν ′c

′

⊥∗(j
−1(U)) = ν ′∗(U). Doncν∗ ≤ ν ′∗. Réciproquement, siν∗ ≤ ν ′∗ alorsν∗(3U) ≤ ν ′∗(3U)

pour tout ouvertU deX, doncν(U) ≤ ν ′(U).
Ceci définit un isomorphisme d’ordre, donc un homéomorphisme, dePb(X) surV(Hu(X)).

De plus, siν(X) = 1, alorsν∗(Hu(X)) = ν(X) = 1, et réciproquement siν∗(Hu(X)) = 1 alors
ν(X) = 1, donc ceci définition aussi un isomorphisme dePb1(X) surV1(Hu(X)). On en déduit
de même que ceci définit encore un isomorphisme dePb≤1(X) surV≤1(Hu(X)).

Passons à l’étude deH(X) et de la valuatioñν∗.
Considérons la fonctionk : H(X⊥)→ H(X)⊥ définie, commej, park(F ∪ {⊥}) = F siF

est un fermé non vide deX, k({⊥}) = ⊥ sinon. Réservons la notationcl pour l’adhérence dans
X, et notonscl⊥ l’adhérence dansX⊥. Notons quecl⊥(A∪{⊥}) = cl(A)∪{⊥} pour toute partie
A deX : l’inclusion cl(A) ∪ {⊥} ⊇ cl⊥(A∪ {⊥}) est due au fait quecl(A) ∪ {⊥} est un fermé
deX⊥ contenantA∪{⊥} ; pour l’inclusion réciproque, on note que{⊥} ⊆ cl⊥(A∪{⊥}) d’une
part, et d’autre part quecl(A) =

⋂
F fermé deX,F⊇A F ⊆

⋂
F fermé deX,F⊇A(F ∪ {⊥}) ⊆⋂

F ′fermé deX⊥,F ′⊇A∪{⊥} F
′ = cl⊥(A ∪ {⊥}), puisque tout ferméF ′ contenantA ∪ {⊥} est de

la formeF ∪ {⊥} contientA.
Considérons une famille dirigée(F ′

i )i∈I d’éléments deX⊥. Si cette famille ne contient que
{⊥}, alors sa borne supérieure est{⊥}, et k(cl⊥(

⋃
i∈I F

′
i )) = k({⊥}) = ⊥ = supi∈I k(F

′
i ).

Sinon, considérons la sous-famille — non vide — desF ′
i qui sont de la formeFi ∪ {⊥}, Fi ∈

H(X). Cette sous-famille est clairement dirigée, et de même borne supérieure de(F ′
i )i∈I . On

peut donc supposer sans perdre de généralité queF ′
i est de la formeFi ∪ {⊥} pour touti ∈ I,

Fi ∈ H(X). Alors k(cl⊥(
⋃

i∈I F
′
i )) = k(cl⊥(

⋃
i∈I Fi ∪ {⊥})) = k(cl(

⋃
i∈I Fi) ∪ {⊥}) =

cl(
⋃

i∈I Fi) = supi∈I k(F
′
i ). Donck est continue.

On procède alors de même que plus haut, en utilisantk plutôt quej, c’est-à-dire en posant
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ν̃∗(U) = k[ν̃c
⊥∗](U) pour tout ouvertU deH(X). On note quẽν∗ est une valuation continue sur

H(X), queν̃∗ étendν∗, puisque pour tout ouvertU deHu(X) (qui est aussi un ouvert deH(X)),
ν̃∗(U) = ν̃c

⊥∗(k
−1(U)) = ν̃c

⊥∗(j
−1(U)) (puisquek et j coïncident)= νc

⊥∗(j
−1(U)) (puisque

j−1(U) est un ouvert deHu(X⊥), et ν̃c
⊥∗ étendνc

⊥∗) = ν∗(U). En particulier,ν̃∗(H(X)) =

(̃3X) = ν∗(3X) = ν(X).
L’équation (6.7) s’en déduit tout de suite. En effet, par la définition 4.1.1,

C

∫

F∈H(X)

f∗(F )dν̃∗ =

∫ +∞

0

ν̃∗(f
∗−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν̃∗(f
∗−1]t,+∞[)− ν̃∗(H(X))]dt

=

∫ +∞

0

ν∗(f
∗−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν∗(f
∗−1]t,+∞[)− ν̃∗(H(X))]dt

puisquef∗−1]t,+∞[ est un ouvert deHu(X)

et ν̃∗ est une extension deν∗

=

∫ +∞

0

ν∗(f
∗−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν∗(f
∗−1]t,+∞[)− ν∗(Hu(X))]dt

= C

∫

F∈Hu(X)

f∗(F )dν∗ = C

∫

x∈X

f(x)dν

par l’équation (6.6).
Montrons queν 7→ ν̃∗ est croissante. Soientν, ν ′ deux plausibilités continues surX, soit

c = ν(X) et c′ = ν ′(X). Supposonsν ≤ ν ′. En particulier,c ≤ c′. Donc νc
⊥ ≤ ν ′c

′

⊥, par

définition. Par le théorème 6.3.16,̃νc
⊥∗ ≤ ν̃ ′c

′

⊥∗. Ceci implique quẽν∗ ≤ ν̃ ′∗ : pour tout ouvertU

deH(X), ν̃∗(U) = ν̃c
⊥∗(k

−1(U)) ≤ ν̃ ′c
′

⊥∗(k
−1(U)) = ν̃ ′∗(U).

Réciproquement, sĩν∗ ≤ ν̃ ′∗, alors en particulier̃ν∗(3U) ≤ ν̃ ′∗(3U) pour tout ouvertU de
X, doncν(U) ≤ ν ′(U). Doncν 7→ ν̃∗ définit un plongement d’ordre.

Pour la cocontinuité, soit(νj)j∈J une famille filtrante de plausibilités continues, de borne
inférieureν. Posonscj = νj(X). La famille (cj)j∈J est filtrante, et a pour borne inférieure
c = ν(X). Commeν 7→ ν̃∗ est croissante,(ν̃j)j∈J est une famille filtrante. Par le théorème 6.3.16,

ν̃c
⊥∗ = infj∈J ν̃

cj

j⊥∗. Pour tout ouvertU deH(X), ν̃∗(U) = ν̃c
⊥∗(k

−1(U)) = infj∈J ν̃
cj

j⊥∗(k
−1(U)) =

infj∈J ν̃j∗(U). ⊓⊔
Nous déduisons de ce théorème une forme symétrique de la proposition 6.3.13 : les plausibili-

tés continues sont non seulement bornes inférieures de familles dirigées de plausibilités simples,
mais aussi bornes supérieures d’autres familles de plausibilités simples :

Proposition 6.3.18 SoitX un espace stablement localement compact. Pour toute plausibilité
continueν surX, ν̃∗ est une valuation quasi-simple surH(X). Toute plausibilité continueν sur
X est borne supérieure d’une famille dirigée de plausibilités simples(νi)i∈I .

Démonstration.Rappelons que l’existence dẽν∗ est garantie par le théorème 6.3.17. OrH(X)
est stablement localement finitaire par le lemme 3.4.3. Rappelons que sur tout espace stable-
ment localement finitaire, toute valuation continue a une plus grande extension à la topologie
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d’Alexandroff, et est donc quasi-simple (voir la section 2.8, ou Goubault-Larrecq 2005). Donc
ν̃∗ est quasi-simple.

Écrivonsν̃∗ sous forme d’une borne supérieure d’une famille dirigée de valuations simples
(ν ′i)i∈I surH(X). Pour toute valuation simpleν ′ =

∑n
i=1 aiδFi

surH(X), posonsν ′◦ la plausibi-
lité simple

∑n
i=1 aieFi

. On observe :
1. Siν ′ ≤ ν ′′ alorsν ′◦ ≤ ν ′′◦ . En effet, soitν ′ =

∑m
i=1 aieFi

, ν ′′ =
∑n

j=1 bjeF ′
j
. Par le lemme de

découpage de Jones, il existe une matrice de coefficients(tij)1≤i≤m
1≤j≤n

dansR+ tels que la somme

des coefficients sur chaque ligne donne lesai (
∑n

j=1 tij = ai), la somme des coefficients sur
chaque colonne donne une quantité inférieure ou égale auxbj (

∑m
i=1 tij ≤ bj), et telle que les

seules entréestij non nulles de la matrice sont telles queFi ⊆ F ′
j . Alors

ν ′◦ =
m∑

i=1

aieFi
=
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

tijeFi

≤
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

tijeF ′
j

puisque lorsquetij 6= 0, Fi ⊆ F ′
j ,

donceFi
≤ eF ′

j
par la proposition 6.3.19

=
n∑

j=1

(
m∑

i=1

tij)eF ′
j
≤

n∑

j=1

bjeF ′
j
= ν ′′◦

2. Posonsνi = ν ′i◦ pour touti ∈ I. Par le point 2. ci-dessus,(νi)i∈I est donc une famille
dirigée de plausibilités simples.

3. Notons que pour tout ouvertU deX,

ν(U) = C

∫

x∈X

χU(x)dν = C

∫

F∈H(X)

χ∗
U(F )dν̃∗

par le théorème 6.3.17

= C

∫

F∈H(X)

χ3U(F )dν̃∗ = ν̃∗(3U)

et que pour toute valuation simpleν ′ =
∑n

i=1 aiδFi
surH(X),

ν ′◦(U) =
∑

1≤i≤n
Fi∩U 6=∅

ai = ν ′(3U)

Commeν̃∗ = supi∈I ν
′
i, pour tout ouvertU deX, on a donc

ν(U) = ν̃∗(3U) = sup
i∈I

ν ′i(3U) = sup
i∈I

ν ′i◦(U) = sup
i∈I

νi(U)

D’où le résultat. ⊓⊔
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Le théorème 6.3.16 et le théorème 6.3.17 nous présentent un dilemme. D’une part,ν∗ est
unique, et la théorie est donc particulièrement agréable lorsque l’on considère les valuations
continues surHu(X), et nonH(X). Il serait donc tentant de fonder notre étude surHu(X)
comme modèle de non-déterminisme angélique.

La tradition, par ailleurs plutôt fructueuse, veut que l’oncherche des modèles de calculs sous
forme de cpo, et non d’espaces topologiques généraux. Ceci implique de considérer l’espace
H(X). On a alors :

Proposition 6.3.19 SoitX un espace topologique. La fonction deH(X) dans l’espacePb(X)
des plausibilités continues (resp.Pb1(X) des plausibilités continues normalisées) qui àF asso-
cie eF est un plongement d’ordre Scott-continu.

Démonstration.SiF ⊆ F ′, alorseF ≤ eF ′ : pour tout ouvertU deX, si eF (U) = 1, c’est-à-dire
siF ∩U 6= ∅, alors a fortioriF ′∩U 6= ∅, donceF ′(U) = 1. Réciproquement, sieF ≤ eF ′, posons
U l’ouvertX\F ′. CommeeF ′(U) = 0, nécessairementeF (U) = 0, c’est-à-direF∩(X\F ′) = ∅,
autrement ditF ⊆ F ′. DoncF 7→ eF est un plongement d’ordre.

Montrons queF 7→ eF est continue, c’est-à-dire Scott-continue. Soit(Fi)i∈I une famille
dirigée de fermés non vides deX. On observe d’abord queeS

i∈I Fi
(U) = 1 si et seulement si

(
⋃

i∈I Fi) ∩ U 6= ∅, si et seulement s’il existex ∈ U tel quex ∈ ⋃i∈I Fi, si et seulement s’il
existei ∈ I et x ∈ U tels quex ∈ Fi, si et seulement s’il existei ∈ I tel queFi ∩ U 6= ∅.
Donc eS

i∈I Fi
= supi∈I eFi

. Or la borne supérieure de(Fi)i∈I dansH(X) est cl(
⋃

i∈I Fi), et
ecl(

S

i∈I Fi) = eS

i∈I Fi
par le lemme 6.1.4. ⊓⊔

Ceci justifie, au moins en partie, que nous ayons à considérerH(X) plutôt queHu(X). Le prix
à payer est qu’il ne semble pas queν̃∗ soit particulièrement unique, ni même canonique, au sens
où ν̃∗ serait, disons, leP le plus petit ou le plus grand vérifiant (6.3). Si l’on tient àHu(X), nous
devons considérer la topologie faible, comme on le verra à laproposition 6.3.20 ci-dessous.

Notons en attendant un point subtil. La fonction qui àF ∈ H(X) associeeF est injective,
Scott-continue, et il est facile de voir que le fait que ce soit un plongement d’ordre implique que
son inverse est aussi Scott-continue de son imageℑ(F 7→ eF ) versH(X). Ceci n’en fait pas pour
autant un plongement d’espaces topologiques. Pour ceci, ilfaudrait que son inverse soit continue
deℑ(F 7→ eF ), muni de la topologie induite par celle dePb(X), resp.Pb1(X). Il n’y a aucune
raison que cette dernière topologie soit identique à la topologie de Scott deℑ(F 7→ eF ).

Proposition 6.3.20 SoitX un espace topologique. La fonction deHu(X) dansPbwk(X), resp.
Pb≤1(X), resp.Pb≤1(X) qui àF associeeF est un plongement d’espaces topologiques.

Démonstration. Notons temporairementη cette fonction. Pour tout ouvertU et tout réelr,
η−1[U > r] vautX si r < 0, ∅ si r ≥ 1, et 3U sinon, doncη est continue. Réciproquement,
l’image parη de3U1 ∩ . . .∩3Un est l’ensemble desηF qui sont dans[U1 > 1/2]∩ . . .∩ [Un >
1/2] : ceci est l’intersection de l’imageA deHu(X) par η avec un ouvert dePbwk(X), resp.
Pb≤1(X), resp.Pb≤1(X), et donc est un ouvert deA. Tout ouvertU deX est une union d’ou-
verts de la forme3U1∩ . . .∩3Un. Comme l’image d’une union est l’union des images, l’image
deU par η est aussi un ouvert deA. Commeη est injective, ce qui est notamment une consé-
quence de la proposition 6.3.19,η est un plongement. ⊓⊔
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LorsqueX est un cpo continu, la proposition 3.4.19 énonce queH(X) = Hu(X). Les deux
propositions ci-dessus énoncent alors que ce dernier espace se plonge, topologiquement, dans
tous les espaces de plausibilités, avec la topologie faibleou de Scott.

On peut maintenant reformuler l’analogue de la proposition5.5.6. L’espacePb1(X) des
plausibilités continues normalisées est le plus petit espace permettant de parler à la fois de non-
déterminisme angélique et de tirage probabiliste :

Proposition 6.3.21 SoitX un espace stablement localement compact. L’espacePb1(X) des
plausibilités continues normalisées surX est le plus petit espaceC de capacités surX tel que :

(Non-déterminisme) Tout jeu d’exemple continu normaliséeF , F ∈ H(X), est dansC.

(Valuation normalisée) Toute combinaison linéaire finie
∑n

i=1 aiνi à coefficients positifs tels
que

∑n
i=1 ai = 1, d’éléments deC est dansC.

(Cocontinuité) Toute borne inférieure de famille filtrante d’éléments deC est dansC.

Démonstration.D’abord il est clair que tout élément deC est une plausibilité continue normali-
sée, en utilisant la proposition 6.1.2, la proposition 6.1.3, et le lemme 6.3.10. La réciproque est
par la proposition 6.3.13. ⊓⊔

Nous conjecturons que les résultats de cette section tiennent encore lorsqueX n’est que loca-
lement compact et cohérent, mais pas nécessairement bien filtrant. Ceci, cependant, demanderait
de nous passer du bel outil qu’est la dualité convexe-concave, et semble requérir des efforts
soutenus.

Nous avons remarqué en section 5.5 que la valuation de Lebesgue sur[0, 1] était la borne
supérieure d’une famille dirigée de crédibilités simples sur [0, 1]. Les résultats ci-dessus montrent
que la valuation de Lebesgue sur[0, 1] est aussi la borne inférieure d’une famille filtrante de
plausibilités simples sur[0, 1], où [0, 1] est équipé de sa topologie métrique usuelle.

On peut donc approcher l’intégrale de toute fonction continue bornéef de [0, 1] (avec sa
topologie métrique) versR (avec sa topologie de Scott) à la fois par le haut et par le bas :

– par le bas, par des sommes de la forme
∑n

i=1 ai minx∈Qi
f(x) ;

– par le haut, par des sommes de la forme
∑n

i=1 ai supx∈Fi
f(x).

Comme les fermésFi sont fermés dans[0, 1], qui est compactT2, chaqueFi est fermé, donc
supx∈Fi

f(x) = maxx∈Fi
f(x). Les sommes ci-dessus sont donc des sommes de Darboux. Une

fonction estR-intégrablesi et seulement si la borne supérieure des sommes du premier type
égale la borne inférieure des sommes du second type : nous venons de retrouver que toute fonc-
tion continue de[0, 1] versR+ est R-intégrable (Edalat, 1995). Pour ceci, nous avons bienen-
tendu utilisé des moyens d’une sophistication considérable, comparé au résultat obtenu. Nous
ne souhaitons pas voir ceci comme l’unique aboutissement dela théorie des crédibilités et des
plausibilités, ce qui serait par trop réducteur. Il est cependant agréable de voir que les sommes
de Darboux hautes et basses sont naturellement en relation avec les notions de crédibilité et de
plausibilité.
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6.4 Les topologies cofaible et co-Scott

L’isomorphismeν 7→ ν⊥ est un isomorphisme d’ensembles ordonnés, par le théorème 6.2.11,
notamment entreJ1(X) et Jop

1 (Xd). Si l’on équipeJ1(X) de sa topologie faible, c’est-à-dire si
l’on considère l’espaceJ1 wk(X), la bijectionν 7→ ν⊥ envoieJ1 wk(X) sur un espace de jeux
normalisés surXd. Comme cette bijection renverse l’ordre, il serait tentantde penser que la topo-
logie obtenue serait celle deJd

1 wk(X
d), l’ordre de spécialisation deJd

1 wk(X
d) étant précisément

celui deJop
1 (Xd). Mais ne mettons pas la charrue avant les bœufs, et examinonsla topologie ob-

tenue surJ1(X
d) en transportant la topologie faible deJ1 wk(X) le long de la bijectionν 7→ ν⊥.

Pour tout ouvert de base[X \Q > r] deJ1 wk(X
d),

(ν 7→ ν⊥)
−1

[X \Q > r] = {ν ∈ J1(X)|ν⊥(X \Q) > r}
= {ν ∈ J1(X)|ν†(Q) < 1− r}

Posons donc :

Définition 6.4.1 (Topologie cofaible)La topologiecofaible sur un espaceY de fonctions de
O(X) versR est celle engendrée par les ouverts〈Q < r〉 = {ν ∈ Y |ν†(Q) < r}, Q compact
saturé deX, r ∈ R.

Par le calcul ci-dessus,ν 7→ ν⊥ est continue deJ1(X) muni de la topologie cofaible versJ1(X
d)

muni de la topologie faible. Réciproquement,

(ν⊥ 7→ ν)
−1〈Q < r〉 = {ν⊥ ∈ J1(X

d)|ν†(Q) < r}
= {ν⊥ ∈ J1(X

d)|ν⊥(X \Q) > 1− r} = [X \Q > 1− r]

On obtient donc, par construction :

Proposition 6.4.2 SoitX un espace stablement compact. Alorsν 7→ ν⊥ définit un homéomor-
phisme entre :

– l’espace des jeux normalisés continus surX, muni de la topologie cofaible, et l’espace des
jeux normalisés continus surXd, muni de la topologie faible ;

– l’espace des jeux convexes continus normalisés surX, muni de la topologie cofaible, et
l’espace des jeux concaves continus normalisés surXd, muni de la topologie faible ;

– l’espace des jeux concaves continus normalisés surX, muni de la topologie cofaible, et
l’espace des jeux convexes continus normalisés surXd, muni de la topologie faible ;

– l’espace des crédibilités continues normalisées surX, muni de la topologie cofaible, et
l’espace des plausibilités continues normalisées surXd, muni de la topologie faible ;

– l’espace des plausibilités continues normalisées surX, muni de la topologie cofaible, et
l’espace des crédibilités continues normalisées surXd, muni de la topologie faible ;

– l’espace des probabilités continues surX, muni de la topologie cofaible, et l’espace des
probabilités continues surXd, muni de la topologie faible.

On a vu l’importance des familles filtrantes de plausibilités, et de leurs bornes inférieures. Par
exemple, par le lemme 6.3.5, siX est stablement compact, alorsPb1(X) admet toutes les bornes
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inférieures de familles filtrantes. En d’autres termes,Pb
op
1 (X) est un cpo. La proposition 6.3.7

énonce que c’est en fait un cpo continu, avec une base de plausibilités simples normalisées. Ces
résultats sont aussi valables lorsqueX n’est que stablement localement compact, et en consi-
dérant les espacesPb≤1(X) ou mêmePb(X), par le corollaire 6.3.14. Par analogie avec la
définition de la topologie de Scott, posons :

Définition 6.4.3 La topologieco-Scottsur un ensemble ordonnéX est formée des partiesL ⊆
X qui sont closes par le bas et telles que toute partie filtranteF ⊆ X qui a une borne inférieure
dansL intersecteL.

Cette définition n’est pas spécialement nécessaire : la topologie co-Scott surX est juste la topo-
logie de Scott surXop, par construction. On a un analogue de la proposition 4.5.3,qui exprime
que la topologie haute est moins fine que la topologie faible,qui est moins fine que la topologie
de Scott. Rappelons que la topologie basse sur un ensemble ordonnéX est engendrée par les
complémentaires des ensembles↑ x, x ∈ X.

Proposition 6.4.4 SoitY un espace de capacités surX. La topologie cofaible surY est moins
fine que la topologie co-Scott.

SiX est localement compact, etY est un espace de jeux continus surX, alors la topologie
basse est moins fine que la topologie cofaible.

Démonstration.Considérons un ouvert cofaible〈Q < r〉 quelconque surY . Il est clos par le
bas : siν0 ∈ 〈Q < r〉, et ν ≤ ν0, alorsν† ≤ ν†0 par le lemme 6.2.9, première partie, donc
ν†(Q) ≤ ν†0(Q) < r, c’est-à-direν ∈ 〈Q < r〉. Soit (νi)i∈I une famille filtrante d’éléments de
Y ayant une borne inférieureν dans〈Q < r〉. Par définition,(infi∈I νi)

†(Q) < r, c’est-à-dire
infU ouvert⊇Q infi∈I νi(U) < r. Donc il existe un ouvertU ⊇ Q et un indicei ∈ I tels que
νi(U) < r. Ceci implique queν†i (Q) = infU ouvert⊇Q νi(U) < r, doncνi ∈ 〈Q < r〉. Donc
〈Q < r〉 est un ouvert de la topologie co-Scott.

Pour la deuxième partie de la proposition, soitν0 ∈ Y , et considérons l’ouvert basY \ ↑ ν0 :

Y \ ↑ ν0 = {ν ∈ Y |ν0 6≤ ν}
= {ν ∈ Y |ν†0 6≤ ν†} par le lemme 6.2.9

= {ν ∈ Y |∃Q compact deX · ν†0(Q) > ν†(Q)}
=

⋃

Q compact deX

〈Q < ν†0(Q)〉

est donc un ouvert cofaible. ⊓⊔
Une autre inclusion de topologies est la suivante.

Lemme 6.4.5 SoitX un espace stablement compact. La topologie cocompacte de latopologie
haute surV1(X) (resp.V≤1(X), Pb1(X), Pb≤1(X), Cd1(X), Cd≤1(X)) est moins fin que
la topologie co-Scott. Autrement dit, tout compact saturé de V1(X) (resp.V≤1(X), Pb1(X),
Pb≤1(X), Cd1(X), Cd≤1(X)), muni de sa topologie haute, est co-Scott-fermé.
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Démonstration.SoitY l’espaceV1(X) (resp. l’espaceV≤1(X), Pb1(X), Pb≤1(X), Cd1(X),
Cd≤1(X)).

Soit Q un compact saturé deY muni de la topologie haute. Par définition, si(Ui)i∈I est une
famille dirigée d’ouverts de la topologie haute telle queQ ⊆ ⋃i∈I Ui, alorsQ ⊆ Ui pour un
certaini ∈ I. De façon équivalente, si(Fi)i∈I est une famille filtrante de fermés de la topologie
haute telle que toutFi intersecteQ, alors

⋂
i∈I Fi intersecteQ. Soit donc(νi)i∈I une famille

filtrante quelconque d’éléments deY , etFi =↓ νi : alors la propriété de compacité s’exprime par
le fait que si↓ νi intersecteQ pour touti, alors

⋂
i∈I ↓ νi intersecteQ.

CommeQ est saturé, et que l’ordre de spécialisation de la topologiehaute est≤, le fait
que↓ νi intersecteQ est équivalent à demander queνi ∈ Q. Ensuite,

⋂
i∈I ↓ νi est l’ensemble

des minorants de la famille(νi)i∈I . Mais, commeinfi∈I νi existe toujours, et est une plausibilité
continue (resp. normalisée) dès que tous lesνi le sont par le lemme 6.3.10, et aussi une crédibilité
continue (resp. normalisée) dès que tous lesνi le sont par le corollaire 6.3.12, on peut simplifier
la propriété de compacité en : siνi ∈ Q pour touti, alorsinfi∈I νi ∈ Q. Comme de plusQ est
clos par le haut pour≤, il est clos par le bas pour≥, donc est fermé pour la topologie co-Scott.
⊓⊔

Relions maintenant les topologies faible et cofaible. Le résultat est dû à Jung (2004, dernières
lignes), où il est affirmé que les ensembles〈Q < r〉 engendrent la topologie cocompacte de
V1 wk(X), lorsqueX est stablement compact.

Lemme 6.4.6 SoitX un espace localement relativement compact. SoitP n’importe quelle conjonc-
tion de propriétés parmi “stricte”, “convexe”, “concave”,“totalement convexe”, “totalement
concave”, “modulaire”, “normalisé”.

Pour toutr ∈ R, pour tout compact saturéQ deX, notons〈Q ≥ r〉 le complémentaire de
〈Q < r〉 dans l’espace des fonctions continues deO(X) vers [0, 1] qui vérifientP , muni de la
topologie faible (c’est-à-dire de la convergence simple).Alors 〈Q ≥ r〉 est un compact saturé de
cet espace.

Démonstration. On utilise la machinerie de la section 4.5. PosonsE l’espace des fonctions
continues deO(X) vers [0, 1] vérifiant P . Notons que〈Q ≥ r〉 = {ν ∈ E|∀U ouvert ⊇
Q · ν(U) ≥ r}. SoitY =

∏
U [0, 1], où le produit est indexé par les ouvertsU deX, et posons

Z l’ensemble des fonctionsν de O(X) vers [0, 1], vérifiant P et telles queν(U) ≥ r pour
tout ouvertU contenantQ. Comme à la proposition 4.5.7,Z est de la forme[Σ], où Σ est un
système d’équations patch-continues. Les nouvelles équations à prendre en compte sont _(U) ≥
r, pour chaque ouvertU contenantQ. (On rappelle quex ≥ y est une abréviation de l’équation
max(x, y) = x.) Z est donc patch-fermé et stablement compact, donc compact dansY .

Comme à la proposition 4.5.10, on observe quer est continue de l’espace des fonctions
deO(X) vers [0, 1] vérifiantP (vu comme sous-espace deY ) versE, avec la topologie faible
(c’est-à-dire de la convergence simple). On vérifie que〈Q ≥ r〉 est exactement l’imager(Z) de
Z par r. D’abord, siν ∈ 〈Q ≥ r〉, alorsν = r(ν), car(ν) est la plus grande fonction continue
en-dessous deν, et ν est elle-même continue ; etν est clairement dansZ, doncν ∈ r(Z).
Réciproquement, soitν ∈ Z quelconque, et montrons quer(ν) ∈ 〈Q ≥ r〉. Si ce n’était pas le
cas, par définition il existerait un ouvertU contenantQ tel quesupV ⋐U ν(V ) < r. En particulier,
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pour toutV ⋐ U , ν(V ) < r. Or commeX est localement relativement compact,U est l’union
desV ⋐ U , lesquels forment donc un recouvrement ouvert (dirigé) deQ. PuisqueQ est compact,
il existe donc unV ⋐ U tel queV ⊇ Q, etν(V ) < r. Mais ceci contredit le fait queν ∈ Z. Donc
〈Q ≥ r〉 = r(Z). En tant qu’image d’un compact par une fonction continue, ilest compact. ⊓⊔

On procède en étudiant l’espace[O(X)→ [0, 1]], déjà étudié aux propositions 4.5.21 et 4.5.22.

Proposition 6.4.7 SoitX un espace localement compact. Alors[O(X) → [0, 1]] = [O(X) →
[0, 1]]p est un domaine stablement compact, et la topologie cocompacte sur cet espace coïncide
avec sa topologie cofaible : les compacts saturés de[O(X) → [0, 1]] = [O(X) → [0, 1]]p sont
exactement les fermés cofaibles, c’est-à-dire les intersections d’unions finies de parties de la
forme〈Q ≥ r〉, Q compact saturé deX, r ∈ R.

Démonstration.On rappelle[O(X) → [0, 1]] = [O(X) → [0, 1]]p est un domaine stablement
compact, par la proposition 4.5.22.

Démontrons la deuxième partie de la proposition. Commençons par examiner les compacts
finitaires↑ E de[O(X)→ [0, 1]]. ÉcrivonsE = {ν1, . . . , νk}. On a :

↑ E =
k⋃

i=1

{ν ∈ [O(X)→ [0, 1]]|νi ≤ ν}

=
k⋃

i=1

{ν ∈ [O(X)→ [0, 1]]|ν†i ≤ ν†} par le lemme 6.2.9

=
k⋃

i=1

⋂

Q compact saturé

{ν ∈ [O(X)→ [0, 1]]|ν†i (Q) ≤ ν†(Q)}

=
k⋃

i=1

⋂

Q compact saturé

〈Q ≥ ν†i (Q)〉

Le complémentaire de↑ E est donc une intersection finie d’unions quelconques d’ensembles
de la forme〈Q < r〉 (avecr = ν†i (Q)), et est donc un ouvert cofaible. Donc↑ E est un fermé
cofaible. Puisque[O(X)→ [0, 1]] est un cpo continu par la proposition 4.5.22, on peut appliquer
le lemme 3.1.4. Les compacts saturés de[O(X)→ [0, 1]] sont donc les intersections de familles
filtrantes de compacts finitaires↑ E. Donc les compacts saturés sont tous des fermés cofaibles.

Réciproquement, montrons que tout fermé cofaible est compact saturé dans[O(X)→ [0, 1]].
D’abord, 〈Q ≥ r〉 est compact saturé dans[O(X) → [0, 1]] = [O(X) → [0, 1]]p par le
lemme 6.4.6. Ensuite, tout fermé cofaible est par définitionune intersection d’unions finies de
parties de la forme〈Q ≥ r〉, et est donc encore compact saturé parce que[O(X) → [0, 1]] =
[O(X)→ [0, 1]]p est stablement compact, donc compact, bien filtrant, et cohérent.

On a donc établi que les fermés cofaibles de[O(X) → [0, 1]] = [O(X) → [0, 1]]p sont
exactement les compacts saturés. ⊓⊔

On peut maintenant passer aux espaces de jeux :
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Théorème 6.4.8Soit X un espace stablement localement compact. SoitP n’importe quelle
conjonction de propriétés parmi “convexe”, “concave”, “totalement convexe”, “totalement conca-
ve”, “modulaire”. L’espace des jeux continus sous-normalisésν surX vérifiantP , muni de la
topologie faible est stablement compact.

Si X est stablement compact, l’espace des jeux continus normalisésν sur X vérifiantP ,
muni de la topologie faible est stablement compact.

Dans tous les cas, la topologie cocompacte de cet espace coïncide avec sa topologie cofaible.

Démonstration. Soit Y l’espace de jeux continus considéré. La première partie du théorème
est par le théorème 4.5.11, sachant queX, étant stablement localement compact, est en particu-
lier stablement localement relativement compact. Pour la deuxième partie, le lemme 6.4.6 nous
permet d’affirmer que la topologie cocompacte surY est plus fine que la topologie cofaible sur
Y .

Réciproquement, soitQ un compact saturé deY . Montrons queQ est compact dans[O(X)→
[0, 1]]. Pour tout recouvrement deQ par des ouverts(Ui)i∈I de [O(X) → [0, 1]], Ui ∩ Y est
un ouvert deY pour touti ∈ I. En effet, la topologie de[O(X) → [0, 1]] est aussi celle de
la convergence simple (corollaire 4.5.21), et la topologieinduite surY par la topologie de la
convergence simple sur[O(X)→ [0, 1]] est encore la topologie de la convergence simple, c’est-
à-dire la topologie faible. Alors(Ui ∩ Y )i∈I est un recouvrement ouvert deQ dansY . CommeQ y
est compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini(Ui ∩ Y )i∈J (J fini). Alors (Ui)i∈J est
un sous-recouvrement fini deQ dans[O(X) → [0, 1]]. DoncQ est bien compact dans[O(X) →
[0, 1]].

Notons↑ Q la clôture par le haut deQ dans[O(X) → [0, 1]]. (Notons que la clôture par le
haut deQ dansY estQ lui-même, puisqueQ est supposé saturé dansY .) ↑ Q est un compact
saturé de[O(X)→ [0, 1]], et est donc de la forme

⋂
i∈I

⋃ni

j=1〈Qij ≥ rij〉[O(X)→[0,1]] — pour éviter
toute ambiguïté, pour chaque espaceZ de fonctions continues deO(X) vers[0, 1], nous notons
ici 〈Q ≥ r〉Z l’espace des fonctionsν dansZ telles queν†(Q) ≥ r. Il est facile de voir que
〈Qij ≥ rij〉Y = 〈Qij ≥ rij〉[O(X)→[0,1]] ∩ Y . De plus,↑ Q ∩ Y = Q : l’inclusion Q ⊆ ↑ Q ∩ Y est
claire, et réciproquement, siν ∈ ↑ Q ∩ Y , alors il existeν ′ ∈ Q telle queν ′ ≤ ν (pour l’ordre≤
de spécialisation de[O(X) → [0, 1]], qui n’est autre que l’ordre usuel défini parν ′(U) ≤ ν(U)
pour tout ouvertU ), doncν ∈ Q puisqueQ est saturé dansY , et que≤ est aussi l’ordre de
spécialisation deY (proposition 4.5.3). Donc :

Q = ↑ Q ∩ Y

=

(
⋂

i∈I

ni⋃

j=1

〈Qij ≥ rij〉[O(X)→[0,1]]

)
∩ Y

=
⋂

i∈I

ni⋃

j=1

〈Qij ≥ rij〉[O(X)→[0,1]] ∩ Y =
⋂

i∈I

ni⋃

j=1

〈Qij ≥ rij〉Y

DoncQ est un fermé cofaible deY . CommeQ est un compact saturé quelconque deY , la topo-
logie cocompacte surY est moins fine que la topologie cofaible surY . ⊓⊔

On en déduit l’analogue du théorème 6.2.11 pour la topologiefaible :
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Corollaire 6.4.9 (Dualité convexe-concave, homéomorphisme) SoitX un espace stablement
compact. Alorsν 7→ ν⊥ définit un homéomorphisme entre :

– le dual de de GrootJd
1 wk(X) de l’espaceJ1 wk(X) des jeux normalisés continus surX, et

l’espaceJ1 wk(X
d) des jeux normalisés continus surXd ;

– le dual de de Groot
`

Jd
1 wk(X) de l’espace

`
J1 wk(X) des jeux convexes continus nor-

malisés surX, et l’espace
a

J1 wk(X
d) des jeux concaves continus normalisés surXd ;

– le dual de de GrootCdd
1 wk(X) de l’espaceCd1 wk(X) des crédibilités normalisées conti-

nues surX, et l’espacePb1 wk(X
d) des plausibilités normalisées continues surXd ;

– le dual de de GrootVd
1 wk(X) de l’espaceV1 wk(X) des probabilités continues surX, et

l’espaceV1 wk(X
d) des probabilités continues surXd.

Démonstration.Par la proposition 6.4.2, l’isomorphismeν 7→ ν⊥ définit un homéomorphisme
deJ1(X) muni de la topologie cofaible surJ1 wk(X

d). Par le théorème 6.4.8,J1(X) muni de
la topologie cofaible est exactementJd

1 wk(X). Les autres affirmations se démontrent de façon
identique. ⊓⊔

6.5 Plausibilités produits

De même qu’en section 5.7 nous avons étudié la notion de crédibilité produit, et montré une
forme de théorème de Fubini, la dualité convexe-concave nous permet de définir une notion de
plausibilité produit, avec un théorème de Fubini associé.

Comme en section 5.7, caractérisons les produits deeF et eF ′. On rappelle qu’un produit de
deux capacitésν surX etν ′ surY est n’importe quelle capacitéν ⊗ ν ′ vérifiant l’équation (3.2),
c’est-à-dire

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V )

pour tous ouvertsU deX etV deY .

Lemme 6.5.1 La crédibilité eFFF sur X × Y est un produit deeF et deeF ′ si et seulement si
cl(π1FFF ) = F et cl(π2FFF ) = F ′.

Démonstration.Sans que ceci nous fasse perdre de généralité, supposons queX etY sont non
vides. Supposons queeFFF soit un produit deeF et deeF ′. Pour tous ouvertsU deX et V de
Y , eFFF (U × V ) = 0 si et seulement siFFF ∩ (U × V ) = ∅. PourU = X \ F et V = Y ,
eFFF (U × V ) = eF (U).eF ′(V ) = 0, doncFFF ∩ ((X \ F ) × Y ) = ∅. CommeY est non vide,
π1(FFF ) ∩ (X \ F ) = ∅, c’est-à-direπ1(FFF ) ⊆ F . En particulier,cl(π1(FFF )) ⊆ F .

Supposons que l’inclusion soit stricte :F \ cl(π1(F2)) est non vide, donc l’intérieur deF \
π1(FFF ) est non vide. SoitU l’intérieur deF \ π1(FFF ), et posons encoreV = Y . CommeU est
non vide,F ∩ U 6= ∅, donc eF (U).eF ′(V ) = 1. Mais eFFF (U × V ) = 0, puisque pour tout
(x, y) ∈ FFF ∩ (U × V ), x ∈ π1(FFF ) ∩ U = ∅. Donccl(π1(FFF )) = F .

De même,cl(π2(FFF )) = F ′.
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Réciproquement, supposons quecl(π1FFF ) = F et cl(π2FFF ) = F ′. Pour tous ouvertsU deX
etV deY , eF (U).eF ′(V ) = 1 si et seulement siF ∩ U 6= ∅ etF ′ ∩ V 6= ∅. OrF ∩ U = ∅ si et
seulement siF ⊆ X \ U , si et seulement sicl(π1FFF ) ⊆ X \ U , si et seulement siπ1FFF ⊆ X \ U
puisqueX \U est fermé, si et seulement siπ1FFF ∩U = ∅. De même,F ′ ∩ V = ∅ si et seulement
si π2FFF ∩ V = ∅. DonceF (U).eF ′(V ) = 1 si et seulement siπ1FFF ∩ U 6= ∅ etπ2FFF ∩ V 6= ∅. Mais
ceci est équivalent àFFF ∩ (U × V ) 6= ∅, c’est-à-dire àeFFF (U × V ) = 1. ⊓⊔
On en conclut, comme dans le cas des crédibilités, qu’il y a engénéral plusieurs plausibilités
produits deeF et deeF ′.

⊲ Exercice 6.1
Montrer queeF ⋉ eF ′ = eF ⋊ eF ′ = eF×F ′.

Un produit naturel deeF et eF ′ est donceF×F ′. (Notons au passage queF × F ′ est fermé :
F × F ′ est le complémentaire de l’ouvert(X \ F )× Y ∪X × (Y \ F ′).)

Bien que ce ne soit pas absolument nécessaire, nous procédons comme à la section 5.7, et
examinons d’abord les produits de plausibilités simples.

Définition 6.5.2 Soientν =
∑

F∈A aF eF et ν ′ =
∑

F ′∈B bF ′eF ′ deux plausibilités simples, sur
X et surY respectivement. Posonsν ⊗ ν ′ =

∑
F∈A,F ′∈B aF bF ′eF×F ′.

Lemme 6.5.3 La plausibilité simpleν ⊗ ν ′ de la définition 6.5.2 est une plausibilité produit, au
sens où(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V ) pour tous ouvertsU deX, V deY .

Démonstration.Pour tous fermésF deA etF ′ deB, pour tous ouvertsU deX etV deY ,
(F × F ′) ∩ (U × V ) 6= ∅ si et seulement siF ∩ U 6= ∅ etF ′ ∩ V 6= ∅, donc

(ν × ν ′)(U × V ) =
∑

F∈A
F ′∈B

(F×F ′)∩(U×V ) 6=∅

aF bF ′ =
∑

F∈A,F∩U 6=∅
F ′∈B,F ′∩V 6=∅

aF bF ′

=
∑

F∈A,F∩U 6=∅

aF ×
∑

F ′∈B,F ′∩V 6=∅

bF ′ = ν(U).ν ′(V )

⊓⊔
Il est facile de vérifier que, lorsqueν etν ′ sont des plausibilités simples, alors :

(ν ⊗ ν ′)∗ = (_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗] (6.8)

où⊗ dansν∗ ⊗ ν ′∗ dénote le produit de deux valuations continues, que nous avons déjà vu à la
section 3.8 et à la section 4.6, et(_×_) dénote la fonction produit cartésien deHu(X)×Hu(Y )
versHu(X × Y ). Cette dernière est continue, car pour tout ouvertW deHu(X × Y ), si l’on
écritW sous la forme

⋃
i∈I Ui × Vi, alors(_× _)−1(3W ) = {(F, F ′)|(F × F ′) ∩W 6= ∅} =

{(F, F ′)|∃x ∈ F, y ∈ F ′ · (x, y) ∈ ⋃i∈I Ui × Vi} = {(F, F ′)|∃i ∈ I · F ∩ Ui 6= ∅ etF ′ ∩ Vi 6=
∅} =

⋃
i∈I 3Ui ×3Vi est ouvert dansHu(X)×Hu(Y ).
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L’équation (6.8) se vérifie comme suit. Posonsν =
∑

F∈A aF eF etν ′ =
∑

F ′∈B bF ′eF ′,

(ν ⊗ ν ′)∗ =
∑

F∈A,F ′∈B

aF bF ′δF×F ′

(_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗] = (_× _)

[
∑

F∈A

aF δF ⊗
∑

F ′∈B

bF ′δF ′

]
= (_× _)

[
∑

F∈A,F ′∈B

aF bF ′δ(F,F ′)

]

par le lemme 3.8.1

=
∑

F∈A,F ′∈B

aF bF ′δF×F ′

En général :

Proposition 6.5.4 SoientX1, . . . , Xn n espaces stablement localement compacts,n ∈ N, X un
espace topologique, etg une fonction continue deHu(X1) × . . . ×Hu(Xn) versHu(X). Pour
toutes crédibilités continuesν1 surX1, . . . ,νn surXn, il existe une unique crédibilité continue
ν surX telle que :

ν(W ) = g[ν1
∗ ⊗ . . .⊗ νn

∗](3W )

pour tout ouvertW deX.
Lorsqueg est la fonction produit cartésien deHu(X1)× . . .×Hu(Xn) versHu(X1× . . .×

Xn), on appelleν le produit natureldes plausibilités continuesν1, . . . ,νn, et on le noteν1⊗ . . .⊗
νn.

Démonstration.Clairement,ν est définie de façon unique. Par le théorème 6.3.17,ν1∗, . . . ,νn∗

sont bien définies, et sont des valuations continues. Alorsν1∗ ⊗ . . . ⊗ νn∗ est une valuation
continue, doncg[ν1∗⊗ . . .⊗ νn∗] aussi, par le lemme 4.2.9. La fonction qui àW associeg[ν1∗⊗
. . .⊗ νn∗](2W ) est alors une plausibilité continue, par le théorème 6.3.17. ⊓⊔

Le produit naturel est bien un produit :

Lemme 6.5.5 SoitX etY deux espaces stablement localement compacts, etν etν ′ deux plausi-
bilités continues, surX et surY respectivement. Alors le produit naturelν ⊗ ν ′ vérifie :

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = ν(U).ν ′(V )

pour tous ouvertsU deX etV deY .

Démonstration.

(ν ⊗ ν ′)(U × V ) = (_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗](3(U × V ))

= (ν∗ ⊗ ν ′∗){(F1, F2) ∈ Hu(X1)×Hu(X2)|F1 × F2 ∩ U × V 6= ∅}
= (ν∗ ⊗ ν ′∗)(3U ×3V )

= ν∗(3U).ν ′∗(3V ) = ν(U).ν ′(V )
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⊓⊔
On en déduit que, lorsqueν etν ′ sont deux valuations continues, alors le produit naturel deν etν ′

vues en tant que plausibilités continues est leur produitν ⊗ ν ′ en tant que valuations, par unicité
de la valuation produit (section 3.8). La notationν ⊗ ν ′ est donc, de nouveau, non ambiguë.

Pour démontrer le théorème 6.5.9 ci-dessous, nous aurons besoin de quelques lemmes auxi-
liaires. Rappelons la fonctionηH : X → Hu(X) étudiée au lemme 3.9.2, qui àx associe↓ x.

Lemme 6.5.6 SoitX un espace stablement localement compact,ν une valuation continue sur
X, alorsν∗ = ηH[ν]. Pour toute fonctiong continue et bornée deHu(X) versR,

C

∫

F∈Hu(X)

g(F )dν∗ = C

∫

x∈X

g(↓ x)dν

Comme pour le lemme 5.7.7, ce résultat n’est pas valable lorsqueν est une plausibilité continue
générale. Par exemple, prenonsX = {1, 2} muni de la topologie discrète,ν = eX , alors le côté
gauche de l’égalité ci-dessus vautg(X), le côté droitmax(g(↓ 1), g(↓ 2)). Il suffit de prendre
g({1}) = g({2}) = 1, g({1, 2}) = 2 pour obtenir un contre-exemple. L’hypothèse selon laquelle
ν est une valuation continue est donc nécessaire.

Démonstration.On note queηH[ν] est une valuation continue surHu(X) par le lemme 4.2.9.
De plus, pour tout ouvertU deX, ηH[ν](3U) = ν{x ∈ X|↓ x ∈ 3U} = ν(U), puisque, comme
U est clos par le haut,↓ x ∈ 3U est équivalent àx ∈ U . Par unicité deν∗ (théorème 6.3.17),
ηH[ν] = ν∗. On en déduit :

C

∫

F∈Hu(X)

g(Q)dν∗ = C

∫

F∈Hu(X)

g(F )dηH[ν]

= C

∫

x∈X

g(↓ x)dν

par la proposition 4.2.11. ⊓⊔

Lemme 6.5.7 SoientX et Y deux espaces topologiques,f une fonction continue bornée de
X × Y versR.

Lorsquef est comonotone en son premier argument, pour toute partie finie non videE =
{x1, . . . , xn} deX, il existei, 1 ≤ i ≤ n, tel que pour touty ∈ Y , supx∈E f(x, y) = f(xi, y).

Lorsquef est comonotone en son second argument, pour toute partie finie non videE =
{y1, . . . , yn} deY , il existei, 1 ≤ i ≤ n, tel que pour toutx ∈ X, supy∈E f(x, y) = f(x, yi).

Démonstration.Montrons la première partie du lemme, la seconde étant similaire. LorsqueY
est vide, il n’y a rien à démontrer. Sinon, fixonsy0 ∈ Y . SoitE ′ l’ensemble desxi ∈ E tels qu’il
existe uny ∈ Y avecsupx∈E f(x, y) = f(xi, y). E ′ est non vide, car poury = y0, il existe uni
tel quesupx∈E f(x, y0) = f(xi, y0). Quitte à remplacerE parE ′, nous pouvons supposer que :
(∗) pour touti il existe un élémenty tel quesupx∈E f(x, y) = f(xi, y).
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Définissons la relation binaire≺ surE pari ≺ j si et seulement s’il existey, y′ ∈ Y tels que
f(xi, y) = supx∈X f(x, y), f(xj, y

′) = supx∈X f(x, y′), etf(xj, y
′) > f(xi, y

′). Clairement,≺
est irréflexive. Montrons que≺ est transitive. Supposons donci ≺ j et j ≺ k, c’est-à-dire qu’il
existe quatre élémentsy, y′, z, z′ ∈ Y tels que :

f(xi, y) = sup
x∈X

f(x, y)

f(xj , y
′) = sup

x∈X
f(x, y′)

f(xj , y
′) > f(xi, y

′) (6.9)

f(xj, z) = sup
x∈X

f(x, z)

f(xj, z
′) = sup

x∈X
f(x, z′)

f(xk, z
′) > f(xj, z

′)

Pour démontrer quei ≺ k, il suffit de montrer quef(xk, z
′) > f(xi, z

′). Si ce n’était pas le cas,
on auraitf(xi, z

′) ≥ f(xk, z
′) > f(xj , z

′). Mais ceci, avec l’inégalité (6.9) ci-dessus, contredirait
le fait quef soit comonotone en son premier argument.

Donc≺ est une relation d’ordre strict. L’ensembleE étant fini et non vide, il existe un élé-
mentxi deE qui est maximal pour≺. Montrons que l’indicei est l’indice souhaité. Si ce n’était
pas le cas, il existerait uny′ ∈ Y tel quesupx∈E f(x, y′) > f(xi, y

′). Soit j un indice tel que
supx∈E f(x, y′) = f(xj, y

′). Alors f(xj, y
′) > f(xi, y

′). Par(∗), on en déduiti ≺ j, contradic-
tion. ⊓⊔

Proposition 6.5.8 SoientX etY deux espaces topologiques,f une fonction continue bornée de
X × Y versR.

Lorsquef est comonotone en son premier argument, pour tout jeu continu ν ′ sur Y , pour
tout ferméF deX,

C

∫

y∈Y

sup
x∈F

f(x, y)dν ′ = sup
x∈F

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′

Lorsquef est comonotone en son second argument, pour tout jeu continuν surX, pour tout
ferméF ′ deY ,

C

∫

x∈X

sup
y∈F ′

f(x, y)dν = sup
y∈F ′

C

∫

x∈X

f(x, y)dν

Démonstration.Démontrons la première partie, la seconde étant similaire.D’abord, on note que
la fonction qui ày ∈ Y associesupx∈F f(x, y) est continue, puisque l’image réciproque par cette
fonction de]t,+∞[ est{y ∈ Y | supx∈F f(x, y) > t}, qui est l’union lorsquex ∈ F des images
réciproques de]t,+∞[ par la fonction qui ày associef(x, y), laquelle est continue.

On remarque ensuite que la quantitésupx∈F f(x, y) est la borne supérieure de la famille
dirigée (supx∈E f(x, y))E fini non vide⊆F . Par le lemme 6.5.7, pour chaque sous-ensemble fini
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non videE deF , il existe un élémentxE deE tel quesupx∈E f(x, y) = f(xE, y). On note que :

C

∫

y∈Y

f(xE , y)dν
′ = sup

x∈E
C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′ (6.10)

En effet, le côté gauche est trivialement inférieur ou égal au côté droit, et l’inégalité réciproque
vient du fait quef(x, y) ≤ f(xE, y) pour touty, en utilisant le lemme 4.1.2. On a donc :

C

∫

y∈Y

sup
x∈F

f(x, y)dν ′ = C

∫

y∈Y

sup
E fini non vide⊆F

sup
x∈E

f(x, y)dν ′

= C

∫

y∈Y

sup
E fini non vide⊆F

f(xE , y)dν
′

= sup
E fini non vide⊆F

C

∫

y∈Y

f(xE , y)dν
′ par la proposition 4.2.1

= sup
E fini non vide⊆F

sup
x∈E

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′ = sup
x∈F

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′

où nous utilisons (6.10) à la dernière ligne. ⊓⊔

Théorème 6.5.9 (Bauer-Fubini, plausibilités)SoitX etY deux espaces stablement localement
compacts. Pour toutes plausibilités continuesν surX et ν ′ surY , le produit naturelν ⊗ ν ′ sur
X × Y est tel que :

1. sif est comonotone en son premier argument, ou bien siν est une valuation continue,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

2. sif est comonotone en son second argument, ou bien siν ′ est une valuation continue,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f(x, y)dνdν ′

Démonstration.Démontrons la première partie, la deuxième étant entièrement analogue. On a :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

FFF∈Hu(X×Y )

sup
(x,y)∈FFF

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′)∗

par le théorème 6.3.17

= C

∫

FFF∈Hu(X×Y )

sup
(x,y)∈FFF

f(x, y)d(_× _)[ν∗ ⊗ ν ′∗] par définition

= C

∫

(F,F ′)∈Hu(X)×Hu(Y )

sup
x∈F,y∈F ′

f(x, y)d(ν∗ ⊗ ν ′∗) par la proposition 4.2.11

= C

∫

F∈Hu(X)

C

∫

F ′∈Hu(Y )

sup
x∈F,y∈F ′

f(x, y)dν ′∗dν∗ par le théorème 4.6.2

= C

∫

F∈Hu(X)

C

∫

y∈Y

sup
x∈F

f(x, y)dν ′dν∗
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par le théorème 6.3.17 de nouveau.
Lorsqueν est une valuation continue, on applique le lemme 6.5.6 pour continuer le calcul :

C

∫

F∈Hu(X)

C

∫

y∈Y

sup
x∈F

f(x, y)dν ′dν∗ = C

∫

x1∈X

C

∫

y∈Y

sup
x∈↓x1

f(x, y)dν ′dν

= C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

Dans le cas oùf est comonotone en son premier argument,

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⊗ ν ′) = C

∫

F∈Hu(X)

C

∫

y∈Y

sup
x∈F

f(x, y)dν ′dν∗

= C

∫

F∈Q(X)

sup
x∈F

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν∗ par la proposition 6.5.8

= C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν

par le théorème 6.3.17 de nouveau. ⊓⊔
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Chapitre 7

Estimations : P joue, puisC fait. . . quoi ?

De même qu’une crédibilité est à peu de choses près une valuation sur l’espace de Smyth
Q(X) des choix non déterministes démoniaques, et qu’une plausibilité est une valuation sur l’es-
pace de HoareH(X) des choix non déterministes angéliques, on peut naturellement se demander
ce que serait le concept correspondant à une valuation sur l’espace de PlotkinPℓ(X), ou l’espace
P(X), des choix non déterministes chaotiques.

La première réponse que nous proposons ici est celle d’estimation, définie plus bas. Une
estimation n’est pas une capacité au sens où elle ne mesure pas des ouverts mais descroissants,
ce qui peut paraître curieux. Il se trouve que c’est ce qui marche, et je n’ai aucune explication
intuitive à la nature de la chose.

Rappelons qu’un croissantC est la différenceU \ V de deux ouvertsU et V . De façon
équivalente, c’est l’intersection d’un ouvert et d’un fermé. Rappelons aussi que, par le théorème
de Smiley-Horn-Tarski, toute valuationν sur un espace topologiqueX s’étend en une unique
pré-mesureν% sur la pré-tribu engendrée par la topologie deX. Les éléments de la pré-tribu
engendrée par la topologie deX sont les unions finies disjointes de croissantsU \ V , oùU etV
sont des ouverts deX. On a alorsν%(U \ V ) = ν(U)− ν(U ∩ V ) = ν(U ∪ V )− ν(V ).

Ce qui sera curieux dans la définition d’une estimation, c’est qu’elle prendra des croissants
en argument, et non pas des unions finies disjointes de croissants. C’est d’autant plus bizarre
que si toute intersection finie de croissants est un croissant, les unions finies de croissants ne
sont en général pas des croissants. L’espace des croissantsn’a en fait pas de structure algébrique
agréable.

7.1 Estimations

Voici comment on arrive à la notion d’estimation : à partir d’une valuationP sur l’espace
de Plotkin deX, on construit une fonctionν telle queν(U) = P (2U) et ν(X \ V ) = P (3V ).
Ceci se passera sans difficulté si l’on choisit non pasPℓ(X) maisPV(X) comme espace de choix
non déterministes chaotiques. Ceci ne fait aucune différence siX est un cpo continu cohérent et
compact (fait 3.6.26). Sinon, le remplacement dePℓ(X) parPV(X) est assez similaire à celui de
H(X) parHu(X) en théorie des plausibilités (proposition 6.3.3 et suivantes). Nous expliquerons
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souvent dans la suite certaines constructions en termes de lentilles, pour les retraduire ensuite en
termes d’A-valuations continues.

Rappelons que, dansPℓV(X), pour tout ouvertU deX, 2U est l’ensemble des lentillesL
incluses dansU . On peut étendre cette notation aux croissants deX : siC = U\V est un croissant
deX, alors2C est l’ensemble des lentillesL incluses dansC, c’est-à-dire incluses dansU et ne
rencontrant pasV . En particulier,2C = 2U \3V est un croissant dePℓV(X). Nous allons poser
ν de telle sorte queν(C) = P%(2C) = P (2U)− P (2U ∩3V ) = P (2U ∪3V )− P (3V ).

La construction analogue dans l’espacePV(X) desA-valuations continues est donnée au
lemme 7.1.2 ci-dessous : dansPV(X), 2C sera l’ensemble desA-valuations continuesα telles
queα(U) = 1 et α(V ) = 0, oùC = U \ V . Il n’est cependant pas immédiatement clair que
ceci soit bien défini, car il y a en général plusieurs couples d’ouvertsU, V tels queC = U \ V .
Notamment,C = (U ∪V ) \V = U \ (U ∩V ). L’inclusion entre croissants deX est caractérisée
comme suit.

Lemme 7.1.1 SoientU , V , U ′, V ′ quatre ouverts. AlorsU \ V ⊆ U ′ \ V ′ si et seulement si
U ⊆ U ′ ∪ V etU ∩ V ′ ⊆ V .

Démonstration.SupposonsU \ V ⊆ U ′ \ V ′. Pour toutx ∈ U , soitx ∈ V , soitx 6∈ V ; dans le
deuxième cas,x ∈ U \V , doncx ∈ U ′. DoncU ⊆ U ′∪V . Pour toutx ∈ U ∩V ′, six n’était pas
dansV , alorsx serait dansU \ V , donc dansU ′ \ V ′, ce qui contredit le fait quex ∈ V ′. Donc
U ∩ V ′ ⊆ V .

Réciproquement, supposons queU ⊆ U ′ ∪ V etU ∩ V ′ ⊆ V . Pour toutx ∈ U \ V , comme
x ∈ U , on ax ∈ U ′ ∪ V . Mais commex n’est pas dansV , nécessairementx ∈ U ′. Si x était
dansV ′, alorsx serait dansU ∩ V ′, donc dansV , ce qui est impossible. Doncx ∈ U ′ \ V ′. Donc
U \ V ⊆ U ′ \ V ′. ⊓⊔

On rappelle que pour tous ouvertsU etV deX, dansPV(X) on a2U = {α ∈ PV(X)|α(U) =
1}, et3V = {α ∈ PV(X)|α(V ) 6= 0}.

Lemme 7.1.2 Posons, pour tout croissantC = U \V , 2C = {α ∈ PV(X)|α(U) = 1 etα(V ) =
0}. Ceci est bien défini, et2C = 2U \3V . En particulier, pour tout croissantC deX, 2C est
un croissant dePV(X). De plus, siC ⊆ C ′, alors2C ⊆ 2C ′.

Démonstration.Notons temporairement2(U, V ) l’ensemble desA-valuations continuesα telles
queα(U) = 1 et α(V ) = 0. On montre d’abord que siC = U \ V ⊆ U ′ \ V ′ = C ′, alors
2(U, V ) ⊆ 2(U ′, V ′). Pour toutα ∈ 2(U, V ), on aα(U) = 1 etα(V ) = 0. Puisqueα(V ) = 0
et par la propriété 4 de la définition 3.6.1,α(U ′) = α(U ′ ∪ V ). Par le lemme 7.1.1, et commeα
est monotone,α(U ′ ∪ V ) ≥ α(U) = 1. Doncα(U ′) = 1. Puisqueα(U) = 1 et par la propriété 5
de la définition 3.6.1,α(V ′) = α(U ∩ V ′). Par le lemme 7.1.1, et commeα est monotone,
α(U ∩ V ′) ≤ α(V ) = 0. Doncα(V ′) = 0. Doncα ∈ 2(U ′, V ′).

On en déduit en particulier que siU \V = U ′\V ′, alors2(U, V ) = 2(U ′, V ′). Donc2(U, V )
ne dépend que deU \V . Il est donc légitime de noter cette quantité2(U \ V ). D’autre part, nous
venons de montrer que siC ⊆ C ′ alors2C ⊆ 2C ′.

Le fait que2C = 2U \3V est évident. ⊓⊔
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De façon symétrique, pour toute partieG deX, on peut poser3G = {L ∈ PℓV(X)|L∩G 6=
∅} dansPℓV(X). Nous utiliserons cette notation lorsqueG est soit un ouvert soit un fermé. Dans
PV(X), on pose :

Lemme 7.1.3 Posons, pour tout ouvert ou ferméG de X, 3G égal au complémentaire de
2(X \G). LorsqueG est un ouvertU , 3U = {α ∈ PV(X)|α(U) 6= 0}. LorsqueG est un
ferméX \ V , 3(X \ V ) = {α ∈ PV(X)|α(V ) 6= 1}.

Lemme 7.1.4 Pour tous croissantsC etC ′ deX, 2C ∩2C ′ = 2(C ∩ C ′).

Démonstration.DansPℓV(X),L est inclus dansC et dansC ′ si et seulement siL est inclus dans
C ∩C ′. DansPV(X), posonsC = U \V etC ′ = U ′ \V ′ ; alorsα ∈ 2C ∩2C ′ si et seulement si
α(U) = α(U ′) = 1 etα(V ) = α(V ′) = 0. Si c’est le cas, alorsα(U ∩ U ′) = 1 par la propriété 5
de la définition 3.6.1, etα(V ∪ V ′) = 0 par la propriété 4, doncα ∈ 2((U ∩ U ′) \ (V ∪ V ′)) =
2(C ∩ C ′). Réciproquement, siα(U ∩ U ′) = 1 et α(V ∪ V ′) = 0, par monotonieα(U) =
α(U ′) = 1 etα(V ) = α(V ′) = 0. ⊓⊔

Lemme 7.1.5 Pour tout croissantC deX, pour tout ouvert ou ferméG, 2C \3G = 2(C \G).

Démonstration. Par le lemme 7.1.3,2C \ 3G = 2C ∩ 2(X \G) = 2(C ∩ (X \G)) =
2(C \G), par le lemme 7.1.4. ⊓⊔

Puisque2C, par le lemme 7.1.2, est un croissant dePV(X), il est naturel de définirν par
ν(C) = P%(2C) pour tout croissantC. Par définition, en posantC = U \ V , et en utilisant le
lemme 7.1.2,ν(C) = P (2U) − P (2U ∩ 3V ) = P (2U ∪ 3V ) − P (3V ). Nous prétendons
queν a les propriétés suivantes.

Lemme 7.1.6 Soitν une fonction de l’espaceC(X) des croissants surX versR+. SiP est une
valuation surPℓV(X), resp.PV(X) telle queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC, alors
nécessairement, pour tout croissantC, pour tous ouverts ou fermésG1, . . . ,Gp,

P%(2C ∩3G1 ∩ . . . ∩3Gp) =
∑

K⊆{1,...,p}

(−1)|K|ν

(
C \

⋃

k∈K

Gk

)
(7.1)

La formule ressemble à certaines que nous connaissons bien maintenant. Cependant,K parcourt
tous les sous-ensembles de{1, . . . , p}, et plus seulement les sous-ensembles non-vides ; d’autre
part, l’exposant de(−1) est|K|, et non|K|+ 1.

Démonstration.Par récurrence surp. Si p = 0, c’est évident. Supposons la formule juste
pourp, et montrons-la pourp+ 1. PuisqueP% est additive, on a :

P%(2C ∩3G1 ∩ . . . ∩3Gp ∩3Gp+1) = P%(2C ∩3G1 ∩ . . . ∩3Gp)

−P%(2C ∩3G1 ∩ . . . ∩3Gp \3Gp+1)
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Or 2C \3Gp+1 = 2(C \Gp+1) par le lemme 7.1.5. On en déduit que2C ∩3G1∩ . . .∩3Gp \
3Gp+1 = 2(C \Gp+1)∩3G1 ∩ . . .∩3Gp. En utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient :

P%(2C ∩3G1 ∩ . . . ∩3Gp ∩3Gp+1) =
∑

K⊆{1,...,p}

(−1)|K|ν

(
C \

⋃

k∈K

Gk

)

−
∑

K⊆{1,...,p}

(−1)|K|ν

(
C \Gp+1 \

⋃

k∈K

Gk

)

Mais ceci est la somme souhaitée, indexée par les ensemblesK ⊆ {1, . . . , p, p+1}. La première
somme contient tous les termes oùK ne contient pasp+1, la seconde ceux oùK contientp+1.
⊓⊔

Corollaire 7.1.7 Soitν une estimation surX. SiP est une valuation surPV(X) telle queν(C) =
P%(2C), alors nécessairement, pour tout ouvertU , pour tous ouvertsV1, . . . ,Vn,

P (2U ∩3V1 ∩ . . . ∩3Vn) =
∑

I⊆{1,...,n}

(−1)|I|ν

(
U \

⋃

i∈I

Vi

)

Définition 7.1.8 (Estimation) Soit X un espace topologique. Uneestimationsur X est une
fonctionν de l’espaceC(X) des croissants deX versR+, telle que :

– ν est stricte :ν(∅) = 0 ;
– ν est monotone : siC ⊆ C ′ alorsν(C) ≤ ν(C ′) ;
– pour tout ouvertU , pour tous ouvertsU1, . . . ,Um inclus dansU (m ≥ 0), pour tout ouvert
V , pour tous ouvertsV1, . . . ,Vn contenantV (n ≥ 0),

∑

I⊆{1,...,m}
J⊆{1,...,n}

(−1)|I|+|J |ν

(
⋂

i∈I

[U ]
Ui \

⋃

j∈J

[V ]
Vj

)
≥ 0 (7.2)

où la notation
⋂

i∈I

[U ]
Ui signifie

⋂
i∈I Ui si I 6= ∅, U sinon, et la notation

⋃
j∈J

[V ]
Vj

signifie
⋃

j∈J Vj si J 6= ∅, V sinon. De façon équivalente, quoique moins synthétique :

ν(U \ V ) ≥
∑

I⊆{1,...,m},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui \ V
)

+
∑

J⊆{1,...,n},J 6=∅

(−1)|J |+1ν

(
U \

⋃

j∈J

Vj

)
(7.3)

−
∑

I⊆{1,...,m},I 6=∅
J⊆{1,...,n},J 6=∅

(−1)|I|+|J |ν

(
⋂

i∈I

Ui \
⋃

j∈J

Vj

)

On dit queν estsesqui-continuesi et seulement si :
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– pour toute famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I , pour tout ouvertV ,

ν

(
⋃

i∈I

Ui \ V
)

= sup
i∈I

ν(Ui \ V ) (7.4)

– pour tout ouvertU , pour toute famille dirigée(Vj)j∈J ,

ν

(
U \

⋃

j∈J

Vj

)
= inf

j∈J
ν(U \ Vj) (7.5)

Lemme 7.1.9 Pour toute famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I , pour tout ouvertV , 2
(⋃

i∈I Ui \ V
)

=⋃
i∈I 2(Ui \ V ).

Démonstration.DansPℓV(X), L ∈ 2
(⋃

i∈I Ui \ V
)

si et seulement siL ⊆ ⋃i∈I Ui \ V , si et
seulement siL ⊆ ⋃i∈I Ui, etL n’intersecte pasV . CommeL est compacte, et que la famille
(Ui)i∈I est dirigée, siL ⊆ ⋃i∈I Ui, alorsL ⊆ Ui pour un certaini ∈ I, doncL ⊆ Ui \ V , et
L ∈ 2(Ui \ V ). La réciproque est évidente.

DansPV(X), α ∈ 2
(⋃

i∈I Ui \ V
)

si et seulement siα
(⋃

i∈I Ui

)
= 1 et α(V ) = 0, si et

seulement s’il existei ∈ I tel queα(Ui) = 1 et α(V ) = 0, puisqueα est continue ; autrement
dit, α ∈ 2(Ui \ V ). ⊓⊔

Lemme 7.1.10Pour toute famille dirigée d’ouverts(Vi)i∈I , 3
(⋃

i∈I Vi

)
=
⋃

i∈I 3Vi.

Démonstration. DansPℓV(X), L ∈ 3
(⋃

i∈I Vi

)
si et seulement siL intersecte

⋃
i∈I Vi, si et

seulement siL intersecte l’un desVi, si et seulement siL ∈ 3Vi pour un certaini ∈ I. Dans
PV(X), α ∈ 3

(⋃
i∈I Vi

)
si et seulement siα

(⋃
i∈I Vi

)
6= 0, c’est-à-direM ⊑ α

(⋃
i∈I Vi

)
.

Puisqueα est continue, ceci est équivalent àM ⊑ α(Vi), c’est-à-dire àα ∈ 3Vi pour un certain
i ∈ I. ⊓⊔

Proposition 7.1.11 SoitX un espace topologique,P une valuation surPV(X). Posonsν(C) =
P%(2C) pour tout croissantC deX. Alorsν est une estimation. Si de plusP est continue, alors
ν est sesqui-continue.

Démonstration.D’abord,ν est stricte, puisque2∅ = ∅, toutes les lentilles étant non vides, et
parce queP est stricte. Ensuite, on rappelle queP%, en tant que pré-mesure, est monotone. Alors
ν est monotone, parce que siC ⊆ C ′ alors2C ⊆ 2C ′ (lemme 7.1.2).

L’inégalité (7.2) est une application directe du lemme 7.1.6. PosonsC = U \V ,G1 = V1, . . . ,
Gn = Vn,Gn+1 = X \U1, . . . ,Gn+m = X \Um, etp = n+m. Pour toutK ⊆ {1, . . . ,m+ n},
posonsI = {i | 1 ≤ i ≤ m,n + i ∈ K} et J = {j | 1 ≤ j ≤ n, j ∈ K}. Alors C \⋃

k∈K Gk = U \V ∩⋂i∈I Ui \
⋃

j∈J Vj si I 6= ∅, sinonC \⋃k∈K Gk = U \V \⋃j∈J Vj. Puisque
tous lesUi sont inclus dansU , et que chaqueVj contientV , C \ ⋃k∈K Gk est toujours égal à⋂

i∈I

[U ]
Ui\
⋃

j∈J

[V ]
Vj. L’inégalité (7.2) exprime alors juste queP%(2C∩3G1∩. . .∩3Gp) ≥ 0,

par une relecture facile de l’égalité (7.1).
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Montrons queν est sesqui-continue dès queP est continue. Rappelons que, siC est le crois-
santU \ V , alorsν(C) = P (2U)− P (2U ∩3V ) = P (2U ∪3V )− P (3V ). Soit(Ui)i∈I une
famille dirigée d’ouverts deX, alors

ν

(
⋃

i∈I

Ui \ V
)

= P

(
2

(⋃

i∈I

Ui

)
∪3V

)
− P (3V )

= P

(
⋃

i∈I

2Ui ∪3V

)
− P (3V ) par le lemme 7.1.9

= sup
i∈I

P (2Ui ∪3V )− P (3V ) puisqueP est continue

= sup
i∈I

ν(Ui \ V )

De même, si(Vj)j∈J est une famille dirigée d’ouverts deX,

ν

(
U \

⋃

j∈J

Vj

)
= P (2U)− P

(
2U ∩3

(⋃

j∈J

Vj

))

= P (2U)− P
(

2U ∩
⋃

j∈J

3Vj

)
par le lemme 7.1.10

= P (2U)− sup
j∈J

P (2U ∩3Vj) puisqueP est continue

= inf
j∈J

ν(U \ Vj)

⊓⊔
Comme pour les crédibilités et les plausibilités, nous montrerons que, sous quelques hypo-

thèses sur l’espaceX, pour toute estimation continueν surX, il existe une unique valuation
continueP surPV(X) telle queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC.

Lemme 7.1.12Pour toute estimationν surX, on a les inégalités suivantes.

1. Pour tous ouvertsU1, . . . , Um (m ≥ 1), pour tout ouvertV ,

ν

(
m⋃

i=1

Ui \ V
)
≥

∑

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui \ V
)

2. Pour tous ouvertsU1, . . . , Um (m ≥ 1),

ν

(
m⋃

i=1

Ui

)
≥

∑

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

Ui

)
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3. Pour tout ouvertU , pour tous ouvertsV1, . . . , Vn (n ≥ 1),

ν

(
U \

n⋂

j=1

Vj

)
≥

∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

(−1)|J |+1ν

(
U \

⋃

j∈J

Vj

)

4. Pour tous ouvertsV1, . . . , Vn (n ≥ 1), si l’on poseν↓(V ) = ν(X)− ν(X \ V ), alors :

ν↓

(
n⋂

j=1

Vj

)
≤

∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

(−1)|J |+1ν↓

(
⋃

j∈J

Vj

)

Démonstration.Ce sont des conséquences de (7.3) : 1. est le casm ≥ 1, n = 0, U =
⋃m

i=1 Ui,
2. est 1. lorsqueV est vide ; 3. est le casm = 0, n ≥ 1, V =

⋂n
j=1 Vj. LorsqueU = X dans 3.,

on obtient :

ν

(
X \

n⋂

j=1

Vj

)
≥

∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

(−1)|J |+1ν

(
X \

⋃

j∈J

Vj

)

Donc :

∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

(−1)|J |+1ν↓

(
⋃

j∈J

Vj

)
=

∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

(−1)|J |+1ν(X)−
∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

ν

(
X \

⋃

j∈J

Vj

)

= ν(X)−
∑

J⊆{1,...,n}
J 6=∅

ν

(
X \

⋃

j∈J

Vj

)
par le lemme 3.11.1

≥ ν(X)− ν
(
X \

m⋂

j=1

Vj

)
= ν↓

(
m⋂

j=1

Vj

)

⊓⊔
Une estimation (resp., sesqui-continue)ν définit donc à la fois une crédibilité (resp. continue)
ν↑, par restriction aux ouvertsU : ν↑(U) = ν(U) pour tout ouvertU ; et une plausibilité (resp.
continue)ν↓, qui àV associeν↓(V ) = ν(X)− ν(X \ V ), par restriction aux fermésX \ V .

L’inégalité (7.3) implique aussi que : (a)ν(U \ V ) ≥ ν(U1 \ V ) dès queU1 ⊆ U (le cas
m = 1 etn = 0), et que : (b)ν(U \ V ) ≥ ν(U \ V1) dès queV1 ⊇ V (le casm = 0 etn = 1). Ce
sont des formes faibles de la propriété de monotonie. Nous verrons au lemme 7.4.17 qu’elles lui
sont équivalentes. On n’a donc pas besoin de vérifier queν est monotone : c’est une conséquence
de (7.3).

Nous utilisons finalement l’inégalité (7.3) avecm = n = 1 pour en déduire les encadrements
suivants.
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Lemme 7.1.13Soitν une estimation surX. Pour tous ouvertsU etV deX,

(i) ν↑(U) ≤ ν↓(U)
(ii) ν↑(U ∪ V ) ≤ ν(U \ V ) + ν↓(V ) (iii) ν↑(U ∩ V ) + ν(U \ V ) ≤ ν↑(U)
(iv) ν↑(U) ≤ ν(U \ V ) + ν↓(U ∩ V ) (v) ν↓(V ) + ν(U \ V ) ≤ ν↓(U ∪ V )

Démonstration. Lorsquem = n = 1, l’inégalité (7.3) implique finalement queν(U \ V ) ≥
ν(U1 \ V ) + ν(U \ V1) − ν(U1 \ V1) si U1 ⊆ U etV1 ⊇ V . En renommantU etV enU0 etV0

respectivement, on a :(∗) pour tous ouvertsU1 ⊆ U0, V1 ⊇ V0, ν(U0 \V0) ≥ ν(U1 \V0)+ν(U0 \
V1)− ν(U1 \ V1).

On en déduit(i) en prenantU0 = X, U1 = U , V1 = U , et V0 = ∅ dans(∗), ce qui nous
donneν(X) ≥ ν(U) + ν(X \ U) − ν(∅). Pour(ii), on poseU0 = X, U1 = U ∪ V , V1 = V ,
et V0 = ∅ dans(∗), ce qui donneν(X) ≥ ν(U ∪ V ) + ν(X \ V ) − ν((U ∪ V ) \ V ), et l’on
conclut parce que(U ∪ V ) \ V = U \ V . Si l’on prendU0 = U , U1 = U ∩ V , V1 = V , et
V0 = ∅, on obtientν(U) ≥ ν(U ∩ V ) + ν(U \ V ) − ν((U ∩ V ) \ V ), ce qui démontre(iii),
puisque(U ∩ V ) \ V = ∅. Posons maintenantU0 = X, U1 = U , V1 = U ∩ V , V0 = ∅ dans
(∗) : on obtientν(X) ≥ ν(U) + ν(X \ (U ∩ V ))− ν(U \ (U ∩ V )) ; orU \ (U ∩ V ) = U \ V ,
d’où l’inégalité (iv). Enfin, pour(v), on prendU0 = X, U1 = U , V1 = U ∪ V , etV0 = V , ce
qui impliqueν(X \ V ) ≥ ν(U \ V ) + ν(X \ (U ∪ V )) − ν(U \ (U ∪ V )). Or U \ (U ∪ V )
est vide, doncν(X \ V ) ≥ ν(U \ V ) + ν(X \ (U ∪ V )). Doncν↓(V ) = ν(X) − ν(X \ V ) ≥
ν(X)− ν(X \ (U ∪ V ))− ν(U \ V ) = ν↓(U ∪ V )− ν(U \ V ). ⊓⊔

LorsqueP est une valuation,P%(U ∪ V ) = P%(U \ V ) +P%(V ), etP%(U ∩V ) +P%(U \
V ) = P%(U). Les inégalités ci-dessus peuvent être vues comme indiquant dans quel sens les
estimations s’approchent de ces égalités. Par exemple, alors queP%(U \ V ) = P%(U ∪ V ) −
P%(V ), les inégalités(ii) et (v) entraînent queν(U \ V ) est compris entreν↑(U ∪ V )− ν↓(V )
etν↓(U ∪ V )− ν↓(V ). De même, alors queP%(U \ V ) = P%(U)− P%(U ∩ V ), les inégalités
(iii) et (iv) entraînent queν(U \V ) est compris entreν↑(U)−ν↓(U ∩V ) etν↑(U)−ν↑(U ∩V ).

7.2 Estimations simples

De même que les crédibilités et les plausibilités simples permettent de mieux comprendre,
concrètement, ce que sont les crédibilités et plausibilités continues, définissons une notion d’es-
timation simple.

Définition 7.2.1 (Estimation à l’unanimité) SoitX un espace topologique. Pour toute partie
A deX, l’estimation à l’unanimitéueA est la fonction deC(X) versR+ définie par : pour tout
croissantC, ueA(C) = 1 siA ⊆ C, ueA(C) = 0 sinon.

La définition est la même que pour le jeu d’unanimitéuA, à ceci près queueA mesure des
croissants, pas des ouverts.

Rappelons que〈A〉 = ↑ A ∩ cl(A) (lemme 3.5.20).

Lemme 7.2.2 Pour toute partieA, ueA = ue〈A〉.
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Démonstration.Il suffit de montrer que, pour tout croissantC = U \ V , A ⊆ C si et seulement
si 〈A〉 ⊆ C. PuisqueA ⊆ 〈A〉, la direction si est triviale. Réciproquement, supposonsA ⊆ C, et
montrons que〈A〉 ⊆ C. Soit doncx un élément quelconque de〈A〉 = ↑ A ∩ cl(A).

Puisquex ∈ ↑ A, il existe y ∈ A tel quey ≤ x. Par hypothèse,y est dansA, donc dans
C ⊆ U . PuisqueU est clos par le haut,x appartient àU .

Puisquex ∈ cl(A), tout ouvert contenantx intersecteA. Six appartenait àV , V intersecterait
doncA, ce qui est impossible puisqueA ⊆ C = U \ V . Doncx n’appartient pas àV .

On en déduit quex est dansU \ V = C. ⊓⊔

Lemme 7.2.3 La fonctionueA est continue, au sens oùueA(
⋃

i∈I Ui) = supi∈I ueA(Ui) pour toute
famille dirigée d’ouverts(Ui)i∈I , si et seulement siA est compact.

Démonstration.Clairement,ueA est continue si et seulement siuA est continu, si et seulement si
A est compact, par la proposition 5.1.1. ⊓⊔

Notons que la notion de continuité est bien plus faible que lasesqui-continuité. Ces deux
lemmes permettent de se restreindre aux estimations à l’unanimité de la formeueL, oùL est une
lentille.

Puisque l’espace des lentilles,PℓV(X), se plonge dans l’espacePV(X) desA-valuations
continues, du moins lorsqueX est sobre (proposition 3.6.2), on peut immédiatement généraliser :

Définition 7.2.4 (A-estimation) SoitX un espace topologique. Pour touteA-valuation conti-
nueα ∈ PV(X), l’A-estimationueα est la fonction deC(X) versR+ définie par : pour tout
croissantC, ueα(C) = 1 si α ∈ 2C, ueA(C) = 0 sinon.

Autrement dit, siC = U \ V , ueα(C) = 1 si α(U) = 1 et α(V ) = 0, et ueα(C) = 0 sinon.
Clairement, le plongementL 7→ L∗ dePℓV(X) dansPV(X) transporte la notion d’estimation à
l’unanimité enA-estimation :

Lemme 7.2.5 Pour toute lentilleL, ueL = ueL∗.

Démonstration.SoitC = U \ V . Alors ueL(C) = 1 si et seulement siL ⊆ C, si et seulement si
L ⊆ U etL n’intersecte pasV , si et seulement siL∗(U) = 1 etL∗(V ) = 0, si et seulement si
ueL∗(C) = 1. ⊓⊔

Nous vérifions maintenant queueα est bien une estimation, et donc aussiueL pour toute lentille
L.

Lemme 7.2.6 Pour tout croissantC = U\V dePV(X), δ%
α (C) = 1 siα ∈ C etδ%

α (C) = 1 sinon.

Démonstration.Calculons :δ%
α (C) = δα(U) − δα(U ∩ V). Siα ∈ C, alorsδ%

α (C) = 1 − 0 = 1.
Sinon, soitα n’est pas dansU, soitα est à la fois dansU et dansV. Dans les deux cas,δ%

α (C) = 0.
⊓⊔

Lemme 7.2.7 Pour touteA-valuation continueα surX, ueα est une estimation sesqui-continue
surX. On aueα(C) = δ%

α (2C) pour tout croissantC.
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Démonstration.En posantC = U \V , on aueα(C) = 1 si et seulement siα ∈ 2C par définition.
Par le lemme 7.2.6, ceci est équivalent àδ%

α (2C) = 1. Commeδ%
α ne prend que les valeurs0 ou

1 par le lemme 7.2.6,ueα(C) = δ%
α (2C) pour tout croissantC.

On en déduit immédiatement queueα est une estimation sesqui-continue par la proposi-
tion 7.1.11. ⊓⊔

Définition 7.2.8 (Estimation simple) Uneestimation simpleest une combinaison linéaire à co-
efficients positifs d’A-estimations, de la forme

∑n
i=1 aiueαi

, où ai ∈ R+, et αi ∈ PV(X),
1 ≤ i ≤ n.

Lemme 7.2.9 Toute estimation simple est une estimation sesqui-continue.

Démonstration.Clairement, toute combinaison linéaire à coefficients positifs d’estimations sesqui-
continues est encore une estimation sesqui-continue. On conclut par le lemme 7.2.7. ⊓⊔

Nous verrons plus loin que, sous quelques hypothèses sur l’espace sous-jacentX, toute es-
timation sesqui-continue est borne supérieure d’une famille dirigée d’estimations simples. La
seule difficulté est de déterminer quel est l’ordre adéquat sur l’espace des valuations continues.
Cette question délicate sera abordée à la section 7.4.

7.3 Des estimations aux valuations surPV(X)

Le but que nous poursuivons dans cette section est de montrerque, sous quelques conditions
sur l’espaceX, pour toute estimation continueν surX, il existe une unique valuation continue
P surPV(X) telle queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC. Autrement dit, toute estimation
continue représente un choix probabiliste parmi desA-valuations continues — à peu de choses
près, parmi des lentilles — codant des choix chaotiques.

La stratégie de démonstration est analogue à celle de la proposition 5.4.7. Force est cepen-
dant de constater que si la structure générale reste, les détails sont bien plus complexes. Un des
changements notables est le suivant. À la proposition 5.4.7, nous commencions par construire
fonctionP sur les unions finies d’ouverts de base2U , que nous étendions ensuite par continuité
à toutes les unions, finies ou infinies, d’ouverts de base, donc à la topologie deQ(X). Ici, tout
ouvert dePV(X) est une union d’intersections finies d’ouverts de la forme2U ou3V ; en utili-
sant le lemme 7.1.4, une union d’ouverts de la forme2U ∩⋂n

i=1 3Vi. Ici, la stratégie analogue
consistant à construireP sur les unions finies d’ouverts de la forme2U ∩⋂n

i=1 3Vi ne permettra
pas de montrer facilement queP est monotone. À la place, nous construirons directementP%

sur la pré-tribu engendrée par ces ouverts. Nous étudions cette pré-tribu à la section 7.3.1.

7.3.1 La pré-tribu engendrée par les2U , 3V

Fixons d’abord un peu de vocabulaire.
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Définition 7.3.1 (Ouvert de base, élémentaire)Un ouvert de basede PℓV(X), resp.PV(X),
est un ouvert de la forme2U ou3U , oùU est un ouvert deX.

Un ouvert élémentairedePℓV(X), resp.PV(X), est un ouvert de la forme2U ∩⋂n
i=1 3Vi,

oùU , V1, . . . ,Vn sont des ouverts deX.

Tout ouvert dePℓV(X), resp.PV(X), est une union, possiblement infinie, d’ouverts élémentaires.
Nous allons plutôt nous intéresser à certains croissants :

Définition 7.3.2 (Croissant élémentaire)Un croissant élémentairede PℓV(X), resp.PV(X),
est une partie de la forme2C ∩⋂n

i=1 3Gi, oùC est un croissant deX etG1, . . . ,Gn sont des
ouverts ou fermés deX.

On adopte la convention que, sin = 0, alors le croissant élémentaire en question est simplement
2C. En général, nous adopterons la convention qu’une intersection vide représente l’espace
environnant tout entier, lequel sera déterminé de façon nonambiguë par le contexte.

Lemme 7.3.3 Tout croissant élémentaire est un élément de la pré-tribu engendrée par les ou-
verts de base.

Démonstration.LorsqueC est le croissantU \ V , 2C = 2U \3V par le lemme 7.1.2. D’autre
part, séparons les ouverts ou fermésG1, . . . ,Gn enm ouvertsV1, . . . ,Vm etn−m fermésX \U1,
. . . ,X \ Un−m. Puisque3(X \ Uj) est le complémentaire de2Uj par définition (lemme 7.1.3),
le croissant élémentaire2C ∩⋂n

i=1 3Gi s’écrit2U \3V ∩⋂m
i=1 3Vj \

⋃n−m
j=1 2Uj, et est donc

la différence de l’ouvert élémentaire2U ∩⋂m
i=1 3Vj et de l’union finie desn −m + 1 ouverts

élémentaires3V , 2U1, . . . , 2Un−m. Il est donc dans la pré-tribu engendrée par les ouverts
élémentaires. ⊓⊔

La pré-tribu engendrée par les ouverts de base est la plus petite famille contenant les ou-
verts de base, et stable par complémentaires, unions finies et intersections finies. Ceci peut se
représenter à l’aide deformules propositionnelles.

Définition 7.3.4 Fixons un ensemble dit devariablesϕ, ψ, . . . Lesformules propositionnelles
sont définies par la grammaire :

F ::= ϕ variables
| ⊤ vrai
| F ∧ F conjonction (et)
| ⊥ faux
| F ∨ F disjonction (ou)
| ¬F négation (non)

La sémantique des formules propositionnelles est définie comme suit. Unenvironnementρ est
une fonction qui à toute variableϕ associe un ouvert ou fermé dePℓV(X), resp.PV(X). La
valeurJF K ρ de la formule dansρ est définie par récurrence structurelle surF par :

JϕK ρ = 2ρ(ϕ) J¬F K ρ = 2X \ JF K ρ
J⊤K ρ = 2X JF ∧GK ρ = JF K ρ ∩ JGK ρ

J⊥K ρ = ∅ JF ∨GK ρ = JF K ρ ∪ JGK ρ
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Tout croissant s’exprime à l’aide d’unions (codées par des conjonctions∧, ⊤), d’intersections
(disjonctions∨ et⊥), et de complémentaires (codés par la négation¬) d’ouverts de base2U
ou 3V (U , V ouverts deX). Le rôle des variablesϕ est intuitivement de nommer ces ouverts
de base, et l’environnementρ énonce la valeur associée à chacun de ces noms. Il serait donc
raisonnable de demander queρ(ϕ) soit un ouvert de base2U ou 3V , et de poserJϕK ρ =
ρ(ϕ), mais ceci rendrait certaines notations maladroites dans la suite, essentiellement celle de
l’équation (7.6). Puisque notre logique dispose de la négation, il serait équivalent de demander
queρ(ϕ) soit de la forme2G, oùG est un ouvert ou un fermé ; dans le second cas, oùG est
le complémentaire d’un ouvertV , on utilise le fait que2G est le complémentaire de3V . Ceci
étant acquis, on peut décider queρ(ϕ) est juste la donnée deG lui-même, auquel cas on doit
poserJϕK ρ = 2ρ(ϕ).

La sémantique de la définition 7.3.4 n’est pas la sémantique usuelle des formules propo-
sitionnelles. La voici. Intuitivement, une affectation est l’ensemble des variables que l’on veut
considérer comme vraies, les autres étant considérées comme fausses.

Définition 7.3.5 Pour toute formule propositionnelleF , l’ensemblevars(F ) desvariables libres
deF est par définition l’ensemble des variables qui apparaissent dansF : vars(ϕ) = {ϕ},
vars(⊤) = vars(⊥) = ∅, vars(¬F ) = vars(F ), vars(F ∧ G) = vars(F ∨ G) = vars(F ) ∪
vars(G).

SoitV un ensemble fini de variables. UneaffectationA sur V est un ensemble de variables
dansV. On dit queA satisfaitla formuleF , avecvars(F ) ⊆ V, si et seulement siA |= F , où |=
est la relation définie comme suit :

A |= ϕ ssi ϕ ∈ A
A |= ¬F ssi A 6|= F

A |= ⊤ toujours

A |= F ∧G ssi A |= F etA |= G

A |= ⊥ jamais

A |= F ∨G ssi A |= F ouA |= G

La relation entre les deux sémantiques est donnée par le lemme suivant.

Lemme 7.3.6 Soit V un ensemble fini de variables,F une formule propositionnelle telle que
vars(F ) ⊆ V, etρ un environnement.

Pour toute affectationA sur V, notonsJA K
V
ρ =

⋂
ϕ∈A 2ρ(ϕ) \ ⋃ϕ∈V\A 2ρ(ϕ). De façon

duale, posonsJA K
V
ρ égal au complémentaire deJA K

V
ρ dansPℓV(X), resp.PV(X).

Alors JA K
V
ρ est un croissant élémentaire, plus précisément :

JA K
V
ρ = 2

(
⋂

ϕ∈A

ρ(ϕ)

)
∩
⋂

ϕ∈V\A

3(X \ ρ(ϕ)) (7.6)

De plus,JF K ρ est l’union disjointe
⋃
A sur V/A |=F JA K

V
ρ de tous lesJA K

V
ρ lorsqueA par-

court les affectations surV telles queA |= F . JF K ρ est aussi l’intersection
⋂
A sur V/A 6|=F JA K

V
ρ.
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Démonstration.L’équation (7.6) est claire, en utilisant le fait que2 commute avec les intersec-
tions finies, par le lemme 7.1.4, et que le complémentaire de2ρ(ϕ) est3(X \ ρ(ϕ)). On note
ensuite queX \ρ(ϕ) est un ouvert ou fermé deX, et que

⋂
ϕ∈A ρ(ϕ), en tant qu’intersection finie

d’ouverts et de fermés, est un croissant. Donc le côté droit de l’équation (7.6) est un croissant
élémentaire.

On note maintenant que :(a) sivars(F ) ⊆ V, etϕ0 est une variable hors deV, alorsJA K
V
ρ =

JA K
V∪{ϕ0}

ρ ∪ JA ∪ {ϕ0}KV∪{ϕ0}
ρ. En effet,

JA K
V∪{ϕ0}

ρ ∪ JA ∪ {ϕ0}KV∪{ϕ0}
ρ

=


⋂

ϕ∈A

2ρ(ϕ) \ (
⋃

ϕ∈V\A

2ρ(ϕ) ∪2ρ(ϕ0))


 ∪


⋂

ϕ∈A

2ρ(ϕ) ∩ 2ρ(ϕ0) \
⋃

ϕ∈V\A

2ρ(ϕ)




=
⋂

ϕ∈A

2ρ(ϕ) \
⋃

ϕ∈V\A

2ρ(ϕ) ∩ (2ρ(ϕ0) ∪2ρ(ϕ0))

où2ρ(ϕ0) est le complémentaire de2ρ(ϕ0)

= JA K
V
ρ

On en déduit que, si l’on pose[F ]V =
⋃
A surV/A |=F JA K

V
ρ, alors :(b) si vars(F ) ⊆ V etϕ0 est

une variable hors deV, alors[F ]V = [F ]V∪{ϕ0}. En effet,

[F ]V∪{ϕ0} =
⋃

A surV∪{ϕ0}/A |=F

JA K
V∪{ϕ0}

ρ

=
⋃

A surV/A |=F

JA K
V∪{ϕ0}

ρ ∪
⋃

A surV/A∪{ϕ0}|=F

JA ∪ {ϕ0}KV∪{ϕ0}
ρ

en séparant les affectations surV ∪ {ϕ0} en celles qui ne contiennent pas, resp. contiennentϕ0.
Puisqueϕ0 6∈ vars(F ), A ∪ {ϕ0} |= F est équivalent àA |= F . Donc

[F ]V∪{ϕ0} =
⋃

A surV/A |=F

JA K
V∪{ϕ0}

ρ ∪
⋃

A surV/A |=F

JA ∪ {ϕ0}KV∪{ϕ0}
ρ

=
⋃

A surV/A |=F

(JA K
V∪{ϕ0}

ρ ∪ JA ∪ {ϕ0}KV∪{ϕ0}
ρ)

=
⋃

A surV/A |=F

JA K
V
ρ par(a)

= [F ]V

On en déduit que :(c) [F ]V est indépendant deV, du moment quevars(F ) ⊆ V. En effet, pour
tousV,V′ contenantvars(F ), on démontre que[F ]V = [F ]V∪V′ par récurrence sur le nombre
d’éléments deV ∪ V′ qui ne sont pas dansV, en utilisant(b) ; et de même,[F ]V′ = [F ]V∪V′ .
Notons en conséquence[F ]V simplement[F ].

Il est ensuite facile de voir que :(d) l’intersection〈F 〉 =
⋂
A surV/A 6|=F JA K

V
ρ est égale au

complémentaire de[¬F ]. En particulier, par(c), 〈F 〉 est indépendante deV ⊇ vars(F ).
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Notre dernière remarque préliminaire est :(e) si A et I ′ sont deux affectations distinctes sur
V, alorsJA K

V
ρ et JI ′K

V
ρ sont disjoints. En effet, il existe une variableϕ deV telle queϕ ∈ A et

ϕ 6∈ I ′ (ou le contraire). AlorsJA K
V
ρ est inclus dans2ρ(ϕ), alors queJI ′K

V
ρ est inclus dans le

complémentaire de2ρ(ϕ), donc ils sont disjoints.
On montre maintenant queJF K ρ = [F ] = 〈F 〉 par récurrence structurelle surF .
Si F est une variableϕ, alors par(c), [F ] est indépendant deV, du moment queϕ ∈ V.

On peut donc en particulier prendreV = {ϕ}. Alors [F ] =
⋃
A sur{ϕ}/A |=ϕ JA K{ϕ} ρ = 2ρ(ϕ),

puisqueA |= ϕ si et seulement siA = {ϕ}, pour toute affectationA sur{ϕ}. Mais 2ρ(ϕ) =
JF K ρ, doncJF K ρ = [F ]. De même, pour toute affectationA sur{ϕ}, A 6|= ϕ si et seulement
si A = ∅. Or J∅K{ϕ} ρ = 2X \ 2ρ(ϕ), doncJ∅K{ϕ}ρ = 2ρ(ϕ), ce qui implique que〈F 〉 =⋂
A surV/A 6|=ϕ JA K{ϕ}ρ = 2ρ(ϕ) = JF K ρ.

Si F est de la forme¬F ′, alorsJF K ρ est le complémentaire deJF ′K ρ = [F ′] = 〈F ′〉, par
hypothèse de récurrence. Comme〈F 〉 est le complémentaire de[F ′] et [F ] est celui de〈F ′〉, par
(d), on en déduitJF K ρ = 〈F 〉 = [F ].

SiF est de la formeF1∨F2, alorsJF K ρ = JF1K ρ∪JF2K ρ = [F1]∪ [F2] =
⋃
A /A |=F1

JA K
V
ρ∪⋃

A /A |=F2
JA K

V
ρ =

⋃
A /A |=F1 ou A |=F2

JA K
V
ρ =

⋃
A /A |=F JA K

V
ρ = [F ]. On a aussiJF K ρ = 〈F1〉∪

〈F2〉 =
⋂
A /A 6|=F1

JA K
V
ρ∪⋂

A /A 6|=F2
JA K

V
ρ =

⋂
A ,I′/A 6|=F1,I′ 6|=F2

(JA K
V
ρ∪ JI ′K

V
ρ). LorsqueA 6= I ′,

par(e) JA K
V
ρ∪ JI ′K

V
ρ est l’espace2X tout entier. DoncJF K ρ est égal à l’intersection restreinte

aux casA = I ′ : JF K ρ =
⋂
A /A 6|=F1 et A 6|=F2

JA K
V
ρ = 〈F 〉.

Le casF = F1 ∧ F2 est similaire, et les casF = ⊤, F = ⊥ sont triviaux.
Finalement, l’union desJA K

V
ρ est une union disjointe, par(e). ⊓⊔

Corollaire 7.3.7 La pré-tribu engendrée par les ouverts de base surPℓV(X), resp.PV(X), est
formée des unions finies disjointes de croissants élémentaires.

Lemme 7.3.8 Soitν une fonction deC(X) versR+. PosonsP0
ν la fonction qui à toute affectation

A sur l’ensemble finiV, et à tout environnementρ, associe :

P0
ν(A , ρ,V) =

∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)

Posons ensuiteP1
ν la fonction qui à toute formuleF , tout environnementρ, et tout ensemble fini

de variables contenantvars(F ), associe :

P1
ν(F, ρ,V) =

∑

A affectation surV/A |=F

P0
ν(A , ρ,V) (7.7)

S’il existe une valuationP sur PℓV(X), resp.PV(X), telle queν(C) = P%(2C) pour tout
croissantC, alorsP%(JF K ρ) = P1

ν(F, ρ,V) pour toute formule propositionnelleF , tout envi-
ronnementρ, et tout ensemble finiV ⊇ vars(F ).
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Démonstration.Supposons queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC, oùP est une valuation
surPℓV(X), resp.PV(X). Alors :

P%(JA K
V
ρ) = P%


2

(
⋂

ϕ∈A

ρ(ϕ)

)
∩
⋂

ϕ∈V\A

3(X \ ρ(ϕ))




par l’équation 7.6 (lemme 7.3.6)

=
∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈A

ρ(ϕ) \
⋃

ϕ∈K

(X \ ρ(ϕ))

)

par l’équation 7.1 (lemme 7.1.6)

=
∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈A

ρ(ϕ) ∩
⋂

ϕ∈K

ρ(ϕ)

)
= P0

ν(A , ρ,V)

PuisqueJF K ρ est l’union disjointe desJA K
V
ρ lorsqueA parcourt les affectations surV telles que

A |= F , par le lemme 7.3.6, et queP% est additive, l’équation (7.7) est claire. ⊓⊔

Lemme 7.3.9 Soitν une estimation surX. AlorsP0
ν(A , ρ,V) ∈ R+, etP1

ν(F, ρ,V) ∈ R+.

Démonstration.La seconde affirmation est une conséquence triviale de la première. SéparonsV
enm +m′ variablesϕ1, . . . , ϕm, ϕm+1, . . . , ϕm′ dont l’image parρ est ouverte, disonsρ(ϕi) =
Ui, 1 ≤ i ≤ m + m′, et enn + n′ variablesϕ′

1, . . . , ϕ
′
n, ϕ

′
n+1, . . . , ϕ

′
n+n′ dont l’image parρ est

fermée, disonsρ(ϕ′
j) = X \ Vj, 1 ≤ j ≤ n + n′. De plus, arrangeons les variables de sorte

que celles qui sont dansA sontϕm+1, . . . , ϕm′ et ϕ′
n+1, . . . , ϕ

′
n+n′. PosonsU =

⋂m′

i=m+1 Ui,

V =
⋃n′

j=n+1 Vj. Alors :

P0
ν(A , ρ,V) =

∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)

=
∑

I⊆{1,...,m}
J⊆{1,...,n}

(−1)|I|+|J |ν

(
m′⋂

i=m+1

Ui ∩
n′⋂

j=n+1

(X \ Vj) ∩
⋂

i∈I

Ui ∩
⋂

j∈J

(X \ Vj)

)

=
∑

I⊆{1,...,m}
J⊆{1,...,n}

(−1)|I|+|J |ν

(
U \ V ∩

⋂

i∈I

Ui \
⋃

j∈J

Vj

)

=
∑

I⊆{1,...,m}
J⊆{1,...,n}

(−1)|I|+|J |ν

(
⋂

i∈I

[U ]
(U ∩ Ui) \

⋃

j∈J

[V ]
(V ∪ Vj)

)

ce qui est positif ou nul, par l’inégalité (7.2), qui s’applique carU ∩ Ui ⊆ U pour touti, et
V ∪ Vj ⊇ V pour toutj. ⊓⊔

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 297



Des estimations aux valuations surPV(X) Estimations

Le lemme 7.3.9 est le seul et unique endroit dans la construction deP1
ν à partir deν où nous

utiliserons la propriété (7.2) : elle ne sert que pour garantir que la fonctionP1
ν est à valeurs

positives ou nulles sur les croissants, et donc que la valuation obtenue par restriction aux unions
d’ouverts élémentaires est positive ou nulle et monotone.

7.3.2 Propriétés deP1

ν

Le lemme 7.3.8 montre que nous n’avons pas le choix. Pour trouver P à partir deν, nous
devons définirP de sorte queP%(C) = P1

ν(F, ρ,V) pour tout croissantC de PℓV(X), resp.
PV(X), où les argumentsF , ρ, V ⊇ vars(F ) sont quelconques tels queC = JF K ρ. Notre
objectif est maintenant de montrer que, lorsqueν est une estimation,P1

ν(F, ρ,V) ne dépend que
deJF K ρ.

On a d’abord :

Lemme 7.3.10Pour toute formuleF , pour tout environnementρ, P1
ν(F, ρ,V) est indépendant

de l’ensembleV ⊇ vars(F ).

Nous noterons ainsiP1
ν(F, ρ) au lieu deP1

ν(F, ρ,V).

Démonstration.SoitV un ensemble fini de variables contenantvars(F ) mais pas la variableϕ0.
Pour toute affectationA surV, on a :(a) P0

ν(A , ρ,V) = P0
ν(A , ρ,V∪{ϕ0})+P0

ν(A ∪{ϕ0}, ρ,V∪
{ϕ0}). En effet,

P0
ν(A , ρ,V ∪ {ϕ0}) + P0

ν(A ∪ {ϕ0}, ρ,V ∪ {ϕ0})

=
∑

K⊆(V∪{ϕ0})\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)
+

∑

K⊆(V∪{ϕ0})\(A∪{ϕ0}

(−1)|K|ν


 ⋂

ϕ∈K∪A∪{ϕ0}

ρ(ϕ)




=
∑

K⊆(V∪{ϕ0})\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)
+
∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ) ∩ ρ(ϕ0)

)

=
∑

K⊆V

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)
+
∑

K⊆V

(−1)|K|+1ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ) ∩ ρ(ϕ0)

)

+
∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ) ∩ ρ(ϕ0)

)

en séparant la première somme selon queK contientϕ0 ou non. Les deux dernières sommes
s’annulent, et il reste la première, qui n’est autre queP0

ν(A , ρ,V).

On en déduit que :(b) siV contientvars(F ), etϕ0 est une variable hors deV, alorsP1
ν(F, ρ,V∪
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{ϕ0}) = P1
ν(F, ρ,V). En effet :

P1
ν(F, ρ,V) =

∑

A affectation surV/A |=F

P0
ν(A , ρ,V)

=
∑

A affectation surV/A |=F

(
P0

ν(A , ρ,V ∪ {ϕ0}) + P0
ν(A ∪ {ϕ0}, ρ,V ∪ {ϕ0})

)

=
∑

A affectation surV∪{ϕ0}/A |=F

P0
ν(A , ρ,V ∪ {ϕ0}) = P1

ν(F, ρ,V ∪ {ϕ0})

Donc P1
ν(F, ρ,V ∪ V′) = P1

ν(F, ρ,V), en utilisant(b), et par récurrence sur le cardinal de
(V ∪ V′) \ V. Par symétrie,P1

ν(F, ρ,V ∪ V′) = P1
ν(F, ρ,V

′), doncP1
ν(F, ρ,V) = P1

ν(F, ρ,V
′). ⊓⊔

Ensuite, nous devrons étudier plus finement les croissants élémentaires. Le lemme suivant
caractérise ceux qui sont non vides.

Lemme 7.3.11SoitX un espace localement compact,C un croissant deX, G1, . . . ,Gn des
ouverts ou fermés deX. Les deux conditions suivantes sont équivalentes, dansPℓV(X) ou dans
PV(X) :

1. 2C ∩⋂n
i=1 3Gi 6= ∅ ;

2. C intersecte chaqueGi, 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration.ÉcrivonsC sous la formeU \ V . Commençons par montrer l’équivalence de 1
et 2 dansPℓV(X).

2⇒ 1. Fixons un élémentxi deC ∩Gi pour chaquei, 1 ≤ i ≤ n. Puisquexi ∈ C, on axi ∈
U . CommeX est localement compact, il existe un compact saturéQi tel quexi ∈

◦

Qi ⊆ Qi ⊆ U .
SoitQ le compact saturé

⋃n
i=1Qi, etL la lentilleQ \ V . AlorsL =

⋃n
i=1Qi \ V ⊆ U \ V = C,

doncL ∈ 2C. D’autre part,xi ∈ Qi ⊆ Q et commexi ∈ C, xi 6∈ V , doncxi ∈ Q \ V = L ;
commexi ∈ Gi, L intersecteGi, doncL ∈ 3Gi : on obtient ainsi 1.

1⇒ 2. SoitL une lentille incluse dansC et qui intersecte chaqueGi, disons enxi. Alors
xi ∈ C ∩Gi, donc 2 s’ensuit.

Passons maintenant à l’équivalence de 1 et 2 dansPV(X).

2⇒ 1. Fixons comme plus hautxi ∈ C ∩Gi pour chaquei, 1 ≤ i ≤ n, xi ∈
◦

Qi ⊆ Qi ⊆ U ,
Q =

⋃n
i=1Qi etL = Q \ V . On aL∗(U) = 1 carL ⊆ Q ⊆ U , etL∗(V ) = 0 carL ∩ V = ∅ ;

doncL∗ ∈ 2C. De même que plus haut,xi est dansL et dansGi. Utilisons le lemme 7.1.3. Si
Gi est un ouvert,L∗(Gi) 6= 0, doncL∗ ∈ 3Gi. SiGi est un ferméX \W , L n’est pas inclus
dansW , doncL∗(W ) 6= 1, c’est-à-dire de nouveauL∗ ∈ 3Gi. Dans tous les casL∗ est dans
2C ∩⋂n

i=1 3Gi 6= ∅.
1⇒ 2. Soitα uneA-valuation continue incluse dansC (doncα(U) = 1 et α(V ) = 0) et

telle queα ∈ 3Gi pour chaquei. SiGi est un ouvert,α ∈ 3Gi impliqueα(Gi) 6= 0. Puisque
α(U) = 1, par la propriété 5 de la définition 3.6.1,α(U ∩ Gi) = α(Gi). doncα(U ∩ Gi) 6= 0.
DoncU ∩ Gi 6⊆ V , sinon on auraitα(U ∩ Gi) ≤ α(V ) = 0. Donc il existe un élémentxi dans
U ∩ Gi et hors deV , donc dansC ∩ Gi. Si à l’opposéGi est un ferméX \W , α(W ) 6= 1. Par
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la propriété 4 de la définition 3.6.1,α(V ∪W ) = α(W ), doncα(V ∪W ) 6= 1. Il s’ensuit queU
n’est pas inclus dansV ∪W , donc il existe un élémentxi dansU qui n’est ni dansV ni dansW .
Alors xi est dansC et dansGi de nouveau. ⊓⊔

Lemme 7.3.12SoitX un espace localement compact. Pour toute formule propositionnelleF ,
pour tout environnementρ, si JF K ρ = ∅ alorsP1

ν(F, ρ) = 0.

Démonstration. Fixons un ensemble finiV quelconque contenantvars(F ). On rappelle que
P1

ν(F, ρ) = P1
ν(F, ρ,V) (lemme 7.3.10).

Commençons par montrer que pour toute affectationA sur V telle queJA K
V
ρ = ∅, on a

P0
ν(A , ρ,V) = 0. Par l’équation (7.6) (lemme 7.3.6), le croissant élémentaire 2

(⋂
ϕ∈A ρ(ϕ)

)
∩⋂

ϕ∈V\A 3(X \ ρ(ϕ)) est vide. Par le lemme 7.3.11, il existe doncϕ0 ∈ V\A telle que
⋂

ϕ∈A ρ(ϕ)

n’intersecte pasX \ ρ(ϕ0), autrement dit telle que
⋂

ϕ∈A ρ(ϕ) ⊆ ρ(ϕ0). Par définition,

P0
ν(A , ρ,V) =

∑

K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)

=
∑

K⊆V\A \{ϕ0}

(−1)|K|+1ν


 ⋂

ϕ∈K∪A∪{ϕ0}

ρ(ϕ)


+

∑

K⊆V\A \{ϕ0}

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)

en séparant lesK contenantϕ0 et ceux ne le contenant pas

Or le terme
⋂

ϕ∈K∪A∪{ϕ0}
ρ(ϕ) qui intervient dans la première somme vaut

⋂
ϕ∈K∪A ρ(ϕ) ∩

ρ(ϕ0) =
⋂

ϕ∈K∪A ρ(ϕ) puisque
⋂

ϕ∈A ρ(ϕ) ⊆ ρ(ϕ0). Mais alors :

P0
ν(A , ρ,V) =

∑

K⊆V\A \{ϕ0}

(−1)|K|+1ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)
+
∑

K⊆V\A \{ϕ0}

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)
= 0

En effet, les termes de la première somme s’annulent deux à deux avec ceux de la seconde.
Supposons maintenant queJF K ρ = ∅. Par le lemme 7.3.6,JF K ρ =

⋃
A surV/A |=F JA K

V
ρ,

donc JA K
V
ρ = ∅ pour toute affectationA sur V telle queA |= F . Par l’argument ci-dessus,

P0
ν(A , ρ,V) est nul pour toute affectationA surV telle queA |= F , donc leur sommeP1

ν(F, ρ,V)
est nulle elle aussi. ⊓⊔

Lemme 7.3.13P1
ν est modulaire, au sens oùP1

ν(F ∧ F ′, ρ) + P1
ν(F ∨ F ′, ρ) = P1

ν(F, ρ) +
P1

ν(F
′, ρ).

Démonstration.Par définition, en prenantV ⊇ vars(F ) ∪ vars(F ′),

P1
ν(F ∨ F ′, ρ) =

∑

A /A |=F∨F ′

P0
ν(A , ρ,V)

=
∑

A /A |=F

P0
ν(A , ρ,V) +

∑

A /A |=F ′

P0
ν(A , ρ,V)−

∑

A /A |=F et A |=F ′

P0
ν(A , ρ,V)

= P1
ν(F, ρ) + P1

ν(F
′, ρ)− P1

ν(F ∧ F ′, ρ)

300 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Estimations Des estimations aux valuations surPV(X)

⊓⊔
NotonsF1 ∨ F2 ∨ . . . ∨ Fn la formule⊥ si n = 0, F1 si n = 1, et par récurrenceF1 ∨ (F2 ∨

. . . ∨ Fn) sinon.

Corollaire 7.3.14 SoitX un espace localement compact.P1
ν est additive, au sens où, siF1, . . . ,

Fn sontn formules propositionnelles telles que lesJFiK ρ, 1 ≤ i ≤ n, sont deux à deux disjoints,
alorsP1

ν(F1 ∨ F2 ∨ . . . ∨ Fn, ρ) =
∑n

i=1 P1
ν(Fi, ρ).

Démonstration.Par récurrence surn. Lorsquen = 0, c’est évident. C’est aussi clair lorsque
n = 1. Lorsquen = 2, P1

ν(F1 ∨ F2, ρ) =
∑n

i=1 P1
ν(Fi, ρ)− P1

ν(F1 ∧ F2, ρ) par le lemme 7.3.13.
Or JF1 ∧ F2K ρ = JF1K ρ∩JF2K ρ = ∅, doncP1

ν(F1∧F2, ρ) = 0 par le lemme 7.3.12. Pourn ≥ 3,
P1

ν(F1 ∨F2 ∨ . . .∨Fn, ρ) = P1
ν(F1) + P1

ν(F2 ∨ . . .∨Fn, ρ) en utilisant le casn = 2, sachant que
JF1K ρ et JF2 ∨ . . . ∨ FnK ρ = JF2K ρ ∪ . . . ∪ JFnK ρ sont disjoints ; et l’on conclut par hypothèse
de récurrence. ⊓⊔
Lemme 7.3.15SoitX un espace localement compact, etν une estimation surX. Si JF K ρ =
JF ′K ρ, alorsP1

ν(F, ρ) = P1
ν(F

′, ρ).

Démonstration. Fixons un ensemble finiV contenantvars(F ) et vars(F ′). Si F1 et F2 sont
deux formules propositionnelles telles quevars(F1), vars(F2) ⊆ V, disons queF1 impliqueF2

si et seulement si, pour toute affectationA surV telle queA |= F1, on aA |= F2. Clairement,
P1

ν(F1, ρ) =
∑
A /A |=F1

P0
ν(A , ρ,V) ≤ ∑

A /A |=F2
P0

ν(A , ρ,V) (car cette dernière somme n’a que
des termes supplémentaires positifs ou nuls par rapport à laprécédente, par le lemme 7.3.9)
= P1

ν(F2, ρ).
Disons queF1 est équivalente àF2 si et seulement siF1 impliqueF2 etF2 impliqueF1. Alors

P1
ν(F1, ρ) = P1

ν(F2, ρ).
On vérifie queF ∨ F ′ est équivalente à(F ∧ ¬F ′) ∨ (F ′ ∧ ¬F ) ∨ (F ∧ F ′). Les ensembles

JF ∧ ¬F ′K ρ, JF ′ ∧ ¬F K ρ, et JF ∧ F ′K ρ sont disjoints deux à deux. En effet, par exemple,
JF ∧ ¬F ′K ρ ∩ JF ′ ∧ ¬F K ρ = JF K ρ ∩ JF ′K ρ \ JF ′K ρ \ JF K ρ = ∅. Par le corollaire 7.3.14,
P1

ν(F ∨F ′, ρ) = P1
ν(F ∧¬F ′, ρ)+P1

ν(F
′ ∧¬F, ρ)+P1

ν(F ∧F ′, ρ). Or, puisqueJF K ρ ⊆ JF ′K ρ,
JF ∧ ¬F ′K ρ = JF K ρ \ JF ′K ρ = ∅. Par le lemme 7.3.12,P1

ν(F ∧ ¬F ′, ρ) = 0. De même,
P1

ν(F
′ ∧ ¬F, ρ) = 0. DoncP1

ν(F ∨ F ′, ρ) = P1
ν(F ∧ F ′, ρ).

MaintenantF ∧ F ′ impliqueF , ainsi queF ′, etF autant queF ′ impliquentF ∨ F ′. Donc
P1

ν(F ∧ F ′, ρ) ≤ P1
ν(F, ρ),P

1
ν(F

′, ρ) ≤ P1
ν(F ∨ F ′, ρ). Donc toutes ces quantités sont égales, en

particulierP1
ν(F, ρ) = P1

ν(F
′, ρ). ⊓⊔

Corollaire 7.3.16 Soitν une estimation sur un espace localement compactX.
La fonction qui à tout élémentC de la pré-tribu engendrée par les ouverts élémentaires

associeP1
ν(F, ρ), oùF et ρ sont tels queC = JF K ρ, est bien définie, à valeurs dansR+, stricte

et additive. Notons cette fonctionP1
ν .

Sa restriction, que nous noteronsPν , aux unions finies d’ouverts élémentaires dePℓV(X),
resp.PV(X), est à valeurs dansR+, stricte (Pν(∅) = 0), monotone (siU ⊆ V alors Pν(U) ≤
Pν(V)) et modulaire (Pν(U ∪ V) + Pν(U ∩ V) = Pν(U) + Pν(V)).

De plus, pour tout croissantC = U\V deX, ν(C) = P1
ν(2C) = Pν(2U)−Pν(2U∩3V ) =

Pν(2U ∪3V )− Pν(3V ).
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Démonstration.D’abord, tout élémentC de la pré-tribu engendrée par les ouverts élémentaires
s’exprime sous la formeJF K ρ pour une certaine formule propositionnelleF et un certain en-
vironnementρ. La quantitéP1

ν(F, ρ) ne dépend que deC = JF K ρ par le lemme 7.3.15. La
fonction ainsi définie est à valeurs dansR+ par le lemme 7.3.9, stricte par le lemme 7.3.12
et additive par le corollaire 7.3.14. Par des arguments standard, sa restriction aux unions fi-
nies d’ouverts élémentaires est donc à valeurs dansR+, stricte, monotone (car siU ⊆ V, alors
Pν(V) = P1

ν(U ∪ (V \ U)) = P1
ν(U) + P1

ν(V \ U) ≥ Pν(U) = Pν(U)), et modulaire (car tant
Pν(U∪V)+Pν(U∩V) quePν(U)+Pν(V) égaleP1

ν(U\(U∩V))+P1
ν(V\(U∩V))+P1

ν(U∩V),
par additivité).

Finalement, pour tout croissantC = U \ V de X, P1
ν(2C) = P1

ν(2U \ 3V ) (par le
lemme 7.1.2)= P1

ν(ϕ1 ∧ ϕ2, ρ), oùϕ1 etϕ2 sont deux variables distinctes, etρ est l’environne-
ment qui àϕ1 associeU , et àϕ1 associeX \ V . PosonsV = {ϕ1, ϕ2}. La seule affectationA sur

V qui satisfaitϕ1 ∧ ϕ2 estV elle-même, etP0
ν(A , ρ,V) =

∑
K⊆V\A (−1)|K|ν

(⋂
ϕ∈K∪A ρ(ϕ)

)
=

ν(ρ(ϕ1)∩ρ(ϕ2)) = ν(C), en utilisant les définitions du lemme 7.3.8. DoncP1
ν(2C) = ν(C). Le

fait queP1
ν(2C) = Pν(2U)−Pν(2U ∩3V ) = Pν(2U ∪3V )−Pν(3V ) est une conséquence

facile de l’additivité deP1
ν . ⊓⊔

⊲ Exercice 7.1
Soit X un espace localement compact,C et C ′ deux croissants deX, G1, . . . ,Gm, G′

1, . . . ,
G′

n des ouverts ou fermés deX. Montrer que, dansPℓV(X) ou PV(X), 2C ∩ ⋂m
i=1 3Gi ⊆

2C ′ ∩⋂n
j=1 3G′

j si et seulement si :

1. pour toutj, 1 ≤ j ≤ n, il existei, 1 ≤ i ≤ m, tel queC ∩Gi ⊆ G′
j,

2. et soitC ⊆ C ′, soit il existei, 1 ≤ i ≤ m, tel queC ∩Gi = ∅.
Notons que par le lemme 7.3.11, le deuxième casC ∩ Gi = ∅ n’arrive que si le côté gauche
2C ∩⋂m

i=1 3Gi est vide. On peut donc ne demanderC ⊆ C ′ que lorsque ce côté gauche est non
vide.

⊲ Exercice 7.2
En déduire que, siX est un espace localement compact,C et C ′ sont deux croissants deX,
G1, . . . , Gm, G′

1, . . . , G′
n sont des ouverts ou fermés deX, alors, dansPℓV(X) ou PV(X),

2C ∩⋂m
i=1 3Gi = 2C ′ ∩⋂n

j=1 3G′
j si et seulement si :

1. soit il existei, 1 ≤ i ≤ m tel queC n’intersecte pasGi et j, 1 ≤ j ≤ n, tel queC ′

n’intersecte pasG′
j, auquel cas les deux côtés de l’égalité sont vides ;

2. soitC = C ′ et {C ∩ Gi|1 ≤ i ≤ m} = {C ′ ∩ G′
j|1 ≤ j ≤ n}, auquel cas les deux côtés

de l’égalité sont non vides.

7.3.3 La touche finale à la construction de$ν%

Le corollaire 7.3.16 énonce presque ce que nous cherchons. MaisPν ne prend ses arguments
que parmi les unionsfiniesd’ouverts élémentaires. Nous devons l’étendre à toutes lesunions,
finies ou infinies, ou de façon équivalente, aux unions dirigées de telles unions finies. Ceci s’opé-
rera par continuité de Scott. Pour ceci, nous utiliserons lefait que l’espaceO(PV(X)) des ouverts
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dePV(X) est un cpo continu, et appliquerons la formule de Scott. Cecifonctionne bien avec l’es-
pacePV(X) desA-valuations continues surX : lorsqueX est stablement relativement compact,
PV(X) est stablement compact par la proposition 3.6.21, doncO(PV(X)) est un cpo continu par
le lemme 3.4.10 et le lemme 3.4.11. Pour utiliser le même argument avec l’espace des lentilles
PℓV(X), nous devrions invoquer le théorème 3.5.30, qui requiert l’hypothèse beaucoup plus forte
queX soit un cpo continu, cohérent et compact.

Avant de procéder, nous faisons la remarque suivante.

Lemme 7.3.17SoitX un espace stablement relativement compact. Les unions finies d’ouverts
élémentaires dePV(X) forment une base du cpo continuO(PV(X)). NotonsOfin(PV(X)) cette
base.

Démonstration.D’abord, redisons-le : par la proposition 3.6.21,PV(X) est stablement compact.
DoncO(PV(X)) est un cpo continu par le lemme 3.4.10 et le lemme 3.4.11. SoitB la famille
des unions finies d’ouverts élémentaires dePV(X). Pour tout ouvertU de PV(X), la famille
BU desV ∈ B tels queV ⋐ U est dirigée. En effet, d’abord elle est non vide, puisque le
vide en fait partie ; ensuite, siV1,V2 ⋐ U alorsV1 ∪ V2 ⋐ U par le lemme 3.4.9. Il ne reste
qu’à montrer queU est l’union desV ∈ BU. Or, par définition,U est une union, possiblement
infinie, d’ouverts élémentaires, donc une union dirigée d’élements deB, notons-lesUi, i ∈ I.
PuisqueO(PV(X)) est un cpo continu,U est aussi l’union de la famille dirigée des ouvertsW

tels queW ⋐ U. Puisque⋐ est la relation “bien en-dessous” deO(PV(X)), pour toutW ⋐ U,
commeU =

⋃
V∈BU

V, il existe unV ∈ BU tel queW ⊆ V. En prenant les bornes supérieures,
U = supW⋐U W ⊆ ⋃

V∈BU
V. On conclut à l’égalité, carV ⊆ U pour toutV ∈ BU. ⊓⊔

Lemme 7.3.18SoitX un espace stablement localement compact, etν une estimation surX.
Posons, pour tout ouvertU dePV(X),

$ν%(U) = sup
V∈Ofin(PV(X))

V⋐U

Pν(V)

oùPν est définie au corollaire 7.3.16. Alors$ν% est une valuation continue surPV(X).

Démonstration.D’abord,X étant stablement localement compact, est aussi stablementlocale-
ment relativement compact. (Voir la remarque suivant la définition 3.6.18.) On peut donc utiliser
le lemme 7.3.17. En posantB la baseOfin(PV(X), on peut ensuite appliquer le lemme 3.6.16.
Notons que nous avons défini$ν% comme valantr(Pν), oùPν une fonction deB dansR+. Alors
$ν% est continue, et en particulier monotone. Elle est stricte,puisquePν(∅) = 0. Il ne reste
qu’à vérifier que$ν% est modulaire. La démonstration est essentiellement celledu lemme 4.5.9.
Notons que :

1. pour tous ouvertsV, U1, U2 dePV(X), pour toutV ∈ B, V ⋐ U1 ∪ U2 si et seulement s’il
existeV1,V2 ∈ B tels queV ⊆ V1 ∪ V2, V1 ⋐ U1, etV2 ⋐ U2.
En effet, siV ⋐ U1 ∪ U2, alors par le lemme 3.4.12, deuxième partie, il existe des ouverts
V′

1 et V′
2 tels queV ⊆ V′

1 ∪ V′
2, V′

1 ⋐ U1, et V′
2 ⋐ U2. Il suffit maintenant de choisir

V1,V2 ∈ B tels queV′
1 ⋐ V1 ⋐ U1 et V′

2 ⋐ V2 ⋐ U2, par la propriété d’interpolation
raffinée. La réciproque est par la première partie du lemme 3.4.12.
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2. pour tous ouvertsV, U1, U2 dePV(X), pour toutV ∈ B, V ⋐ U1 ∩ U2 si et seulement s’il
existeV1,V2 ∈ B tels queV ⊆ V1 ∩ V2, V1 ⋐ U1, etV2 ⋐ U2. C’est le même argument
que ci-dessus, en utilisant le lemme 3.4.12 à la place du lemme 3.4.12.

$ν%(U1 ∪ U2) + $ν%(U1 ∩ U2) = sup
V∈B

V⋐U1∪U2

Pν(V ) + sup
V∈B

V⋐U1∩U2

Pν(V )

= sup
V1,V2∈B
V1⋐U1
V2⋐U2

Pν(V1 ∪ V2) + sup
V1,V2∈B
V1⋐U1
V2⋐U2

Pν(V1 ∩ V2)

par les points 1 et 2 ci-dessus

= sup
V1,V2∈B
V1⋐U1
V2⋐U2

(Pν(V1 ∪ V2) + Pν(V1 ∩ V2))

= sup
V1,V2∈B
V1⋐U1
V2⋐U2

Pν(V1) + sup
V1,V2∈B
V1⋐U1
V2⋐U2

Pν(V2)

= sup
V1∈B
V1⋐U1

Pν(V1) + sup
V2∈B
V2⋐U2

Pν(V2) = $ν%(U1) + $ν%(U2)

où l’on utilise quePν est elle-même modulaire, en utilisant le corollaire 7.3.16, qui s’applique
carX est localement compact. ⊓⊔

Paradoxalement, et bien queν(C) = Pν(2C) pour tout croissantC (corollaire 7.3.16), il
n’est pas immédiat queν(C) = $ν%(2C), même lorsqueν est une estimation sesqui-continue.
Nous devrons d’abord raffiner notre analyse de la relation⋐, au travers des deux lemmes sui-
vants.

Lemme 7.3.19SoitX un espace topologique,Q un compact saturé deX. Notons2Q l’en-
semble des lentillesL surX telles queL ⊆ Q. Alors2Q est compact dansPℓV(X). Pour tout

ouvertU deX contenantQ, 2
◦

Q ⋐ 2U dansPℓV(X).
Notons de même2Q l’ensemble desA-valuations continuesα telles queα(V ) = 1 pour tout

ouvertV contenantQ. Alors2Q est compact dansPV(X). Pour tout ouvertU deX contenant

Q, 2
◦

Q ⋐ 2U dansPV(X).

Démonstration.On rappelle que la topologie dePℓV(X) est engendrée par les2V et les3V ,
V ouvert deX. Considérons un recouvrement de2Q par des ouverts de cette forme, disons
2Q ⊆ ⋃i∈I 2Ui ∪

⋃
j∈J 3Vj. PosonsL0 la lentilleQ ∩ ⋂j∈J(X \ Vj). ClairementL0 ∈ 2Q.

Il est impossible queL0 ∈ 3Vj pour aucunj ∈ J , carL0 ⊆ X \ Vj. Donc il existei ∈ I tel
queL0 ∈ 2Ui, c’est-à-direL0 ⊆ Ui. Ceci est équivalent àQ ∩ ⋂j∈J(X \ Vj) ⊆ Ui, c’est-à-
dire àQ ⊆ Ui ∪

⋃
j∈J Vj. PuisqueQ est compact, il existe une partie finieJ0 de J telle que

Q ⊆ Ui ∪
⋃

j∈J0
Vj. Pour toutL ∈ 2Q, L ⊆ Q, donc soitL ⊆ Ui, c’est-à-direL ∈ 2Ui, soit

L intersecte l’un desVj, j ∈ J0. Autrement dit,2Q ⊆ 2Ui ∪
⋃

j∈J0
3Vj. Invoquons le lemme

d’Alexander :2Q est compact dansPℓV(X).
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Pour tout ouvertU deX contenantQ, on a donc2
◦

Q ⊆ 2Q ⊆ 2U dansPℓV(X), donc

2
◦

Q ⋐ 2U par le lemme 3.4.11.
Passons au cas dePV(X). Considérons un recouvrement ouvert

⋃
i∈I 2Ui ∪

⋃
j∈J 3Vj de

2Q, et soitL0 la lentille définie comme plus haut :L0 = Q ∩ ⋂j∈J(X \ Vj). Pour tout ouvert
V contenantQ, L∗

0(V ) = 1 puisqueL0 ⊆ Q. DoncL∗
0 ∈ 2Q. Pour toutj ∈ J , L∗

0(Vj) = 0,
doncL∗

0 6∈ 3Vj pour aucunj ∈ J . On en déduit queL∗
0 ∈

⋃
i∈I 2Ui : il existe i ∈ I tel que

L∗
0(Ui) = 1, c’est-à-direL0 ⊆ Ui, autrement ditQ ⊆ Ui ∪

⋃
j∈J Vj. PuisqueQ est compact, il

existe une partie finieJ0 deJ telle queQ ⊆ Ui ∪
⋃

j∈J0
Vj.

Pour touteA-valuation continueα ∈ 2Q, si α(Vj) = 0 pour toutj ∈ J0, alorsα(Ui ∪⋃
j∈J0

Vj) = α(Ui), par récurrence sur le cardinal deJ0, en utilisant la propriété 4 de la défini-
tion 3.6.1. Commeα ∈ 2Q etQ ⊆ Ui ∪

⋃
j∈J0

Vj, en particulierα(Ui ∪
⋃

j∈J0
Vj) = 1, donc

α(Ui) = 1. Par contraposée, on en déduit que touteα ∈ 2Q est telle queα(Ui) = 1, ou bien
telle queα(Vj) 6= 0 pour un certainj ∈ J0, autrement ditα ∈ 2Ui ∪

⋃
j∈J0

3Vj. Donc2Q est

compact. On conclut, comme plus haut, que siU contientQ, alors2
◦

Q ⋐ 2U dansPV(X). ⊓⊔

Lemme 7.3.20Pour tout compact saturéQ deX, notons3Q l’ensemble des lentillesL qui
intersectentQ (dansPℓV(X)), resp. l’ensemble desA-valuations continuesα telles qu’il n’existe
aucun ouvertV ⊇ Q tel queα(V ) = 0 (dansPV(X)).

SoitX un espace compact. Alors3Q est compact dansPℓV(X), resp.PV(X). Pour tout

ouvertU deX contenantQ, 3
◦

Q ⋐ 3U dansPℓV(X), resp.PV(X).

Démonstration.Supposons3Q ⊆ ⋃i∈I 2Ui ∪
⋃

j∈J 3Vj, où lesUi et lesVj sont des ouverts
deX. Montrons qu’on peut en extraire un sous-recouvrement fini.Par le lemme d’Alexander,

ceci impliquera que3Q est compact. On en conclura queQ ⊆ U implique3
◦

Q ⋐ 3U par le
lemme 3.4.11.

PosonsL0 =
⋂

j∈J(X \ Vj), ceci dénotantX tout entier siJ est vide.L0 est un fermé, donc
une lentille carL0 = X ∩ L0 etX est compact saturé. Nous examinons deux cas.

Supposons, dans le premier cas, queL0 n’intersecte pasQ. AlorsQ est inclus dans le com-
plémentaire

⋃
j∈J Vj deL0. CommeQ est compact, il existe un sous-ensembleJ0 fini de J tel

queQ ⊆ ⋃j∈J0
Vj. Montrons alors que3Q est inclus dans le sous-recouvrement fini

⋃
j∈J0

3Vj.
DansPℓV(X), montrons que toute lentilleL qui n’est pas dans

⋃
j∈J0

3Vj n’est pas non plus dans
3Q : si L 6∈ ⋃j∈J0

3Vj, alorsL n’intersecte pas
⋃

j∈J0
Vj ⊇ Q, doncL 6∈ 3Q. DansPV(X),

montrons de même que touteA-valuation continueα qui n’est pas dans
⋃

j∈J0
3Vj n’est pas non

plus dans3Q : si α 6∈ ⋃j∈J0
3Vj, alors pour toutj ∈ J0 α(Vj) = 0, doncα(

⋃
j∈J0

Vj) = 0
par récurrence sur le cardinal deJ0, en utilisant la propriété 4 de la définition 3.6.1 ; puisque
Q ⊆ ⋃j∈J0

Vj, par définitionα 6∈ 3Q.
Dans le second cas,L0 intersecteQ. DansPℓV(X), ceci implique queL0 ∈ 3Q. L’hypothèse

3Q ⊆ ⋃
i∈I 2Ui ∪

⋃
j∈J 3Vj implique donc qu’il existei ∈ I tel queL0 ⊆ Ui. Il est en

effet impossible queL0 intersecteVj pour aucunj ∈ J , par définition deL0. CommeL0 =⋂
j∈J(X \ Vj) est inclus dansUi, c’est queX ⊆ Ui ∪

⋃
j∈J Vj. PuisqueX est compact, il en

existe un sous-recouvrement fini, c’est-à-dire qu’il existe un sous-ensembleJ0 fini de J tel que
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X ⊆ Ui ∪
⋃

j∈J0
Vj. Mais alorstoute lentille L est dans2Ui ∪

⋃
j∈J0

3Vj : si L n’est pas
incluse dansUi, alors elle intersecte nécessairement

⋃
j∈J0

Vj, donc l’un desVj. On en déduit
donc trivialement l’inclusion3Q ⊆ 2Ui ∪

⋃
j∈J0

3Vj. Le sous-recouvrement fini cherché est
formé de2Ui et des3Vj, j ∈ J0.

DansPV(X), la démonstration est similaire. CommeL0 intersecteQ, L0 intersecte tout ou-
vertV contenantQ, doncL∗

0(V ) 6= 0. On en déduit queL∗
0 est dans3Q. Par hypothèse, on a donc

L∗
0 ∈

⋃
i∈I 2Ui ∪

⋃
j∈J 3Vj. Il est impossible queL∗

0 soit dans3Vj, c’est-à-direL∗
0(Vj) 6= 0, car

L0 ⊆ X \ Vj. Donc il existe uni ∈ I tel queL∗
0 ∈ 2Ui, c’est-à-direL0 ⊆ Ui. Comme plus haut,

on en déduitX ⊆ Ui ∪
⋃

j∈J0
Vj pour un certain sous-ensembleJ0 fini de J . Mais alors toute

A-valuation continueα est dans2Ui ∪
⋃

j∈J0
3Vj : si l’on pouvait en trouver une qui n’y soit

pas, on auraitα(Ui) 6= 1, etα(Vj) = 0 pour toutj ∈ J0 ; par récurrence sur le cardinal deJ0, en
utilisant la propriété 4 de la définition 3.6.1, on auraitα(X) ≤ α(Ui ∪

⋃
j∈J0

Vj) = α(Ui) 6= 1,
contredisantα(X) = 1. Donc, de nouveau on a trivialement3Q ⊆ 2Ui ∪

⋃
j∈J0

3Vj. ⊓⊔
Nous pouvons maintenant en déduire :

Lemme 7.3.21SoitX un espace stablement compact,ν une estimation sesqui-continue surX,
et$ν% définie comme au lemme 7.3.18. Alors, pour tout croissantC surX, ν(C) = $ν%%(2C).

Démonstration.D’abord, rappelons que$ν% est donné par la formule d’extension de Scott, donc
$ν%(U) ≤ Pν(U) pour tout ouvertU dePV(X), en utilisant la dernière partie du lemme 3.6.16.

LorsqueU est de la forme2U , oùU est un ouvert deX, on note queU est l’union dirigée
desU ′ ⋐ U . En effet,X est localement compact, donc par le lemme 3.4.11, on peut appliquer
le lemme 3.4.10. De plus,U ′ ⋐ U si et seulement s’il existe un compact saturéQ tel queU ′ ⊆
Q ⊆ U . En particulier, siU ′ ⋐ U alorsU ′ ⊆

◦

Q. Par le lemme 7.3.19,2U ′ ⊆ 2
◦

Q ⋐ 2U , dès
queU ′ ⋐ U . On en déduit :

$ν%(2U) = sup
U′∈Ofin(PV(X))

U′⋐2U

Pν(U
′)

≥ sup
U ′⋐U

Pν(2U
′)

= sup
U ′⋐U

ν(U ′) par le corollaire 7.3.16 appliqué àC = U ′

= ν(U)

puisqueν est sesqui-continue. On a donc :(a) $ν%(2U) = ν(U).
En utilisant le fait queX est compact, on déduit du lemme 7.3.20 que siV ′ ⋐ V alors

3V ′ ⋐ 3V , par un raisonnement similaire à ci-dessus. Donc, siU ′ ⋐ U et V ′ ⋐ V , alors
2U ′ ∩ 3V ′ ⊆ 2U ′ ⋐ 2U et 2U ′ ∩ 3V ′ ⊆ 3V ′ ⋐ 3V . Rappelons que,X étant stablement
localement compact,PV(X) est stablement compact par la proposition 3.6.21, en particulier
cohérent et localement compact, donc relativement cohérent. (Voir la définition 3.6.17 et les
remarques qui suivent.) Donc2U ′ ∩ 3V ′ ⋐ 2U ∩ 3V , dès queU ′ ⋐ U et V ′ ⋐ V . On en
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déduit :

$ν%(2U ∩3V ) = sup
U′∈Ofin(PV(X))

U′⋐2U∩3V

Pν(U
′)

≥ sup
U ′⋐U
V ′⋐V

Pν(2U
′ ∩3V ′)

= sup
U ′⋐U
V ′⋐V

(Pν(2U
′)− ν(U ′ \ V ′))

carν(U ′ \ V ′) = Pν(2U
′) − Pν(2U

′ ∩3V ′) par le corollaire 7.3.16. Puisqueν est monotone,
ν(U ′\V ′) ≤ ν(U \V ′) pour toutU ′ ⋐ U . Commeν est sesqui-continue, pour toutǫ > 0, il existe
V ′ ⋐ V tel queν(U \V ′) ≤ ν(U \V ) + ǫ/2, doncν(U ′ \V ′) ≤ ν(U \V ) + ǫ/2. D’autre part, il
existeU ′ ⋐ U tel quePν(2U

′) = ν(U ′) ≥ ν(U)− ǫ/2. Donc$ν%(2U ∩3V ) ≥ ν(U)− ν(U \
V )− ǫ. Commeǫ > 0 est quelconque,$ν%(2U ∩3V ) ≥ ν(U)− ν(U \ V ). Or, toujours par le
corollaire 7.3.16,$ν%(2U ∩3V ) ≤ Pν(2U ∩3V ) = Pν(2U)− ν(U \V ) = ν(U)− ν(U \V ),
donc :(a) $ν%(2U ∩3V ) = ν(U)− ν(U \ V ).

En soustrayant(b) de(a), on obtient ainsi$ν%(2U)− $ν%(2U ∩3V ) = ν(U \ V ), ce qui
est exactement l’égalité demandée. ⊓⊔

Lemme 7.3.22SoitX un espace stablement compact,ν une estimation sesqui-continue surX,
et$ν% définie comme au lemme 7.3.18. Alors$ν%% coïncide avecP1

ν sur la pré-tribu engendrée
par les ouverts élémentaires dePV(X) ; et $ν% coïncide avecPν surOfin(PV(X)).

Démonstration.P = $ν% est une valuation continue surPV(X) telle queν(C) = P%(2C) pour
tout croissantC, par le lemme 7.3.18 et le lemme 7.3.21. Par le lemme 7.3.8,P% coïncide donc
avecP1

ν sur la pré-tribu engendrée par les ouverts élémentaires dePV(X). La seconde partie du
lemme est une conséquence immédiate de la première. ⊓⊔

Ceci nous permet d’énoncer, finalement, le théorème principal de ce chapitre.

Théorème 7.3.23SoitX un espace stablement compact. Pour toute estimation continueν sur
X, $ν% est l’unique valuation continueP sur PV(X) telle que, pour tout croissantC surX,
ν(C) = P%(2C).

La fonctionν 7→ $ν% est une bijection de l’ensemble des estimations continues sur X sur
l’ensemble des valuations continues surPV(X), d’inverse qui àP associe l’estimationν telle
queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC deX.

Démonstration. Par le lemme 7.3.18 et le lemme 7.3.21,$ν% est une valuation continue sur
PV(X) telle queν(C) = $ν%%(2C) pour toutC. Si P est une autre valuation continue telle
queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC, le lemme 7.3.8 nous indique queP%(JF K ρ) =
P1

ν(F, ρ,V) pour toute formuleF , tout environnementρ, et tout ensemble finiV ⊇ vars(F ).
Autrement dit,P%(JF K ρ) = P1

ν(JF K ρ). Comme tout élément de la pré-tribu engendrée par les
ouverts élémentaires est de la formeJF K ρ, P% = P1

ν . En particulier,P coïncide avecPν sur
Ofin(PV(X)). Par le lemme 7.3.22,P coïncide donc avec$ν% sur Ofin(PV(X)). CommeP et
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$ν% sont toutes les deux continues, elles coïncident donc sur tout O(PV(X)). Ainsi $ν% est bien
unique.

La deuxième partie du théorème est évidente, eu égard à la proposition 7.1.11. ⊓⊔

7.4 Espaces d’estimations continues

Nous souhaitons maintenant étudier l’espace des estimations continues surX. Nous sou-
haitons que cet espace soit un cpo, et le théorème 7.3.23 noussuggère qu’il soit isomorphe à
V(PV(X)). Cherchons l’ordre⊑Est qui correspond à l’ordre≤ surV(PV(X)) par cet isomor-
phisme. Malheureusement, la description de cet ordre est complexe, et peu esthétique.

Notons déjà que l’ordre⊑Est ne peut pas être l’ordre évident, donné parν ≤ ν ′ si et seule-
ment siν(C) ≤ ν ′(C) pour tout croissant. En effet, siν ≤ ν ′ alors$ν%%(2C) ≤ $ν ′%%(2C).
Si, lorsqueC est un ouvertU , ceci entraîne$ν%(2U) ≤ $ν ′%(2U), comme on peut s’y attendre,
en revanche, lorsqueC est un ferméX \V , cette inéquation a des conséquences inattendues. Elle
s’écrit en effet$ν%(2X)−$ν%(3V ) ≤ $ν ′%(2X)−$ν ′%(3V ). Si l’on se restreint aux estima-
tions continues normalisées, c’est-à-dire telles qui envoientX vers1, cette inéquation implique
$ν%(3V ) ≥ $ν ′%(3V ), qui est dans le sens inverse de ce à quoi on s’attendrait.

La définition adéquate est, comme promise, horrible.

Définition 7.4.1 (⊑Est) Un ouvert syntaxiqueest un couple(F, ρ) formé d’une formule propo-
sitionnelleF de la forme

∨m
i=1(ϕi ∧

∧ni

j=1 ¬ϕij), et d’un environnement tel queρ(ϕi) soit ouvert
pour touti, 1 ≤ i ≤ m, et tel queρ(ϕij) soit fermé pour tousi, 1 ≤ i ≤ m, etj, 1 ≤ j ≤ ni.

On définit la relation⊑Est sur l’ensemble des estimations surX parν ⊑Est ν
′ si et seulement

si P1
ν(F, ρ) ≤ P1

ν′(F, ρ) pour tout ouvert syntaxique(F, ρ), c’est-à-dire :

∑

A affectation surV/A |=F
K⊆V\A

(−1)|K|ν

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)
≤

∑

A affectation surV/A |=F
K⊆V\A

(−1)|K|ν ′

(
⋂

ϕ∈K∪A

ρ(ϕ)

)

pour n’importe quel ensemble finiV ⊇ vars(F ).

Lemme 7.4.2 Les éléments deOfin(PV(X)) sont exactement les ensembles de la formeJF K ρ,
où (F, ρ) est un ouvert syntaxique.

Démonstration.En réutilisant les notations de la définition 7.4.1, et en posantUi l’ouvert ρ(ϕi),

etVij le complémentaire du ferméρ(ϕij), JF K ρ =
⋃m

i=1

(
2ρ(ϕi) ∩

⋂ni

j=1(PV(X) \2ρ(ϕij))
)

=
⋃m

i=1

(
2Ui ∩

⋂ni

j=1 3Vij

)
est dansOfin(PV(X)). Réciproquement, tout élément deOfin(PV(X)),

disons
⋃m

i=1

(
2Ui ∩

⋂ni

j=1 3Vij

)
, s’écrit JF K ρ, où F est la formule

∨m
i=1(ϕi ∧

∧ni

j=1 ¬ϕij),

ρ(ϕi) = Ui etρ(ϕij) = X \ Vij. ⊓⊔

Lemme 7.4.3 SoitX un espace localement compact. Alorsν ⊑Est ν
′ si et seulement siPν(U) ≤

Pν′(U) pour toutU ∈ Ofin(PV(X)).
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Démonstration.Par le lemme 7.4.2 et le corollaire 7.3.16. ⊓⊔

Proposition 7.4.4 SoitX un espace stablement compact. Pour toutes estimations continuesν,
ν ′ surX, ν ⊑Est ν

′ si et seulement si$ν% ≤ $ν ′%.

Démonstration. Supposonsν ⊑Est ν
′. Par le lemme 7.3.18,$ν% et $ν ′% sont des valuations

continues surPV(X). Par le lemme 7.3.22,$ν% coïncide avecPν sur Ofin(PV(X)), ainsi que
$ν ′% avecPnu′. Or Pν(U) ≤ Pν′(U) pour toutU ∈ Ofin(PV(X)) par le lemme 7.4.3. Donc
$ν% ≤ $ν ′%, par continuité.

Réciproquement, si$ν% ≤ $ν ′%, en particulier$ν%(U) ≤ $ν ′%(U) pour toutU ∈ Ofin(PV(X)),
c’est-à-direPν(U) ≤ Pν′(U) ; autrement dit,ν ⊑Est ν

′. ⊓⊔

Définition 7.4.5 (Espace d’estimations)On noteEst(X) l’espace des estimations sesqui-con-
tinues surX, Est≤1(X) le sous-espace des estimationsν qui sontsous-normalisées, c’est-à-
dire telles queν(X) ≤ 1, etEst1(X) celui des estimationsnormalisées, c’est-à-dire telles que
ν(X) = 1.

Ces espaces sont ordonnés par l’ordre⊑Est (définition 7.4.1).

On équipe comme d’habitude ces espaces de leur topologie de Scott.

Proposition 7.4.6 SoitX un espace stablement compact.Est(X) est un ensemble ordonné iso-
morphe àV(PV(X)). Est≤1(X), resp.Est1(X), est un cpo isomorphe àV≤1(PV(X)), resp.
V1(PV(X)). Dans tous les cas, l’isomorphisme est la fonction qui àν associe$ν%.

SiX est un cpo continu cohérent et compact, alorsEst≤1(X) est un cpo continu, cohérent
et compact. Si de plusX a un plus petit élément⊥, alorsEst1(X) est un cpo continu, cohérent
et compact, de plus petit élémentue〈⊥〉.

Démonstration.La fonctionν 7→ $ν% est une bijection par le théorème 7.3.23. C’est un isomor-
phisme d’ordre par la proposition 7.4.4. Vu que$ν%(PV(X)) = $ν%(2X) = ν(X), il est clair
que$ν% est sous-normalisée, resp. normalisée, si et seulement siν l’est.

Enfin, siX est un cpo continu, cohérent et compact, en particulierX est stablement compact,
donc la première partie du théorème s’applique. Par le corollaire 3.6.22,PV(X) = P(X) est
un cpo continu, cohérent et compact. Par le théorème 4.5.12,V≤1(PV(X)), qui est isomorphe
à Est≤1(X), est un cpo continu, cohérent et compact. Si de plusX a un plus petit élément⊥,
PV(X) a un plus petit élément,〈⊥〉∗. Par le théorème 4.5.13,V1(PV(X)) est un cpo continu,
cohérent et compact, de plus petit élémentδ〈⊥〉∗. Il est facile de vérifier queue〈⊥〉 est le plus petit
élément deEst1(X), soit par image inverse deδ〈⊥〉∗ par l’isomorphismeν 7→ $ν%, soit par calcul
direct. ⊓⊔

On obtient aussi queP(X) se plonge dans les espaces d’estimations continues surX. La
proposition 7.4.7 ci-dessous est relativement facile à démontrer, sous des hypothèses fortes. On
démontrera presque autant sans aucune hypothèse au théorème 7.4.19.
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Proposition 7.4.7 SoitX un espace stablement compact. La fonction qui àα ∈ P(X) associe
ueα est un plongement d’ordre deP(X) dansEst(X), resp.Est≤1(X), resp.Est1(X).

SiX est un cpo continu, cohérent et compact, alors cette même fonction est un plongement
d’espaces topologiques de surcroît deP(X) dansEst(X), resp.Est≤1(X). C’est aussi un plon-
gement d’espaces topologiques deP(X) dansEst1(X) si X est un cpo continu, cohérent, et
avec un plus petit élément.

Démonstration.Soitf la fonction qui àα ∈ P(X) associeδα, dansV(PV(X)), resp.V≤1(PV(X)),
resp.V1(PV(X)). Le préordre de spécialisation dePV(X) est⊑A par le lemme 3.6.6, qui est le
préordre deP(X). En tant qu’ensembles ordonnés,P(X) coïncide donc avecPV(X), doncf , en
tant que fonction d’espaces préordonnés, coïncide avecηV, laquelle est un plongement d’ordre
par le lemme 3.9.4.

Si X est un cpo continu, cohérent et compact, alorsPV(X) = P(X) est un cpo continu
par le corollaire 3.6.22. La fonctionηV est un plongement d’espaces topologiques dePV(X) =
P(X) dansVwk(P(X)), resp.V≤1 wk(P(X)), resp.V1 wk(P(X)). Par la proposition 3.6.10 ou
le corollaire 3.6.22,P(X) est un cpo continu. De plus, il a un plus petit élément〈⊥〉∗, dès queX
a un plus petit élément⊥. Par la proposition 3.7.12,Vwk(P(X)) = V(P(X)), V≤1 wk(P(X)) =
V≤1(P(X)) ; etV1 wk(P(X)) = V1(P(X)) siX a un plus petit élément⊥.

La fonctionα 7→ ueα est alors la composée def avec la fonctionν 7→ $ν%, par le lemme 7.2.7.
Commeν 7→ $ν% est un isomorphisme par la proposition 7.4.6, on conclut. ⊓⊔

Lemme 7.4.8 SoitX un espace stablement compact, etν l’estimation simple
∑n

i=1 aiueαi
, où

ai ∈ R+, etαi ∈ PV(X), 1 ≤ i ≤ n. Alors$ν% =
∑n

i=1 aiδαi
.

Démonstration.Par unicité (théorème 7.3.23), il suffit de vérifier que(
∑n

i=1 aiδαi
)
%

(2C) =

ν(C) pour toutC. Or, par le lemme 7.2.7,ν(C) =
∑n

i=1 aiδ
%
αi

(2C) = (
∑n

i=1 aiδαi
)
%

(2C). ⊓⊔

Proposition 7.4.9 SoitX un cpo continu, cohérent et compact. Toute estimation continue surX
est la borne supérieure, pour⊑Est, d’une famille dirigée d’estimations simples.

Les estimations simples sous-normalisées forment une basedu cpo continuEst≤1(X). Si de
plusX a un plus petit élément⊥, les estimations simples normalisées forment une base du cpo
continuEst1(X).

Démonstration.Par la proposition 7.4.6,Est≤1(X) est un cpo continu, isomorphe via la fonction
ν 7→ $ν% à V≤1(PV(X)). Par le théorème de Jones, et commePV(X) = P(X) est un cpo
continu par le corollaire 3.6.22, une base deV≤1(PV(X)) est formée des valuations simples
sous-normalisées. Ces dernières correspondent aux estimations simples sous-normalisées, par
le lemme 7.4.8. Si de plusX a un plus petit élément⊥, on invoque le théorème d’Edalat, en
utilisant le fait quePV(X) = P(X) a alors un plus petit élément〈⊥〉∗. Ceci démontre les deux
dernières parties du lemme.

Pour la première partie du lemme, toute valuation continueν surPV(X) = P(X) est la borne
supérieure d’une famille dirigée : en effet, soitν(X) = 0 et c’est évident, soit1/ν(X).ν est une
valuation continue sous-normalisée, et est donc la borne supérieure d’une famille dirigée de
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valuations simples sous-normalisées(νi)i∈I . On en déduit queν elle-même est borne supérieure
de la famille dirigée(ν(X).νi)i∈I . Ceci se transporte aux cas des estimations continues et des
estimations simples via l’isomorphismeν 7→ $ν%. ⊓⊔

Les théorèmes et propositions ci-dessus utilisent avantageusement l’isomorphismeν 7→ $ν%.
Cependant, l’ordre⊑Est est horrible, et il est difficile de voir concrètement ce que peut bien être
la borne supérieure d’une famille dirigée(νi)i∈I d’estimations continues dans l’ordre⊑Est.

Commençons par définir un ordre⊑E moins fin que⊑Est.

Définition 7.4.10 On définit la relation⊑E sur l’ensemble des estimations surX par ν ⊑E ν ′

si et seulement si, pour tous ouvertsU etV deX :

ν(U)− ν(U \ V ) ≤ ν ′(U)− ν ′(U \ V ) (7.8)

ν(U \ V ) + ν(X)− ν(X \ V ) ≤ ν ′(U \ V ) + ν ′(X)− ν ′(X \ V ) (7.9)

Rappelons la crédibilitéν↑ et la plausibilitéν↓ associées àν : ν↑(U) = ν(U) pour tout ouvertU ,
ν↓(V ) = ν(X) − ν(X \ V ) pour tout ouvertV . Les inégalités (7.8) et (7.9) s’écrivent de façon
plus symétrique sous la forme :

ν↑(U)− ν(U \ V ) ≤ ν ′
↑
(U)− ν ′(U \ V )

ν(U \ V ) + ν↓(V ) ≤ ν(U \ V ) + ν ′
↓
(V )

Proposition 7.4.11 La relation⊑E est une relation d’ordre. Siν ⊑E ν ′, alors pour tout ouvert
U , ν↑(U) ≤ ν ′↑(U) ; pour tout ouvertV , ν↓(V ) ≤ ν ′↓(V ).

Démonstration.La relation⊑E est clairement réflexive et transitive. L’équation (7.8) avecU =
V implique :(a) ν(U) ≤ ν ′(U). L’équation (7.9) avecU = V implique :(b) ν(X)−ν(X \V ) ≤
ν ′(X) − ν ′(X \ V ). Supposons maintenantν ⊑E ν ′ et ν ′ ⊑E ν. Par(a), ν et ν ′ coïncident sur
tous les ouvertsU , en particulierν(X) = ν ′(X). Par(b), on en déduit queν et ν ′ coïncident
sur tous les fermésX \ V . Puisqueν(U) = ν ′(U) dans (7.8) on en tireν(U \ V ) ≥ ν ′(U \ V ).
Puisqueν(X) = ν ′(X) et ν(X \ V ) = ν ′(X \ V ) dans (7.9) on obtientν(U \ V ) ≤ ν ′(U \ V ).
Doncν(U \ V ) = ν ′(U \ V ) : ⊑E est antisymétrique, et donc bien une relation d’ordre. ⊓⊔
Lemme 7.4.12Siν ⊑Est ν

′, alorsν ⊑E ν
′. La réciproque est fausse.

Démonstration.Supposonsν ⊑Est ν
′. Considérons l’ouvert syntaxique(F, ρ), oùF = ϕ1∧¬ϕ2,

ρ(ϕ1) est l’ouvertU et ρ(ϕ2) est le ferméX \ V . L’unique affectationA surV = {ϕ1, ϕ2} telle
queA |= F est{ϕ1}, doncP1

ν(F, ρ) = ν(U) − ν(U \ V ) ; et de même pourP1
ν′(F, ρ). Puisque

ν ⊑Est ν
′, on en déduit l’inégalité (7.8). Considérons maintenant l’ouvert syntaxique(F, ρ), où

F = ϕ1 ∨ ¬ϕ2, et ρ est comme ci-dessus. Les affectationsA surV telles queA |= F sont∅,
{ϕ1}, et{ϕ1, ϕ2}, donc :

P1
ν(F, ρ) = ν(X)− ν(U)− ν(X \ V ) + ν(U \ V ) (A = ∅)

+ν(U)− ν(U \ V ) (A = {ϕ1})
+ν(U \ V ) (A = {ϕ1, ϕ2})

= ν(X)− ν(X \ V ) + ν(U \ V )
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Puisqueν ⊑Est ν
′, on en déduit l’inégalité (7.9). Doncν ⊑E ν

′.
La réciproque est fausse : donnons un contre-exemple. SoitX l’espace{1, 2}, muni de la

topologie discrète. Les lentilles deX sont tous ses sous-ensembles non vides,{1}, {2}, etX
tout entier, et elles sont toutes incomparables. Posonsν = 1/2ueX , ν ′ = 1/2ue{1} + 1/2ue{2}.
Par le lemme 7.4.8,$ν% = 1/2δX et $ν ′% = 1/2δ{1} + 1/2δ{2}. (X est trivialement un cpo
continu, cohérent et compact.) Il est clair que$ν% 6≤ $ν ′%, par exemple$ν%({X}) = 1/2 > 0 =
$ν ′%({X}), doncν 6⊑Est ν

′, par la proposition 7.4.4. Mais pourtantν ⊑E ν ′. On vérifie pour
ceci les inégalités (7.8) et (7.9) sur tous les couples possibles d’ouvertsU etV deX.

Commençons par l’inégalité (7.8). Le côté gaucheν(U) − ν(U \ V ) vaut 0 si U = X et
V = ∅, 1/2 si U = X et V 6= ∅, et 0 si U 6= X. Nous devons donc montrer que, siU = X et
V 6= ∅, alorsν ′(U)−ν ′(U \V ) ≥ 1/2. Or, dans ce cas,ν ′(U) = 1/2+1/2 = 1, etν ′(U \V ) vaut
au plus1/2, carV ne contient pas1 ou bien ne contient pas2. Doncν ′(U)− ν ′(U \ V ) ≥ 1/2.

Pour l’inégalité (7.9), le côté gauche vaut1/2 si U = X, ou siV 6= ∅, et 0 si U 6= X et
V = ∅. SiU = X, le côté droit vautν ′(X) = 1. SiV = ∅, ν ′(X \ V ) ≤ 1/2, etν ′(U \ V ) ≥ 0,
donc le côté droit vautν ′(X) − ν ′(X \ V ) + ν ′(U \ V ) ≥ 1/2. Dans tous les cas, le côté droit
est supérieur ou égal au côté gauche. ⊓⊔

Nous examinons ensuite quelques propriétés de la relation d’inclusion entre croissants.

Lemme 7.4.13SoientU , V , U ′, V ′ quatre ouverts. SupposonsU \ V ⊆ U ′ \ V ′. Alors les
croissantsU \ V , (U ∩ U ′) \ (V ∪ V ′), U \ (V ∪ V ′), et(U ∩ U ′) \ V sont identiques.

Démonstration.Par le lemme 7.1.1,U ⊆ U ′ ∪ V et U ∩ V ′ ⊆ V . Par la première inégalité,
U \V ⊆ (U ′∪V ) \V = U ′ \V . Par la seconde,U \V ⊆ U \ (U ∩V ′) = U \V ′. CommeU \V
est inclus dansU ′ \ V et dansU \ V ′, il est inclus dans leur intersection(U ∩U ′) \ (V ∪ V ′). Ce
dernier croissant est inclus à la fois dansU \ (V ∪ V ′) et dans(U ∩ U ′) \ V , qui sont tous les
deux inclus dansU \ V . On a donc la suite circulaire d’inclusions :

U \ V ⊆ (U ∩ U ′) \ (V ∪ V ′) ⊆
{
U \ (V ∪ V ′)
(U ∩ U ′) \ V

}
⊆ U \ V

Donc tous les termes de cette suite sont égaux. ⊓⊔
Ceci nous permet d’établir le lemme technique suivant. Celui-ci sert à définir des fonctionsν

sur les croissantsC = U \V à partir de fonctionsf etg qui dépendent a priori non seulement de
C, mais aussi deU ou deV .

Lemme 7.4.14Soit f une fonction qui à tout ouvertU et tout croissantC de la formeU \ V
pour un certain ouvertV associe un réelf(U,C). Soitg une fonction qui à tout ouvertV et tout
croissantC de la formeU \ V pour un certain ouvertU associe un réelg(C, V ). Supposons de
plus que :

1. siV ⊇ V ′, alorsf(U,U \ V ) ≤ f(U,U \ V ′) ;

2. siU ⊆ U ′, alorsg(U \ V, V ) ≤ g(U ′ \ V, V ) ;

3. pour tous ouvertsU etV , f(U,U \ V ) = g(U \ V, V ).
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Alorsf(U,C) etg(C, V ) ne dépendent que deC : il existe une fonctionν des croissants vers les
réels telle quef(U,C) = g(C, V ) = ν(C) pour tout croissantC, et tous ouvertsU , V tels que
C = U \ V . De plus,ν est monotone : siC ⊆ C ′ alorsν(C) ≤ ν(C ′).

Démonstration.SupposonsU \ V ⊆ U ′ \ V ′. Alors :

f(U,U \ V ) = f(U,U \ (V ∪ V ′)) par le lemme 7.4.13

= g(U \ (V ∪ V ′), V ∪ V ′) par l’hypothèse 3

= g((U ∩ U ′) \ (V ∪ V ′), V ∪ V ′) par le lemme 7.4.13

= f(U ∩ U ′, (U ∩ U ′) \ (V ∪ V ′)) par l’hypothèse 3

≤ f(U ∩ U ′, (U ∩ U ′) \ V ′) par l’hypothèse 1

= g((U ∩ U ′) \ V ′, V ′) par l’hypothèse 3

≤ g(U ′ \ V ′, V ′) par l’hypothèse 2

= f(U ′, U ′ \ V ′)

On en déduit, premièrement, que siU \V = U ′ \V ′, alorsf(U,U \V ) = f(U ′, U ′ \V ′), c’est-à-
diref(U,C) = f(U ′, C), oùC est le croissantU \V . Doncf(U,C) ne dépend que deC, pas de
U . Notonsν(C) = f(U,C) pour un ouvert quelconqueU tel queC s’écriveU \ V . On a d’autre
part ν(C) = g(C, V ) par l’hypothèse 3. En second, l’inégalitéf(U,U \ V ) ≤ f(U ′, U ′ \ V ′)
ci-dessus, valable dès queU \ V ⊆ U ′ \ V ′, entraîne doncν(U \ V ) ≤ ν(U ′ \ V ′). Doncν est
monotone. ⊓⊔
Proposition 7.4.15 Soit(νi)i∈I une famille dirigée d’estimations, dans l’ordre⊑E. Posons, pour
tous ouvertU etV ,

ν(U \ V ) = sup
i∈I

ν↑i (U)− sup
i∈I

(ν↑i (U)− νi(U \ V )) (7.10)

Si la famille(νi(X))i∈I est bornée, alorsν est bien définie, et l’on a aussi :

ν(U \ V ) = sup
i∈I

(ν↓i (V ) + νi(U \ V ))− sup
i∈I

ν↓i (V ) (7.11)

De plus,(νi(U \ V ))i∈I converge versν(U \ V ) dans la topologie métrique usuelle deR+.
Finalement,ν est une estimation, est sesqui-continue dès que toutes lesνi, i ∈ I, sont sesqui-

continues ; etν est la borne supérieure de la famille(νi)i∈I dans l’ordre⊑E.

Démonstration.SoitU un ouvert. LorsqueC est un croissant de la formeU \ V pour un certain
ouvertV , posonsf(U,C) = supi∈I ν

↑
i (U)− supi∈I(ν

↑
i (U)−νi(C)). Ceci est bien défini dès que

la famille (νi(X))i∈I est bornée, carν↑i (U) = νi(U) ≤ νi(X) pour touti ∈ I, doncsupi∈I ν
↑
i (U)

existe. Puisqueν↑i (U)− νi(C) ≤ ν↑i (U), supi∈I(ν
↑
i (U)− νi(C)) existe aussi.

De même, pour tout croissantC = U \ V , posonsg(C, V ) = supi∈I(ν
↓
i (V ) + νi(U \ V ))−

supi∈I ν
↓
i (V ). Montrons maintenant quef(U,C) = g(C, V ). On note d’abord que, par la propo-

sition 7.4.11, les familles(ν↑i (U))i∈I et (ν↓i (V ))i∈I sont dirigées dans⊑E. Comme l’addition sur
R est Scott-continue,

sup
i∈I

ν↑i (U) + sup
i∈I

ν↓i (V ) = sup
i∈I

(ν↑i (U) + ν↓i (V ))
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Par définition de⊑E, les familles(ν↑i (U)− νi(C))i∈I et(νi(C) + ν↓i (V ))i∈I sont dirigées. Comme
l’addition surR est Scott-continue de nouveau,

sup
i∈I

(ν↑i (U)− νi(C)) + sup
i∈I

(νi(C) + ν↓i (V )) = sup
i∈I

(ν↑i (U)− νi(C) + νi(C) + ν↓i (V ))

= sup
i∈I

(ν↑i (U) + ν↓i (V ))

= sup
i∈I

ν↑i (U) + sup
i∈I

ν↓i (V )

par (7.12). Doncf(U,C) = g(C, V ).
Remarquons quef et g sont croissantes en leur argumentC. Plus précisément, siC = U \

V ⊆ U \ V ′ = C ′ (avec le mêmeU ), alorsf(U,C) ≤ f(U,C ′) ; siC = U \ V ⊆ U ′ \ V = C ′

(avec le mêmeV ), alorsg(C, V ) ≤ g(C ′, V ). On peut donc appliquer le lemme 7.4.14 : on
peut définirν(C) = f(U,C) = g(C, V ), où U et V sont deux ouverts quelconques tels que
C = U \ V , etν est alors monotone.

Il est clair queν est stricte, carf(∅, ∅) = 0. De plus, les égalités (7.10) et (7.11) sont les
conséquences directes de la définition deν(U \V ) comme valantf(U,U \V ), resp.g(U \V, V ).

Montrons queν est la borne supérieure de la famille(νi)i∈I dans l’ordre⊑E. On vérifie
que, pour tout ouvertU , ν(U) = supi∈I νi(U), par l’équation (7.10) avecV = ∅. En réutilisant
l’équation (7.10), on en déduit que :(a) ν(U)−ν(U \V ) = supi∈I(νi(U)−νi(U \V )). De même,
en utilisant (7.11) d’abord avecU = X, on obtientν(X \ V ) = supi∈I νi(X) − supi∈I ν

↓
i (V ),

doncν↓(V ) = supi∈I ν
↓
i (V ), puisqueν(X) = supi∈I νi(X) ; puis : (b) ν(U \ V ) + ν↓(V ) =

supi∈I(ν
↓
i (V ) + νi(U \ V )). De(a) et (b) on déduit directement queν est la borne supérieure de

la famille (νi)i∈I , dans l’ordre⊑E.
Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour montrer queνi(U \V ) tend versν(U \V )

dansR+ muni de sa topologie métrique usuelle — et non de sa topologiede Scott. (Voir la
section 2.4 pour la notion de limite.) On peut voir(νi)i∈I comme un philtre monotone, oùI est
équipé du préordre⊑ défini pari ⊑ i′ si et seulement siνi ⊑E νi′. On remarque que, pour tout
ǫ > 0, on aνi(U) ≤ ν(U) ≤ νi(U) + ǫ pour i suffisamment grand. Ceci est parce queν(U) =
supi∈I νi(U). Par (7.10),ν(U)− ν(U \ V ) est aussi la borne supérieure desνi(U)− νi(U \ V ).
On a doncνi(U)− νi(U \ V ) ≤ ν(U)− ν(U \ V ) ≤ νi(U)− νi(U \ V ) + ǫ pouri suffisamment
grand. En soustrayant ceci de l’encadrement précédent, on en déduitνi(U \V )−ǫ ≤ ν(U \V ) ≤
νi(U \ V ) + ǫ pouri suffisamment grand. Autrement dit,(νi(U \ V ))i∈I converge versν(U \ V )
dans la topologie métrique usuelle deR+.

Si νi est une estimation pour touti ∈ I, alors il est clair queν aussi. Ceci est parce que l’ad-
dition et la soustraction sont continues pour la topologie métrique usuelle deR+. Par exemple,
pour vérifier (7.2), on note que pour touti ∈ I, on a :

∑

J⊆{1,...,m}
K⊆{1,...,n}

(−1)|J |+|K|νi

(
⋂

j∈J

[U ]
Uj \

⋃

k∈K

[V ]
Vk

)
≥ 0

puisqueνi est une estimation. Donc la limite du côté gauche est positive ou nulle elle aussi. Or,
l’addition et la soustraction étant continues pour la topologie métrique deR+, la limité du côté
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gauche est aussi la somme alternée correspondante des limites, c’est-à-dire :

∑

J⊆{1,...,m}
K⊆{1,...,n}

(−1)|J |+|K|ν

(
⋂

j∈J

[U ]
Uj \

⋃

k∈K

[V ]
Vk

)
≥ 0

Le fait queν soit monotone, ou envoie∅ vers0, est encore plus facile à vérifier, en utilisant un
argument similaire.

Finalement, si chaqueνi est sesqui-continue, montrons queν aussi. Pour toute famille dirigée
d’ouverts(Uj)j∈J , pour tout ouvertV , on a :

ν

(
⋃

j∈J

Uj \ V
)

= sup
i∈I

(
ν↓i (V ) + νi

(
⋃

j∈J

Uj \ V
))
− sup

i∈I
ν↓i (V ) par (7.11)

= sup
i∈I

(
ν↓i (V ) + sup

j∈J
νi(Uj \ V )

)
− sup

i∈I
ν↓i (V )

puisqueνi est sesqui-continue

= sup
i∈I

sup
j∈J

(ν↓i (V ) + νi(Uj \ V ))− sup
i∈I

ν↓i (V )

= sup
j∈J

sup
i∈I

(ν↓i (V ) + νi(Uj \ V ))− sup
i∈I

ν↓i (V )

= sup
j∈J

(
sup
i∈I

(ν↓i (V ) + νi(Uj \ V ))− sup
i∈I

ν↓i (V )

)

= sup
j∈J

ν(Uj \ V )

On montre de même que, pour tout ouvertU , pour toute famille dirigée d’ouverts(Vj)j∈J ,

ν
(
U \⋃j∈J Vj

)
= infj∈J ν(U \ Vj), en utilisant cette fois-ci (7.10). ⊓⊔

Théorème 7.4.16Soit (νi)i∈I une famille dirigée d’estimations sesqui-continues, dansl’ordre
⊑Est. Si la famille(νi(X))i∈I est bornée, alors la famille(νi)i∈I a une borne supérieureν dans
l’ordre ⊑Est, définie par l’équation (7.10), ou de façon équivalente par l’équation (7.11).

Pour tout croissantC de X, (νi(C))i∈I converge versν(C) dans la topologie métrique
usuelle deR+.

Est≤1(X) etEst1(X) sont des cpos.

Notons que ce théorème énonce queEst≤1(X) etEst1(X) sont des cpos, sans aucun hypothèse
surX. Nous avions déjà obtenu ce résultat à la proposition 7.4.6,mais en supposantX stablement
compact.

Démonstration.Par le lemme 7.4.12,(νi)i∈I est aussi dirigée dans l’ordre⊑E. L’équation
(7.10), resp. (7.11), définit alors une estimation sesqui-continueν, par la proposition 7.4.15.

Pour tousi, j ∈ I, posonsi ⊑ j si et seulement siνi ⊑E νj, et i ⊑′ j si et seulement
si νi ⊑Est νj. Par le lemme 7.4.12,i ⊑′ j implique i ⊑ j. Par la proposition 7.4.15, pour
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tout croissantC, la famille (νi(C))i∈I converge versν(C), selon le philtre(I,⊑). Nous devons
montrer qu’elle converge aussi versν(C) selon le philtre(I,⊑′). Pour toutǫ > 0, il existei0 ∈ I
tel queν(C)− ǫ ≤ νi(C) ≤ ν(C) + ǫ pour touti tel quei0 ⊑ i. C’est donc en particulier le cas
pour touti tel quei0 ⊑′ i, d’où la convergence selon le philtre(I,⊑′).

Pour tout ouvert syntaxique(F, ρ), pour toute estimationν ′, P1
ν′(F, ρ) est une combinaison li-

néaire de quantités de la formeν ′(C), pour certains croissantsC. En particulier,P1
ν′(F, ρ) dépend

de façon continue (pour la topologie métrique usuelle surR) des quantitésν ′(C). DoncP1
νi

(F, ρ)
converge versP1

ν(F, ρ) selon le philtre(I,⊑′). Or, par définition de⊑Est, (P1
νi

(F, ρ))
i∈I

est une
famille dirigée de réels. Sa limite est donc aussi sa borne supérieure. Du fait queP1

ν(F, ρ) =
supi∈I P1

νi
(F, ρ), pour tout ouvert syntaxique(F, ρ), on déduit immédiatement queν est la borne

supérieure de la famille(νi)i∈I dans l’ordre⊑Est.
Finalement, tout ceci implique queEst≤1(X) etEst1(X) sont des cpos. ⊓⊔
Le lemme technique 7.4.14 implique aussi que l’on peut se dispenser de vérifier la condi-

tion de monotonie pour toute fonctionν des croissants vers les réels positifs ou nuls vérifiant
l’inégalité (7.3).

Lemme 7.4.17Soit ν une fonction stricte deC(X) versR+ vérifiant l’inégalité (7.3). Alorsν
est monotone, donc est une estimation.

Démonstration.On posef(U,C) = g(C, V ) = ν(C). On a déjà vu plus haut que l’inégalité
(7.3) entraînait :(a) ν(U \ V ) ≥ ν(U1 \ V ) dès queU1 ⊆ U (le casm = 1 etn = 0), et que :(b)
ν(U \ V ) ≥ ν(U \ V1) dès queV1 ⊇ V (le casm = 0 etn = 1). Le lemme 7.4.14 entraîne alors
queν est monotone. ⊓⊔

Lemme 7.4.18Soitα uneA-valuation surX, F une formule propositionnelle etρ un environ-
nement. AlorsP1

ueα
(F, ρ) vaut1 si α ∈ JF K ρ, et0 sinon.

Démonstration. Soit ν = ueα, P = δα. Pour tout croissantC = U \ V , ν(C) vaut 1 si
α(U) = 1 et α(V ) = 0, c’est-à-dire siα ∈ 2C ; 0 sinon. Par le lemme 7.2.6,ν(C) égale
donc δ%

α (2C) = P%(2C). Par le lemme 7.3.8,P%(JF K ρ) = P1
ν(F, ρ,V) pour toute for-

mule propositionnelleF , tout environnementρ, et tout ensemble finiV ⊇ vars(F ). Donc
P1

ueα
(F, ρ) = P1

ν(F, ρ,V) (lemme 7.3.10) vautδ%
α (JF K ρ), qui vaut1 si et seulement siα ∈ JF K ρ

et0 sinon, par le lemme 7.2.6. ⊓⊔
0n comparera le théorème suivant à la proposition 7.4.7, quidémontre un peu plus, sous des

hypothèses bien plus fortes.

Théorème 7.4.19Soit X un espace topologique. La fonction deP(X) dansEst(X), resp.
Est≤1(X), resp.Est1(X), qui àα associeueα, est un plongement d’ordre, et est Scott-continue.

Démonstration. Nous devons d’abord montrer que la fonctionue_, qui à α associeueα, est
croissante. Supposonsα ⊑A α′, et soit (F, ρ) un ouvert syntaxique. Par le lemme 7.4.18, si
P1

ueα
(F, ρ) = 1 alorsα ∈ JF K ρ. PuisqueJF K ρ est ouvert (par le lemme 7.4.2), il est clos par le

haut, doncα′ ∈ JF K ρ ; doncP1
ueα′

(F, ρ) = 1. DoncP1
ueα

(F, ρ) ≤ P1
ueα′

(F, ρ) = 1. Comme(F, ρ)
est un ouvert syntaxique quelconque,ueα ⊑Est ueα′.
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Montrons queue_ est Scott-continue. Soit donc(αi)i∈I une famille dirigée, pour⊑A, d’A-
valuations continues, etα =

⊔
i∈I αi sa borne supérieure dansP(X), par le lemme 3.6.9. Puisque

ue_ est croissante,(ueαi
)i∈I forme une famille dirigée. Soitν0 sa borne supérieure, qui existe par

le théorème 7.4.16. De plus, pour tout croissantC, ν0(C) est la limite de la famille(ueαi
(C))i∈I .

Pour tout ouvert syntaxique(F, ρ), pour toutν, P1
ν(F, ρ) dépend de façon continue (en fait,

linéaire) de quantités de la formeν(C), oùC est un croissant. DoncP1
ν0

(F, ρ) est la limite des
P1

ueαi
(F, ρ), i ∈ I. CommeP1

ueαi
(F, ρ) ≤ P1

ν0
(F, ρ) pour tout i ∈ I, P1

ν0
(F, ρ) est la borne

supérieure desP1
ueαi

(F, ρ), i ∈ I. L’ouvert syntaxique(F, ρ) étant quelconque, on en déduit que
ν0 est la borne supérieure selon⊑Est de la famille(ueαi

)i∈I .
Montrons maintenant que la fonctionf qui àueα associeα est croissante. Supposonsueα ⊑Est

ueα′. Par le lemme 7.4.12,ueα ⊑E ueα′. Par la proposition 7.4.11, pour tout ouvertU , (ueα)↑(U) ≤
(ueα′)↑(U), donc siα(U) = 1 alorsα′(U) = 1 ; et pour tout ouvertV , (ueα)↓(V ) ≤ (ueα′)↓(V ),
c’est-à-dire1−ueα(X\V ) ≤ 1−ueα′(X\V ), donc siα′(V ) = 0, alors1−ueα′(X\V ) = 1−1 = 0,
donc1− ueα(X \ V ) = 0, doncα(V ) = 0. Ceci suffit pour montrerα ⊑A α′. La fonctionue_ est
donc un plongement d’ordre. ⊓⊔

7.5 Relation entreν, ν↑, et ν↓

On ne peut pas dire que le concept d’estimation soit des plus naturels a priori. Les conditions
de la définition 7.1.8 sont étranges, surtout l’inégalité (7.2). De plus, le fait que les estimations
ν mesurent des croissants, et non pas ni des ouverts ni des unions disjointes de croissants, est
baroque.

On peut donc se demander si l’on ne pourrait pas simplifier la présentation des estimations
ν. Par exemple, on peut penser que les deux seules composantesessentielles d’une estimationν
sont la crédibilitéν↑ (rappelons queν↑(U) = ν(U) pour tout ouvertU ) et la plausibilitéν↓ (où
ν↓(V ) = ν(X)− ν(X \ V ) pour tout ouvertV ). Ce n’est en fait pas le cas :

Proposition 7.5.1 Les estimationsν ne sont pas en général déterminées de façon unique par la
donnée deν↑ et deν↓. Plus précisément, il existe un espaceX, et deux estimationsν et ν ′ telles
queν↑ = ν ′↑ etν↓ = ν ′↓, maisν 6= ν ′.

On peut même prendreX fini, demander à trouver une infinité d’estimations continues ν
distinctes dont toutes les crédibilités associéesν↑ soient égales, ainsi que toutes les plausibilités
associéesν↓.

Démonstration.L’idée est que la donnée deν↑ et deν↓ ne contraint la valeur de la valuation
continue$ν% que sur les ouverts de la forme2U et3V , mais seulement eux.

SoitX l’espace{1 < 2 < . . . < n}. C’est trivialement un cpo continu, cohérent et compact.
X a n + 1 ouverts : les intervalles[i, n] avec1 ≤ i ≤ n, et le vide.X a n(n + 1)/2 lentilles :
les intervalles[i, j] avec1 ≤ i ≤ j ≤ n. Doncν s’écrit comme une somme

∑
1≤i≤j≤n aijue[i,j].

Considérons lesaij comme des inconnues. Dire queν↑ nous est donné, c’est dire que nous
connaissons les valeurs desn sommes

∑
1≤i≤j≤n
[i,j]⊆U

aij pour chacun desn ouverts non videsU de

X. (Le cas de l’ouvert vide est trivial, sachant queν(∅) = 0 par définition.) De même, dire queν↓
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est donné, c’est dire que nous connaissons les valeurs desn sommes
∑

1≤i≤j≤n
[i,j]∩V 6=∅

aij pour chacun

desn ouverts non videsV deX. Ceci nous fournit donc2n équations enn(n+ 1)/2 inconnues.
Dès quen ≥ 4, il y a donc strictement plus d’inconnues que d’équations, et la solution enaij ne
sera pas unique.

L’argument n’est pas complet, car nous avons ignoré le fait que les inconnuesaij sont sou-
mises à des contraintes de la formeaij ≥ 0 notamment. Donnons donc un contre-exemple ex-
plicite, obtenu en résolvant les contraintes ci-dessus pour n = 4, de sorte à trouver toutes les
estimations continuesν dont lesν↑ et ν↓ coïncident avec lesν↑0 et ν↓0 de l’estimation, fixée,
ν0 =

∑
1≤i≤j≤4

1
10

ue[i,j]. Pour tous réelsa, b tels que0 ≤ a, b ≤ 2/10 et−1/10 ≤ b− a ≤ 1/10,
soit :

νa,b = 1
10

ue[1,1] + 1
10

ue[1,2] + aue[1,3] + ( 2
10
− a)ue[1,4]

+ 1
10

ue[2,2] + ( 2
10
− b)ue[2,3] + b ue[2,4]

+ ( 1
10

+ b− a)ue[3,3] + ( 1
10
− b+ a)ue[3,4]

+ 1
10

ue[3,4]

Nous avons arrangé la somme ci-dessus en lignes et en colonnes pour une meilleure lisibilité. On
vérifie que :

ν↑a,b([1, 4]) = 1

ν↑a,b([2, 4]) =
6

10
(somme des coefficients de toutes les lignes sauf la première)

ν↑a,b([3, 4]) =
3

10
(toutes les lignes sauf la première et la deuxième)

ν↑a,b([4, 4]) =
1

10

ν↑a,b(∅) = 0

et aussi que :

ν↓a,b([1, 4]) = 1

ν↓a,b([2, 4]) =
9

10
(somme des coefficients de toutes les colonnes sauf la première)

ν↓a,b([3, 4]) =
7

10
(toutes les colonnes sauf la première et la deuxième)

ν↓a,b([4, 4]) =
4

10

ν↓a,b(∅) = 0

(La formule deνa,b est une forme de “triangle magique”, analogue des carrés magiques.) Donc
ν↑a,b etν↓a,b sont indépendants dea et b tels que0 ≤ a, b ≤ 2/10 et−1/10 ≤ b− a ≤ 1/10. ⊓⊔

On peut, à l’opposé, tenter de trouver à quelles conditions un couple(ν−, ν+) formé d’une
crédibilité continueν− et d’une plausibilité continueν+ est de la forme(ν↑, ν↓) pour une certaine
estimation continue (en général non unique, donc)ν.
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En premier, on observe queν− doit être en-dessous deν+. C’est l’inégalité(i) du lemme 7.1.13.
On observe aussi que l’on doit avoirν−(X) = ν+(X). On a aussi la contrainte suivante :

Lemme 7.5.2 Pour toute estimationν surX, pour tous ouvertsU, V deX,

ν↑(U) + ν↑(V ) ≤ ν↑(U ∪ V ) + ν↑(U ∩ V )

≤ ν↑(U) + ν↓(V )

≤ ν↓(U ∪ V ) + ν↓(U ∩ V ) ≤ ν↓(U) + ν↓(V )

Démonstration.La première inégalité vient du fait queν↑ est une crédibilité etν↓ une plausibilité
(lemme 7.1.12), et que toute crédibilité est un jeu convexe,toute plausibilité est un jeu concave.
Il reste donc à démontrer les deux inégalités du milieu, impliquantν↑(U) + ν↓(V ). La première
s’obtient en sommant terme à terme les inégalités(ii) et (iii) du lemme 7.1.13, la deuxième en
sommant(iv) et (v). ⊓⊔

⊲ Exercice 7.3
Le contre-exempleX de la proposition 7.5.1 est muni d’un ordre≤ non trivial. Montrer qu’à

l’opposé, siX est un ensemble fini muni de la topologie discrète (c’est-à-dire avec l’égalité
comme ordre), alors il existe au plus une estimationν telle queν↑ = ν− et ν↓ = ν+. Plus
précisément, montrer que si l’on écritν− =

∑
A⊆X,A 6=∅ aAuA, ν+ =

∑
A⊆X,A 6=∅ bAeA, et si

ν−(U ∪ V ) + ν−(U ∩ V ) ≤ ν−(U) + ν+(V )

≤ ν+(U ∪ V ) + ν+(U ∩ V )

pour tous ouvertsU , V , alors il existe une estimationν telle queν↑ = ν− et ν↓ = ν+ si et
seulement siaA = bA pour toute partieA non vide deX, et alorsν =

∑
A⊆X,A 6=∅ aAueA ; ν existe

donc, et est unique. (Indication : prendreV = X \U dans les formules du lemme 7.5.2, et penser
à la formule d’inversion de Möbius.)

On peut en fait dire un peu mieux, ce sera le contenu de la proposition 7.5.9 ci-dessous.
En attendant, on observe quelques propriétés de l’intégration par rapport à$ν%. La première,
exprimée à la proposition 7.5.4, est une forme d’extensibilité linéaire par le bas, au sens de la
définition 5.4.1.

Lemme 7.5.3 SoitX un espace sobre. Pour toute fonction continue bornéef deX dansR,
pour touteA-valuation continueα surX, notonsmin αf = minx∈L f(x) = minx∈Q f(x), où
L = Q ∩ F est la lentille définie par(Q,F )∗ = α.

Alors, pour tout réelt, α ∈ 2f−1]t,+∞[ si et seulement simin αf > t.

Démonstration.D’abord, rappelons que par la proposition 3.6.3, commeX est sobre (en parti-
culier), la fonction qui à(Q,F ) ∈ P′

V(X) associe(Q,F )∗ ∈ PV(X) est un homéomorphisme.
L = Q∩F est alors une lentille, et donc un compact deX. L’image deL parf est donc un com-
pact deR, muni de sa topologie de Scott. Ce compact a un plus petit élément, par le fait 5.4.2 :
min αf = minx∈L f(x) est donc bien défini. De plus, commeQ = ↑ L et f est croissante,
minx∈L f(x) = minx∈Q f(x).
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On a min αf > t si et seulement si, pour toutx ∈ Q (où (Q,F )∗ = α), f(x) > t,
autrement dit si et seulement siQ ⊆ f−1]t,+∞[. Cette dernière condition est équivalente à
α(f−1]t,+∞[) = 1, de nouveau par la proposition 3.6.3. ⊓⊔

Proposition 7.5.4 SoitX un espace stablement compact. Pour toute fonction continuebornéef
deX dansR,

C

∫

x∈X

f(x)dν↑ = C

∫

α∈PV(X)

min αf d$ν%

Démonstration.La fonction qui àα associemin αf est continue, car l’image réciproque par cette
fonction de l’ouvert de Scott]t,+∞[ est2f−1]t,+∞[, par le lemme 7.5.3. Calculons mainte-
nant :

C

∫

α∈PV(X)

min αf d$ν% =

∫ +∞

0

$ν%
(
2f−1]t,+∞[

)
dt

+

∫ 0

−∞

[
$ν%

(
2f−1]t,+∞[

)
−$ν%(2X)

]
dt

=

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

= C

∫

x∈X

f(x)dν↑

par le théorème 7.3.23. ⊓⊔
La seconde propriété de l’intégration par rapport à$ν% est une forme d’extensibilité linéaire par
le haut, au sens de la définition 6.3.1. Ce sera la proposition7.5.6 ci-dessous.

Lemme 7.5.5 SoitX un espace sobre. Pour toute fonction continue bornéef deX dansR, pour
touteA-valuation continueα surX, notonssup αf = supx∈F f(x), oùL = Q∩F est la lentille
définie par(Q,F )∗ = α.

Alors, pour tout réelt, α ∈ 3f−1]t,+∞[ si et seulement sisup αf > t.

Démonstration. L’ A-valuation continueα est telle quesupx∈F f(x) > t, où (Q,F )∗ = α,
si et seulement s’il existex ∈ F tel que f(x) > t, c’est-à-dire si et seulement siF in-
tersectef−1]t,+∞[, autrement ditα(f−1]t,+∞[) 6= 0 (par la proposition 3.6.3), c’est-à-dire
α ∈ 3f−1]t,+∞[. ⊓⊔

Proposition 7.5.6 SoitX un espace stablement compact. Pour toute fonction continuebornéef
deX dansR,

C

∫

x∈X

f(x)dν↓ = C

∫

α∈PV(X)

sup αf d$ν%
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Démonstration.La fonction qui àα associesup αf est continue, car l’image réciproque par cette
fonction de]t,+∞[ est3f−1]t,+∞[, par le lemme 7.5.5. On peut maintenant calculer :

C

∫

α∈PV(X)

sup αf d$ν% =

∫ +∞

0

$ν%
(
3f−1]t,+∞[

)
dt

+

∫ 0

−∞

[
$ν%

(
3f−1]t,+∞[

)
−$ν%(2X)

]
dt

=

∫ +∞

0

ν↓(f−1]t,+∞[)dt +

∫ 0

−∞

[ν↓(f−1]t,+∞[)− ν↓(X)]dt

= C

∫

x∈X

f(x)dν↓

En effet, pour tout ouvertV , $ν%(3V ) = $ν%%(2X) − $ν%%(2X \ 3V ) = $ν%%(2X) −
$ν%%(2(X \ V )) (par le lemme 7.1.2)= ν(X) − ν(X \ V ) (par le théorème 7.3.23)= ν↓(V ).
D’autre part,$ν%(2X) = $ν%(3X) = ν↓(X), puisque2X = 3X. ⊓⊔

Définition 7.5.7 Soitf une fonction continue deX versY , etν une fonction deC(X) versR+.
L’ image directef [ν] de ν par f est la fonction deC(Y ) versR+ qui à tout croissantC deY
associeν(f−1(C)).

On remarque que ceci est bien défini, car pour tout croissantC = U \ V , f−1(C) = f−1(U) \
f−1(V ) est encore un croissant.

Lemme 7.5.8 Soitf une fonction continue deX versY . Pour toute estimation, resp. continue,
surX, f [ν] est une estimation, resp. continue, surY . De plus,f [ν]↑ = f [ν↑] etf [ν]↓ = f [ν↓].

Démonstration.D’abord,f [ν] est clairement stricte et monotone. Ensuite, pour tout ouvert U ,
pour tous ouvertsU1, . . . ,Um inclus dansU (m ≥ 0), pour tout ouvertV , pour tous ouvertsV1,

. . . ,Vn contenantV (n ≥ 0), on note quef−1
(⋂

i∈I

[U ]
Ui \

⋃
j∈J

[V ]
Vj

)
=
⋂

i∈I

[f−1(U)]
f−1(Ui)\

⋃
j∈J

[f−1(V )]
f−1(Vj), doncf [ν] vérifie l’inégalité (7.2) dès queν la vérifie. De même, pour toute

famille (Ui)i∈I d’ouverts, pour tout ouvertV , f−1
(⋃

i∈I Ui \ V
)

=
⋃

i∈I f
−1(Ui) \ f−1(V ) ;

et pour tout ouvertU , pour toute famille d’ouverts(Vj)j∈J , f−1
(
U \⋃j∈J Vj

)
= f−1(U) \

⋃
j∈J f

−1(Vj), d’où le fait quef [ν] est continue dès queν l’est. Enfin, pour tout ouvertU de
Y , f [ν]↑(U) = ν(f−1(U)) = ν↑(f−1(U)) = f [ν↑](U) (voir la définition 4.2.8) ; etf [ν]↓(U) =
f [ν](Y )−f [ν](Y \U) = ν(f−1(Y ))−ν(f−1(Y \U)) = ν(X)−ν(X\f−1(U)) = ν↓(f−1(U)) =
f [ν↓](U). ⊓⊔

⊲ Exercice 7.4
SoitX un espace stablement compact,f une fonction continue deX dansY . Montrer que, pour
toute estimation continue,$f [ν]% = PV(f)[$ν%], oùPV(f) est la fonction image directe définie
à l’exercice 3.2.
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La condition suivante, qui nous sera utile au chapitre 11, n’est pas sans rappeler la condition
(c) de Walley (1991, section 2).

Proposition 7.5.9 Pour toute estimationν surX, pour toutes fonctions continues bornéesf, g :
X → R,

C

∫

x∈X

f(x)dν↑ + C

∫

x∈X

g(x)dν↑ ≤ C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν↑

≤ C

∫

x∈X

f(x)dν↑ + C

∫

x∈X

g(x)dν↓

≤ C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν↓ ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν↓ + C

∫

x∈X

g(x)dν↓

Démonstration.La première et la dernière inégalité sont des conséquences de la proposition 4.3.1
et de la proposition 4.3.2, sachant queν↑ est une crédibilité, donc un jeu convexe, etν↓ une
plausibilité, donc un jeu concave.

LorsqueX est stablement compact, les deux autres inégalités se démontrent relativement
facilement, comme suit. Pour la deuxième inégalité,

C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν↑ = C

∫

α∈PV(X)

min α(f + g) d$ν%

par la proposition 7.5.4. Or, pour toutα = (Q,F )∗ ∈ PV(X), min α(f + g) = minx∈L(f(x) +
g(x)) est inférieur ou égal àminx∈L f(x)+supx∈L g(x) = min αf+sup αg, car pour toutx ∈ L,
g(x) ≤ supx∈L g(x). Donc

C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν↑ ≤ C

∫

α∈PV(X)

min αf + sup αg d$ν%

= C

∫

α∈PV(X)

min αf d$ν% + C

∫

α∈PV(X)

sup αg d$ν%

car$ν% est une valuation

= C

∫

x∈X

f(x)dν↑ + C

∫

x∈X

g(x)dν↓

par la proposition 7.5.4 et la proposition 7.5.6. Pour la troisième inégalité,

C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν↓ = C

∫

α∈PV(X)

sup α(f + g) d$ν%

par la proposition 7.5.6. Or, pour toutα = (Q,F )∗ ∈ PV(X), sup α(f + g) = supx∈F (f(x) +
g(x)) ≥ minx∈L f(x)+supx∈F g(x) = min αf+sup αg. En effet, rappelons que pour tout ouvert
U contenantQ, F ⊆ cl(U ∩ F ), par la proposition 3.6.3. Pour toutǫ > 0, il existe unx ∈ F
tel queg(x) > sup αg − ǫ/2. Donc l’ouvertV = g−1] sup αg − ǫ/2,+∞[ intersecteF . SoitU
l’ouvert f−1] min αf−ǫ/2,+∞[. Par définition,U contientQ, doncV intersectecl(U∩F ), donc
aussiU ∩ F . On en déduit qu’il existe un élémentx dansV ∩U ∩F , c’est-à-dire tel queg(x) >
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sup αg−ǫ/2, f(x) > min αf−ǫ/2, etx ∈ F . En particulier,f(x)+g(x) > min αf+sup αg−ǫ,
doncsup α(f + g) = supx∈F (f(x) + g(x)) ≥ min αf + sup αg − ǫ, et l’on conclut carǫ > 0 est
arbitraire. Ceci étant acquis,

C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν↓ ≥ C

∫

α∈PV(X)

min αf + sup αg d$ν%

= C

∫

α∈PV(X)

min αf d$ν% + C

∫

α∈PV(X)

sup αg d$ν%

car$ν% est une valuation

= C

∫

x∈X

f(x)dν↑ + C

∫

x∈X

g(x)dν↓

par la proposition 7.5.4 et la proposition 7.5.6.

Passons au cas général, oùX n’est plus nécessairement stablement compact. Comme lors
de la démonstration du lemme 6.2.12, considérons l’espace de Sierpínski S = {0, 1} muni,
rappelons-le, de la topologie formée des ouverts∅, {1}, et S. La fonctionηS : X → SO(X) est
continue etSO(X) est stablement compact. (Voir les propositions 3.9.5 et 3.9.6.)

Pour toute fonction continue bornéef deX dansR, on peut étendref en une fonctionf̂
continue bornée deSO(X) versR, telle quef̂(ηS(x)) = f(x) pour toutx ∈ X, par la proposi-
tion 3.9.8. On a maintenant :

C

∫

x∈X

f(x)dν↑ + C

∫

x∈X

g(x)dν↓ = C

∫

x∈X

f̂(ηS(x))dν
↑ + C

∫

x∈X

ĝ(ηS(x))dν
↓

= C

∫

~b∈SO(X)

f̂(~b)dηS[ν
↑] + C

∫

~b∈SO(X)

ĝ(~b)dηS[ν
↓]

par la proposition 4.2.11

= C

∫

~b∈SO(X)

f̂(~b)dηS[ν]
↑ + C

∫

~b∈SO(X)

ĝ(~b)dηS[ν]
↓

par le lemme 7.5.8

≥ C

∫

~b∈SO(X)

f̂(~b) + ĝ(~b)dηS[ν]
↑

en utilisant la deuxième inégalité de la proposition, que nous pouvons appliquer carSO(X) est
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stablement compact. Donc :

C

∫

x∈X

f(x)dν↑ + C

∫

x∈X

g(x)dν↓ = C

∫

~b∈SO(X)

f̂(~b) + ĝ(~b)dηS[ν
↑]

=

∫ +∞

0

ν↑(η−1
S
{~b ∈ SO(X)|f̂(~b) + ĝ(~b) > t})dt

+

∫ +∞

0

[
ν↑(η−1

S
{~b ∈ SO(X)|f̂(~b) + ĝ(~b) > t})− ν↑(X)

]
dt

=

∫ +∞

0

ν↑{x ∈ X|f̂(ηS(x)) + ĝ(ηS(x)) > t}dt

+

∫ +∞

0

[
ν↑{x ∈ X|f̂(ηS(x)) + ĝ(ηS(x)) > t} − ν↑(X)

]
dt

=

∫ +∞

0

ν↑{x ∈ X|f(x) + g(x) > t}dt

+

∫ +∞

0

[
ν↑{x ∈ X|f(x) + g(x) > t} − ν↑(X)

]
dt

= C

∫

x∈X

f(x) + g(x)dν↑

On démontre de même la troisième inégalité. ⊓⊔
La proposition 7.5.9 généralise le lemme 7.5.2. On retrouvece dernier en prenantf = χU

et g = χV . La démonstration de la proposition 7.5.9 est cependant bien plus technique que celle
du lemme 7.5.2. Nous conjecturons que la proposition 7.5.9 est strictement plus forte que le
lemme 7.5.2, au sens où il existe des couples(ν−, ν+) formés d’une crédibilité continueν− et
d’une plausibilité continueν+ vérifiant :

ν−(U ∪ V ) + ν−(U ∩ V ) ≤ ν−(U) + ν+(V ) (7.12)

≤ ν+(U ∪ V ) + ν+(U ∩ V )

pour tous ouvertsU , V , etν−(X) = ν+(X), mais pourtant les inégalités :

C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν− ≤ C

∫

x∈X

f(x)dν− + C

∫

x∈X

g(x)dν+ (7.13)

≤ C

∫

x∈X

(f + g)(x)dν+

ne sont pas vérifiées pour toutes les fonctions continuesf, g deX versR.
Les inégalités (7.13), de plus, ne sont pas suffisantes non plus pour garantir l’existence d’une

estimationν telle queν↑ = ν− etν↓ = ν+.

Lemme 7.5.10 Il existe un espaceX, une crédibilité continueν− surX, une plausibilité conti-
nueν+ surX, telles queν−(X) = ν+(X) et vérifiant les inégalités (7.13) pour toutes fonctions
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continuesf , g deX versR, mais telles que pourtant il n’existe aucune estimationν telle que
ν↑ = ν− etν↓ = ν+.

On peut même demander queX soit fini, et queν− etν+ soient des probabilités continues.

Démonstration.Notons que, siν− et ν+ sont deux probabilités telles queν− ≤ ν+, alors les
inégalités (7.13) sont toujours vérifiées. C’est parce que l’intégrale de Choquet par rapport à
une valuation est additive (elle est à la fois sur-additive par la proposition 4.3.1 et sous-additive
par la proposition 4.3.2), et croissante en le jeu normalisé(proposition 4.2.4). Prenons donc
par exempleX = {⊥,⊤}, avec⊥ ≤ ⊤, ν− = δ⊥, et ν+ n’importe quelle autre probabilité,
par exempleδ⊤. Pour toute estimationν surX, ν est nécessairement continue. CommeX est
stablement compact,$ν% existe, et est nécessairement de la formea⊥δ〈⊥〉 + a⊤δ〈⊤〉 + aXδX .
Doncν = a⊥ue〈⊥〉 + a⊤ue〈⊤〉 + aXueX . Si l’on avaitν↑ = ν− et ν↓ = ν+, on auraitν− = δ⊥ =
a⊥e{⊥} + a⊤eX + aXeX d’une part, et d’autre partν+ = δ⊤ = a⊥uX + a⊤u{⊤} + aXuX . En
appliquant ceci à l’ouvert{⊤}, on obtient0 = a⊤ + aX d’une part,1 = a⊤ d’autre part. Mais
ceci impliqueaX = −1, ce qui est impossible. ⊓⊔
De nouveau, l’exercice 7.3 montre que le fait que l’ordre choisi sur le contre-exempleX soit non
trivial est essentiel.

7.6 L’intégrale mixte

Il semble donc qu’il y ait en général plus d’information dansla donnée d’une estimation
continueν que dans la donnée de la crédibilité continueν↑ et de la plausibilité continueν↓.
La question se pose alors de savoir s’il existerait une notion d’intégration qui soit propre aux
estimations, et qui se fonde notamment sur la partie de l’estimation qui n’est pas capturée parν↑

ou ν↓. Il y a plusieurs possibilités. La plus immédiate est la suivante. Nous nous limiterons, par
souci de lisibilité, à n’intégrer que des fonctions à valeurs dansR+. On peut toujours étendre la
notion aux fonctions continues bornées à valeurs dansR en intégranta+ f par rapport àν, pour
une constantea telle quea+f soit à valeurs dansR+, puis en soustrayant de l’intégrale la valeur
aν(X).

Définition 7.6.1 (β-Intégrale) Soit X un espace topologique,ν une estimation surX. Pour
toute fonction continue bornéef de X dansR+, pour tout réelβ ∈]0, 1[, on définit laβ-
intégrale:

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

[
ν↑
(
f−1]s

1
1−β ,+∞[

)
− ν

(
f−1]s

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[

)]
dt

]
ds

Vérifions que laβ-intégrale est bien définie. Soita un majorant def(x), x ∈ X. Pour toutt ≥
aβ, f−1]t1/β,+∞[ est vide, doncν↑(f−1]s1/(1−β),+∞[)−ν(f−1]s1/(1−β),+∞[\f−1]t1/β,+∞[=
0. L’intégrale interne, surt, est donc une intégrale de0 à aβ. La fonction qui àt associe la
quantitéν↑(f−1]s1/(1−β),+∞[)−ν(f−1]s1/(1−β),+∞[\f−1]t1/β,+∞[) est de plus décroissante,
donc l’intégrale interne est bien définie. Pour touts ≥ a1−β, ν↑(f−1]s1/(1−β),+∞[) = 0 =
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ν(f−1]s1/(1−β),+∞[\f−1]t1/β,+∞[), donc l’intégrale externe, surs, est en fait une intégrale de
0 àa1−β. Il reste à vérifier que la fonction qui às associe :

∫ +∞

0

[
ν↑
(
f−1]s

1
1−β ,+∞[

)
− ν

(
f−1]s

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[

)]
dt

est décroissante, ce qui impliquera que l’intégrale externe est bien définie. Soits ≤ s′, de sorte
que f−1]s′1/(1−β),+∞[⊆ f−1]s1/(1−β),+∞[, et utilisons l’inégalité (7.2) avecm = n = 1,
U = f−1]s1/(1−β),+∞[, U1 = f−1]s′1/(1−β),+∞[, V = ∅, V1 = f−1]t1/β,+∞[. On obtient
ν(U \V )−ν(U1\V )−ν(U \V1)+ν(U1\V1) ≥ 0, doncν(U1)−ν(U1\V1) ≤ ν(U)−ν(U \V1),
c’est-à-dire :

ν
(
f−1]s′

1
1−β ,+∞[

)
− ν

(
f−1]s′

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[

)

≤ ν
(
f−1]s

1
1−β ,+∞[

)
− ν

(
f−1]s

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[

)

ce qui est l’inégalité désirée.
La définition 7.6.1, qui semble sortie d’un chapeau, est justifiée par les propositions suivantes.

Proposition 7.6.2 SoitX un espace stablement compact. Pour toute estimation continueν sur
X, pour toute fonction continuef deX dansR+, pour toutβ ∈]0, 1[,

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

$ν%
(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[ ∩3f−1]t

1
β ,+∞[

)
dt

]
ds

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

$ν%{α ∈ PV(X)|min αf > s
1

1−β et sup αf > t
1
β }dt

]
ds

Démonstration.Rappelons que$ν% est bien défini par le théorème 7.3.23. De plus,

ν(f−1]s
1

1−β ,+∞[\f−1]t
1
β ,+∞[) = $ν%%

(
2

(
f−1]s

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[

))

= $ν%
(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[

)

−$ν%
(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[ ∩3f−1]t

1
β ,+∞[

)

ν↑(f−1]s
1

1−β ,+∞[) = $ν%
(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[

)

Doncν↑(f−1]s1/(1−β),+∞[)−ν(f−1]s1/(1−β),+∞[\f−1]t1/β,+∞[) = $ν%(2f−1]s1/(1−β),+∞[∩
3f−1]t1/β,+∞[), ce qui fournit la première égalité. Pour la seconde, on utilise le lemme 7.5.3
et le lemme 7.5.5. ⊓⊔
Proposition 7.6.3 SoitX un espace sobre, etν =

∑n
i=1 aiueαi

une estimation simple surX.
Alors, pour toute fonction continuef deX dansR+,

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν =
n∑

i=1

ai min 1−β
αi

f × sup β
αi
f (7.14)
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Démonstration.Pour touti, ue↑αi
(f−1]s1/(1−β),+∞[) vaut1 si αi(f

−1]s1/(1−β),+∞[) = 1, et 0
sinon. Or, par définition,αi(f

−1]s1/(1−β),+∞[) = 1 si et seulement siαi ∈ 2f−1]s1/(1−β),+∞[,
si et seulement simin αi

f > s1/(1−β), par le lemme 7.5.3. Ceci est équivalent às < min 1−β
αi

f .
Ensuite,ueαi

(f−1]s1/(1−β),+∞[−f−1]t1/β,+∞[) vaut 1 si et seulement siαi(f
−1]s1/(1−β),

+∞[) = 1 etαi(f
−1]t1/β,+∞[) = 0, si et seulement siαi appartient à2f−1]s1/(1−β),+∞[ mais

pas à3f−1]t1/β,+∞[, si et seulement simin αi
f > s1/(1−β) et sup αi

f n’est pas strictement
supérieur àt1/β, par le lemme 7.5.5. Doncue↑αi

(f−1]s1/(1−β),+∞[) − ueαi
(f−1]s1/(1−β),+∞[\

f−1]t1/β,+∞[) vaut1 si min 1−β
αi

f > s et sup β
αi
f > t, 0 sinon. On en déduit :

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν =
n∑

i=1

ai

∫ min 1−β
αi

f

0

∫ sup β
αi

f

0

1 dtds =
n∑

i=1

ai min 1−β
αi

f × sup β
αi
f

⊓⊔
Une façon d’interpréter cette formule est de réaliser quemin 1−β

αi
f × sup β

αi
f est une forme

de moyenne géométrique demin αi
f et desup αi

f . En particulier, lorsqueβ = 1/2, c’est la
moyenne géométrique demin αi

f et desup αi
f . En assimilantαi à une lentilleLi, et en suppo-

sant pour les besoins de l’illustration quemin αi
f = f(xi) et que la borne supérieuresup αi

f
est atteinte enyi, le joueur probabilisteP tire au hasardLi avec probabilitéai, puisC joue en
parallèle le coup le pirexi ∈ Li et le coup le meilleuryi ∈ Li. Le gain obtenu après ces deux
coups est la moyenne (ordinaire, arithmétique, pondérée par les coefficientsai) des moyennes
géométriques

√
f(xi)f(yi) des gains dans les pires et les meilleurs cas.

Lorsqueβ 6= 1/2, le coefficientβ représente un biais. Nous appelleronsβ la bontéde C.
Lorsqueβ tend vers1, min 1−β

αi
f × sup β

αi
f tend verssup αi

f (à condition quemin 1−β
αi

f 6= 0), et
l’intégrale (7.14) tend vers

n∑

i=1

ai sup αi
f = C

∫

x∈X

f(x)dν↓

ce qui représente un comportement angélique, tendant à maximiser le gain moyen. A l’opposé,
lorsqueβ tend vers0, min 1−β

αi
f × sup β

αi
f tend versmin αi

f , et l’intégrale (7.14) tend vers

n∑

i=1

ai min αi
f = C

∫

x∈X

f(x)dν↑

ce qui représente un comportement démoniaque, tendant à minimiser le gain moyen.
La définition de laβ-intégrale est en fait maladroite, et les exercices qui suivent le démontrent

certainement d’une certaine façon : les résoudre demande une certaine ingéniosité. De plus, l’in-
terprétation intuitive de la moyenne géométrique opérée par C entre un comportement démo-
niaquemin αi

f et un comportement angéliquesup αi
f est relativement peu claire.

⊲ Exercice 7.5
Montrer que plusC est bon, plus le gain deP est grand en moyenne. Autrement dit, montrer que
la β-intégrale est croissante en la bontéβ : si β ≤ β′, alors pour toute estimation continueν sur
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X,

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫∫ β′

x∈X

f(x)dν

À titre d’indication, on pourra le montrer d’abord lorsqueν est une estimation simple, puis le
démontrer pour toute estimation continue lorsqueX est un cpo continu, cohérent et compact, et
enfin passer au cas général grâce à un plongement adéquat deX dansSO(X).

⊲ Exercice 7.6
Montrer que laβ-intégrale est patch-continue en la bontéβ : pour toute fonction continue bornée
f deX dansR+, pour toute estimation continueν surX, pour tout philtre(βi)i∈I de réels dans
]0, 1[ convergeant versβ ∈]0, 1[,

C

∫∫ βi

x∈X

f(x)dν converge vers C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν

En particulier, laβ-intégrale est à la fois Scott-continue et Scott-cocontinue en la bontéβ. On
pourra de nouveau commencer par le montrer lorsqueν est une estimation simple.

⊲ Exercice 7.7
Soit ν une estimation simple surX. Montrer que lorsque la bontéβ tend vers0, la β-intégrale

def par rapport àν tend vers l’intégrale def par rapport à la crédibilitéν↑, et elle tend vers celle
def par rapport à la plausibilitéν↓ lorsqueβ tend vers1. Plus précisément, sif est continue et
bornée deX versR+, alors :

inf
β∈]0,1[

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν↑

Si de plusf(x) > 0 pour toutx ∈ X, alors :

sup
β∈]0,1[

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν↓

Montrer que, dans ce dernier cas, l’hypothèse quef ne s’annule pas surX est nécessaire, en
exhibant un contre-exemple.

Les exercices ci-dessus sont compliqués à démontrer, et à vrai dire, leurs démonstrations
cachent le véritable objet mathématique dont il est question : une intégrale double de Riemann-
Stieltjes. Faisons donc un long détour pour définir cette construction, et en établir les principales
propriétés.

Définition 7.6.4 (Intégrale double de Riemann-Stieltjes)Soientf etG deux fonctions de[a, a′]×
[b, b′] versR. La somme double de Darboux-Stieltjesindexée par deux subdivisions pointées,
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D1 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am de [a, a′] et D2 = b0, t1, b1, . . . , bn−1, tn, bn de [b, b′], est la
somme :
∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t) =
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

f(si, tj)(G(ai, bj)−G(ai−1, bj)−G(ai, bj−1) +G(ai−1, bj−1))

On dit quef estG-intégrablesur [a, a′]×[b, b′] si et seulement si le philtre des sommes doubles de
Darboux-Stieltjes, où les couples(D1, D2) de subdivisions pointées sont ordonnées par�×�,
converge vers une limite dansR muni de sa topologie métrique usuelle. Cette limite est laG-
intégraledef , et est notée ∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t)

Pour retrouver une somme double de Darboux (sans Stieltjes), prendreG(s, t) = st. La quantité
mystérieuseG(ai, bj)−G(ai−1, bj)−G(ai, bj−1)+G(ai−1, bj−1) vaut alors l’aire(ai−ai−1)(bj−
bj−1) du rectangle[ai−1, ai]× [bj−1, bj ]. Dans le cas général,G(s, t) représentera la mesure par la
distributionG du rectangle[a, s]×[b, t]. La quantitéG(ai, bj)−G(ai−1, bj) est alors intuitivement
la mesure du rectangle[ai−1, ai] × [b, bj ], et la quantitéG(ai, bj−1) − G(ai−1, bj−1) est celle du
rectangle[ai−1, ai]×[b, bj−1]. Leur différenceG(ai, bj)−G(ai−1, bj)−G(ai, bj−1)+G(ai−1, bj−1)
est alors la mesure du rectangle[ai−1, ai]× [bj−1, bj ]. D’ailleurs :

Lemme 7.6.5 SoitG une fonction quelconque de[a, a′]× [b, b′] versR. Notons[G(s, t)]
s′′

s=s′
t′′

t=t′

la quantitéG(s′′, t′′)−G(s′, t′′)−G(s′′, t′) +G(s′, t′).
Toute fonction constante surR+ × R+ estG-intégrable ; pour toutc ∈ R,

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

c d2G(s, t) = c [G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b

Démonstration.Notons que, siD1 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am etD2 = b0, t1, b1, . . . , bn−1, tn, bn
sont deux subdivisions pointées de[a, a′] et de[b, b′] respectivement,
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1
=

∑

1≤i≤m
1≤j≤n

G(ai, bj)−G(ai−1, bj)−G(ai, bj−1) +G(ai−1, bj−1)

=
n∑

j=1

G(a′, bj)−G(a, bj)−G(a′, bj−1) +G(a′, bj)

=
n∑

j=1

G(a′, bj)−G(a′, bj−1)−G(a, bj) +G(a′, bj)

= G(a′, b′)−G(a′, b)−G(a, b′) +G(a, b)

= [G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
(7.15)

Les sommes de Darboux-Stieltjes dec d2G(s, t) sont donc constantes et égales au résultat an-
noncé dans le lemme. ⊓⊔
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Proposition 7.6.6 Soienta < a′, b < b′. SoitG une fonction de[a, a′] × [b, b′] versR. On dit
queG est dedensité positivesi et seulement si, pour touss′, t′, s′′, t′′ tels quea ≤ s′ ≤ s′′ ≤ a′,

b ≤ t′ ≤ t′′ ≤ b′, on a[G(s, t)]
s′′

s=s′
t′′

t=t′
≥ 0.

Si f est patch-continue de[a, a] × [b, b′] vers R, et G est de densité positive, alorsf est
G-intégrable. De plus,

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) = sup
D1,D2

∫∫

D−
1 [f ],D−

2 [f ]

f(s, t)d2G(s, t)

= inf
D1,D2

∫∫

D+
1 [f ],D+

2 [f ]

f(s, t)d2G(s, t)

oùD1, D2 parcourent respectivement les subdivisions pointées de[a, a′] et de[b, b′], etD−
1 [f ],

D−
2 [f ], D+

1 [f ], etD+
2 [f ] sont des subdivisions pointées ne dépendant que deD1,D2, etf .

Démonstration. D’abord, on observe quef estuniformémentcontinue, c’est-à-dire que pour
tout ǫ > 0, il existeδ > 0 tel que pour tous(s, t), (s′, t′) ∈ [a, a′] × [b, b′] tels que|s′ − s| ≤ δ
et |t′ − t| ≤ δ, alors|f(s′, t′)− f(s, t)| < ǫ. Supposons, par l’absurde, qu’il existeǫ > 0 tel que
pour toutδ > 0, il existe(s, t), (s′, t′) ∈ [a, a′]× [b, b′] tels que|s′ − s| ≤ δ et |t′ − t| ≤ δ, mais
|f(s′, t′)−f(s, t)| ≥ ǫ. L’ensembleFδ des quadruplets(s, t, s′, t′) de[a, a′]×[b, b′]×[a, a′]×[b, b′]
tels que|s′ − s| ≤ δ, |t′ − t| ≤ δ, et |f(s′, t′) − f(s, t)| ≥ ǫ, est patch-fermé, parce quef est
patch-continue. De plus, la familleF1/n décroît dans l’ordre d’inclusion lorsquen croît dans
N\{0}. Si l’intersection desF1/n était vide, c’est que l’un desF1/n serait vide, par compacité de
[a, a′]×[b, b′]×[a, a′]×[b, b′] dans sa topologie patch : contradiction. Donc il existe un quadruplet
(s, t, s′, t′) dans

⋂
n>0 F1/n. Autrement dit, pour toutn > 0, |s′ − s| ≤ 1/n, |t′ − t′| ≤ 1/n, et

|f(s′, t′)− f(s, t)| ≥ ǫ. Les deux premières conditions entraînents = s′, t = t′, ce qui contredit
la troisième.

Rappelons la sommation (7.15). Si[G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
= 0, puisqueG est de densité posi-

tive, toutes les quantités[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1
sont nulles aussi, toutes les sommes doubles de

Darboux-Stieltjes sont nulles, et convergent donc vers0. Supposons donc[G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
> 0.

Fixons ǫ > 0. Puisquef est uniformément continue, il existeδ > 0 tel que pour tous
(s, t), (s′, t′) ∈ [a, a′] × [b, b′] tels que|s′ − s| ≤ δ et |t′ − t| ≤ δ, alors|f(s′, t′) − f(s, t)| <
ǫ/[G(s, t)]

a′

s=a

b′

t=b
. Fixons deux subdivisions pointées,D0

1 de [a, a′] etD0
2 de [b, b′] de diamètres

au plusδ. Pour toutes subdivisions pointéesD1 et D2 telles queD0
1 � D1 et D0

2 � D2, D1

et D2 sont aussi de diamètres au plusδ. NotonsD1 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am et D2 =
b0, t1, b1, . . . , bn−1, tn, bn. Alors, puisqueG est de densité positive :

∑

1≤i≤m
1≤j≤n

min
s∈[ai−1,ai]
t∈[bj−1,bj ]

f(s, t)[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1
≤

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t)

≤
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

max
s∈[ai−1,ai]
t∈[bj−1,bj ]

f(s, t)[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1

330 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Estimations L’intégrale mixte

De plus,f étant continue sur les (patch-)compacts[ai−1, ai] × [bj−1, bj ], les minima et maxima
impliqués dans les sommes ci-dessus sont atteints. La sommede gauche est donc une somme
double de Darboux-Stieltjes sur un couple de subdivisions pointéesD−

1 [f ], D−
2 [f ], et de même la

somme de droite est une somme double de Darboux-Stieltjes sur un couple de subdivisions poin-
téesD+

1 [f ], D+
2 [f ]. Toutes ces subdivisions pointées sont, de plus, de diamètre au plusδ. Donc

maxs∈[ai−1,ai]
t∈[bj−1,bj ]

f(s, t) − mins∈[ai−1,ai]
t∈[bj−1,bj ]

f(s, t) < ǫ/[G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
. En sommant, et en utilisant

l’égalité (7.15), on obtient :
∫∫

D+
1 [f ],D+

2 [f ]

f(s, t)d2G(s, t)−
∫∫

D−
1 [f ],D−

2 [f ]

f(s, t)d2G(s, t) < ǫ

Commeǫ est arbitraire,

sup
D1,D2

∫∫

D−
1 [f ],D−

2 [f ]

f(s, t)d2G(s, t) = inf
D1,D2

∫∫

D+
1 [f ],D+

2 [f ]

f(s, t)d2G(s, t)

et la valeur commune est donc laG-intégrale def . ⊓⊔
Lemme 7.6.7 L’intégrale double de Riemann-Stieltjes est linéaire en lafonction intégrée : sif
et g sontG-intégrables, alorsλf(s, t) + µg(s, t) aussi, et

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

(λf(s, t) + µg(s, t))d2G(s, t) = λ

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t)

+µ

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

g(s, t)d2G(s, t)

Démonstration.Car le philtre des sommes doubles de Darboux-Stieltjes
∫∫

D1,D2

(λf(s, t) + µg(s, t))d2G(s, t) = λ

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t) + µ

∫∫

D1,D2

g(s, t)d2G(s, t)

converge vers la combinaison linéaire indiquée, l’addition et le produit par un scalaire étant
patch-continues. ⊓⊔
Lemme 7.6.8 L’intégrale double de Riemann-Stieltjes est linéaire en ladistribution : si f est
G-intégrable etG′-intégrable, alorsf est aussi(λG+ µG′)-intégrable, et

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2(λG(s, t) + µG′(s, t)) = λ

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t)

+µ

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G′(s, t)

Démonstration.Car le philtre des sommes doubles de Darboux-Stieltjes
∫∫

D1,D2

f(s, t)d2(λG(s, t) + µG′(s, t)) = λ

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t) + µ

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G′(s, t)

converge vers la combinaison linéaire indiquée, l’addition et le produit par un scalaire étant
patch-continues. ⊓⊔
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Lemme 7.6.9 Si G est de densité positive sur[a, a′] × [b, b′], alors laG-intégrale double est
croissante en la fonction intégrée : sif et g sont deux fonctionsG-intégrables telles quef ≤ g,
alors :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) ≤
∫∫

[a,a′]×[b,b′]

g(s, t)d2G(s, t)

Démonstration.Car les sommes doubles de Darboux-Stieltjes sont des combinaisons linéaires à
coefficients positifs ou nuls (de la forme[G(s, t)]

ai

s=ai−1

bj

t=bj−1
) de valeurs def , resp.g à certains

points(si, ti). ⊓⊔

Lemme 7.6.10Soitf une fonction patch-continue de[a, a′] × [b, b′] versR. L’intégrale double
de Riemann-Stieltjes def par rapport àG est Scott-continue en la fonction de densité positive
G : pour toute famille dirigée(Gi)i∈I de fonctions de densité positive de[a, a′] × [b, b′] versR,
de borne supérieureG, alorsG est de densité positive, et :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) = sup
i∈I

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2Gi(s, t)

Elle est aussi Scott-cocontinue en la fonction de densité positiveG : pour toute famille filtrante
(Gi)i∈I de fonctions de densité positive de[a, a′]× [b, b′] versR, de borne inférieureG, alorsG
est de densité positive, et :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) = inf
i∈I

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2Gi(s, t)

Démonstration.Soit(Gi)i∈I une famille dirigée de fonctions de densité positive de[a, a′]× [b, b′]
versR, de borne supérieureG. Pour touss ≤ s′, t ≤ t′, on a :

G(s′, t′) +G(s, t) = sup
i∈I

Gi(s
′, t′) + sup

i∈I
Gi(s, t)

= sup
i∈I

(Gi(s
′, t′) +Gi(s, t)) car l’addition est Scott-continue

≥ sup
i∈I

(Gi(s, t
′) +Gi(s

′, t)) carGi est de densité positive

= sup
i∈I

Gi(s, t
′) + sup

i∈I
Gi(s

′, t) = G(s, t′) +G(s′, t)

DoncG est de densité positive.
Par la proposition 7.6.6,f estG-intégrable etGi-intégrable pour touti ∈ I, et :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2 sup
i∈I

Gi(s, t) = sup
D1,D2

∫∫

D−
1 [f ],D−

2 [f ]

f(s, t)d2 sup
i∈I

Gi(s, t)

= sup
D1,D2

sup
i∈I

∫∫

D−
1 [f ],D−

2 [f ]

f(s, t)d2Gi(s, t)
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En effet, la somme double de Darboux-Stieltjes
∫∫
D−

1 [f ],D−
2 [f ]

f(s, t)d2Gi(s, t) est une combinaison
linéaire à coefficients positifs de valeurs def , puisqueGi est de densité positive. L’addition et
la multiplication par un réel positif étant Scott-continues, supi∈I

∫∫
D−

1 [f ],D−
2 [f ]

f(s, t)d2Gi(s, t) =∫∫
D−

1 [f ],D−
2 [f ]

f(s, t)d2 supi∈I Gi(s, t). Par permutation des bornes supérieures,

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2 sup
i∈I

Gi(s, t) = sup
i∈I

sup
D1,D2

∫∫

D−
1 [f ],D−

2 [f ]

f(s, t)d2Gi(s, t)

= sup
i∈I

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2 sup
i∈I

Gi(s, t)

La deuxième partie du lemme se démontre en utilisant le fait que :
∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2 sup
i∈I

Gi(s, t) = inf
D1,D2

∫∫

D+
1 [f ],D+

2 [f ]

f(s, t)d2 sup
i∈I

Gi(s, t)

et l’argument est analogue. ⊓⊔

Lemme 7.6.11 (Relation de Chasles)Si f estG-intégrable sur[a, a′] × [b, b′] et sur[a′, a′′] ×
[b, b′], alorsf estG-intégrable sur[a, a′′]× [b, b′], et :
∫∫

[a,a′′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) =

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) +

∫∫

[a′,a′′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t)

Si f estG-intégrable sur[a, a′] × [b, b′] et sur [a, a′] × [b′, b′′], alors f estG-intégrable sur
[a, a′]× [b, b′′], et :
∫∫

[a,a′]×[b,b′′]

f(s, t)d2G(s, t) =

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) +

∫∫

[a,a′]×[b′,b′′]

f(s, t)d2G(s, t)

Démonstration.Démontrons la première partie du lemme, la seconde étant analogue. NotonsI
la G-intégrale def sur [a, a′] × [b, b′], I ′ la G-intégrale def sur [a′, a′′] × [b, b′]. Fixonsǫ > 0.
Il existe un couple de subdivisions pointéesD11, D21 de [a, a′] et de[b, b′] respectivement, telles

que
∣∣∣
∫∫
D1,D2

f(s, t)d2G(s, t)− I
∣∣∣ < ǫ/2 dès queD11 � D1 et D21 � D2. De même, il existe

un couple de subdivisions pointéesD12, D22 de [a′, a′′] et de [b, b′] respectivement, telles que∣∣∣
∫∫
D′

1,D′
2
f(s, t)d2G(s, t)− I

∣∣∣ < ǫ/2 dès queD12 � D′
1 et D22 � D′

2. Soit D10 la subdivision

pointée de[a, a′′] obtenue en collant bout à bout la subdivision pointéeD11 de [a, a′] avec celle,
D12 de [a′, a′′]. Autrement dit, si l’on écritD11 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am aveca0 = a,
am = a′, et si l’on écritD12 = am, sm+1, am+1, . . . , am+n−1, sm+n, am+n avecam+n = a′′,
on poseD10 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am, sm+1, am+1, . . . , am+n−1, sm+n, am+n. SoitD20 une
subdivision pointée quelconque de[b, b′] telle queD21 �D20,D22 �D20. Il est alors clair que si
D10 �D1 etD20 �D2, alorsD1 s’écrit comme la mise bout à bout d’une subdivision pointéeD′

1

de[a, a′] avecD11 �D′
1 et d’une subdivision pointéeD′′

1 de[a′, a′′] avecD12 �D′′
1 , et :

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t) =

∫∫

D′
1,D2

f(s, t)d2G(s, t) +

∫∫

D′′
1 ,D2

f(s, t)d2G(s, t)
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Donc

∣∣∣∣
∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t)− (I + I ′)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∫∫

D′
1,D2

f(s, t)d2G(s, t)− I
∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

∫∫

D′′
1 ,D2

f(s, t)d2G(s, t)− I ′
∣∣∣∣∣ < ǫ

ce qui nous permet de conclure. ⊓⊔
Nous allons ensuite démontrer que, intuitivement, sifd2G = 0, alors l’intégrale defd2G

est nulle, sous quelques conditions. Quefd2G soit nulle signifie qu’en tout point(s, t), soit
f(s, t) = 0, soit(s, t) est sur le plateau deG, que nous définissons comme suit.

Définition 7.6.12 (Plateau)SoitG une fonction de densité positive de[a, a′]× [b, b′] versR. Le
plateaudeG est l’union des patch-intérieurs des rectangles[s′, s′′] × [t′, t′′] dans[a, a′] × [b, b′]

tels quea ≤ s′ < s′′ ≤ a′, b ≤ t′ < t′′ ≤ b′, et [G(s, t)]
s′′

s=s′
t′′

t=t′
= 0.

Un point subtil dans cette définition suivante est la notion de patch-intérieur d’un rectangle
[s′, s′′] × [t′, t′′] dans[a, a′] × [b, b′]. Les patch-ouverts de[a, a′] × [b, b′], c’est-à-dire les ou-
verts de la topologie induite par la topologie patch deR×R sur[a, a′]× [b, b′], sont par définition
les intersections de patch-ouverts deR × R avec[a, a′] × [b, b′]. Si a < s′, s′′ < a′, b < t′ et
t′′ < b′, alors le patch-intérieur de[s′, s′′]× [t′, t′′] est]s′, s′′[×]t′, t′′[. Mais si par exemples′ = a,
s′′ < a′, b < t′ et t′′ < b′, alors c’est[a, s′′[×]t′, t′′[. Si s′ = a, s′′ = a′, b < t′ et t′′ < b′, c’est
[a, a′]×]t′, t′′[. Si s′ = a, s′′ = a′, t′ = b, et t′′ < b′, c’est [a, a′] × [b, t′′[. Et si s′ = a, s′′ = a′,
t′ = b, et t′′ = b′, c’est[a, a′]× [b, b′] tout entier.

Lemme 7.6.13SoitG une fonction de densité positive de[a, a′] × [b, b′] versR, et [a−, a+] ×
[b−, b+] un rectangle inclus dans[a, a′] × [b, b′]. Si [a−, a+] × [b−, b+] est inclus dans le plateau

deG, alors [G(s, t)]
a+

s=a−

b+

t=b−
= 0.

Démonstration.Le plateau deG est par définition une union de patch-ouverts, à savoir les patch-
intérieurs de rectangles décrits à la définition 7.6.12. S’il contient le patch-compact[a−, a+] ×
[b−, b+], ce dernier est inclus dans une union finie de tels rectangles. De façon précise, il existe
une famille finie de rectangles[a−i , a

+
i ]× [b−i , b

+
i ], 1 ≤ i ≤ n, inclus dans[a, a′]× [b, b′], tels que

[G(s, t)]
a+

i

s=a−
i

b+i
t=b−i

= 0 pour touti, 1 ≤ i ≤ n, et dont l’union contient[a−, a+]× [b−, b+].

On peut supposer que tous ces rectangles sont non vides sans perdre en généralité. Collec-
tons tous lesa−i et tous lesa+

i , ainsi quea et a′, et trions-les en une suite croissantea0 <
a1 < . . . < am. Faisons de même avec lesb−i , les b+i , b et b′, obtenant ainsi une suite crois-
santeb0 < b1 < . . . < bn. On peut alors écrire, pour touti, le rectangle (non vide)[a−i , a

+
i ] ×

[b−i , b
+
i ] comme une union

⋃
m−

i ≤j<m+
i

n−
i ≤k<n+

i

[aj, aj+1] × [bk, bk+1], oùm−
i ,m

+
i , n

−
i , n

+
i sont tels que

a−i = am−
i

, a+
i = am+

i
, b−i = bn−

i
, b+i = bn+

i
. Par la sommation (7.15),[G(s, t)]

a+
i

s=a−
i

b+i
t=b−i

=
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∑
m−

i ≤j<m+
i

n−
i ≤k<n+

i

[G(s, t)]
aj+1

s=aj

bk+1

t=bk
. Comme[G(s, t)]

a+
i

s=a−
i

b+i
t=b−i

= 0, et G est de densité positive,

[G(s, t)]
aj+1

s=aj

bk+1

t=bk
= 0 pour tousj, k tels quem−

i ≤ j < m+
i , n−

i ≤ k < n+
i .

Puisque les rectangles[a−i , a
+
i ] × [b−i , b

+
i ], 1 ≤ i ≤ n, recouvrent[a−, a+] × [b−, b+], il en

est de même des rectangles[aj, aj+1] × [bk, bk+1] tels qu’il existei, 1 ≤ i ≤ n, avecm−
i ≤

j < m+
i , n−

i ≤ k < n+
i . Or, par construction,a− s’écrit am−

0
pour un certain indicem−

0 ,
a+ s’écrit am+

0
pour un certain indicem+

0 ≥ m−
0 , et de mêmeb− = bn−

0
, b+ = bn+

0
. Donc,

pour tousj, k tels quem−
0 ≤ j < m+

0 et n−
0 ≤ k < n+

0 , [aj , aj+1] × [bk, bk+1] est tel qu’il

existe uni, 1 ≤ i ≤ n, avecm−
i ≤ j < m+

i , n−
i ≤ k < n+

i , donc [G(s, t)]
aj+1

s=aj

bk+1

t=bk
= 0.

Comme[a−, a+] × [b−, b+] =
⋃

m−
0 ≤j<m+

0

n−
0 ≤k<n+

0

[aj , aj+1] × [bk, bk+1], par la sommation (7.15) on

déduit[G(s, t)]
a+

s=a−

b+

t=b−
=
∑

m−
0 ≤j<m+

0

n−
0 ≤k<n+

0

[G(s, t)]
aj+1

s=aj

bk+1

t=bk
= 0. ⊓⊔

Lemme 7.6.14Pour toute fonction patch-continuef de [a, a′]× [b, b′] versR qui s’annule hors
du plateau deG,

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) = 0

Démonstration. Si [G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
= 0, alors toute somme double de Darboux-Stieltjes est

nulle, d’où le résultat. Sinon, comme au début de la démonstration de la proposition 7.6.6, on
commence par observer quef est uniformément continue sur[a, a′] × [b, b′]. Fixonsǫ > 0. Il
existe doncδ > 0 tel que pour tous(s, t), (s′, t′) ∈ [a, a′]×[b, b′] tels que|s′−s| ≤ δ et |t′−t| ≤ δ,

alors|f(s′, t′)−f(s, t)| < ǫ/[G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
. Considérons un couple quelconque de subdivisions

pointéesD1 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am de [a, a′] etD2 = b0, t1, b1, . . . , bn−1, tn, bn de [b, b′]
de diamètres au plusδ.

Pour tousi, j, on considère deux cas, selon que[ai−1, ai] × [bj−1, bj ] est inclus dans le pla-

teau deG ou non. S’il est inclus dans le plateau deG, alors [G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1
= 0 par le

lemme 7.6.13. Sinon, il existe un point(s′, t′) dans[ai−1, ai] × [bj−1, bj] hors du plateau deG,

donc tel quef(s′, t′) = 0 ; mais alors|f(si, tj)| < ǫ/[G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b
, puisque(si, tj) et (s′, t′)

sont tous les deux dans[ai−1, ai]×[bj−1, bj ], et sont donc tels que|s′−si| ≤ δ et |t′−tj| ≤ δ. Dans
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tous les cas,
∣∣∣f(si, tj)[G(s, t)]

ai

s=ai−1

bj

t=bj−1

∣∣∣ ≤ ǫ[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1
/[G(s, t)]

a′

s=a

b′

t=b
. Donc :

∣∣∣∣
∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

∑

1≤i≤m
1≤j≤n

f(si, tj)[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1

∣∣∣∣∣∣∣

≤
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

∣∣∣f(si, tj)[G(s, t)]
ai

s=ai−1

bj

t=bj−1

∣∣∣

≤
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

ǫ
[G(s, t)]

ai

s=ai−1

bj

t=bj−1

[G(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b

= ǫ

en utilisant la sommation (7.15). ⊓⊔
On en déduit :

Proposition 7.6.15 SoitG une fonction de densité positive de[a, a′]× [b, b′] versR, f une fonc-
tionG-intégrable de[a, a′]× [b, b′] versR, etf ′ une fonction de[a, a′]× [b, b′] versR qui coïncide
avecf sauf éventuellement sur le plateau deG, et telle quef − f ′ est patch-continue.

Alorsf ′ estG-intégrable, et :
∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) =

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f ′(s, t)d2G(s, t)

Démonstration.Par le lemme 7.6.14, laG-intégrale def − f ′ est nulle. On conclut par linéarité
de l’intégrale double de Riemann-Stieltjes (lemme 7.6.7). ⊓⊔

À l’aide de ce résultat, on peut raffiner le lemme 7.6.9 :

Proposition 7.6.16 SoitG une fonction de densité positive de[a, a′] × [b, b′] versR, et f et g
deux fonctions patch-continues telles quef(s, t) ≤ g(s, t) pour tout(s, t) hors du plateau deG.
Alors :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) ≤
∫∫

[a,a′]×[b,b′]

g(s, t)d2G(s, t)

Démonstration.Posonsg′(s, t) = max(f(s, t), g(s, t)). La fonctiong′ est patch-continue. Les
fonctionsf , g et g′ sontG-intégrables par la proposition 7.6.6. Commeg′ coïncide avecg hors
du plateau deG, saG-intégrale coïncide avec celle deg, par la proposition 7.6.15. De plus, la
G-intégrale deg′ est supérieure ou égale à celle def par le lemme 7.6.9. ⊓⊔

On a de plus une forme, faible mais qui nous suffira, du théorème de Fubini :

Proposition 7.6.17 (Fubini) SoitG(s, t) une fonction de la formeG1(s)G2(t), oùG1 etG2 sont
croissantes, etf une fonctionG-intégrable sur[a, a′]× [b, b′]. Si, pour touts ∈ [a, a′], la fonction
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qui à t associef(s, t) estG2-intégrable, alors la fonction qui às associe
∫ b′

b
f(s, t)dG2(t) est

G1-intégrable et :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) =

∫ a′

a

[∫ b′

b

f(s, t)dG2(t)

]
dG1(s)

De même, si pour toutt ∈ [b, b′], la fonction qui às associef(s, t) estG1-intégrable, alors la

fonction qui àt associe
∫ a′

a
f(s, t)dG1(s) estG2-intégrable et :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) =

∫ b′

b

[∫ a′

a

f(s, t)dG1(s)

]
dG2(t)

Démonstration. Démontrons la première partie de la proposition, la secondeétant démontrée
par des moyens similaires. SiG1(a

′) = G1(a), alorsG1 est constante, et l’intégrale de droite
est nulle ; d’autre part, les sommes doubles de Darboux-Stieltjes définissant l’intégrale double
de gauche valent

∑
1≤i≤m
1≤j≤n

f(si, tj)(G1(ai)−G1(ai−1))(G2(bj)−G2(bj−1)) = 0, donc les deux

côtés sont identiquement nuls. Supposons doncG1(a
′) > G1(a).

Pour tout couple de subdivisions pointéesD1 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am de [a, a′] et
D2 = b0, t1, b1, . . . , bn−1, tn, bn de[b, b′], on a :

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2G(s, t) =
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

f(si, tj)(G1(ai)−G1(ai−1))(G2(bj)−G2(bj−1))

=

∫

D1

[∫

D2

f(s, t)dG2(t)

]
dG1(s)

SupposonsD1 etD2 assez grandes dans l’ordre�, de sorte que cette somme de Darboux soit
écartée d’au plusǫ/2 de laG-intégrale

∫∫
[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) def . Quitte à subdiviser encore

D2, on peut supposer que pour touti, 1 ≤ i ≤ m,
∫

D2
f(si, t)dG2(t) soit écartée d’au plus

ǫ/(2(G1(a
′)−G1(a)) de

∫ b′

a′ f(si, t)dG2(t). Donc l’écart entre
∫

D1

[∫
D2
f(s, t)dG2(t)

]
dG1(s) et

∫
D1

[∫ b′

a′ f(s, t)dG2(t)
]
dG1(s) est d’au plus

∑m
i=1 ǫ/(2(G1(a

′)−G1(a))(G1(ai)−G1(ai−1)) =

ǫ/2. On en déduit que l’écart entre
∫∫
[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2G(s, t) et
∫

D1

[∫ b′

a′ f(s, t)dG2(t)
]
dG1(s)

est d’au plusǫ, ce qui nous permet de conclure. ⊓⊔
Finalement, on dispose d’une forme de la formule d’intégration par parties. Notonsg(a,_) la

fonction qui àt associeg(a, t), f(_, b′) celle qui às associef(s, b′), et ainsi de suite.

Proposition 7.6.18 (Intégration par parties) Si f est g-intégrable sur[a, a′] × [b, b′], g(a,_)
estf(a,_)-intégrable etg(a′,_) estf(a′,_)-intégrable sur[b, b′], g(_, b) estf(_, b)-intégrable et
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g(_, b′) estf(_, b′)-intégrable sur[a, a′], alorsg estf -intégrable sur[a, a′]× [b, b′] et :

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2g(s, t) =

∫∫

[a,a′]×[b,b′]

g(s, t)d2f(s, t)

+

∫ a′

a

g(s, b)df(s, b)−
∫ a′

a

g(s, b′)df(s, b′)

+

∫ b′

b

g(a, t)df(a, t) −
∫ b′

b

g(a′, t)df(a′, t) + [f(s, t)g(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b

Démonstration.PosonsI =
∫∫
[a,a′]×[b,b′]

f(s, t)d2g(s, t). Pour toutǫ > 0, il existe deux subdivi-
sions pointéesD10 = a0, s1, a1, . . . , am−1, sm, am de [a, a′] etD20 = b0, t1, b1, . . . , bn−1, tn, bn

de[b, b′] telles que :(a)
∣∣∣
∫∫
D1,D2

f(t)dg(t)− I
∣∣∣ < ǫ/5 pour toutes subdivisions pointéesD1 etD2

telles queD10 �D1 etD20 �D2. On peut supposer de plus que :

(b)
∣∣∣
∫

D1
g(s, b)df(s, b)−

∫ a′

a
g(s, b)df(s, b)

∣∣∣ < ǫ/5,

(c)
∣∣∣
∫

D1
g(s, b′)df(s, b′)−

∫ a′

a
g(s, b′)df(s, b′)

∣∣∣ < ǫ/5,

(d)
∣∣∣
∫

D2
g(a, t)df(a, t) −

∫ b′

b
g(a, t)df(a, t)

∣∣∣ < ǫ/5,

(e)
∣∣∣
∫

D2
g(a′, t)df(a′, t)−

∫ b′

b
g(a′, t)df(a′, t)

∣∣∣ < ǫ/5.

Quitte à remplacerD10, D20 par un tel coupleD1, D2, on peut supposerm,n ≥ 2, s1 = a0 =
a, sm = am = a′, t1 = b0 = b, et tn = bn = b′. On peut de plus supposersi < si+1 pour tout
i, 1 ≤ i ≤ m − 1 et tj < tj+1 pour toutj, 1 ≤ j ≤ n − 1. SoitD′

10 la subdivision pointées1,
a1, s2, . . . , sm−1, am−1, sm de [a, a′] etD′

20 la subdivision pointéet1, b1, t2, . . . , tn−1, bn−1, tn de
[b, b′]. Pour tout couple de subdivisions pointéesD′

1, D
′
2 telles queD′

10 �D′
1 etD′

20 �D′
2, disons

D′
1 = s′1, a

′
1, s

′
2, . . . , s

′
p−1, a

′
p−1, s

′
p etD′

2 = t′1, b
′
1, t

′
2, . . . , t

′
q−1, b

′
q−1, t

′
q, on note que la subdivision

pointéeD1 obtenue à partir dea = a′0, s
′
1, a

′
1, s

′
2, . . . , s

′
p−1, a

′
p−1, s

′
p, a

′
p = a′ en éliminant les

sous-intervalles vides (c’est-à-dire less′i, a
′
i tels quea′i = a′i−1) et la subdivision pointéeD2

obtenue à partir deb = b′0, t
′
1, b

′
1, t

′
2, . . . , t

′
q−1, b

′
q−1, t

′
q, b

′
q = b′ en éliminant les sous-intervalles

vides sont telles queD10 �D1,D20 �D2, et :

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2g(s, t) =
∑

1≤i≤p
1≤j≤q

f(s′i, t
′
j)(g(a

′
i, b

′
j)− g(a′i−1, b

′
j)− g(a′i, b′j−1) + g(a′i−1, b

′
j−1))

Le coefficient deg(a′i, b
′
j) dans cette somme estf(s′i, t

′
j)−f(s′i+1, t

′
j)−f(s′i, t

′
j+1)+f(s′i+1, t

′
j+1)

si 1 ≤ i ≤ p−1 et1 ≤ j ≤ q−1. Si i = 0, le coefficient deg(a′0, b
′
j) est−f(s′1, t

′
j)+ f(s′1, t

′
j+1)

si 1 ≤ j ≤ q− 1, f(s′1, t
′
1) si j = 0, et−f(s′1, t

′
q) si j = q. Si i = p, le coefficient deg(a′p, b

′
j) est

f(s′p, t
′
j)−f(s′p, t

′
j+1) si 1 ≤ j ≤ q−1,−f(s′p, t

′
1) si j = 0, etf(s′p, t

′
q) si j = q. Si1 ≤ i ≤ p−1

et j = 0, le coefficient deg(a′i, b
′
0) est−f(s′i, t

′
1) + f(s′i+1, t

′
1). Si 1 ≤ i ≤ p − 1 et j = q, le
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coefficient deg(a′i, b
′
q) estf(s′i, t

′
q)− f(s′i+1, t

′
q). Donc :

∫∫

D1,D2

f(s, t)d2g(s, t)

=
∑

1≤i≤p−1
1≤j≤q−1

g(a′i, b
′
j)(f(s′i, t

′
j)− f(s′i+1, t

′
j)− f(s′i, t

′
j+1) + f(s′i+1, t

′
j+1))

+

q−1∑

j=1

g(a′0, b
′
j)(−f(s′1, t

′
j) + f(s′1, t

′
j+1)) + g(a′0, b

′
0)f(s′1, t

′
1)− g(a′0, b′q)f(s′1, t

′
q)

+

q−1∑

j=1

g(a′p, b
′
j)(f(s′p, t

′
j)− f(s′p, t

′
j+1)) − g(a′p, b

′
0)f(s′p, t

′
1) + g(a′p, b

′
q)f(s′p, t

′
q)

+

p−1∑

i=1

g(a′i, b
′
0)(−f(s′i, t

′
1) + f(s′i+1, t

′
1))

+

p−1∑

i=1

g(a′i, b
′
q)(f(s′i, t

′
q)− f(s′i+1, t

′
q))

=

∫∫

D′
1,D′

2

g(s, t)d2f(s, t) +

∫

D′
2

g(a, t)df(a, t) −
∫

D′
2

g(a′, t)df(a′, t)

+

∫

D′
1

g(s, b)df(s, b) −
∫

D′
1

g(s, b′)df(s, b′) + [f(s, t)g(s, t)]
a′

s=a

b′

t=b

On conclut maintenant en utilisant(a)–(e). ⊓⊔

Définition 7.6.19 (Intégrale mixte) Soit M une fonction patch-continue deR+ × R+ versR.
Pour toute fonction continue bornéef deX dansR+, pour toute estimationν surX, on définit
l’ intégrale mixte:

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM =

∫∫

[0,a]×[0,b]

M(s, t)d2Ff,ν(s, t)

où a, b > supx∈X f(x), et Ff,ν est la fonction définie parFf,ν(s, t) = ν↑(f−1]s,+∞[) −
ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[).

Pour que ceci ait un sens, encore faut-il montrer queFf,ν est de densité positive, ce qui nous per-
mettra d’appliquer la proposition 7.6.6. Nous devrons aussi observer que l’intégrale double de
Riemann-Stieltjes ci-dessus est indépendante dea, b ≥ supx∈X f(x) : ceci est une conséquence
simple de la relation de Chasles, et du fait queFf,ν(s, t) = ν↑(f−1]s,+∞[)−ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)
est nul dès ques ≥ a ou t ≥ b.

Lemme 7.6.20Soitν une estimation surX, f une fonction continue bornée deX versR+. Alors
Ff,ν est de densité positive.
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Démonstration.PosonsWs = f−1]s,+∞[ pour touts ≥ 0, de sorte queFf,ν(s, t) = ν(Ws) −
ν(Ws \Wt). Fixons0 ≤ s ≤ s′, 0 ≤ t ≤ t′. Notons queWs′ ⊆Ws etWt′ ⊆Wt.

Lorsqueν est une estimation continue etX est stablement compact, on peut utiliser le théo-
rème 7.3.23. Alorsν(Ws)− ν(Ws \Wt) = $ν%%(2Ws)−$ν%%(2Ws \3Wt) = $ν%%(2Ws ∩
3Wt). Donc :

Ff,ν(s
′, t′)− Ff,ν(s, t

′)− Ff,ν(s
′, t) + Ff,ν(s, t)

= $ν%%(2Ws′ ∩3Wt′)−$ν%%(2Ws ∩3Wt′)−$ν%%(2Ws′ ∩3Wt) + $ν%%(2Ws ∩3Wt)

= −$ν%%(2Ws \2Ws′ ∩3Wt′) + $ν%%(2Ws \2Ws′ ∩3Wt) puisqueWs′ ⊆Ws

= $ν%%(2Ws \2Ws′ ∩3Wt \3Wt′) puisqueWt′ ⊆Wt

= $ν%%(2(Ws \Wt′) ∩3(X \Ws′) ∩3Wt) ≥ 0

Notons que cette dernière quantité se réexprime sous forme de

ν(Ws \Wt′)− ν(Ws \Wt′ ∩Ws′)− ν(Ws \Wt′ \Wt) + ν(Ws \Wt′ ∩Ws′ \Wt)

par le lemme 7.1.6.
Dans le cas général, ceci suggère d’utiliser l’inégalité (7.2) avecm = n = 1, U = Ws,

V = Wt′, U1 = Ws′ , V1 = Wt :

ν(Ws \Wt′)− ν(Ws′ \Wt′)− ν(Ws \Wt) + ν(Ws′ \Wt) ≥ 0

On en déduit :

Ff,ν(s
′, t′)− Ff,ν(s, t

′)− Ff,ν(s
′, t) + Ff,ν(s, t)

= ν(Ws′)− ν(Ws′ \Wt′)− ν(Ws) + ν(Ws \Wt′)

−ν(Ws′) + ν(Ws′ \Wt) + ν(Ws)− ν(Ws \Wt)

= −ν(Ws′ \Wt′) + ν(Ws \Wt′) + ν(Ws′ \Wt)− ν(Ws \Wt) ≥ 0

⊓⊔

Lemme 7.6.21Soit [a1, b1] un intervalle inclus dans[a, b]. Pour toute fonctionf qui estχ[a1,b1[-
intégrable sur[a, b], et dont nia1 ni b1 n’est un point de discontinuité,

∫ b

a

f(s)dχ[a1,b1[(s) =

{
f(a1)− f(b1) si a < a1

−f(b1) si a = a1

Démonstration. La formule d’intégration par parties pour les intégrales deRiemann-Stieltjes
donne :

∫ b

a

f(s)dχ[a1,b1[(s) =
[
fχ[a1,b1[

]b
s=a
−
∫ b

a

χ[a1,b1[(s)df(s)

=
[
fχ[a1,b1[

]b
s=a
−
∫ a1

a

χ[a1,b1[(s)df(s)−
∫ b1

a1

χ[a1,b1[(s)df(s)

−
∫ b

b1

χ[a1,b1[(s)df(s)
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par la relation de Chasles, où sia = a1, une intégrale dea àa1 dénote juste0, et de même pour
l’intégrale deb1 à b si b1 = b. Commeχ[a1,b1[ ne diffère de la fonction nulle que sur un nombre
fini de points sur[a, a1], à savoira1, et qu’aucun de ces points n’est un point de discontinuité
def , leursf -intégrales coïncident ; de même pourχ[a1,b1[ et la fonction constante égale à1 sur
[a1, b1], et pourχ[a1,b1[ et la fonction nulle sur[b1, b]. Donc :

∫ b

a

f(s)dχ[a1,b1[(s) =
[
fχ[a1,b1[

]b
s=a

+ f(a1)− f(b1)

D’où la conclusion. ⊓⊔
⊲ Exercice 7.8

Soit [a1, b1] un intervalle inclus dans[a, b]. Pour toute fonctionf qui estχ[a1,b1]-intégrable sur
[a, b], et dont nia1 ni b1 n’est un point de discontinuité, montrer que :

∫ b

a

f(s)dχ[a1,b1](s) =





f(a1)− f(b1) si a < a1, b1 < b
−f(b1) si a = a1, b1 < b
f(a1) si a < a1, b1 = b
0 si a = a1, b1 = b

Proposition 7.6.22 Soitν l’estimation simple
∑n

i=1 aiueαi
, etM une fonction patch-continue de

R+ × R+ versR. Alors :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM =
n∑

i=1

aiM(min αi
f, sup αi

f)

Démonstration.Par le lemme 7.6.8, il suffit de démontrer que siν = ueα, alors :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM = M(min αi
f, sup αi

f)

Considérons la distributionFf,ν(s, t) = ν↑(f−1]s,+∞[)−ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[). D’abord,
ν↑(f−1]s,+∞[) vaut soit0 soit1, et vaut1 si et seulement siα(f−1]s,+∞[) = 1, si et seulement
si α ∈ 2f−1]s,+∞[, si et seulement simin αf > s par le lemme 7.5.3.

Ensuite,ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[) vaut aussi soit0 soit 1, et vaut1 si et seulement si
α(f−1]s,+∞[) = 1 et α(f−1]t,+∞[) = 0. Or α(f−1]t,+∞[) = 0 si et seulement siα 6∈
3f−1]t,+∞[, si et seulement sisup αf ≤ t, par le lemme 7.5.5. Doncν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)
vaut1 si et seulement simin αf > s etsup αf ≤ t. On en déduit queFf,ν(s, t) = 1 si min αf > s
et sup αf > t, etFf,ν(s, t) = 0 sinon. DoncFf,ν(s, t) = χ[0,min αf ](s)χ[0,sup αf ](t). En utilisant la
proposition 7.6.17, aveca, b > supx∈X f(x),

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM =

∫∫

[0,a]×[0,b]

M(s, t)d2Ff,ν(s, t)

=

∫ a

0

[∫ b

0

M(s, t)dχ[0,sup αf [(t)

]
dχ[0,min αf [(s)

=

∫ a

0

−M(s, sup αf)dχ[0,min αf [(s) = M(min αf, sup αf)
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en utilisant deux fois le lemme 7.6.21, deuxième cas. Notonsen effet queM, étant patch-continue,
n’a aucun point de discontinuité. ⊓⊔

En appliquant la formule d’intégration par parties (proposition 7.6.18), on peut réécrire l’in-
tégrale mixte comme suit :
∫∫

x∈X

f(x)dνM =

∫∫

[0,a]×[0,b]

M(s, t)d2
[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]

=

∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M(s, t)

+

∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]0,+∞[)

]
dM(s, 0)

−
∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]b,+∞[)

]
dM(s, b)

+

∫ b

0

[
ν↑(f−1]0,+∞[)− ν(f−1]0,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM(0, t)

+

∫ b

0

[
ν↑(f−1]a,+∞[)− ν(f−1]a,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM(a, t)

+[(ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)M(s, t)]
a

s=0

b

t=0

=

∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M(s, t)

+

∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]0,+∞[)

]
dM(s, 0)

+

∫ b

0

[
ν↑(f−1]0,+∞[)− ν(f−1]0,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM(0, t)

+ν↑(f−1]0,+∞[)M(0, 0) (7.16)

puisqueν↑(f−1]a,+∞[) = ν(f−1]a,+∞[\f−1]t,+∞[) = 0, etν↑(f−1]s,+∞[)−ν(f−1]s,+∞[\
f−1]b,+∞[) = 0, vu quef−1]a,+∞[= f−1]b,+∞[= ∅.

En particulier,

Fait 7.6.23 SiM(s, 0) = M(0, t) = 0 pour touss, t ≥ 0, alors :
∫∫

x∈X

f(x)dνM =

∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M(s, t)

Lorsque de plusM(s, t) s’écrit sous forme d’un produitM1(s)M2(t) de deux fonctions patch-
continuesM1 et M2, avecM1(0) = M2(0) = 0, le théorème de Fubini (proposition 7.6.17) nous
fournit :
∫∫

x∈X

f(x)dνM =

∫ a

0

[∫ b

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM2(t)

]
dM1(s)

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM2(t)

]
dM1(s)
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Dans le cas particulier, enfin, oùM1(s) = s1−β etM2(t) = tβ, on obtient, en utilisant la formule
de changement de variables de l’intégrale de Riemann-Stieltjes :

∫∫

x∈X

f(x)dνM =

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

[
ν↑(f−1]s

1
1−β ,+∞[)− ν(f−1]s

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[)

]
dt

]
ds

Autrement dit :

Fait 7.6.24 La β-intégrale est un cas particulier d’intégrale mixte : Pour toutβ ∈]0, 1[, posons
Mβ(s, t) = s1−βtβ, alors pour toute estimationν surX,

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = C

∫∫

x∈X

f(x)dνMβ

Rappelons que l’intégrale mixte est définie comme uneFf,ν-intégrale double de Riemann-
Stieltjes.

Lemme 7.6.25Soitν une estimation surX, f une fonction continue bornée deX versR+. Le
plateau de la fonctionFf,ν définie parFf,ν(s, t) = ν↑(f−1]s,+∞[)−ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)
contient tous les points(s, t) ∈ R+ × R+ tels ques > t, ou s > supx∈X f(x), ou t >
supx∈X f(x), ous < infx∈X f(x), ou t < infx∈X f(x).

Démonstration.Montrons que tous les pointss, t ≥ 0 tels ques > t sont sur le plateau deFf,ν .
Fixonsǫ > 0 avecǫ < (s− t)/2, et considérons le rectangle[s− ǫ, s+ ǫ]× [max(t− ǫ, 0), t+ ǫ].
Pour tout point(s′, t′) de ce rectangle, on as′ ≥ 0, t′ ≥ 0, et s′ > t′. Alors f−1]s′,+∞[⊆
f−1]t′,+∞[, doncFf,ν(s

′, t′) = ν↑(f−1]s′,+∞[) ne dépend pas det′. On en déduit queFf,ν(s+
ǫ, t + ǫ) = Ff,ν(s + ǫ,max(t − ǫ, 0)) et Ff,ν(s − ǫ, t + ǫ) = Ff,ν(s − ǫ,max(t − ǫ, 0)), donc
[Ff,ν(s

′, t′)]
s+ǫ

s′=s−ǫ

t+ǫ

t′=max(t−ǫ,0)
= Ff,ν(s + ǫ, t + ǫ) − Ff,ν(s − ǫ, t + ǫ) − Ff,ν(s + ǫ,max(t −

ǫ, 0)) + Ff,ν(s− ǫ,max(t− ǫ, 0)) = 0. On en déduit que(s, t), qui est dans le patch-intérieur de
[s− ǫ, s+ ǫ]× [max(t− ǫ, 0), t+ ǫ] dans[0, a]× [0, b] (pour n’importe quelsa, b > supx∈X f(x)),
est dans le plateau deG ;

Lorsques > supx∈X f(x) ou t > supx∈X f(x), on note queFf,ν(s
′, t′) = 0 pour tout point

(s′, t′) dans le rectangle[s− ǫ, s+ ǫ]× [t− ǫ, t+ ǫ], oùǫ < (min(s, t)− supx∈X f(x))/2, donc
[Ff,ν(s

′, t′)]
s+ǫ

s′=s−ǫ

t+ǫ

t′=t−ǫ
= 0 ; et (s, t) est dans le patch-intérieur de[s− ǫ, s+ ǫ]× [t− ǫ, t+ ǫ].

Lorsques < infx∈X f(x), fixonsǫ > 0 tel queǫ < infx∈X f(x)−s. Pour tout point(s′, t′) du
rectangle[max(s−ǫ, 0), s+ǫ]× [max(t−ǫ, 0), t+ǫ], on as′ < infx∈X f(x), doncf−1]s′,+∞[=
X, ce qui implique queFf,ν(s

′, t′) ne dépend pas des′. En particulier,Ff,ν(max(s − ǫ, 0), t +
ǫ) = Ff,ν(s + ǫ, t + ǫ) et Ff,ν(max(s − ǫ, 0),max(t − ǫ, 0)) = Ff,ν(s + ǫ,max(t − ǫ, 0)),
donc [Ff,ν(s

′, t′)]
s+ǫ

s′=max(s−ǫ,0)

t+ǫ

t′=max(t−ǫ,0)
= Ff,ν(s + ǫ, t + ǫ) − Ff,ν(max(s − ǫ, 0), t + ǫ) −

Ff,ν(s + ǫ,max(t − ǫ, 0)) + Ff,ν(max(s − ǫ, 0),max(t − ǫ, 0)) = 0. On raisonne de même
lorsquet < infx∈X f(x), auquel casFf,ν(s

′, t′) ne dépend pas det′. ⊓⊔
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Lemme 7.6.26Soitν une estimation surX, M une fonction patch-continue deR+×R+ versR,
c un réel etU un ouvert deX. Alors :

C

∫∫

x∈X

χU(x)dνM = ν↑(U)M(1, 1)

C

∫∫ β

x∈X

χU(x)dν = ν↑(U)

Démonstration.Posonsf(x) = χU(x). Alors f−1]s,+∞[ vautU si s < 1, et est vide sinon.
On en déduit queν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[) vautν↑(U) si s < 1 et t < 1, 0
sinon. Utilisons l’égalité (7.16), oùa, b > 1 :

C

∫∫

x∈X

χU(x)dνM =

∫∫

[0,a]×[0,b]

ν↑(U)χ[0,1[×[0,1[(s, t)d
2M(s, t)

+

∫ a

0

ν↑(U)χ[0,1[(s)dM(s, 0) +

∫ b

0

ν↑(U)χ[0,1[(t)dM(0, t)

+ν↑(U)M(0, 0)

=

On peut voir directement, à l’aide de sommes doubles de Darboux-Stieltjes, que l’intégrale
double

∫∫
[0,a]×[0,b]

ν↑(U)χ[0,1[×[0,1[(s, t)d
2M(s, t) vaut [M(s, t)]

1

s=0

1

t=0
. On peut sinon le démon-

trer à l’aide de théorèmes vus précédemment. Par la proposition 7.6.18,
∫∫

[0,a]×[0,b]

χ[0,1[×[0,1[(s, t)d
2M(s, t) =

∫∫

[0,a]×[0,b]

M(s, t)d2χ[0,1[×[0,1[(s, t)

+

∫ a

0

M(s, 0)dχ[0,1[×[0,1[(s, 0)−
∫ a

0

M(s, b)dχ[0,1[×[0,1[(s, b)

+

∫ b

0

M(0, t)dχ[0,1[×[0,1[(0, t)−
∫ b

0

M(a, t)dχ[0,1[×[0,1[(a, t)

+[χ[0,1[×[0,1[(s, t)M(s, t)]
a

s=0

b

t=0

Par la proposition 7.6.17, et puisqueχ[0,1[×[0,1[(s, t) = χ[0,1[(s)χ[0,1[(t),

∫∫

[0,a]×[0,b]

M(s, t)d2χ[0,1[×[0,1[(s, t) =

∫ a

0

[∫ b

0

M(s, t)dχ[0,1[(t)

]
dχ[0,1[(s)

=

∫ a

0

−M(s, 1)dχ[0,1[(s) = M(1, 1)

en utilisant deux fois le lemme 7.6.21, deuxième cas. Ensuite,
∫ a

0

M(s, 0)dχ[0,1[×[0,1[(s, 0) =

∫ a

0

M(s, 0)dχ[0,1[(s) = −M(1, 0)
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toujours par le lemme 7.6.21,
∫ a

0

M(s, b)dχ[0,1[×[0,1[(s, b) = 0

puisqueb > 1, doncχ[0,1[×[0,1[(s, b) est identiquement nulle. On démontre de même que :
∫ b

0

M(0, t)dχ[0,1[×[0,1[(0, t) = −M(0, 1)

∫ b

0

M(a, t)dχ[0,1[×[0,1[(a, t) = 0

Donc :∫∫

[0,a]×[0,b]

χ[0,1[×[0,1[(s, t)d
2M(s, t) = M(1, 1)−M(1, 0)− 0−M(0, 1)− 0 + M(0, 0)

= [M(s, t)]
1

s=0

1

t=0

On en déduit :

C

∫∫

x∈X

χU(x)dνM = ν↑(U)[M(s, t)]
1

s=0

1

t=0

+ν↑(U)[M(s, 0)]1s=0 + ν↑(U)[M(0, t)]1t=0 + ν↑(U)M(0, 0)

= ν↑(U)M(1, 1)

On en déduit que laβ-intégrale deχU vautν↑(U), par le fait 7.6.24 et commeMβ(1, 1) = 1. ⊓⊔
Lemme 7.6.27PosonsM1(s, t) = t. Sif(x) > 0 pour toutx ∈ X, alors :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM1 = C

∫

x∈X

f(x)dν↓

Démonstration.Par l’équation (7.16),

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM1 =

∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M1(s, t)

+

∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]0,+∞[)

]
dM1(s, 0)

+

∫ b

0

[
ν↑(f−1]0,+∞[)− ν(f−1]0,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM1(0, t)

+ν↑(f−1]0,+∞[)M1(0, 0)

Or, par la proposition 7.6.17,
∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M1(s, t)

=

∫ b

0

[∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d1

]
dt

=

∫ b

0

0dt = 0
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La deuxième intégrale s’annule elle aussi carM1(s, 0) = 0. La quantitéM1(0, 0) est elle aussi
nulle. Quant à la troisième intégrale, on remarque quef−1]0,+∞[= X puisquef(x) > 0 pour
toutx ∈ X. Dans ces conditions, cette intégrale vaut :

∫ b

0

[
ν↑(X)− ν(X \ f−1]t,+∞[)

]
dt =

∫ b

0

ν↓(f−1]t,+∞[)dt = C

∫

x∈X

f(x)dν↓

et l’on conclut. ⊓⊔

Lemme 7.6.28PosonsM0(s, t) = s. Alors :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM0 = C

∫

x∈X

f(x)dν↑

Démonstration.Par l’équation (7.16),

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM0 =

∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M0(s, t)

+

∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]0,+∞[)

]
dM0(s, 0)

+

∫ b

0

[
ν↑(f−1]0,+∞[)− ν(f−1]0,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
dM0(0, t)

+ν↑(f−1]0,+∞[)M0(0, 0)

Or, par la proposition 7.6.17,
∫∫

[0,a]×[0,b]

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d2M0(s, t)

=

∫ a

0

[∫ b

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]t,+∞[)

]
d1

]
ds

=

∫ a

0

0ds = 0

La troisième intégrale etM0(0, 0) s’annulent. Reste la deuxième intégrale, qui vaut :

∫ a

0

[
ν↑(f−1]s,+∞[)− ν(f−1]s,+∞[\f−1]0,+∞[)

]
ds =

∫ a

0

ν↑(f−1]s,+∞[)ds

= C

∫

x∈X

f(x)dν↑

⊓⊔
L’exercice 7.5 est maintenant la simplicité même à démontrer, et ce dans un cadre plus géné-

ral :
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Proposition 7.6.29 SoientM etM′ deux fonctions patch-continues deR+ × R+ versR. Suppo-
sons queM(s, t) ≤ M′(s, t) pour touss, t tels que0 ≤ s ≤ t. Alors, pour toute fonction continue
bornéef deX versR+, pour toute estimationν surX :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM ≤ C

∫∫

x∈X

f(x)dνM′

En particulier, laβ-intégrale est croissante en la bontéβ.

Démonstration.Par la proposition 7.6.16, en utilisant le fait que le plateau deFf,ν contient tous
les pointss, t ≥ 0 tels ques > t (lemme 7.6.25), donc queM(s, t) ≤ M′(s, t) pour tous les
couples(s, t) hors du plateau deFf,ν .

Pour laβ-intégrale, on note que, lorsque0 ≤ s ≤ t, Mβ(s, t) = s1−βtβ est croissante enβ,
puisque son logarithme est(1− β) log s+ β log t = log s+ β log(t/s), et log(t/s) ≥ 0. ⊓⊔

De même, l’exercice 7.6 se traite maintenant simplement :

Proposition 7.6.30 Soitf une fonction continue deX versR+, a = infx∈X f(x), b = supx∈X f(x).
SoitM une fonction patch-continue deR+ × R+ versR, (Mi)i∈I un philtre de fonctions patch-
continues deR+ × R+ versR qui converge uniformément versM sur Tf = {(s, t) ∈ [a, b] ×
[a, b]|s ≤ t} : si I est préordonné par⊑, alors pour toutǫ > 0, il existei0 ∈ I tel que pour tout
i ∈ I aveci0 ⊑ i, pour tout(s, t) ∈ Tf , |Mi(s, t)−M(s, t)| < ǫ. Alors :

(
C

∫∫

x∈X

f(x)dνMi

)

i∈I

converge vers C

∫∫

x∈X

f(x)dνM

En particulier, laβ-intégrale est patch-continue en la bontéβ ∈]0, 1[. Lorsquea = infx∈X f(x) >
0, elle converge vers :

C

∫

x∈X

f(x)dν↑

lorsqueβ tend vers0, et vers :

C

∫

x∈X

f(x)dν↓

lorsqueβ tend vers1.

Démonstration.Soit ǫ > 0 quelconque. Par hypothèse, il existei0 ∈ I tel que pour touti ∈ I
aveci0 ⊑ i, pour tout(s, t) ∈ Tf , |Mi(s, t)−M(s, t)| < ǫ′, oùǫ′ < ǫ/Ff,ν(0, 0) siFf,ν(0, 0) 6= 0,
ǫ′ est un réel positif arbitraire sinon. Notons queFf,ν(0, 0) = ν↑(f−1]0,+∞[) est dans tous les
cas un réel positif ou nul.

On peut réécrire ceci en disant queM(s, t) − ǫ′ < Mi(s, t) < M(s, t) + ǫ′ pour tout(s, t) ∈
Tf . Par le lemme 7.6.25, le plateau deFf,ν contient le complémentaire deTf . Par la proposi-
tion 7.6.16, appliquée auxFf,ν-intégrales deMI et deM, on en déduit :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM − C

∫∫

x∈X

f(x)dνH ≤ C

∫∫

x∈X

f(x)dνMi
≤ C

∫∫

x∈X

f(x)dνM − C

∫∫

x∈X

f(x)dνH
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oùH est la fonction constante définie parH(s, t) = ǫ′. Or, en posantc quelconque tel quec > b,

C

∫∫

x∈X

f(x)dνH =

∫∫

[0,c]×[0,c]

ǫ′dFf,ν(s, t)

= ǫ′[Ff,ν(s, t)]
c

s=0

c

t=0
par le lemme 7.6.5

= ǫ′(Ff,ν(c, c)− Ff,ν(0, c)− Ff,ν(c, 0) + Ff,ν(0, 0))

Or Ff,ν(s, c) = 0 pour touts ≥ 0, Ff,ν(c, t) = 0 pour toutt ≥ 0, donc :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνH = ǫ′Ff,ν(0, 0) < ǫ

Donc
∣∣∣∣ C
∫∫

x∈X

f(x)dνMi
− C

∫∫

x∈X

f(x)dνM

∣∣∣∣ < ǫ

et l’intégrale mixte converge donc bien.
Appliquons ceci à laβ-intégrale. Sia = b, c’est quef est une fonction constante :f = cχX

pour une certaine constantec. Par la proposition 7.6.22, son intégrale mixte vautcν↑(X). Les
intégrales def par rapport àν↑ et ν↓ valent respectivementcν↑(X) et cν↓(X), et le résultat est
trivial puisqueν↑(X) = ν(X) = ν↓(X).

Supposons doncb > a. La fonctionMβ(s, t) = s1−βtβ est non seulement continue enβ,
à s et t fixés, mais encore dérivable et même de classe C1. Si s, t > 0, on remarque en effet
queMβ(s, t) = e(1−β) log s+β log t, dont la dérivée enβ vaut log(t/s)Mβ(s, t). Si s = 0 ou t =
0, Mβ(s, t) = 0 et sa dérivée enβ est donc elle aussi nulle. Convenons quelog(t/s)Mβ(s, t)
dénote0 si s = 0 ou t = 0. La quantitélog(t/s)Mβ(s, t) = log(t/s)s1−βtβ = log t s1−βtβ −
log s s1−βtβ est positive ou nulle lorsques ≤ t, en particulier lorsque(s, t) ∈ Tf . Trouvons-
en un majorant sur[a, b] × [a, b]. D’une part,log t s1−βtβ ≤ b log b. D’autre part, la fonction
qui às associe− log s s1−β tend vers0 lorsques tend vers0, et a pour dérivée ens la quantité
(−(1−β) log s−1)s−β. Elle croît donc des = 0 às = e−1/(1−β), puis décroît pours > e−1/(1−β).
Donc− log s s1−β atteint son maximum ene−1/(1−β), qui vaut donc1/(e(1− β)). On en déduit
quelog(t/s)Mβ(s, t) est majorée parbβ/(e(1−β))+b log b, pour tous(s, t) ∈ Tf . Cette dernière
quantité a peu d’importance, notons-laAb,β. Ce qui est important, c’est que pour tousβ1, β2 ∈
]0, 1[, β1 ≤ β2, on auraMβ2(s, t) − Mβ1(s, t) ≤ Bb,β1,β2, oùBb,β1,β2 =

∫ β2

β1
Ab,βdβ tend vers0

lorsqueβ2 − β1 tend vers0.
Soit(βi)i∈I une famille d’éléments de]0, 1[ convergeant versβ ∈]0, 1[. L’argument ci-dessus,

et en particulier le fait queBb,β1,β2 ne dépende pas des, t, implique queMβi
converge uniformé-

ment versMβ. En utilisant la première partie de la proposition, on conclut que laβ-intégrale est
patch-continue en la bonté.

Lorsqueβ tend vers1, eta > 0, on note ques1−βtβ converge uniformément versM1(s, t) = t
lorsqueb ≥ t ≥ s ≥ a, en particulier lorsque(s, t) ∈ Tf . En effet, |s1−βtβ − t| = t[1 −
(s/t)1−β] ≤ b[1 − (a/b)1−β], qui tend vers0 lorsqueβ tend vers1, et est indépendant des et
t. On en déduit que laβ-intégrale def converge vers l’intégrale def par rapport àν↓, par le
lemme 7.6.27.
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Lorsqueβ tend vers0, s1−βtβ converge uniformément versM0(s, t) = s lorsqueb ≥ t ≥
s ≥ a. En effet,|s1−βtβ − s| = s((t/s)β − 1) ≤ b((b/a)β − 1), qui tend vers0 indépendamment
des et t, et l’on conclut comme ci-dessus, en utilisant cette fois lelemme 7.6.28. ⊓⊔

⊲ Exercice 7.9
Montrer que l’hypothèsea > 0 n’est pas nécessaire pour montrer que laβ-intégrale def par

rapport àν tend vers l’intégrale de Choquet def par rapport àν↑ lorsqueβ tend vers0. Autrement
dit, montrer que ceci est toujours valable lorsquea = 0.
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Troisième partie

Systèmes de transitions ludiques
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Chapitre 8

Systèmes de transition ludiques

8.1 Introduction

On peut définir les chaînes de Markov comme étant définis par unespaceX d’états — que
nous prendrons topologique —, et unefonction de transitionθ : X → P (X), que nous choi-
sirons continue, qui à chaque état deX associe l’ensemble de ses successeurs, avec une loi de
probabilité associée. Plus précisément, siP (X) est l’espaceV1 wk(X) des valuations continues
normalisées surX, etθ est continue deX versV1 wk(X) muni de sa topologie faible, nous dirons
queθ définit unechaîne de Markovcontinue surX. (Le choix de la topologie faible plutôt que
la topologie de Scott facilite certains raisonnements dansla suite. Pour l’instant, remarquons que
ceci définit une classe plus large de systèmes de transitionsque si l’on s’était restreint àV1(X),
et sa topologie de Scott. Nous aurons besoin de considérer latopologie de Scott à la section 9.6.)

Il est intéressant de raffiner un peu cette notion, et de se donner une notion de transitions
paramétrées par un espaceL d’actions possibles. Une famille de fonctions continuesθℓ : X →
V≤1 wk(X), ℓ variant parmi un ensemble d’étiquettesou actionsL, sera appeléeprocessus de
Markov étiqueté. Si θℓ est à valeur dansV1 wk(X), on parlera deprocessus de décision de Mar-
kov.

Notre but est d’étudier des notions similaires, dans lesquelles l’espaceP (X) dénote un es-
pace de jeux continus adéquat, dans le but de modéliser des systèmes de transition mêlant tirage
probabilisteet non-déterminisme. Un point subtil, mentionné par C. Palamidessi, est le suivant.
Le fait que l’on dispose d’un ensembleL d’actions dans les processus de Markov étiquetés, resp.
les processus de décision de Markov, est déjà une forme de non-déterminisme : à partir d’un état
x, on choisit l’actionℓ ∈ L de façon non déterministe, ce qui fournit une valuation continue,
resp. une loi de probabilitéθℓ(x). L’action ℓ est ici observable par le joueur non déterministe
C. Le remplacement deV≤1 wk(X) ou V1 wk(X) par un espace de jeux continus adéquat nous
permettra de modéliser des situations où le non-déterminisme n’est pas entre différentes actions
ℓ ∈ L, mais entre différents états successeurs pour une même action (observable)ℓ.

Définition 8.1.1 Un système de transitions ludiqueθ sur un espace topologiqueX, avec ac-
tions prises dans l’ensembleL, est donné par une famille defonctions de transitionθℓ, ℓ ∈ L,
continues deX dans l’espaceJ≤1 wk(X) des jeux continus sous-normalisés surX.
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On dit queθ estnormalisési et seulement siθℓ(x) = 1 pour tousℓ ∈ L, x ∈ X.
On dit queθ est un système de transitionscrédibilistesi et seulement siθℓ(x) est une crédi-

bilité surX pour tousℓ ∈ L, x ∈ X ; il est convexesi et seulement siθℓ(x) est un jeu convexe
pour tousℓ, x ; il est plausibilistesi et seulement siθℓ(x) est une plausibilité pour tousℓ, x ; il
estconcavesi et seulement siθℓ(x) est concave pour tousℓ, x ; il est de Markovsi et seulement
si θℓ(x) est une valuation pour tousℓ, x.

Il estde Scottsi et seulement siθℓ est continu deX versJ≤1(X) (avec sa topologie de Scott).

8.2 Logiques temporelles

On définit de façon classique des logiques temporelles interprétées sur les systèmes de tran-
sitions ludiques. Le but est d’exprimer des propriétés des étatsx ∈ X, au travers des préproba-
bilités d’arriver à d’autres états, et ce récursivement.

Le traitement de la négation sera un peu particulier dans notre cas. L’idée sous-jacente à la
sémantique de la logique ci-dessous est que l’ensembleJF Kθ des étatsx où la formuleF est vraie
sera toujours un ouvert. La raison est profonde. On peut voirla formuleF comme fournissant
une fonction de testχF : χF (x) = 1 siF est vraie à l’étatx, etχF (x) = 0 siF est fausse à l’état
x. Dans le cadre topologique où nous nous plaçons, il est raisonnable de supposer queχF est une
fonction continue deX dans l’espace de SierpińskiS = {0, 1}. S est le cpo{0, 1}muni de l’ordre
0 ≤ 1. En tant que cpo, et suivant les intuitions de Scott,S manifeste notre volonté de découvrir
si F est vraie par approximations successives. On peut imaginerun processus calculatoire qui
accumule des indices quant à la véracité de la formuleF , grimpant dans le cpoS. Autrement
dit, χF (x) serait la borne supérieure d’une suitebn de résultats d’expériences, dans{0, 1}, avec
χF (x) = supn∈N bn. Si l’un desbn vaut1, alors le test réussit. Si aucun desbn ne vaut1, alors
le test échoue. De la sorte, les tests sont l’équivalent des ensembles récursivement énumérables,
pour lesquels on a une réponse positive d’appartenance à l’ensemble en temps fini, mais en
général on ne peut espérer aucune réponse négative.

Les ouverts deS sont∅, {1}, et {0, 1}. Donc l’ensembleJF Kθ des étatsx où la formuleF
est vraie seraχ−1

F {1}, qui est par construction un ouvert. De façon équivalente, nous définirons
la relation de satisfaction|= de sorte quex |= F (F est vraie enx, c’est-à-direx ∈ JF Kθ) si et
seulement siF reste vraie sur unvoisinagedu pointx.

Nous souhaitons donc que la sémantique de chaque formule soit ouverte. Mais, comme le
complémentaireX \ U d’un ouvertU n’est pas nécessairement un ouvert, on ne peut pas définir
J¬F Kθ commeX \ JF Kθ. En revanche, la définir comme l’intérieur deX \ JF Kθ produira un
ouvert. De plus, c’est sensé : ceci exprime quex |= ¬F si et seulement siF est fausse non
seulement enx mais sur un voisinage dex.

Ceci fait de notre logique une logique qui est en général intuitionniste et non classique, à
moins queX soit extrêmement discontinu(Bourbaki, 1971, Exercice 21, I.11, p. I.118), c’est-à-
dire que tout ouvert soit fermé.

Ceci dit, notre logique est très riche, elle contient de nombreux opérateurs, y compris des
opérateurs infinitaires

∧
,
∨

et ⇛. Nous nous intéresserons dans la suite à divers fragments de
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cette logique, et notamment à la restriction sans les opérateurs infinitaires, et même sans certains
opérateurs de point fixe.

La raison profonde qui a présidé à l’inclusion des opérateurs infinitaires est qu’ils nous per-
mettront d’obtenir des résultats de complétude pour des fragments contenant l’opérateur de plus
grand point fixeν (section 9.2) et l’implication⇒ (section 9.3).

Définition 8.2.1 Soit V un ensemble infini dénombrable disjoint devariablesϕ, ψ, . . . Fixons
un ensembleL d’actions.Fixons aussi un sous-ensembleQ dénombrable et partout dense deR,
typiquementQ = Q.

Pour tout ensemble dénombrableA de formules ditesatomiquesA, B, C, . . . , les formules
de la logiqueLopen(A) sont définies par la grammaire :

F ::= A formules atomiques
| ϕ variables
| ⊤ vrai
| F ∧ F conjonction (et)
| ∧

i∈I Fi conjonction infinie
| ⊥ faux
| F ∨ F disjonction (ou)
| ∨

i∈I Fi disjonction infinie
| F ⇒ F implication
| (Fi)i∈I ⇛ F implication infinie
| [ℓ]>rF modalité
| νϕ · F plus grand point fixe
| µϕ · F plus petit point fixe

où r est un nombre deQ ∩ [0, 1] et ℓ ∈ L dans la formule[ℓ]>rF , et le cardinal deI est borné
par celui deO(X) dans les conjonctions et disjonctions infinies.

La sémantique deLopen(A) sur un système de transition ludiqueθ sur un espace topologique
X, avec actions dansL, est définie comme suit. Unenvironnementρ est une fonction qui à toute
variableϕ ∈ V associe un ouvert deX. Une interprétationI sur A est une fonction qui à toute
formule atomiqueA ∈ A associe un ouvert deX. On définit la relationρ, x |=I

θ F par récurrence
structurelle surF :
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ρ, x |=I
θ A ssi x ∈ I(A)

ρ, x |=I
θ ϕ ssi x ∈ ρ(ϕ)

ρ, x |=I
θ ⊤ toujours

ρ, x |=I
θ F1 ∧ F2 ssi ρ, x |=I

θ F1 etρ, x |=I
θ F2

ρ, x |=I
θ

∧
i∈I Fi ssi il existe un voisinage ouvertU dex

tel que pour touty ∈ U on aρ, y |=I
θ Fi pour touti ∈ I

ρ, x |=I
θ ⊥ jamais

ρ, x |=I
θ F1 ∨ F2 ssi ρ, x |=I

θ F1 ouρ, x |=I
θ F2

x |=I
θ

∨
i∈I Fi ssi x |=I

θ Fi pour au moins uni ∈ I
ρ, x |=I

θ F1 ⇒ F2 ssi il existe un voisinage ouvertU dex
tel que pour touty ∈ U avecρ, y |=I

θ F1, alorsρ, y |=I
θ F2

ρ, x |=I
θ (Fi)i∈I ⇛ G ssi il existe un voisinage ouvertU dex

tel que pour touty ∈ U avecρ, y |=I
θ Fi pour touti ∈ I, alorsρ, y |=I

θ G
ρ, x |=I

θ [ℓ]>rF ssi θℓ(x)({y ∈ X|ρ, y |=I
θ F}) > r

ρ, x |=I
θ νϕ · F ssi x ∈ ⋃ U∈O(X)

U⊆{y∈X|ρ[ϕ 7→U ],y|=I
θF}

U

ρ, x |=I
θ µϕ · F ssi x est dans l’intérieur de

⋂
U∈O(X)

{y∈X|ρ[ϕ 7→U ],y|=I
θF}⊆U

U

oùρ[ϕ 7→ U ] dénote l’environnement qui àϕ associeU et à toute autre variableψ associeρ(ψ).

Les formules intéressantes ici sont celles de la forme[ℓ]>rF . et les points fixesνϕ · F etµϕ · F .
La formule [ℓ]>rF est vraie à l’étatx si et seulement si, en franchissant une transition éti-

quetée par l’actionℓ, la préprobabilité de passer dans un des états oùF est vraie est strictement
supérieure àr.

La sémantique deνϕ · F définit l’ensemble des étatsx où νϕ · F est vraie comme un plus
grand point fixe. Soith la fonction qui à tout ouvertU associe l’ensemble desy ∈ X tels que
ρ[ϕ 7→ U ], y |=I

θ F . On verra (lemme 8.2.2 ci-dessous) que ce dernier ensemble est toujours
ouvert ;h est donc une fonction deO(X) dansO(X), qui est clairement croissante.

⋃
U∈O(X)
U⊆h(U)

U

est le plus grand pré-point fixe deh, donc son plus grand point fixe par le théorème de Tarski.
Rappelons en effet que l’ensembleO(X) des ouverts deX est un treillis complet : toute famille

(Ui)i∈I d’ouverts a une borne supérieure
⋃

i∈I Ui, et donc aussi une borne inférieure

◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

Ui.

Le plus petit point fixe deh est, de façon symétrique, la borne inférieure des post-points fixes
de h, c’est-à-dire la borne inférieure de la famille des ouvertsU tels queh(U) ⊆ U , d’où la
formule définissant la sémantique deµϕ · F .

En présence des opérateurs infinitaires
∧

,
∨

et ⇛, on peut définir la plupart des autres opé-
rateurs. D’abord,F1 ∨ F2 =

∨
i∈{1,2} Fi, et⊥ =

∨
i∈∅ Fi. De même, on peut définir∧ et⊤ en

terme de
∧

; c’est difficile à voir pour l’instant, mais sera immédiat une fois que nous aurons
établi que la sémantique de toute formule est ouverte (lemme8.2.2 ci-dessous). On peut aussi
définirF1 ⇒ F2 comme(F1) ⇛ F2.

Notons¬F la formuleF ⇒ ⊥. En général¬¬F ne signifie par la même chose queF : si
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A est l’ensemble des pointsx tels queρ, x |=I
θ Fi, alors¬¬F est vraie sur l’intérieur

◦︷ ︸︸ ︷
cl(A) de

l’adhérence deA. Alors même queA sera toujours ouvert, il n’y a aucune raison que

◦︷ ︸︸ ︷
cl(A) égale

A.
Il n’y a pas non plus en général de relation entre(Fi)i∈I ⇛ G et

∧
i∈I Fi ⇒ G. Si Ai est

l’ensemble des points oùFi est vraie, etA celui oùG est vraie, la première formule est vraie aux

points de

◦︷ ︸︸ ︷
(X \

⋂

i∈I

Ai) ∪ A, la seconde aux points de

◦︷ ︸︸ ︷

(X \
◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

Ai) ∪ A =

◦︷ ︸︸ ︷
cl(X \

⋂

i∈I

Ai) ∪ A.

Il n’y a pas plus de relation entre
∧

i∈I Fi et ((Fi)i∈I ⇛ ⊥) ⇒ ⊥. SoitAi l’ensemble des
pointsx tels queρ, x |=I

θ Fi. L’ensemble des points où(Fi)i∈I ⇛ ⊥ est vrai est l’intérieur du
complémentaire de

⋂
i∈I Ai, c’est-à-dire le complémentaire decl

(⋂
i∈I Ai

)
. Donc l’ensemble

des points où((Fi)i∈I ⇛ ⊥) ⇒ ⊥ est vrai est l’intérieur de l’adhérence de
⋂

i∈I Ai, alors que
c’est l’intérieur de

⋂
i∈I Ai qui est l’ensemble des points où

∧
i∈I Fi est vraie.

En revanche, siAi est l’ensemble des points oùFi est vraie, l’ensemble des points où
∧

i∈I ¬Fi

sera vraie est

◦︷ ︸︸ ︷
⋂

i∈I

◦︷ ︸︸ ︷
X \ Ai. Ceci est égal à

◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

(X \ Ai) =

◦︷ ︸︸ ︷
X \

⋃

i∈I

Ai, qui est exactement l’ensemble

des points où¬∨i∈I Fi est vraie.
Le fait que notre logique soit intuitionniste peut rebuter les habitués du model-checking.

Cependant, on peut remarquer que lorsque l’espace sous-jacentX est discret, la sémantique des
formules deLopen(A) interprétée surX est classique. Par exemple, dans ce cas,ρ, x |=I

θ F1 ⇒
F2 si et seulement six est dans l’intérieur de(X \ I JF1Kθ ρ)∪ I JF2Kθ ρ ; mais dans la topologie
discrète, l’intérieur de toute partieA estA elle-même : doncρ, x |=I

θ F1 ⇒ F2 si et seulement si
x est dans(X \ I JF1Kθ ρ) ∪ I JF2Kθ ρ, si et seulement siρ, x |=I

θ F1 impliqueρ, x |=I
θ F2.

En ce sens, notre logique généralise le cas des logiques temporelles classiques usuelles.
Le fait d’utiliser une logique commeLopen(A) est donc une forme généralisée des logiques

classiques usuelles, qui s’adapte bien au cas topologique.

Lemme 8.2.2 La sémantique deLopen(A) est bien définie. Pour toute formuleF deLopen(A),
soit

I JF Kθ ρ = {x ∈ X|ρ, x |=I
θ F}

Alors I JF Kθ ρ est un ouvert deX pour toute interprétationI, tout environnementρ, et tout
système de transitions ludiqueθ surX.

Démonstration.Par récurrence structurelle surF . Les casA, ϕ,⊤, F1 ∧F2,⊥, F1 ∨F2,
∨

i∈I Fi

νϕ · F , etµϕ · F sont évidents. Dans le casF1 ⇒ F2, notons que

I JF Kθ ρ =

◦︷ ︸︸ ︷
(X \ I JF1Kθ ρ) ∪ I JF2K ρ

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 357



Logiques temporelles Systèmes de transition ludiques

est nécessairement ouvert. De même, siF = (Fi)i∈I ⇛ G,

I JF Kθ ρ =

◦︷ ︸︸ ︷(
X \

⋂

i∈I

I JFiKθ ρ

)
∪ I JGK ρ

Et siF =
∧

i∈I Fi, alors

I JF Kθ ρ =

◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

I JFiKθ ρ

est aussi nécessairement ouvert.

Dans le cas[ℓ]>rF , I J[ℓ]>rF Kθ est défini comme étant l’ensemble{x ∈ X|θℓ(x)(I JF Kθ) >
r} = {x ∈ X|θℓ(x) ∈ [I JF Kθ > r]} = θ−1

ℓ [I JF Kθ > r], qui est ouvert parce queθℓ est continue
deX vers un espace de jeux muni de la topologie faible, engendréepar les ouverts de la forme
[U > r]. ⊓⊔

Nous aurons besoin dans la suite de considérer plusieurs fragments deLopen(A). Posons
donc :

Définition 8.2.3 Pour tout sous-ensembleOps de{⊤,∧,∧,⊥,∨,∨,⇒,⇛, ν, µ}, soitLOps
open(A)

l’ensemble des formules deLopen(A) dont les sous-formules sont construites à partir des seuls
opérateurs[ℓ]>r et ceux dansOps.

En particulier,L⊤∧
V

⊥∨
W

µν
open (A), le sous-ensemble des formules sans implication, sera appelé

l’ensemble des formulespositives.

Nous serons notamment intéressés dans la suite par des fragments commeL⊤∧⊥∨
open (A), l’ensemble

des formules positives sans opérateur de point fixe ni opérateur infinitaire, ou bienL⊤∧
open(A), ou

encoreL⊤∧∨
open(A).

En ce qui concerne les formules positives, on a un résultat demonotonie évident : siF est une
formule positive, etρ(ϕ) ⊆ ρ′(ϕ) pour toute variableϕ, alorsI JF Kθ ρ ⊆ I JF Kθ ρ

′. Toutes les
formules ne sont pas monotones en ce sens. Par exemple, en posant¬F = F ⇒ ⊥, la formule
¬ϕ n’est pas monotone enϕ. Un critère simple et usuellement suffisant de monotonie estle
suivant :

Définition 8.2.4 (Bien formée) L’ensemblevars+(F ) des variables apparaissantpositivement
dans une formuleF , et l’ensemblevars−(F ) des variables apparaissantnégativementdansF
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sont définis par récurrence mutuelle comme suit.

vars+(A) = vars−(A) = ∅ vars+(ϕ) = {ϕ} vars−(ϕ) = ∅
vars+(⊤) = vars−(⊤) = ∅ vars+(F ∧G) =

vars+(F ∨G) = vars+(F ) ∪ vars+(G)

vars+(⊥) = vars−(⊥) = ∅ vars−(F ∧G) =

vars−(F ∨G) = vars−(F ) ∪ vars−(G)

vars+(F ⇒ G) = vars−(F ) ∪ vars+(G) vars−(F ⇒ G) = vars+(F ) ∪ vars−(G)

vars+((Fi)i∈I ⇛ G) =
⋃

i∈I

vars−(Fi) ∪ vars+(G) vars−((Fi)i∈I ⇛ G) =
⋃

i∈I

vars+(Fi) ∪ vars−(G)

vars+(
∧

i∈I

Fi) =
⋃

i∈I

vars+(Fi) vars−(
∧

i∈I

Fi) =
⋃

i∈I

vars−(Fi)

vars+(
∨

i∈I

Fi) =
⋃

i∈I

vars+(Fi) vars−(
∨

i∈I

Fi) =
⋃

i∈I

vars−(Fi)

vars+([ℓ]>rF ) = vars+(F ) vars−([ℓ]>rF ) = vars−(F )

vars+(νϕ · F ) = vars+(µϕ · F ) vars−(νϕ · F ) = vars−(µϕ · F )

= vars+(F ) \ {ϕ} = vars−(F ) \ {ϕ}

Une formuleF de Lopen(A) estbien forméesi et seulement si, dans toute sous-formule de la
formeνϕ ·G ouµϕ ·G, ϕ n’apparaît que positivement dansG ; autrement dit, siϕ 6∈ vars−(G).

On a alors :

Lemme 8.2.5 (Monotonie)Soit F une formule deLopen(A). Si ϕ 6∈ vars−(F ), alors F est
monotone enϕ : si ρ(ϕ) ⊆ ρ′(ϕ), alorsI JF Kθ ρ ⊆ I JF Kθ ρ

′.

Pour toute fonctionU 7→ G(U) croissante sur un treillis complet (ici,O(X)), rappelons que
le théorème de Tarski nous garantit l’existence d’un plus petit point fixe et d’un plus grand point
fixe. On peut les décrire par récurrence ordinale. SoitU0 = ∅, Uα+1 = G(Uα) pour tout ordinal
α, etUβ =

⋃
α<β Uα pour tout ordinal limiteβ. Alors le plus petit point fixe deG est

⋃
α Uα, où

α parcourt tous les ordinaux. Ceci s’applique en particulierlorsqueG(U) = I JF Kθ (ρ[ϕ 7→ U ]),
lorsqueϕ 6∈ vars−(F ), par le lemme 8.2.5. La conditionϕ 6∈ vars−(F ) sera automatiquement
vérifiée lorsqu’on cherchera à évaluerµϕ · F comme sous-formule d’une formule bien formée.

On peut aussi raffiner le lemme 8.2.5 en terme de continuité, àcondition de ne pas utiliser
d’opérateur infinitaire ou d’opérateur de plus grand point fixe :

Lemme 8.2.6 (Continuité) SoitF une formule deL⊤∧⊥∨µ
open (A). Soit(Uj)j∈J une famille dirigée

d’ouverts deX, alorsI JF Kθ (ρ[ϕ 7→ ⋃
j∈J Uj]) =

⋃
j∈J I JF Kθ (ρ[ϕ 7→ Uj]).

Démonstration.Par récurrence structurelle surF . C’est évident lorsqueF vautϕ elle-même, ou
une autre variable, ou une formule atomique, ou⊤, ou une conjonction binaire, ou⊥, ou une
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disjonction binaire. SiF est de la forme[ℓ]>rG, alors

I JF Kθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj]) = {x ∈ X|θℓ(x)(I JGKθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj])) > r}

= {x ∈ X|θℓ(x)(
⋃

j∈J

I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj])) > r} par hypothèse de récurrence

= {x ∈ X| sup
j∈J

θℓ(x)(I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj])) > r} puisqueθℓ(x) est continue

= {x ∈ X|∃j ∈ J · θℓ(x)(I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj])) > r}
=

⋃

j∈J

{x ∈ X|θℓ(x)(I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj])) > r} =
⋃

j∈J

I JF Kθ (ρ[ϕ 7→ Uj])

Si F est de la formeµϕ′ ·G, alors

I JF Kθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj]) =
⋃

α

Vα(
⋃

j∈J

Uj)

où l’union est prise sur tous les ordinauxα, et l’on poseV0(U) = ∅, Vα+1(U) = I JGKθ (ρ[ϕ 7→
U,ϕ′ 7→ Vα(U)]), Vβ(U) =

⋃
β<α Vα(U) pour tout ordinal limiteβ. Notons que l’hypothèse de

récurrence nous fournit les deux équations suivantes :

I JGKθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj, ϕ
′ 7→ V ]) =

⋃

j∈J

I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj, ϕ
′ 7→ V ]) (8.1)

I JGKθ (ρ[ϕ 7→ U,ϕ′ 7→
⋃

j∈J

Vj]) =
⋃

j∈J

I JGKθ (ρ[ϕ 7→ U,ϕ′ 7→ Vj]) (8.2)

On observe queVα(
⋃

j∈J Uj) =
⋃

j∈J Vα(Uj). C’est par récurrence surα ; le seul cas intéressant
est lorsque l’ordinal est de la formeα + 1 :

Vα+1(
⋃

j∈J

Uj) = I JGKθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj, ϕ
′ 7→ Vα(

⋃

j∈J

Uj)])

= I JGKθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj, ϕ
′ 7→

⋃

j∈J

Vα(Uj)]) par hypothèse de récurrence

=
⋃

j∈J

I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj, ϕ
′ 7→

⋃

j∈J

Vα(Uj)]) par (8.1)

=
⋃

j∈J

⋃

k∈J

I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj, ϕ
′ 7→ Vα(Uk)])

Puisque la famille(Uj)j∈J est dirigée, et que la fonction qui àρ′ associeI JGKθ ρ
′ est monotone

par le lemme 8.2.5, ceci est égal à
⋃

j∈J I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Uj, ϕ
′ 7→ Vα(Uj)]) =

⋃
j∈J Vα+1(Uj).

CommeVα(
⋃

j∈J Uj) =
⋃

j∈J Vα(Uj) pour tout ordinalα,

I JF Kθ (ρ[ϕ 7→
⋃

j∈J

Uj]) =
⋃

α

Vα(
⋃

j∈J

Uj)

=
⋃

α

⋃

j∈J

Vα(Uj) =
⋃

j∈J

⋃

α

Vα(Uj) =
⋃

j∈J

I JF Kθ (ρ[ϕ 7→ Uj])
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⊓⊔
On en déduit que les plus petits points fixes se calculent par récurrence sur les entiers, plutôt

que sur les ordinaux, dans le cas de formules sansν, sans implication, et et sans opérateurs
infinitaires.

Corollaire 8.2.7 SoitF une formule deL⊤∧⊥∨µ
open (A). AlorsI Jµϕ · F Kθ ρ =

⋃
n∈N

Un, oùU0 = ∅,
et pour tout entiern, Un+1 = I JF Kθ (ρ[ϕ 7→ Un]).

Démonstration.En effet, le point fixe est atteint enUω =
⋃

n∈N
Un, par continuité. ⊓⊔

Notons que la valeur de vérité deρ, x |=I
θ F ne dépend pas deρ lorsqueF est un énoncé de

Lopen(A), c’est-à-dire une formule sans variable libre :

Définition 8.2.8 L’ensemblevars(F ) desvariables libresd’une formuleF deLopen(A) est dé-
finie par

vars(A) = ∅ vars(ϕ) = {ϕ}
vars(⊤) = ∅ vars(F ∧G) = vars(F ) ∪ vars(G)

vars(⊥) = ∅ vars(F ∨G) = vars(F ) ∪ vars(G)

vars(
∧

i∈I

Fi) =
⋃

i∈I

vars(Fi) vars(
∨

i∈I

Fi) =
⋃

i∈I

vars(Fi)

vars(F ⇒ G) = vars(F ) ∪ vars(G) vars((Fi)i∈I ⇛ G) =
⋃

i∈I

vars(Fi) ∪ vars(G)

vars([ℓ]>rF ) = vars(F )

vars(νϕ · F ) = vars(F ) \ {ϕ} vars(µϕ · F ) = vars(F ) \ {ϕ}

Une formuleF estclosesi et seulement sivars(F ) = ∅. On dit alors aussi queF est unénoncé.
LorsqueF est un énoncé, on notex |=I

θ F au lieu deρ, x |=I
θ F , etI JF Kθ au lieu deI JF Kθ ρ.

Il est facile de vérifier quevars(F ) = vars+(F ) ∪ vars−(F ) : toute variable qui apparaît dans
F y apparaît positivement, négativement, ou les deux.

Notons ensuite quex |=I
θ F ne dépend pas deI lorsqueF est une formule deLopen(∅). Nous

noterons doncx |=θ F dans ce cas. On notera aussiJF Kθ au lieu deI JF Kθ.

8.3 Model-checking

L’usage principal d’une logique telle queLopen(A) est la vérification qu’un système de tran-
sition ludique donnéθ satisfait un énoncé donnéF de cette logique en un ou plusieurs états
x ∈ X. Algorithmiquement, ceci revient à calculerI JF Kθ.
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8.3.1 Sur des bases effectivement décrites d’ouverts

De même, nous souhaitons pouvoir généraliser le problème ducalcul deI JF Kθ, qui est facile
lorsqueX est fini, au cas d’espaces topologiques infinis.

La difficulté dans ce cadre est la façon de présenter les ouverts deX. Il est exclu de sim-
plement énumérer leurs éléments. En revanche, on peut souvent donner une description concise
d’ouverts qui approchent les ouverts qui nous intéressent.Par exemple, dans un espace métrique,
on peut encadrer, par le haut et par le bas, n’importe quel ouvert par une union finie d’intersec-
tions finies de boules ouvertes.

Dans un cadre suffisamment général, il existe différentes propositions de présentation des
ouverts d’un espace topologique qui se prêtent à un traitement informatique. L’une des premières
est celle des domaines effectivement décrits de Smyth (1977).

La définition 8.3.1 ci-dessous est adaptée de Taylor (2006, définition 1.15), qui reprend la
définition de Smyth. Nous la spécialisons au cas du treillis distributif continu des ouverts d’un
espace localement relativement compact. On rappelle qu’informellement, un ensembleA est
récursif si et seulement s’il existe un algorithme qui, prenant en entrée un élémentx, termine en
répondant “oui” six ∈ A, et en répondant “non” six 6∈ A.A estrécursivement énumérablesi et
seulement s’il existe une procédureP qui, prenant en entrée un élémentx, termine en répondant
“oui” si x ∈ A, mais ne termine pas nécessairement sinon. Cette définitionest informelle : elle
n’a en réalité de sens que siA est est une partie d’un ensemble “canoniquement calculable” N ,
celuiN des entiers naturels, celuiA∗ des mots sur un alphabet finiA par exemple. On peut alors
énumérer tous les éléments d’un ensemble récursivement énumérable en énumérant ceux deN ;
pour chacun,x, en parallèle, on applique la procédureP et l’on décide d’afficherx siP retourne
“oui” sur l’entréex.

Dans la suite, nous utiliserons tacitement quelques propriétés bien connues des ensembles ré-
cursivement énumérables. La première est que toute intersection finie d’ensemble récursivement
énumérables est récursivement énumérable : pour savoir six ∈ ⋂n

i=1Ai, on initialise un comp-
teurk à 0, et on lance en parallèle les machines testant six ∈ Ai. Lorsqu’une de ces machines
s’arrête, soit elle répond “non”, et nous nous arrêtons en répondant “non”, soit elle répond “oui”,
et nous ajoutons1 àk. Lorsquek atteint la valeurn (toutes les machines ont répondu), on répond
“oui”. Il se peut qu’une des machines ne s’arrête pas, auquelcas notre calcul ne s’arrête pas non
plus, etx n’est alors pas dans

⋂n
i=1Ai.

Nous avons déjà mentionné deux fois l’utilisation de calculs “en parallèle”. Par le fait de
calculerM1, . . . ,Mn en parallèle, nous entendons la construction classique suivante : simulerK
étapes de calcul deM1, puisK deM2, . . . , puisK deMn, puis de nouveauK deM1, et ainsi
de suite, oùK est un entier positif fixé. Cette construction, qui admet de nombreuses variantes,
revient à construire un ordonnanceur des tâchesM1, . . . ,Mn.

La seconde propriété est que toute union récursivement énumérable d’ensembles récursive-
ment énumérables est récursivement énumérable. Pour tester si x ∈ ⋃i∈I Ai, oùI et lesAi sont
récursivement énumérables, nous lançons les testsx ∈ Ai, i ∈ I, en parallèle, encore une fois.
CommeI peut être infini, ceci demande à prendre quelques précautions. La technique s’appelle
l’ exécution en queue d’aronde(“dovetailing” en anglais). PuisqueI est récursivement énumé-
rable, on peut supposer queI ⊆ N, et qu’il existe une machine de TuringM qui, pour toutn ∈ N
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présenté en entrée deM , répond “oui” si et seulement sin ∈ I. Pour tester six ∈ ⋃i∈I Ai, on
initialise un compteurN à 0, etc à la liste vide, ce sera la liste des configurations courantesdes
N machines de Turing testant sii ∈ I, 0 ≤ i < N . Notonsc(i) l’élément numéroi de la listec.
SimulerK étapes de calcul de la machine numéroi s’effectue en remplaçant la configurationc(i)
par la configuration successeur de la machine testanti ∈ I, et ceci jusqu’àK fois, ou jusqu’à
ce que la machine s’arrête. Lorsque la machine s’arrête, on dit que c(i) est une configuration
arrêtée, et l’on peut lire la réponse de la machine, “oui” ou “non”, surc(i). On initialise aussiℓ
à la liste vide[], ce sera à tout moment la liste des configurations courantes des machines testant
x ∈ Ai, pour lesi dont on sait qu’ils sont dansI, c’est-à-dire pour lesi tels quec(i) a répondu
“oui”. Notons |ℓ| la longueur deℓ. On exécute donc :

pour toujours :
pouri = 1 àN

si c(i) n’est pas arrêtée, simulerK étapes de calcul dec(i) ;
si c(i) s’arrête sur “oui”, ajouter la configuration initiale
de la machine testantx ∈ Ai à ℓ ;

ajouter1 àN .
pour toutj = 1 à |ℓ|

si ℓ(j) n’est pas arrêtée, simulerK étapes de calcul deℓ(j) ;
si ℓ(j) s’arrête sur “oui”, stop : répondre “oui”.

La seule façon de terminer ici est de répondre “oui” en dernière ligne. Intuitivement, dans le cas
simple oùI = N, on teste six ∈ A1. Si c’est le cas, et on arrive à le découvrir en au plusK
étapes, alors on répond “oui”. Sinon, si on arrive à découvrir quex ∈ A1 en au plus2K étapes,
ou quex ∈ A2 en au plusK étapes, on répond “oui”. Sinon, on teste six ∈ A1 en au plus3K
étapes, oux ∈ A2 en au plus2K étapes, oux ∈ A3 en au plusK étapes. Et ainsi de suite.

Définition 8.3.1 (Base effectivement décrite)SoitX un espace localement relativement com-
pact. Unebase effectivement décrited’ouverts deX est un septuplet(N,O J_K , 0, 1,+, ⋆,≺≺) tel
que :

– N est un ensemble dénombrable récursivement énumérable, ditdecodes;
– O J_K est une fonction deN vers l’espaceO(X) des ouverts deX ; lorsqueU = O JuK, on

dira queu est uncodede l’ouvertU ;
– 0 ∈ N est un code de l’ouvert vide∅ ;
– 1 ∈ N est un code de l’ouvertX ;
– + est une fonction deN × N dansN , telle queO Ju+ vK = O JuK ∪ O JvK pour tous
u, v ∈ N ;

– ⋆ est une fonction deN × N dansN , telle queO Ju ⋆ vK = O JuK ∩ O JvK pour tous
u, v ∈ N ;

– ≺≺ est une relation binaire, récursivement énumérable, entreéléments deN , telle que
u ≺≺ v si et seulement siO JuK ⋐ O JvK ;

– on demande finalement que(O JuK)u∈N engendre la topologie deX, ceci revenant à dire
que tout ouvertU deX est union d’une famille dirigée de la forme(O JuiK)i∈I , ou encore
que(O JuK)u∈N forme une base du cpo continuO(X).
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Par abus de langage, nous dirons queN lui-même est une base effectivement décrite d’ouverts
deX ;

Autrement dit,N définit un langage permettant de décrire tous les ouverts deX, comme limites
d’élémentsdéfinissablesO JuK. On notera que le seul prédicat permettant de comparer des codes
d’ouverts est≺≺. Aucun prédicat n’est fourni pour tester l’inclusion ou l’égalité d’ouverts, ce qui
serait une propriété indécidable en général.

DansR muni de sa topologie métrique usuelle, par exemple, une baseeffectivement dé-
crite typique est celle des unions finies disjointes d’intervalles ouverts à bornes rationnelles :
]a1, b1[∪]a2, b2[∪ . . .∪]ak, bk[, aveck ≥ 0, a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ . . . ≤ ak < bk, et ai, bi ∈
Q ∪ {−∞,+∞}. Plus formellement,N serait l’espace des listes strictement croissantes de
longueurs pairesℓ = (a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk) d’éléments deQ ∪ {−∞,+∞}, et O JℓK =
]a1, b1[∪]a2, b2[∪ . . .∪]ak, bk[. 0 est la liste vide,1 est la liste(−∞,+∞). Le codage de+ et
de ⋆ est un exercice de programmation. Finalement, on a(a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk) ≺≺ (a′1, b

′
1,

a′2, b
′
2, . . . , a

′
k′ , b′k′) si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ k, il existe j, 1 ≤ j ≤ k′, tel que

ai > a′j et bi < b′j.
Il existe d’autres bases effectivement décrites deR : les unions finies disjointes d’intervalles

ouverts à bornes dyadiques, c’est-à-dire de la formep/2k, p ∈ Z, k ∈ N ; ou à bornesq-adiques,
c’est-à-dire de la formep/qk, q étant un entier premier ; par exemple. En général, siQ est un sous-
ensemble dénombrable récursivement énumérable partout dense deR, la famille des unions finies
disjointes d’intervalles ouverts à bornes dansQ forme une base effectivement décrite d’ouverts
deR, muni de sa topologie métrique usuelle.

Dans la plupart des espaces métriquesX, on pourra produire une base effectivement décrite à
condition de disposer d’une famille de codesp ∈ N dénotant des pointsX JpK deX, et telle que
{X JpK |p ∈ N} soit partout dense dansX. Ceci implique en particulier queX soit séparable,
c’est-à-dire qu’il contienne un ensemble dénombrable partout dense. Soitd la distance surX.
Étant donnée une telle famille, une base effectivement décrite typique sera formée de listes finies
de listes finies de couples(p, r), p ∈ N, r ∈ Q (où Q est un sous-ensemble dénombrable ré-
cursivement énumérable partout dense deR), dénotant des unions finies d’intersections finies de
boules ouvertesBr(p) = {x ∈ X|d(x, p) < r}. L’élément0 sera la liste vide(), l’élément1 sera
la liste(()) ne contenant que la liste vide(). Les opérations+ et∗ sont un peu plus compliquées
à définir. L’opération≺≺ est nettement plus complexe à définir, et dépend en toute généralité des
propriétés de la distanced.

Notons au passage que, dans le cas oùX est un espace fini discret — le cadre le plus courant
des techniques de model-checking traditionnelles —, alorsX a une base effectivement décrite
canonique. Les codes sont juste les parties (finies) deX, autrement ditN = P(X). On a alors
0 = ∅, 1 = X, + = ∪, ⋆ = ∩, et≺≺ est juste le test d’inclusion⊆. (Dans un espace discret,
tout ouvert fini est compact.) On retrouvera dans ce cadre lesméthodes habituelles de model-
checking, fondées sur les calculs d’ensembles d’états à l’aide des opérations∅, X, ∪, ∩, et de
tests d’inclusion.

Notons que, dans ce dernier cas, ainsi que dans le cas des bases effectivement décrites deR
muni de sa topologie usuelle,≺≺ est non seulement récursivement énumérable, mais récursive.

En général, de même que nous notons≤ la relation d’ordre de (pratiquement) n’importe
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quel ensemble ordonné, nous noterons0, 1, +, ∗, ≺≺, O J_K les objets correspondants, quelles
que soient les bases effectivement décrites considérées. Ceci n’entraînera pas de confusion dans
l’usage que nous ferons. On dira alors queN est une base effectivement décrite d’ouverts deX,
plutôt que le septuplet(N,O J_K , 0, 1,+, ⋆,≺≺).

Se donner une base effectivement décrite n’est pas suffisant. Il faut encore que les fonctions
continues que nous allons manipuler soient présentées de sorte à ce que leur continuité soit
manifeste au vu des bases effectivement décrites choisies.Nous continuons de suivre Taylor
et Smyth. L’idée fondamentale, puisque la notion de base effectivement décrite n’inclut pas de
symbole permettant de décrire les points dex, est de réaliser qu’une fonction continuef : X →
Y donne naissance à une fonctionPre f : O(Y ) → O(X), qui préserve les intersections finies,
et toutes les unions. De plus, siX et Y sont sobres, la donnée dePre f caractérise en faitf ;
c’est une conséquence de (Abramsky and Jung, 1994, corollaire 7.2.8), par exemple. La fonction
Pre f est usuellement appelée la fonction depréconditiondef , en vérification.

Il serait tenter de coder la fonctionf en demandant de représenter directementPre f comme
une fonction qui à un codev d’ouvert deY associe un codeu d’ouvert deX. Ceci ne sera
en général pas possible : il n’y a aucune raison que l’image réciproque d’un ouvert définissable
O JvK soit encore définissable. En revanche, on peut coder la fonctionf comme la relationR entre
codesu d’un ouvertU deX et v d’un ouvertV deY tels queU ⋐ f−1(V ). Nous demanderons
de plus que cette relationR soit récursivement énumérable. Nous noteronsu R v lorsqueu et v
sont reliées parR.

Définition 8.3.2 (Fonction effectivement continue)SoitN1 une base effectivement décrite d’ou-
verts de l’espace localement relativement compactX1, N2 une base effectivement décrite d’ou-
verts de l’espace localement relativement compactX2. Une fonction effectivement continuede
N1 versN2 est un couple(f,Rf ) formé d’une fonction continuef : X1 → X2 et d’une relation
binaireRf ⊆ N1 ×N2 telles que :

– Rf est récursivement énumérable ;
– f−1(O JvK) =

⋃
u∈N1,u Rf v O JuK.

Par abus de langage, nous dirons quef , ou la relationRf elle-même est une fonction effective-
ment continue deX1 versX2.

Étant donnée une fonction continuef : X1 → X2, il existe une plus grande relationRf telle
que(f,Rf ) soit une fonction effectivement continue deN1 versN2 : pour tousu ∈ N1, v ∈ N2,
u Rf v si et seulementO JuK ⋐ f−1(O JvK), pour tous codesu ∈ N1 et v ∈ N2. Pour que ceci
définisse effectivement une fonction effectivement continue, il faut et il suffit que cette relation
Rf soit récursivement énumérable. Nous pourrions donc nous contenter de dire quef , à elle
seule, est effectivement continue.

Dans les applications informatiques, cependant, c’estRf qui sera le véritable objet à ma-
nipuler, etf ne sera que secondaire. Maisf est elle aussi déterminée de façon unique par la
donnée deRf . En effet, sif existe, alors nécessairementPre f(V ) =

⋃
v∈N2,OJvK⋐V
u∈N1,u Rf v

O JuK. On

peut s’en convaincre par l’argument suivant. D’abord,V est l’union desO JvK ⋐ V , v ∈ N2. Or
Pre f commute avec les unions, doncPre f(V ) =

⋃
v∈N2,OJvK⋐V f

−1(O JvK), et l’on conclut par
définition deRf .
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On peut de même décrire un système de transitions ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L, par une famille de
préconditions. Pour chaque réelr, et pour chaque ouvertV deX, θ−1

ℓ [V > r] est un ouvertU de
X. C’est l’ensemble des pointsx tels que la préprobabilité de tomber dansV après avoir suivi
une transition étiquetéeℓ est strictement supérieure àr.

On ne sait pas décrire tous les ouverts de la forme[V > r], juste ceux tels queV a un code,
et tels quer est dans une partieQ fixée, dénombrable, récursive, et partout dense dansR. Mais
c’est largement suffisant, comme le montre la proposition 8.3.5 ci-dessous. On commence par
caractériser la relation d’inclusion entre ouverts de la forme[V > r].

Lemme 8.3.3 SoitY un espace de jeux surX, muni de la topologie faible, et contenant le jeu
nul et tous lesaδx, a ∈ R+, x ∈ X.

Étant donnés deux ouverts faibles de la forme[U > r] et [V > s] deY , on a[U > r] ⊆ [V >
s] si et seulement si :(a) s < 0 (auquel cas[V > s] = Y ), ou bien(b) U = ∅ et r ≥ 0 (auquel
cas[U > r] = ∅), ou bien(c) U ⊆ V et r ≥ s.

Démonstration.Supposons d’abord que[U > r] ⊆ [V > s]. En particulier, pour touta ∈ R+ et
toutx ∈ X, si aδx ∈ [U > r] alorsaδx ∈ [V > s]. Ceci signifie que pour toutx ∈ U , eta > r,
alorsaδx(V ) > s, donc soits < 0, soitx ∈ V eta > s.

Examinons d’abord le cas oùU est non vide, et fixonsx ∈ U . Si s < 0, on est dans le cas
(a). Sinon,s ≥ 0. Alors pour touta > r, a > s. Commea est positif ou nul quelconque,r ≥ s.
À a > r fixé, pour toutx ∈ U , alorsx ∈ V , doncU ⊆ V , et nous obtenons(c).

Si en revancheU est vide, alors soit nous sommes dans le cas(b), soitr < 0. Dans ce dernier
cas,[U > r] estY tout entier, donc[V > s] = Y . Pour touta ∈ R+, et toutx ∈ X, aδx est donc
dans[V > s]. Si s ≥ 0, posonsa = s. SiX est non vide, fixonsx ∈ X, alorsaδx ∈ [V > s],
c’est-à-direaδx(V ) > a, ce qui est impossible. SiX est vide, alors il n’existe aucun jeuν dans
Y = [V > s], sinonν(V ) = ν(∅) = 0 > s, ce qui contrediraits ≥ 0 : doncY serait vide,
ce qui contredit notre hypothèse selon laquelleY contient le jeu nul. Nous aboutissons à une
contradiction dans les deux cas, doncs est en fait strictement négatif..

Réciproquement, distinguons trois cas. Si(a) s < 0, alors [V > s] = Y , et l’inclusion
[U > r] ⊆ [V > s] est triviale. Si(b) U = ∅ et r ≥ 0, alors [U > r] = ∅ est l’inclusion
est de nouveau triviale. Supposons finalement(c) U ⊆ V et r ≥ s. Pour toutν ∈ [U > r],
on aν(U) > r. Commeν est monotone et queU ⊆ V , on aν(V ) ≥ ν(U) > r ≥ s, donc
ν ∈ [V > s]. ⊓⊔

Lemme 8.3.4 SoitY un espace de jeux continus surX, muni de la topologie faible, et contenant
le jeu nul et tous lesaδx, a ∈ R+, x ∈ X.

Considérons une famille dirigée d’ouverts faibles de la forme([Ui > ri])i∈I . Alors
⋃

i∈I [Ui >
ri] =

[⋃
i∈I Ui > inf i∈I ri

]
.

Démonstration.L’inclusion
⋃

i∈I [Ui > ri] ⊆
[⋃

i∈I Ui > infi∈I ri

]
est une conséquence directe

du lemme 8.3.3. En effet, posonsU =
⋃

i∈I Ui, r = infi∈I ri, alorsUi ⊆ U et ri ≥ r pour tout
i ∈ I, donc par le cas(c) du lemme 8.3.3,[Ui > ri] ⊆ [U > r]. Donc

⋃
i∈I [Ui > ri] ⊆ [U > r].

Réciproquement, supposonsν ∈ [U > r]. Puisquer = infj∈I rj, si r < 0, alors il existe un
j ∈ I tel querj < 0, auquel cas[Uj > rj] = Y , doncν ∈ [Uj > rj]. On peut donc supposerr ≥
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0, doncri ≥ 0 pour touti ∈ I. Il est alors impossible queU soit vide, puisqueν ∈ [U > r]. Donc
la sous-famille(Ui)i∈J desUi qui sont non vides est elle-même non vide. Par le lemme 8.3.3,
si i, j ∈ J , alors[Ui > ri] ⊆ [Uj, rj ] si et seulement siUi ⊆ Uj et ri ≥ rj, les cas(a) et (b)
ne s’appliquant pas. La sous-famille(Ui)i∈J est donc en particulier dirigée, etU =

⋃
i∈J Ui.

Commeν est continue etν(U) > r, il existei ∈ J tel queν(Ui) > r. Commer = infj∈I rj, il
existej ∈ J tel queν(Ui) > rj. Or il existek ∈ J tel que[Ui > ri], [Uj > rj] ⊆ [Uk, rk]. En
particulier,ν(Uk) ≥ ν(Ui) > rj ≥ rk, doncν ∈ [Uk > rk]. En particulier,ν ∈ ⋃i∈I [Ui > ri]. ⊓⊔

Proposition 8.3.5 SoitN une base effectivement décrite des ouverts deX, etQ un sous-ensemble
dénombrable récursivement énumérable et partout dense deR. SoitY un espace de jeux continus
surX, muni de la topologie faible, et contenant le jeu nul et tous lesaδx, a ∈ R+, x ∈ X.

Tout ouvert de la forme[V > r] de Y est l’union d’une famille dirigée d’ouverts faibles
définissables, c’est-à-dire de la forme[O JuK > q], u ∈ N , q ∈ Q.

Démonstration.Par définition,V est l’union d’une famille dirigéeO JuiK, i ∈ I. Écrivons d’autre
part r = infj∈J qj, où la famille(qj)j∈J est filtrante etqj ∈ Q pour toutj ∈ J . (L’ordre surR
étant total, il suffit que cette famille soit non vide.) La famille ([O JuiK > qj])i∈I,j∈J est alors
dirigée. En effet, étant donnés[O JuiK > qj] et [O Jui′K > qj′ ], il existe par hypothèsei′′ ∈ I tel
queO JuiK ,O Jui′K ⊆ O Jui′′K et j′′ ∈ J tel queqj′′ ≤ qj, qj′. On a alors[O JuiK > qj], [O Jui′K >
qj′] ⊆ [O Jui′′K > qj′′ ] par le lemme 8.3.3. Par le lemme 8.3.4, on conclut que[V > r] =[⋃

i∈I O JuiK > infj∈J qj

]
=
[⋃

i∈I,j∈J O JuiK > infi∈I,j∈J qj

]
=
⋃

i∈I,j∈J [O JuiK > qj]. ⊓⊔

On en déduit que les ouverts définissables, c’est-à-dire de la forme[O JuK > q], u ∈ N ,
q ∈ Q, engendrent la topologie faible surY .

Il est alors tentant d’en tirer une base effectivement décrite (N ′,O′ J_K , 0′, 1′,+′, ⋆′,≺≺′) de
la topologie faible deY . NotonsPfin(A) l’ensemble des parties finies d’un ensembleA. On
poseN ′ = Pfin(Pfin(N × Q)), et O′ JSK =

⋃
C∈S

⋂
(u,q)∈C [O JuK > q] ; par convention, une

union vide vaut∅, et une intersection vide vautY tout entier. Autrement dit, on code toutes les
unions finies d’intersections finies d’ouverts définissables [O JuK > q]. Ceci suffit à engendrer
toute la topologie faible deY , et permet de définir0′ = ∅, 1′ = {∅}, S1 +′ S2 = S1 ∪ S2, et
S1 ⋆

′ S2 = {C1 ∪ C2|C1 ∈ S1, C2 ∈ S2}.
Définir la relation≺≺′ est cependant bien moins évident. Il n’est en fait pas clair que ceci soit

réalisable, et demanderait en tous cas des efforts considérables.
Rappelons cependant que notre but présent est de définir des analogues effectivement conti-

nus des fonctions de transitionθℓ. Et ceci ne nécessite pas de définir≺≺′ : il suffit d’associer àθℓ

une relation binaireR ⊆ N × Pfin(()Pfin(()N × Q)) telle queθ−1
ℓ (
⋃

C∈S

⋂
(v,q)∈C [O JvK > q])

soit l’union desO JuK tels queu R S.
On peut maintenant simplifier cette définition en remarquantqueθ−1

ℓ (
⋃

C∈S

⋂
(v,q)∈C [O JvK >

q]) =
⋃

C∈S

⋂
(v,q)∈C θ

−1
ℓ [O JvK > q]. Il suffit donc de décrire la partie deR qui décrit juste

θ−1
ℓ [O JvK > q].

Définition 8.3.6 SoitN une base effectivement décrite d’ouverts deX, et Q un sous-ensemble
dénombrable récursivement énumérable partout dense deR.
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Une fonction de transition effectivedeX versJ≤1 wk(X) est un couple(g,Rg) formé d’une
fonction continueg deX versJ≤1 wk(X) et d’une relation ternaireRg ⊆ N×N×Q telles que :

– Rg est récursivement énumérable ;
– g−1[O JvK > q] =

⋃
u∈N,(u,v,q)∈Rg

O JuK.
Un système de transitions ludiqueeffectif e surX est une famille(eℓ)ℓ∈L de fonctions de

transitions effectives, indexée parℓ ∈ L.

Ceci nous permet de définir une procédure de model-checking de certaines formules de
Lopen(A), le long de modèles décrits par des systèmes de transition effectifs : ce sera le contenu
de la proposition 8.3.8 ;

Notons
∏n

i=1 ui la quantité1 si n = 0, u1 si n = 1, sinonu1 ⋆
∏n

i=2 ui. De même, notons∑n
i=1 ui la quantité0 si n = 0, u1 si n = 1, sinonu1 +

∑n
i=2 ui. LorsqueI est un ensemble

fini d’indices,
∏

i∈I ui et
∑

i∈I ui sont définis de façon similaire, modulo une énumération des
éléments deI. Notons cependant que la sémantiqueO

q∏
i∈I ui

y
, resp.O

q∑
i∈I ui

y
, est indé-

pendante de cette énumération. Les notations
∏

i∈I ui et
∑

i∈I ui formeront donc un abus de
langage, qui ne prêtera cependant pas à conséquence, comme on pourra le vérifier au cas par cas.

Lemme 8.3.7 SoitX un espace localement relativement compact,N une base effectivement
décrite des ouverts deX, etQ un sous-ensemble dénombrable récursivement énumérable partout
dense deR. Pour tout codeu ∈ N , pour toute famille finie d’ouverts(Uij)i∈I,j∈Ji

, O JuK ⋐⋃
i∈I

⋂
j∈Ji

Uij si et seulement s’il existe une famille de codesui, i ∈ I, tels queu ≺≺∑i∈I ui et
O JuiK ⋐ Uij pour tousi ∈ I, j ∈ Ji.

Démonstration. SupposonsO JuK ⋐
⋃

i∈I

⋂
j∈Ji

Uij. CommeX est localement relativement
compact, par la propriété d’interpolation raffinée surO(X), et le fait que les ouverts définis-
sables en forment une base, il existe deux codesu′ et u′′ tels queO JuK ⋐ O Ju′K ⋐ O Ju′′K ⋐⋃

i∈I

⋂
j∈Ji

Uij. Par le lemme 3.4.12, il existe des ouvertsUi, i ∈ I, tels queO Ju′′K ⊆ ⋃i∈I Ui et

Ui ⋐
⋂

j∈Ji
Uij pour touti ∈ I. ÉcrivonsUi sous la forme d’une union dirigée d’ouvertsO JuikK,

k ∈ Ki, oùO JuikK ⋐ Ui pour toutk ∈ Ki. Alors
⋃

i∈I Ui est l’union dirigée des
⋃

i∈I O Juiki
K,

la famille (ki)i∈I variant dans
∏

i∈I Ki. CommeO Ju′K ⋐ O Ju′′K ⊆ ⋃i∈I Ui, il existe une famille
d’indices (ki)i∈I telle queO Ju′K ⊆ ⋃

i∈I O Juiki
K. Notons plus simplementui l’élémentuiki

.
Alors O JuK ⋐

⋃
i∈I O JuiK, c’est-à-direu ≺≺ ∑i∈I ui. D’autre part,O JuiK ⋐ Ui ⋐

⋂
j∈Ji

Uij

pour touti ∈ I. Ceci impliqueO JuiK ⋐ Uij, pour toutj ∈ Ji.
Réciproquement, siu ≺≺ ∑i∈I ui et O JuiK ⋐ Uij, pour toutj ∈ Ji, montrons queO JuK ⋐⋃

i∈I

⋂
j∈Ji

Uij. D’abord,O JuiK ⊆ Uij pour toutj ∈ Ji, doncO JuiK ⊆
⋂

j∈Ji
Uij. Comme

u ≺≺∑i∈I ui, O JuK ⋐
⋃

i∈I O JuiK ⊆
⋃

i∈I

⋂
j∈Ji

Uij, et l’on conclut. ⊓⊔

Proposition 8.3.8 SoitX un espace localement relativement compact.
SoitN une base effectivement décrite d’ouverts deX, etQ un sous-ensemble récursivement

énumérable partout dense deR. Unenvironnement effectif̺ est une fonction qui à toute variable
ϕ ∈ V associe un code deN . On noteraO J̺K l’environnement qui àϕ associeO J̺(ϕ)K. Une
interprétation effectiveI est une fonction qui à toute formule atomiqueA ∈ A associe un code
deN . On noteraO JIK l’interprétation qui àA associeO JI(A)K.
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SoitF une formule deL⊤∧⊥∨µ
open (A), e = (θℓ, Rℓ)ℓ∈L un système de transitions effectif. La

relation entreu, I et̺ définie parO JuK ⋐ I JF Kθ ρ, oùI = O JIK, ρ = O J̺K, est récursivement
énumérable.

Démonstration. Par récurrence structurelle surF . Si F est une variableϕ, O JuK ⋐ I JF Kθ ρ
si et seulement siO JuK ⋐ O J̺(ϕ)K, si et seulement siu ≺≺ ̺(ϕ), ce qui est récursivement
énumérable. De même siF est une formule atomiqueA. SiF = ⊤, alorsO JuK ⋐ I JF Kθ ρ si et
seulement siu ≺≺ 1.

SiF est une disjonctionF1∨F2, alorsO JuK ⋐ I JF Kθ ρ si et seulement siO JuK ⋐ I JF1Kθ ρ∪
I JF2Kθ ρ. Ceci est équivalent à l’existence de deux codesu1 etu2 tels queu ≺≺ u1+u2, O Ju1K ⋐

I JF1Kθ ρ, et O Ju2K ⋐ I JF2Kθ ρ, par le lemme 8.3.7. Comme les propriétésO Ju1K ⋐ I JF1Kθ ρ
etO Ju2K ⋐ I JF2Kθ ρ sont récursivement énumérables,O JuK ⋐ I JF Kθ ρ aussi.

Si F est une conjonctionF1 ∧ F2, alors O JuK ⋐ I JF Kθ ρ si et seulement siO JuK ⋐

I JF1Kθ ρ ∩ I JF2Kθ ρ. Encore par le lemme 8.3.7, ceci est équivalent à l’existence d’un code
u1 tel queu ≺≺ u1, O Ju1K ⋐ I JF1Kθ ρ et O Ju1K ⋐ I JF2Kθ ρ. Ces deux dernières propriétés
sont récursivement énumérables par hypothèse de récurrence, d’où la conclusion. (Notons que
si X est stablement localement relativement compact, donc relativement cohérent, on pourrait
tester siO JuK ⋐ I JF Kθ ρ en testant directement siO JuK ⋐ I JF1Kθ ρ etO JuK ⋐ I JF2Kθ ρ. Ceci
économisera l’énumération des candidatsu1.)

Si F est de la forme[ℓ]>rG, r un nombre deQ ∩ [0, 1], alorsO JuK ⋐ I JF Kθ ρ si et seule-
ment siO JuK ⋐ θ−1

ℓ [I JGKθ ρ > r]. Par le lemme 8.2.2,I JGKθ ρ est un ouvert deX, donc
s’exprime comme l’union d’une famille dirigée(O JujK)j∈J d’ouverts définissables tels que
O JujK ⋐ I JGKθ ρ pour toutj ∈ J . Or θ−1

ℓ [I JGKθ ρ > r] = {x ∈ X|θℓ(x)(I JGKθ ρ) > r} =
{x ∈ X|∃j ∈ J · θℓ(x)(O JujK) > r} =

⋃
j∈J θ

−1
ℓ [O JujK > r], puisqueθℓ(x) est continue

en toutx. Alors O JuK ⋐ θ−1
ℓ [I JGKθ ρ > r] si et seulement s’il existe un ouvertU tel que

O JuK ⋐ U ⋐
⋃

j∈J θ
−1
ℓ [O JujK > r], par la propriété d’interpolation. Ceci implique qu’il existe

j ∈ J tel queO JuK ⋐ θ−1
ℓ [O JujK > r]. Réciproquement, siO JuK ⋐ θ−1

ℓ [O JujK > r], il est
clair queO JuK ⋐

⋃
j∈J θ

−1
ℓ [O JujK > r] = θ−1

ℓ [I JGKθ ρ > r]. On en déduit queO JuK ⋐

I JF Kθ ρ si et seulement s’il existe un codeu′ (uj ci-dessus) tel queO JuK ⋐ θ−1
ℓ [O Ju′K > r] et

O Ju′K ⋐ I JGKθ ρ. Ceci est équivalent, par hypothèse, à l’existence deu′ tel que(u, u′, r) ∈ Rℓ

et O Ju′K ⋐ I JGKθ ρ. Ce test est récursivement énumérable, parce queRℓ l’est, et que le test
O Ju′K ⋐ I JGKθ ρ l’est par hypothèse de récurrence.

Si F est de la formeµϕ · G, alorsI JF Kθ ρ =
⋃

n∈N
Un par le corollaire 8.2.7, oùU0 = ∅,

Un+1 = I JGKθ (ρ[ϕ 7→ Un]) pour tout entiern. De plus, la famille(Un)n∈N
est croissante, donc

dirigée. C’est une conséquence facile du lemme 8.2.5. AlorsO JuK ⋐ I JF Kθ ρ si et seulement
s’il existe un entiern ∈ N tel queO JuK ⋐ Un. En effet, la direction si est évidente, et réci-
proquement, siO JuK ⋐ I JF Kθ ρ alors il existe un ouvertU tel queO JuK ⋐ U ⋐ I JF Kθ ρ par
interpolation, doncU ⊆ Un pour un certainn ∈ N, d’où O JuK ⋐ Un. D’autre part, si l’on pose
G0 = ⊥, etGi+1 la formuleG où l’on a remplacéϕ parGi pour touti ∈ N, il est facile de voir
queUn = I JGnKθ ρ pour toutn ∈ N. Il suffit alors d’énumérer les entiersn ∈ N, et pour chacun
de tester siO JuK ⋐ Un, ce qui revient à tester siO JuK ⋐ I JGnKθ ρ. On conclut parce queGn est
calculable en fonction den, et que le testO JuK ⋐ I JGnKθ ρ est récursivement énumérable par
hypothèse de récurrence. ⊓⊔
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Si l’on dispose d’un codage des points deX, c’est-à-dire s’il existe un ensemble récursive-
ment énumérableP et une fonction d’interprétationP J_K : P → X, et untest d’appartenance
ǫ, c’est-à-dire une relation binaire récursivement énumérable entreP etN telle quep ǫ u si
et seulement siP JpK ∈ O JuK, alors on peut tester siρ, x |=I

θ F pour tout pointdéfinissablex,
c’est-à-dire pour tout pointx de la formeP JpK, p ∈ P . Comme plus haut, ceci suppose que
ρ soit définissable (de la formeO J̺K), queI soit définissable (de la formeO JIK), queF soit
une formule deL⊤∧⊥∨µ

open (A), queθ soit un système de transitions effectif, et bien sûr queX soit
localement relativement compact.

En effet,ρ, x |=I
θ F si et seulement six ∈ I JF Kθ ρ, si et seulement s’il existe un ouvertV tel

quex ∈ V ⋐ I JF Kθ ρ. Par la propriété d’interpolation raffinée, il existe alorsun codeu ∈ N tel
quex ∈ V ⋐ O JuK ⋐ I JF Kθ ρ, doncx ∈ O JuK ⋐ I JF Kθ ρ. Puisquex est définissable, posons
x = P JpK, alorsp ǫ u et O JuK ⋐ I JF Kθ ρ. Réciproquement, sip ǫ u et O JuK ⋐ I JF Kθ ρ,
clairementx ∈ I JF Kθ ρ. On peut donc tester siρ, x |=I

θ F en énumérant les codesu d’ouverts et
en testant sip ǫ u etO JuK ⋐ I JF Kθ ρ (ce dernier, par la proposition 8.3.8).

Dans le cas oùF ne contient pas non plus d’opérateur de point fixeµ, et modulo une hy-
pothèse supplémentaire, on peut directement calculer complètement un code de l’ensemble des
points satisfiantF . C’est beaucoup plus simple que la construction ci-dessus.De plus, il n’est
pas raisonnable d’écrire la construction ci-dessus sous forme de programme, pour des raisons
d’efficacité. La prochaine construction sera plus réaliste, sous cet angle. L’hypothèse dont nous
aurons besoin est celle d’effectivité forte, définie ci-dessous.

Définition 8.3.9 SoitN une base effectivement décrite d’ouverts de l’espace localement relati-
vement compactX.

Une fonction de transition fortement effectivedeX versJ≤1 wk(X) est un couple(g,G)
formé d’une fonction continueg deX versJ≤1 wk(X), et d’une fonction calculableG deN ×Q

versN , telle queO JG(u, q)K = g−1[O JuK > q].
Un système de transitions ludiquefortement effectife surX est une famille(eℓ)ℓ∈L de fonc-

tions de transitions fortement effectives, indexée parℓ ∈ L.

Il est facile de voir que l’effectivité forte implique l’effectivité simple : lorsqueeℓ = (θℓ, Dℓ) est
fortement effective, il suffit pour testerO JuK ⋐ θ−1

ℓ [O JvK > q] de testeru ≺≺ Dℓ(v, q), puisque
≺≺ est récursivement énumérable.

Proposition 8.3.10 SoitX un espace localement relativement compact.
SoitN une base effectivement décrite d’ouverts deX, etQ un sous-ensemble récursivement

énumérable partout dense deR. Soite = (θℓ, Dℓ)ℓ∈L un système de transitions fortement effectif.
Pour toute formuleF deL⊤∧⊥∨

open (A), on peut calculer un codeuI,̺(F ) tel queO JuI,ρ(F )K =
I JF Kθ ρ, oùI = O JIK, ρ = O J̺K. De façon explicite :

uI,ρ(A) = I(A) uI,ρ(ϕ) = (ϕ)

uI,ρ(⊤) = 1 uI,̺(F1 ∧ F2) = uI,̺(F1) ⋆ uI,̺(F2)

uI,̺(⊥) = 0 uI,̺(F1 ∨ F2) = uI,̺(F1) + uI,̺(F2)

uI,̺([ℓ]>rF ) = Dℓ(uI,̺F, r)
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Démonstration. Par récurrence structurelle surF . Dans le cas oùF = [ℓ]>rF
′, I JF Kθ ρ =

θ−1
ℓ [I JF ′Kθ ρ > r] = θ−1

ℓ [O JuI,ρ(F
′)K > r] (par hypothèse de récurrence)= O JDℓ(uI,ρ(F

′), r)K
(par définition). ⊓⊔

8.3.2 Sur des bases effectives de compacts ouverts

La théorie de la section 8.3.1 est générale, et est essentiellement une théorie de ce qui est
récursivement énumérable en vérification. Ceci a un intérêtessentiellement théorique : on a alors
une procédure qui répondra “oui” si et seulement si la propriété que l’on cherche à vérifier est
vraie, mais si cette propriété est fausse, la procédure peutne pas terminer. De plus, on peut remar-
quer que les constructions algorithmiques de la section 8.3.1 procèdent souvent par énumération
aveugle de tous les codesu ∈ N , et sont donc extrêmement inefficaces, même lorsqu’elles ter-
minent.

La source du problème tient au fait que nous avons supposéX localement relativement com-
pact, c’est-à-dire queO(X) est un cpo qui n’est que continu. La seule relation intéressante entre
ouverts était alors⋐. Demandons maintenant queO(X) soit un cpoalgébrique. Nous raisonne-
rons alors non plus sur des codes d’ouverts d’une base quelconque deO(X), mais sur des codes
d’ouverts qui sont des éléments finis deO(X). Un élément finiU deO(X) est par définition un
ouvertU tel queU ⋐ U . Par définition de⋐, U ⋐ U si et seulement siU est compact. Donc un
élément fini deO(X) est un compact ouvert. En particulier,O(X) est algébrique si et seulement
siX est fantomatique :

Définition 8.3.11 (Fantomatique) Un espace topologiqueX est fantomatiquesi et seulement
si tout élément a une base de voisinages formés de compacts ouverts, autrement dit si pour tout
x ∈ X, pour tout ouvertV deX, il existe un compact ouvertU ⋐ U tel quex ∈ U ⊆ V .

Ceci est proche de la notion d’espacespectral(Abramsky and Jung, 1994, section 7.2.5), qui
est un espace fantomatique bien filtrant et cohérent. Tout espace fantomatique, donc aussi tout
espace spectral, est localement compact.

Un exemple trivial d’espace fantomatique est donné par n’importe quel ensembleX muni
de la topologie discrète. C’est le cas usuellement considéré en model-checking classique, où la
topologie ne joue en général aucun rôle. Les compacts saturés deX en sont en effet les parties
finies, qui sont toutes ouvertes. Comme toute partie deX s’écrit comme une union dirigée de
parties finies, tout espace discret est bien fantomatique, et même spectral.

En général, tout espaceAlexandroff-discretest fantomatique. Un espaceX est dit Alexandroff-
discret si et seulement si non seulement toute union, mais aussi toute intersection (finie ou pas)
d’ouverts est ouverte. Il est facile de voir que la topologiedeX coïncide alors avec la topo-
logie d’Alexandroff de son préordre de spécialisation≤. Les espaces Alexandroff-discrets sont
donc juste les espaces préordonnés, munis de leur topologies d’Alexandroff. Dans un espace
Alexandroff-discret, les ouverts sont les clos par le haut,et les compacts saturés sont les com-
pacts finitaires↑ E (E ⊆ X fini). Les compacts saturés sont donc en particulier tous ouverts.
Comme tout ouvert est union dirigée de compacts finitaires, un espace Alexandroff-discretX est
fantomatique. Il est spectral si≤ est un ordre qui vérifie la propriété M (voir le corollaire 3.1.7).
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Rappelons aussi que la relation≤ est un beau préordre surX si et seulement si, récipro-
quement, tout ouvert d’Alexandroff est un compact finitaire. Ce genre d’espaces porte un nom
Grothendieck (1960) :

Définition 8.3.12 (Noethérien)Un espacenoethérienX est un espace dans lequel tout ouvert
est compact.

Tout espace noethérien est automatiquement fantomatique :si x ∈ V et V est ouvert, alors on
prendU = V , qui est aussi compact. SiX est ordonné par un beau préordre≤, alors muni de
sa topologie d’Alexandroff, il forme un espace noethérien.Un exemple typique est donné par
l’espaceNk desk-uplets d’entiers, ordonnés par l’ordre composante par composante≤. Par le
lemme de Dickson,≤ est un beau préordre, doncNk est noethérien.

En fait, la notion d’espace noethérien est en forte relationavec celle de beau préordre :

Proposition 8.3.13 Considérons les propriétés suivantes :

1. X est noethérien ;

2. X est un espace dans lequel tout ouvert est un compact finitaire;

3. le préordre de spécialisation≤ deX est un beau préordre.

Alors3 implique2, 2 implique1, et siX est Alexandroff-discret alors1 implique3.

Démonstration.3 ⇒ 2. Supposons que≤ soit un beau préordre. Les clos par le haut sont donc
tous des compacts finitaires. On conclut parce que tout ouvert est clos par le haut.

L’implication 2⇒ 1 est évidente.
1 ⇒ 3 siX est Alexandroff-discret. Soitx1, x2, . . . ,xk, . . . , une suite infinie d’éléments de

X, et considérons l’ouvertU = ↑ {xn|n ≥ 1}. Par1,U est compact. Par construction,(↑ xn)n≥1

est un recouvrement ouvert deU , donc il existe une partie finieJ telle queU ⊆ ↑ {xj|j ∈ J}.
Soit n un entier strictement plus grand que tout élément deJ . Par constructionxn ∈ U , donc
xn ∈ ↑ {xj|j ∈ J}, ce qui implique l’existence d’un indicej < n tel quexj ≤ xn. Donc≤ est
un beau préordre. ⊓⊔

On a une autre caractérisation des espaces noethériens :

Proposition 8.3.14 SoitX un espace topologique. AlorsX est noethérien si et seulement si le
treillis O(X) des ouverts deX vérifie lacondition de chaîne croissante: toute chaîne croissante
U0 ⊆ U1 ⊆ . . . ⊆ Uk ⊆ . . . est stationnaire, c’est-à-dire qu’il existe un indiceN tel que pour
toutk ≥ N , Uk = UN .

Démonstration.Supposons d’abordX noethérien.
⋃

n∈N
Un est ouvert, donc compact puisque

X est noethérien. Du recouvrement ouvert dirigé(Un)n∈N
on peut donc extraireUN qui contient⋃

n∈N
Un. Pour toutk ≥ N , on a alorsUk ⊆

⋃
n∈N

Un ⊆ UN ⊆ Uk, doncUk = UN .
Réciproquement, supposonsX non noethérien, et montrons queO(X) n’a pas la condition

de chaîne croissante. SoitU un ouvert non compact deX. Il existe donc un recouvrement ouvert
(Vi)i∈I deU dont on ne peut pas extraire de sous-recouvrement fini. On construit par récurrence
sur i une suite d’ouvertsW1, W2, . . . ,Wk, . . . , comme suit. À chaque étapeWk sera une union
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finie d’ouverts de la formeVi, i ∈ I. De plus, la suiteW1, W2, . . . ,Wk, . . . , sera strictement
croissante. En supposantW1, W2, . . . ,Wk−1 construits, par hypothèseWk−1 ne contient pasU ,
sinon on aurait un sous-recouvrement fini deU par desVi. Il existe donc un élémentxk deU
hors deWk−1, et qui est donc élément d’un certainVik . PosonsWk = Wk−1 ∪ Vik . Puisque
xk ∈ Wk maisxk 6∈ Wk−1, Wk−1 est strictement inclus dansWk. De plus,Wk est encore une
union finie d’ouverts de la formeVi. Ceci termine la construction de la suite(Wk)k∈N

. Elle n’est
pas stationnaire, doncO(X) n’a pas la condition de chaîne croissante. ⊓⊔
La théorie des espaces noethériens est riche, et nous renvoyons le lecteur à Goubault-Larrecq
(2007) pour plus de détails.

Dans la définition d’une base effective ci-dessous, nous aurons besoin d’interpréter les élé-
ments de la base comme des compacts ouverts, en particulier1. Ceci requiert queX soit non
seulement fantomatique mais compact. Or ceci semble restreindre la portée de la définition : un
espace discret n’est compact que s’il est fini notamment. Ceci se répare facilement en considérant
l’espaceX⊥ à la place deX, au cas oùX ne serait pas compact. On rappelle queX⊥ est toujours
compact (lemme 6.3.8). De plus :

Lemme 8.3.15SiX est fantomatique (resp. bien filtrant, cohérent, spectral,noethérien), alors
X⊥ aussi.

Démonstration.SiX est fantomatique, pour toutx ∈ X⊥ et tout ouvertV deX⊥ tel quex ∈ V ,
montrons qu’il existe un compact ouvertU deX⊥ tel quex ∈ U ⊆ V . Si V est un ouvert de
X, alorsx ∈ X, et il suffit de prendre un compact ouvertU deX tel quex ∈ U ⊆ V : U est
alors ouvert dansX⊥ par construction, et compact saturé deX⊥ car compact saturé deX, et en
utilisant le lemme 6.3.8. L’autre cas est celui oùV = X⊥, auquel cas il suffit de prendreU = V .

SiX est bien filtrant,X⊥ aussi : nous avons déjà utilisé cet argument dans la démonstration
du lemme 6.3.8. De plus, siX est cohérent, alors l’intersection de deux compacts saturés Q1

et Q2 deX⊥ est, par le lemme 6.3.8, soit l’intersection de deux compacts saturés deX, soit
l’intersection d’un compact saturé deX avecX⊥ tout entier, soitX⊥. Dans tous les casQ1 ∩Q2

est un compact saturé deX⊥.
SiX est noethérien, les ouverts deX⊥ sontX⊥ tout entier, qui est compact, ou des ouverts

deX, qui sont par hypothèse compacts saturés dansX, donc compacts saturés dansX⊥ par le
lemme 6.3.8. ⊓⊔
La construction deX⊥ n’est pas nécessaire dans le cas d’espaces Alexandroff-discrets dont le
préordre de spécialisation est un beau préordre. En général, si X est noethérien,X est déjà
compact : c’est parce queX est ouvert, donc compact.

Pour pouvoir interpréter l’intersection∗, nous aurons besoin que l’intersection de deux com-
pacts ouverts soit encore compacte ouverte.

Définition 8.3.16 Un espaceX estfaiblement cohérentsi et seulement si l’intersection de deux
compacts ouverts y est toujours compacte.

Un espace eststablement fantomatiquesi et seulement s’il est fantomatique, faiblement co-
hérent, et compact.
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Lemme 8.3.17Tout espace noethérien est stablement fantomatique. Tout espace cohérent est
faiblement cohérent.

Démonstration.Tout espace noethérien est fantomatique, et compact, commeon l’a remarqué
plus haut. SoitX un espace noethérien, et montrons qu’il est faiblement cohérent. SoientV1 et
V2 deux compacts ouverts deX. Leur intersectionV1 ∩ V2 est ouverte, donc compacte puisque
X est noethérien. Le reste du lemme est évident. ⊓⊔

Définition 8.3.18 Un espaceX est despectre bien fondési et seulement si toute famille filtrante
(Qi)i∈I de compacts ouverts admet un plus petit élément : il existej ∈ I tel queQj =

⋂
i∈I Qi ⊆

U .

On notera qu’un espace noethérien n’est pas nécessairementde spectre bien fondé. Par exemple,
dans l’espace noethérienNk muni de sa topologie d’Alexandroff,Qi = {(n1, . . . , nk) ∈ Nk|n1 +
. . . + nk ≥ i} est un compact (nécessairement finitaire), et(Qi)i∈N

est une suite décroissante,
donc une famille filtrante de compacts. De plus,

⋂
i∈N

Qi = ∅, mais aucunQi n’est vide.

Lemme 8.3.19On dit qu’un préordre≤ a la condition de chaîne croissantesi et seulement si
toute chaîne croissantex1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xk ≤ . . . est stationnaire, autrement dit il existeN tel
quexN ≤ xk etxk ≤ xN pour toutk ≥ N .

On dit que≤ a la propriété delimite finie si et seulement si toute famille dirigée(xi)i∈I a
une borne supérieure prise dans la famille.

SoitX un espace Alexandroff-discret. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ≤ a la condition de chaîne croissante ;

2. ≤ a la propriété de limite finie ;

3. X est de spectre bien fondé.

Démonstration. 1 ⇒ 2. Supposons la condition de chaîne croissante vérifiée, et soit (xi)i∈I

une famille dirigée. Supposons que cette famille n’ait pas de borne supérieure prise dans la
famille. On construit une suite croissante comme suit. D’abord, y1 est un élément quelconque
de la famille. Ensuite, en supposant la suite croissante nonstationnairey1 ≤ . . . ≤ yn définie,
puisque(xi)i∈I n’a pas de borne supérieure prise dans la famille,yn n’en est pas une borne
supérieure. Il existe donc un élémentxi qui n’est pas inférieur ou égal àyn. Commexi etyn sont
dans la famille, et que cette dernière est dirigée, il existedonc un autre élément de la famille plus
grand ou égal àxi et àyn. Appelons-leyn+1. On a doncy1 ≤ . . . ≤ yn ≤ yn+1. De plus, cette
suite n’est pas stationnaire : si on avaityn+1 ≤ yi (1 ≤ i ≤ n) alorsyn+1 ≤ yn, doncxi ≤ yn,
ce qui est impossible. On fabrique ainsi par récurrence surn une suite infinie non stationnaire
y1 ≤ . . . ≤ yn ≤ . . ., ce qui contredit la condition de chaîne croissante.

2⇒ 3. Supposons queX ait la propriété de limite finie. En particulier,X est un cpo, et l’on
rappelle que tout cpo est finitairement sobre. CommeX est Alexandroff-discret, les compacts
saturés deX sont les compacts finitaires, qui sont tous ouverts. Soit donc (Qi)i∈I une famille
filtrante de compacts ouverts d’intersection incluse dans l’ouvertU . On peut écrireQi = ↑ Ei,
où lesEi sont des parties finies deX. PuisqueX est finitairement sobre, il existei ∈ I tel
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queQi ⊆ U , doncX est bien filtrant. Par le lemme 3.3.1, toute intersection filtrante
⋂

i∈I Qi

de compacts saturés (finitaires, ouverts) est un compact saturé (donc finitaire)Q. PuisqueX est
Alexandroff-discret,Q est aussi ouvert, donc puisqueX est bien filtrant, il existej ∈ I tel que
Qj ⊆ Q. CommeQ =

⋂
i∈I Qi ⊆ Qj, on aQj = Q : X est de spectre bien fondé.

3 ⇒ 1. SupposonsX de spectre bien fondé. Soitx1 ≤ . . . ≤ xn ≤ . . . une suite croissante.
PosonsQi le compact finitaire↑ xi. Qi est ouvert puisqueX est Alexandroff-discret. De plus,
la suite(Qi)i≥1 est décroissante, donc filtrante. Il existe donc unj ≥ 1 tel queQj =

⋂
i≥1Qi.

DoncQj ⊆
⋂

i≥j Qi, ce qui implique quexj est supérieur ou égal à toutxi, i ≥ j, autrement dit
la suite est stationnaire. ⊓⊔
Définition 8.3.20 (Base calculable)SoitX un espace stablement fantomatique. Unebase cal-
culablede compacts ouverts deX est un septuplet(N,KO J_K , 0, 1,+, ⋆,�) tel que :

– N est un ensemble dénombrable récursif, dit decodes;
– KO J_K est une fonction deN vers l’espaceKO(X) des compacts ouverts deX ; lorsque
U = KO JuK, on dira queu est un code du compact ouvertU ;

– 0 ∈ N est un code du compact ouvert vide∅ ;
– 1 ∈ N est un code du compact ouvertX ;
– + est une fonction deN ×N dansN , telle queKO Ju+ vK = KO JuK∪KO JvK pour tous
u, v ∈ N ;

– ⋆ est une fonction deN ×N dansN , telle queKO Ju ⋆ vK = KO JuK ∩KO JvK pour tous
u, v ∈ N ; ;

– � est une relation binaire, récursive, entre éléments deN , telle queu � v si et seulement
si KO JuK ⊆ KO JvK ;

– on demande finalement que(KO JuK)u∈N engendre la topologie deX, ceci revenant à dire
que tout ouvertU deX est union d’une famille dirigée de la forme(O JuiK)i∈I , ou encore
que(O JuK)u∈N forme une base d’éléments finis du cpo algébriqueO(X).

Par imitation de la définition 8.3.2, on pose :

Définition 8.3.21 (Fonction calculablement continue)SoitN1 une base calculable de l’espace
stablement fantomatiqueX1, N2 une base calculable de l’espace stablement fantomatiqueX2.
Notonsu ∼= v si et seulement siu � v et v � u.

Une fonction calculablement continuedeN1 versN2 est une fonctione : N2 → N1 telle
que :

– e(1) ∼= 1 ;
– e(u ⋆ v) ∼= e(u) ⋆ e(v) ;
– e(u+ v) ∼= e(u) + e(v) ;
– la relationu � e(v) est récursive.

On dira quee estfortement calculablement continue, oucalculable, si et seulement sie est elle-
même une fonction récursive, auquel cas la relationu � e(v) est automatiquement récursive elle
aussi.

On en déduit une notion immédiate de système de transition ludique calculable, bien que les
ouverts[U > r] ne forment pas en général une base de compacts ouverts, même lorsqueU est
compact et ouvert.
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Définition 8.3.22 Unefonction de transition calculableeℓ deX versJ≤1 wk(X) est une fonction
calculable deN × Q versN . On dit queeℓ représenteθℓ si et seulement siKO Jeℓ(v, q)K =
θ−1

ℓ [KO JvK > q] pour toutv ∈ N , q ∈ Q. Un système de transitions ludique calculableest
une famillee = (eℓ)ℓ∈L de fonctions de transitions calculables ; ilreprésenteθ = (θℓ)ℓ∈L si et
seulementeℓ représenteθℓ pour toutℓ ∈ L.

On peut alors calculer l’ensemble des pointsx oùx, ρ |=I
θ F , de façon relativement évidente.

Proposition 8.3.23 SoitX un espace stablement fantomatique.
SoitN une base effective de compacts ouverts deX, etQ un sous-ensemble récursif partout

dense deR. SoitI une interprétation effective,̺ un environnement effectif. SoitF une formule
deL⊤∧⊥∨

open (A), on peut calculer un codeuI,̺(F ) tel queO JuI,ρ(F )K = I JF Kθ ρ, où I = O JIK,
ρ = O J̺K. De façon explicite :

uI,ρ(A) = I(A)

uI,ρ(ϕ) = ̺(ϕ)

uI,ρ(⊤) = 1

uI,̺(F1 ∧ F2) = uI,̺(F1) ⋆ uI,̺(F2)

uI,̺(⊥) = 0

uI,̺(F1 ∨ F2) = uI,̺(F1) + uI,̺(F2)

uI,̺([ℓ]>rF ) = eℓ(uI,̺F, r)

SiX est de plus noethérien, alors c’est encore vrai de toute formule deL
⊤∧⊥∨µ
open (A). La clause

supplémentaire est :

uI,̺(µϕ · F ) = vk

oùv0 = 0, vn+1 = uI,̺[ϕ 7→vn](F ) pour toutn ∈ N,

etk est l’indice le plus petit tel quevk+1 � vk

C’est encore vrai de toute formule deL⊤∧⊥∨ν
open (A) si X est de spectre bien fondé, et de toute

formule deL⊤∧⊥∨µν
open (A) siX est noethérien et de spectre bien fondé. On pose alors :

uI,̺(νϕ · F ) = wk

oùw0 = 1, wn+1 = uI,̺[ϕ 7→wn](F ) pour toutn ∈ N,

etk est l’indice le plus petit tel quewk � wk+1

Démonstration.Toutes les clauses sont évidentes, sauf pour le calcul deµϕ · F et deνϕ · F .
Pourµϕ · F , la suitevn, n ∈ N, est croissante dans l’ordre� : on av0 � v1, et sivi � vi+1

alorsKO JviK ⊆ KO Jvi+1K, doncKO Jvi+1K = I JF Kθ (ρ[ϕ 7→ KO JviK]) ⊆ I JF Kθ (ρ[ϕ 7→
KO Jvi+1K]) (par le lemme 8.2.5)= KO Jvi+2K. L’union U =

⋃
n∈N

KO JvnK est un ouvert, donc
un compact puisqueX est ici supposé noethérien. Comme la famille(KO JvnK)n∈N

est dirigée,
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il existe donc un indicek ∈ N tel queU ⊆ KO JvkK. Alors KO Jvk+1K ⊆ U ⊆ KO JvkK, donc
vk+1 � vk. Choisissonsk minimal tel quevk+1 � vk. Comme la suite(vn)n∈N

est croissante,
vk
∼= vk+1, et il est facile de voir qu’alorsvn

∼= vk pour toutn ≥ k. DoncU = KO JvkK est le
plus petit point fixe cherché, soitU = KO JvkK = I Jµϕ · F Kθ ρ.

Pourνϕ ·F , un argument similaire établit quewn, n ∈ N, est une suite décroissante. La suite
(KO JwnK)n∈N

est donc une suite décroissante de compacts ouverts. CommeX est de spectre
bien fondé, son intersection est atteinte à un certain indice k. Alors wk � wk+1, et I JF Kθ ρ =
KO JwkK. ⊓⊔

8.4 Évaluation de gains

Évaluer une formuleF sur un système de transitions ludiqueθ est une chose, mais il peut
être plus intéressant de savoir évaluer des gains le long de parties jouées surθ. Ceci est inspiré
de la théorie des processus de décision de Markov.

Associons à chaque étatx ∈ X et chaque actionℓ ∈ L unerécompenserℓ(x) ∈ R, typi-
quement une somme d’argent que nous gagnons si nous exécutons une actionℓ à partir dex. Si
rℓ(x) < 0, nous perdons de l’argent, sirℓ(x) = 0 alors passer par l’étatx est neutre : nous ne
perdons ni ne gagnons d’argent.

Cherchons maintenant à évaluer notre gain moyen sur toute partie jouée sur le système de
transition ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L.

En premier, nous supposerons queP peut contrôler en partie la stratégie d’évolution de la
partie en demandant de jouer une suitew d’actionsℓ ∈ L appartenant à un certain langageW
de mots, finis ou infinis. Un cas particulièrement intéressant sera celui oùW est un langage
rationnel, c’est-à-dire oùW est le langage reconnu en un certain sommet d’un automate, etnous
nous y limiterons.

Définition 8.4.1 (Automate) Un automateest un couple(V,E), oùE ⊆ V × L × V est l’en-
semble destransitions; on supposera que, pour toutq ∈ V , pour toutℓ ∈ L, l’ensemble desq′

tels que(q, ℓ, q′) ∈ E est fini. On noteraq
ℓ−→q′ si (q, ℓ, q′) appartient àE.

On peut penser àq comme à un numéro de ligne dans un programme queP exécute, etX
et θ comme étant l’environnement (le reste du monde). Alors queP est au sommetq, et que

l’environnement est dans l’étatx, P pourra choisir une actionℓ telle queq
ℓ−→q′, pour un certain

sommetq′ ∈ V — c’est-à-dire exécuter une instructionℓ, passant au point de programme suivant
q′ — et alors l’environnement passera dans un étaty ∈ X selon la préprobabilitéθℓ(x).

Alors queP a un contrôle sur les actionsℓ ∈ L, en revanche,P ne peut pas contrôler les
actions deC, modélisées par le non-déterminisme inclus dans le fait queθℓ(x) est un jeu, et non
pas une valution.

Nous allons ensuite supposer queP cherche à maximiser ses gains. Intuitivement, le gain
deP selon un chemin d’exécution, partant de l’étatx0 et du sommetq0, passant ensuite via une
actionℓ1 ∈ L à un étatx1 et un sommetq1, . . . , via une actionℓk ∈ L à un étatxk et un sommet
qk, . . . , comme étant la somme des récompensesrℓ1(x0) + rℓ2(x1) + . . . + rℓk

(xk−1) + . . .. On
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peut généraliser un peu, et supposer que la récompense dépend aussi du sommetq oùP se trouve,
ce qui modélise par exemple queP puisse préférer recevoir un gain de1 s’il est dans l’étatq1
plutôt que s’il est dans l’étatq2. On peut aussi demander que le gain dépende du sommetq′ où
P arrive après avoir exécuté l’actionℓ. Le gain selon un chemin d’exécution comme ci-dessus
s’exprimera donc en généralr

q0
ℓ1−→q1

(x0) + r
q1

ℓ2−→q2

(x1) + . . . + r
qk−1

ℓk−→qk

(xk−1) + . . ., où la

fonction derécompenser
q

ℓ
−→q′

(x) peut dépendre en général enq, ℓ, etq′ en plus dex.
Si le chemin d’exécution est fini, ceci est bien défini, mais pas s’il est infini. Pour éviter

cette difficulté, nous allons supposer queP préfère obtenir de l’argent tout de suite, plutôt que
d’attendre de franchir une ou plusieurs transitions, et de gagner de l’argent plus tard : si son gain
à l’état y successeur dex via l’action ℓ, deq à q′, vauta, alors il estimera équivalent si on lui
donneaγ

q
ℓ

−→q′
tout de suite, oùγ

q
ℓ

−→q′
est une constante dans]0, 1[, qui peut en général dépendre

de q, ℓ, et q′. Il est courant de poserγ
q

ℓ
−→q′

égal à une constanteγ, représentant une forme

de rabais. Le gain le long d’une exécution sera alors de la forme
∑

k≥0 γq0
ℓ1−→q1

γ
q1

ℓ2−→q2

. . . +

γ
qk−1

ℓk−→qk

r
qk

ℓk+1
−→ qk+1

(xk), ce qui aura un sens dès que, par exemple, toutes les récompenses sont

uniformément bornées — il existea, b ∈ R tels quea ≤ r
q

ℓ
−→q′

(x) ≤ b pour tousq, ℓ, q′, x — et
que les rabais sont positifs ou nuls et majorés par une constanteγ < 1.

Ceci étant posé, le gain moyenVq(x) au sommetq en l’étatx, s’il est défini, vérifiera l’équa-
tion suivante :

Vq(x) = sup
ℓ,q′/q

ℓ
−→q′

[
r
q

ℓ
−→q′

(x) + γ
q

ℓ
−→q′

C

∫

y∈X

Vq′(y)dθℓ(x)

]
(8.3)

Par convention, nous supposerons que la borne supérieure d’une famille vide de réels vaut zéro.
En particulier, siP est à un sommetq, et ne peut exécuter aucune actionℓ, nous estimerons que
le système s’arrête, et queP ne gagne ni ne perd rien.

Il peut aider de voir ce que l’équation (8.3) signifie lorsqueθℓ(x) est une crédibilité simple∑nℓ

i=1 aiℓxuQiℓx
, modélisant le fait que, d’une part, les choix probabilistes sont parmi un nombre

fini de possibilités, de probabilitésaiℓx, et d’autre part,C joue de façon non déterministe parmi
des ensembles (compacts)Qiℓx :

Vq(x) = sup
ℓ,q′/q

ℓ
−→q′

[
r
q

ℓ
−→q′

(x) + γ
q

ℓ
−→q′

nℓ∑

i=1

aiℓx min
y∈Qiℓx

Vq′(y)

]
(8.4)

On voit notamment comment s’organise l’alternance des choix deP, tendant à maximiser le gain
(lessup), les choix probabilistes (les sommes pondérées par les coefficientsaiℓx), et les tentatives
deC de minimiser le gain deP (lesmin).

Nous cherchons maintenant à distinguer certains cas où l’équation (8.3) a une solution, et où
cette solution est unique. Classiquement, les deux cas les plus importants sont celui àhorizon
fini, où l’on ne peut pas jouer plus d’un nombre fixé à l’avance de tours ; et le cas où le rabais
γ

q
ℓ

−→q′
(x) est une constanteγ dans]0, 1[. Nous examinerons ces deux cas plus loin. En attendant,

observons que la formule (8.3) est un cas particulier. Par exemple, on peut vouloir attribuer
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des récompenses non seulement lorsque l’on franchit certaines transitions, mais aussi lorsque
l’on atteint certains états (même si on ne peut pas sortir de ces états). Nous proposons donc un
formalisme de systèmes d’équations fonctionnelles qui résume les constructions typiques dont
nous avons besoin. Ceci s’inspire librement de Desharnais et al. (2004, définition 4.1).

Définition 8.4.2 SoitX un espace topologique,θ = (θℓ)ℓ∈L un système de transitions ludique
sur X, et (V,E) un automate,E ⊆ V × L × V . Soit R un ensemble, dit de paramètres de
récompenses,G un ensemble, dit de paramètres de rabais.

On définit les grammaires desexpressions fonctionnelles de sommetf ∈ F(R,G,X) surR, G,
et l’ensemble d’inconnuesX, et desexpressions fonctionnelles de transitionsf→ ∈ F→(R,G,X)
surR, G, et l’ensemble d’inconnuesX, par :

f ::= r récompense(r ∈ R)
| v variable(v ∈ X)
| max(f, f) maximum
| min(f, f) minimum
| f + f somme
| g× f produit par une constante(g ∈ G)
| 2Af

→ supremum sur les transitions sortantes(A ∈ P(L))
| 3Af

→ minimum sur les transitions sortantes(A ∈ Pfin(L))
f→ ::= r récompense(r ∈ R)

| max(f→, f→) maximum
| min(f→, f→) minimum
| f→ + f→ somme
| g× f→ produit par une constante(g ∈ G)
|

∫
f moyenne sur l’état suivant

Un contexteC est la donnée de familles de fonctionsCq (q ∈ V ) etC
q

ℓ
−→q′

((q, ℓ, q′) ∈ E) de

R vers l’espace des fonctions continues deX versR ; de familles de fonctions, encore notéesCq

(q ∈ V ) etC
q

ℓ
−→q′

((q, ℓ, q′) ∈ E), deG versR+.

Un environnementρ est une famille de fonctionsρq, q ∈ V , qui à toute variablev ∈ X

associe une fonction continue deX versR.
La sémantique des expressions fonctionnelles est donnée par deux familles de fonctions conti-

nuesC JfKq ρ deX versR (q ∈ V , f ∈ F(R,G,X)) etC Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ deX versR ((q, ℓ, q′) ∈ E,

f→ ∈ F→(R,G,X)), définies comme suit. Les clauses les plus importantes sont:

C J2Af
→Kq ρ(x) = sup

ℓ∈A,q′∈V/q
ℓ

−→q′

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)

C J3Af
→Kq ρ(x) = min

ℓ∈A,q′∈V/q
ℓ

−→q′
C Jf→K

q
ℓ

−→q′
ρ(x)

C

s∫
f

{

q
ℓ

−→q′
ρ(x) = C

∫

y∈X

C JfKq′ ρ(y)dθℓ(x)
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où dans le premier et le second cas, on supposera par convention que la borne supérieure et le
minimum d’une famille de réels indexée par l’ensemble vide (le cas où il n’existe aucunℓ ∈ A et

aucunq′ ∈ V tel queq
ℓ−→q′) vaut0. Les autres sont plus triviales :

C JrKq ρ(x) = Cq(r)(x) (8.5)

C JvKq ρ(x) = ρq(v)

C Jmax(f1, f2)Kq ρ(x) = max(C Jf1Kq ρ(x),C Jf2Kq ρ(x))

C Jmin(f1, f2)Kq ρ(x) = min(C Jf1Kq ρ(x),C Jf2Kq ρ(x))

C Jf1 + f2Kq ρ(x) = C Jf1Kq ρ(x) + C Jf2Kq ρ(x)

C Jg× fKq ρ(x) = Cq(g).C JfKq ρ(x)

ainsi que :

C JrK
q

ℓ
−→q′

ρ(x) = C
q

ℓ
−→q′

(r)(x) (8.6)

C Jmax(f→
1 , f→

2 )K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) = max(C Jf→
1 K

q
ℓ

−→q′
ρ(x),C Jf→

2 K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)) (8.7)

C Jmin(f→
1 , f→

2 )K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) = min(C Jf→
1 K

q
ℓ

−→q′
ρ(x),C Jf→

2 K
q

ℓ
−→q′

ρ(x))

C Jf→
1 + f→

2 K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) = C Jf→
1 K

q
ℓ

−→q′
ρ(x) + C Jf→

2 K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)

C Jg× f→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) = C
q

ℓ
−→q′

(g).C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)

Une équation fonctionnelleest une expression de la formev ≈ f , où v ∈ X et f est une
expression fonctionnelle de sommet. Unsystème fonctionnelΣ est une famille finie d’équations
fonctionnellesvi ≈ fi, 1 ≤ i ≤ n, où lesvi sont distinctes deux à deux.

Unesolutiond’un système fonctionnelΣ = {vi ≈ fi, 1 ≤ i ≤ n} dans un contexteC est un
environnementρ tel queρq(vi) = C JfiKq ρ pour toutq ∈ V .

On note en premier que la sémantique est bien définie, modulo quelques petites hypothèses. La
première est que le système de transitions ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L soit standard.

Définition 8.4.3 (Standard) Un système de transitions ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L est ditstandardsi
et seulement si, pour toutx ∈ X, pour toutℓ ∈ L, θℓ(x)(X) vaut soit0 soit 1, et si de plus
l’ensemble{x ∈ X|θℓ(x)(X) = 0} des états deblocageest ouvert.

Autrement dit, soitθℓ(x) est un jeu normalisé, soitθℓ(x) est le jeu nul. Dans ce dernier cas,
on dit quex est un état de blocage, car il n’y a aucune façon de déclencherune transition à
partir dex. Notons que l’ensemble des états de blocage est le complémentaire, par exemple, de
θ−1

ℓ [X > 1/2], et est donc nécessairement un fermé. On demande qu’il soit aussi ouvert. C’est
le cas notamment des systèmes de transition ludiques normalisés.

Lemme 8.4.4 Soit (V,E) un automate. Disons qu’un contexteC estbornési et seulement s’il
existe deux constantesa, b ∈ R telles quea ≤ Cq(r)(x),Cq

ℓ
−→q′

(r)(x),Cq(g),C
q

ℓ
−→q′

(g) ≤ q pour

tous sommetsq ∈ V , toutes transitions(q, ℓ, q′) ∈ E, tous paramètresr ∈ R, g ∈ G, et tout
x ∈ X. On dit qu’il estborné positifsi et seulement si l’on peut choisira ∈ R+.
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Disons de même qu’un environnementρ estbornési et seulement s’il existe deux constantes
a, b ∈ R telles quea ≤ ρq(v)(x) ≤ b pour toutq ∈ V , v ∈ X, x ∈ X. On dit qu’il estborné
positif si et seulement si l’on peut choisira ∈ R+.

Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un système de transitions ludique,C un contexte borné,ρ un environnement
borné. Supposons queθ soit standard, ou bien queC et ρ sont bornés positifs. Alors, pour tous

sommetsq ∈ V et toutes transitionsq
ℓ−→q′ de (V,E), pour toute expression fonctionnellef ,

resp.f→, C JfKq ρ etC Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ sont bien définies, continues deX versR, et bornées au sens

où il existe deux constantesa, b ∈ R telles quea ≤ C JfKq ρ(x),C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) ≤ b pour tous

q ∈ V , (q, ℓ, q′) ∈ E, x ∈ X. De plus, siC etρ sont bornés positifs, alorsa ∈ R+.

Démonstration. Par récurrence structurelle surf , resp.f→. Dans le casf = 2Af1, on note
que la borne supérieure d’une famille quelconque de fonctions continues deX vers[a, b] existe,
et est encore trivialement bornée et continue. Posons en effet f = supi∈I fi. Si I = ∅, c’est
trivial. Sinon, f est bornée par[a, b], et pour la continuité on note quef−1]t,+∞[= {x ∈
X| supi∈I fi(x) > t} = {x ∈ X|∃i ∈ I · fi(x) > t} =

⋃
i∈I f

−1
i ]t,+∞[ est ouvert.

Dans le casf = 3Af1, on rappelle queA est supposé fini, donc àq donné, il existe un
nombre fini de transitions(q, ℓ, q′) telles queℓ ∈ A. C’est la raison d’être de notre hypothèse
selon laquelle il n’existe qu’un nombre fini deq′ tels que(q, ℓ, q′) ∈ E (définition 8.4.1). On
note ensuite que le minimum d’une famille finie de fonctions continues deX vers [a, b] est
bornée et continue. Soitf(x) = mini∈I fi(x). Si I = ∅, c’est clair. Sinon,f est bornée para et
b, et continue, carf−1]t,+∞[=

⋂
i∈I f

−1
i ]t,+∞[ est une intersection finie d’ouverts.

Dans le casf→ =
∫
f , on note queC JfK

q
ℓ

−→q′
ρ est définie, continue et bornée (disons dans

[a, b], oùa etb ne dépendent pas deq) par hypothèse de récurrence, donc son intégrale de Choquet
par rapport àθℓ(x) existe. La fonctionC

q∫
f
y

q
ℓ

−→q′
ρ est donc bien définie.

Si C et ρ sont bornés positifs, alorsC JfKq′ ρ est à valeurs dansR+, doncC
q∫

f
y

q
ℓ

−→q′
ρ est

bornée par0 et b, et est continue par la proposition 4.5.4.
Sinon, par hypothèseθ est standard. En supposant, ce que l’on peut faire sans perdre en

généralité, quea ≤ 0 et b ≥ 0, la fonctionC
q∫

f
y

q
ℓ

−→q′
ρ prend ses valeurs dans[a, b], puisque

θℓ(x)(X) ≤ 1 pour toutℓ ∈ L et toutx ∈ X. SoitF l’ouvert fermé des états de blocage, etU
son complémentaire, qui est aussi un ouvert fermé. Alors :

C

s∫
f

{

q
ℓ

−→q′
ρ(x) = C

∫

y∈Y

(
C JfKq′ ρ(y)− a

)
dθℓ(x) + a si x ∈ U

C

s∫
f

{

q
ℓ

−→q′
ρ(x) = 0 si x ∈ F

où nous remarquons que la fonctionC JfKq′ ρ − a est à valeurs dansR+. (La première égalité
est par le lemme 4.1.5, sachant queθℓ(x)(X) = 1.) Par la proposition 4.5.4, la fonction qui à
ν ∈ J≤1 wk(X) associe l’intégrale de Choquet deC JfKq′ ρ(y) − a par rapport àν est continue.
Commeθℓ est continue deX versJ≤1 wk(X), la fonctiong qui àx associe :

C

∫

y∈Y

(
C JfKq′ ρ(y)− a

)
dθℓ(x) + a
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est donc continue. Pour toutt ∈ R, calculons l’image réciproque de l’ouvert]t,+∞[ parC
q∫

f
y

q
ρ.

Si t ≥ 0, elle vaut{x ∈ X|g(x) > t etx ∈ U} = g−1]t,+∞[∩U , qui est ouvert. Sinon, elle vaut
F ∪ (g−1]t,+∞[∩U)), qui est aussi ouvert parce queF est ouvert.

Les autres cas sont évidents, et seront donc omis. ⊓⊔
À titre d’exemple, l’équation (8.3) exprime que(Vq)q∈V est une solution du système fonc-

tionnelΣ contenant juste l’équation :

v ≈ 2L

(
r + g ×

∫
v

)
(8.8)

dans le contexteC donné par :

C
q

ℓ
−→q′

(r)(x) = r
q

ℓ
−→q′

(x)

C
q

ℓ
−→q′

(g) = γ
q

ℓ
−→q′

On note que l’équation (8.8), estgardée, c’est-à-dire que toute variable (v, ici) apparaît unique-
ment dans la portée d’un opérateur2.

Définition 8.4.5 (Gardée) Une expression fonctionnellef est gardéesi et seulement si toute
variablev apparaissant dansf n’y apparaît que dans des sous-expressions de la forme2f→ de
f .

Une équation fonctionnellev ≈ f estgardéesi et seulement sif est gardée. Un système
fonctionnel{vi ≈ fi|1 ≤ i ≤ n} estgardési et seulement si toutes les équations fonctionnelles
vi ≈ fi sont gardées.

Identifions quelques cas classiques où un système d’équations fonctionnelles a une solution
unique. Le premier cas est celui dit àhorizon fini.

Classiquement, l’hypothèse d’horizon fini demande que le nombre de coups joués parP etC
soit majoré par une constante donnéek ∈ N.

Proposition 8.4.6 (Horizon fini) Soitθ un système de transitions ludique,C un contexte borné,
et (V,E) un automate. On suppose queδ est standard ou queC est borné positif.

On dit que le sommetq ∈ V est deprofondeur finiesi et seulement s’il existe une constante

k ∈ N telle que, pour tout cheminq = q0
ℓ1−→q1 ℓ2−→ . . .

ℓi−→qi, on ai ≤ k. La plus petite de ces
constantesk est laprofondeurdeq dans(V,E). On dit que(V,E) lui-même est deprofondeur
finie si et seulement si toutq ∈ V est de profondeur finie, majorée par une constantek ∈ N. La
profondeurde(V,E) est la plus petite de ces constantesk.

Si (V,E) est de profondeur finie, alors tout système fonctionnel gardéΣ = {vi ≈ fi|1 ≤ i ≤
n} a une solution bornéeρ, qui est bornée positive siC est borné positif. Si les seules variables
apparaissant dans lesfi sont parmiv1, . . . , vn, alors cette solution est unique au sens où les
fonctionsρq(vi), q ∈ V , 1 ≤ i ≤ n, sont uniques.

Par exemple, c’est le cas siV est fini et l’automate n’a aucuncircuit, c’est-à-dire aucun chemin
partant d’un sommetq et y revenant après un nombre non nul de transitions. C’est encore le cas
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lorsqueV est infini, et l’automate est le graphe de transitions d’un programme déterministe qui
termine.

Démonstration. Nécessairement, pour touti, ρq(vi) = C JfiKq ρ. On peut alors construire
ρq(v) pour toute variablev ∈ X par récurrence sur la profondeur deq dans(V,E). Autrement
dit, on peut supposer — c’est l’hypothèse de récurrence — queρq′(v) est déjà définie (de façon
unique si les seules variables apparaissant dans lesfi sont parmiv1, . . . , vn) pour toutq′ de
profondeur strictement inférieure à celle deq. Puisquefi est gardée, ceci implique queC JfiKq ρ
est elle-même bien définie (et unique si les seules variablesapparaissant dans lesfi sont parmi
v1, . . . ,vn), ce qui se démontre facilement par récurrence sur la structure defi. Ceci définit (de
façon unique de nouveau si les seules variables apparaissant dans lesfi sont parmiv1, . . . , vn)
les valeursρq(vi), 1 ≤ i ≤ n. Pour toute variablev qui n’est pas parmiv1, . . . , vn, on définit
ρq(v) de façon arbitraire, par exempleρq(v)(x) = 0.

On vérifie aisément, de nouveau par récurrence sur la profondeur deq, que siC est borné par
[a, b], où l’on peut supposera ≤ 0, b ≥ 0, alorsρq(v) est borné par un intervalle ne dépendant
que des expressions fonctionnelles impliquées et de la profondeur deq, mais pas deq lui-même.
De plus, siC est borné positif, on peut choisira = 0, etρq(v) est alors à valeurs positives. ⊓⊔

On peut alors calculer la solution à horizon fini dans le cas oùX est un ensemble fini. On
peut faire un peu plus général, en demandant non pas queX soit fini, mais que le système de
transition soit simple, au sens suivant.

Définition 8.4.7 (Simple) Un système de transitions ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L est dit simple si et
seulement si :

– L est fini ;
– pour toutℓ ∈ L, θℓ s’écrit

∑mℓ

j=1 aℓju↑Aℓj
+
∑nℓ

k=1 bℓke↓A′
ℓk

, oùaℓj, bℓk sont des éléments de
Q ∩ R+ etAℓj etA′

ℓk sont des parties finies deX.

Proposition 8.4.8 SoitQ un sous-ensemble récursif deR, tel que0 ∈ Q, t + t′, tt′ ∈ Q pour
toust, t′ ∈ Q ; de plus ces quantités sont calculables en temps polynomialen les tailles det, t′.
Soit (V,E) un automate fini sans circuit,θ = (θℓ)ℓ∈L un système de transitions ludique simple.
SoitC un contexte, et supposonsθ standard ouC borné positif.

SoitΣ = {vi ≈ fi|1 ≤ i ≤ n} un système fonctionnel gardé. AlorsΣ a une solution bornée
ρ. De plus, pour toute partie finieA deX contenant tous lesAℓj, A′

ℓk, ℓ ∈ L, 1 ≤ j ≤ mℓ,
1 ≤ k ≤ nℓ, si l’on décritC par une collection de tables(Cq(r)(x))q∈V

r∈R
x∈A

, (C
q

ℓ
−→q′

(r)(x))(q,ℓ,q′)∈E
r∈R
x∈A

,

(Cq(g))q∈V
g∈G

, (C
q

ℓ
−→q′

(g))(q,ℓ,q′)∈E
g∈G

, à valeurs dansQ, on peut calculer la table desρq(vi)(x), x ∈

A, en temps polynomial en la taille des tables décrivantC et le cardinal deE.

Démonstration.CommeV est fini,C est toujours borné. Comme(V,E) est de plus sans circuit,
il est de profondeur finie. Sa profondeur est la longueur du plus grand chemin dans(V,E). Par la
proposition 8.4.6,Σ a donc une solution uniqueρ. Elle se calcule par programmation dynamique,
c’est-à-dire comme suit. On alloue un tableaurho dont les entréesrho[q, i, x] sont indexées par
les élémentsq deV , les variablesvi (1 ≤ i ≤ n) et x deA. Ces entrées sont soit des éléments
deQ (et alorsrho[q, i, x] sera la valeur désirée deρq(vi)(x)) soit un élément distinct⊥, signifiant
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que l’on n’a pas encore calculéρq(vi)(x). Initialement,rho[q, i, x] est mis à⊥ pour tousq ∈ V ,
1 ≤ i ≤ n, x ∈ A.

Posons→ la relation telle queq → q′ si et seulement s’il existe une transitionq
ℓ−→q′ dans

E. Notons→∗ sa clôture réflexive transitive, c’est-à-dire le plus petitpréordre contenant→.
On calcule ensuite, en temps polynomial, un tri topologiquedu graphe(V,E), c’est-à-dire une
énumérationq1, q2, . . . , qp des éléments deV tels que siqi →∗ qj alors i ≥ j. (Ceci est un
grand classique de la théorie calculatoire des graphes, et se fait par un marquage récursif des
états de l’automate.) Pourk variant de1 àp (où l’on assurera l’invariant selon lequelrho[qj, i, x]
contientρ(qj)(vi)(x) pour toutj < k, et tousi et x), pour i variant de1 à n, pourx variant
dansE, on calculeC JfiKqk

ρ. Commefi est gardé, ceci ne dépend deρ qu’au travers des valeurs
ρ(qj)(vi′)(x

′), avecj < k, 1 ≤ i′ ≤ n, x′ ∈ E, lesquelles sont déjà calculées et stockées dans les
casesrho[qj, i

′, x′]. On stocke ensuiteC JfiKqk
ρ enrho[qk, i, x]. ⊓⊔

Le second cas où un système fonctionnel a une solution est celui où les gains moyens
∫
f sont

explicitement multipliés par un rabaisγ strictement inférieur à1. Ceci représente typiquement
l’effet d’un taux d’intérêt en économie. Une interprétation plus probabiliste consiste à estimer
queP peut décider d’arrêter de jouer et d’encaisser immédiatement ses gains, avec probabilité
1− γ, ou bien de continuer à jouer avec probabilitéγ.

Mathématiquement, le but est de définir toute solution d’un système fonctionnel comme so-
lution d’une équation de point fixe d’un opérateur contractant. Nous définissons une restriction
syntaxique qui l’assure, en supposant que la valeurCq(g) de chaque paramètre de rabais est
majorée par une constanteγ < 1.

Définition 8.4.9 (Facteur d’expansion)On définit lefacteur d’expansionExpv0
γ (f) de l’expres-

sion fonctionnellef en la variablev0 par :

Expv0
γ (r) = 0 Expv0

γ (v) =

{
1 si v = v0

0 sinon

Expv0
γ (f1 + f2) = Expv0

γ (f1) + Expv0
γ (f2) Expv0

γ (max(f1, f2)) = max(Expv0
γ (f1), Exp

v0
γ (f2))

Expv0
γ (g× f) = γ.Expv0

γ (f) Expv0
γ (min(f1, f2)) = max(Expv0

γ (f1), Exp
v0
γ (f2))

Expv0
γ (2Af

→) = Expv0
γ (f→) Expv0

γ

(∫
f

)
= Expv0

γ (f)

Expv0
γ (3Af

→) = Expv0
γ (f→)

Lemme 8.4.10Soit(V,E) un automate,θ = (θ)ℓ∈L un système de transitions ludique. SoitC un
contexte borné,ρ et ρ′ deux environnements bornés, et supposonsθ standard ouC, ρ, ρ′ bornés
positifs.

Soitγ ∈ R+ une constante telle queCq(g) ≤ γ pour toutg ∈ G et q ∈ V . Supposons que
ρq(v) = ρ′q(v) pour toute variablev 6= v0. Alors, pour toute expression fonctionnellef , pour
tout q ∈ V , tout(q, ℓ, q′) ∈ E, pour toutx ∈ X, on a :

C JfKq ρ(x)− C JfKq ρ
′(x) ≤ Expv0

γ (f).max(ρq(v0)(x)− ρ′q(v0)(x), 0)

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)− C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ′(x) ≤ Expv0
γ (f→).max(ρ

q
ℓ

−→q′
(v0)(x)− ρ′

q
ℓ

−→q′
(v0)(x), 0)
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Rappelons quedR(x, y) = max(x−y, 0) (définition 3.10.8). Le lemme 8.4.10 exprime donc que
la fonction d’évaluation def estExpv0

γ (f)-lipschitzienne enρ(v0)(x).

Démonstration.Par récurrence structurelle surf , f→, on démontre que

C JfKq ρ(x) ≤ C JfKq ρ
′(x) + Expv0

γ (f).max(ρq(v0)(x)− ρ′q(v0)(x), 0)

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) ≤ C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ′(x) + Expv0
γ (f→).max(ρ

q
ℓ

−→q′
(v0)(x)− ρ′

q
ℓ

−→q′
(v0)(x), 0)

C’est évident lorsquef , resp.f→, est un paramètre de récompenser, une variablev (qu’elle
soit égale ou non àv0). Dans les autres cas, posonsaq = max(ρq(v0)(x) − ρ′q(v0)(x), 0), et
a

q
ℓ

−→q′
= max(ρ

q
ℓ

−→q′
(v0)(x) − ρ′

q
ℓ

−→q′
(v0)(x), 0), ce qui nous permettra d’alléger un peu les

notations.

Lorsquef est de la formemax(f1, f2), c’est une conséquence du fait que :(∗) max(a+b, c+
d) ≤ max(a, c) + max(b, d). (Ceci se justifie par le fait que tanta + b quec + d sont inférieurs
ou égaux au côté droit.) En effet,

C Jmax(f1, f2)Kq ρ(x) = max
(
C Jf1Kq ρ(x) + C Jf2Kq ρ(x)

)

≤ max
(
C Jf1Kq ρ

′(x) + Expv0
γ (f1).aq,C Jf2Kq ρ

′(x) + Expv0
γ (f2).aq

)

par hypothèse de récurrence

≤ max
(
C Jf1Kq ρ

′(x),C Jf2Kq ρ
′(x)
)

+ max(Expv0
γ (f1).aq, Exp

v0
γ (f2).aq)

par(∗)
= C Jmax(f1, f2)Kq ρ

′(x) + Expv0
γ (max(f1, f2)).aq

puisqueaq ≥ 0, et par définition.

Lorsquef est de la formemin(f1, f2), on procède de même, en utilisant l’inégalité :min(a+
b, c + d) ≤ min(a, c) + max(b, d). Celle-ci se démontre comme suit : sib ≥ d, alorsmin(a +
b, c+ d) ≤ min(a+ b, c+ b) = min(a, c) + b = min(a, c) + max(b, d), et de même sib ≤ d.

Lorsquef est de la formef1+f2, c’est en utilisant l’égalité(a+b)+(c+d) = (a+c)+(b+d).

Lorsquef est de la formeg × f1, on a :

C Jg× f1Kq ρ(x) = Cq(g).C Jf1Kq ρ(x)

≤ Cq(g).(C Jf1Kq ρ
′(x) + Expv0

γ (f1).aq) puisqueCq(g) ≥ 0

= Cq(g).C Jf1Kq ρ
′(x) + Cq(g).Expv0

γ (f1).aq

≤ Cq(g).C Jf1Kq ρ
′(x) + γ.Expv0

γ (f1).aq

par hypothèse, et puisqueExpv0
γ (f1) ≥ 0, aq ≥ 0

= C Jg × f1Kq ρ
′(x) + Expv0

γ (g× f1).aq
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Lorsquef = 2Af
→,

C J2Af
→Kq ρ(x) = sup

ℓ∈A,q′∈V/q
ℓ

−→q′

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)

≤ sup
ℓ∈A,q′∈V/q

ℓ
−→q′

[
C Jf→K

q
ℓ

−→q′
ρ′(x) + Expv0

γ (f→).aq

]

≤ sup
ℓ∈A,q′∈V/q

ℓ
−→q′

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ′(x) + Expv0
γ (f→).aq

= C J2Af
→Kq ρ

′(x) + Expv0
γ (2Af

→).aq

On conclut de même lorsquef = 3Af
→. Traitons finalement du cas

∫
f :

C

s∫
f

{

q
ℓ

−→q′
ρ(x) = C

∫

y∈X

C JfKq′ ρ(y)dθℓ(x)

≤ C

∫

y∈X

[
C JfKq′ ρ

′(y) + Expv0
γ (f).aq

]
dθℓ(x) par le lemme 4.1.2

≤ C

∫

y∈X

C JfKq′ ρ
′(y)dθℓ(x) + Expv0

γ (f).aq

par le lemme 4.1.5, puisqueθℓ(x)(X) ≤ 1

= C

s∫
f

{

q
ℓ

−→q′
ρ′(x) + Expv0

γ

(∫
f

)
.aq

⊓⊔

Théorème 8.4.11Soit(V,E) un automate,θ = (θ)ℓ∈L un système de transitions ludique. SoitC

un contexte borné, et supposonsθ standard ouC borné positif.
Soit Σ = {vi ≈ fi|1 ≤ i ≤ n} un système fonctionnel, où les seules variables qui appa-

raissent sontv1, . . . ,vn, et supposons qu’il existe trois constantesa ≤ 0, b ≥ 0, etγ ≥ 0 telles
que, pour tous sommetsq ∈ V et transitions(q, ℓ, q′) ∈ E :

– pour toutr ∈ R, Cq(r)(x) ∈ [a, b] etC
q

ℓ
−→q′

(r)(x) ∈ [a, b] ;

– pour touti, 1 ≤ i ≤ n,
∑n

j=1Exp
vj
γ (fi) < 1.

AlorsΣ a une unique solutionρ, qui est bornée positive siC est borné positif.

Démonstration.Soit C↓ le contexte qui envoie tout paramètre de récompenser versa, en tout

étatq et en toute transitionq
ℓ−→q′. De même, soitC↑ le contexte qui envoie tout paramètre de ré-

compenser versb. Clairement,C↓ JfKq ρ(x) ≤ C JfKq ρ(x) ≤ C↓ JfKq ρ(x) etC↓ JfK
q

ℓ
−→q′

ρ(x) ≤
C JfK

q
ℓ

−→q′
ρ(x) ≤ C↓ JfK

q
ℓ

−→q′
ρ(x). Posonsc = max1≤i≤n

∑n
j=1Exp

vj
γ (fi) < 1.

Commençons par montrer que :(∗) il existe un environnementρ tel queC↓ JfiKq ρ(x) ≥
ρq(vi)(x) pour toutq ∈ V , toutx ∈ X, et touti, 1 ≤ i ≤ n. Si C est borné positif, c’est évident :
il suffit de poserρq(vi)(x) = 0. Sinon, soitρ[t] l’environnement défini parρ[t]q(v)(x) = t, pour
tout t ∈ R, et posonsgq(t) = min1≤i≤n C↓ JfiKq ρ[t](x), pourx ∈ X arbitraire. On note en effet
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que cette dernière quantité est indépendante dex. Par le lemme 8.4.10 utilisé surv0 valantv1,
puisv2, puis . . . , puisvn, on agq(0)− gq(t) ≤ Expv1

γ (fi).max(ρ[0]q(v1)(x)− ρ[t]q(v1)(x), 0) +
. . . + Expvn

γ (fi).max(ρ[0]q(vn)(x)− ρ[t]q(vn)(x), 0) (pour touti, 1 ≤ i ≤ n) ≤ c.max(−t, 0).
Lorsquet < 0, on a doncgq(t) ≥ gq(0) + ct. Notons quegq(0) est minoré, indépendamment de
q, par le réel négatif ou nulmin1≤i≤n lo(fi), où lo(f) est défini par :

lo(r) = a

lo(v) = 0

lo(max(f1, f2)) = max(lo(f1), lo(f2))

lo(min(f1, f2)) = min(lo(f1), lo(f2))

lo(f1 + f2) = lo(f1) + lo(f2)

lo(g × f) = lo(f)

lo(2Af
→) = lo(f→)

lo(3Af
→) = lo(f→)

lo

(∫
f

)
= lo(f)

On a doncgq(t) ≥ t dès quet ≤ min1≤i≤n lo(fi)/(1− c). Fixons un tel réelt. Alors ρ[t] répond
à la question.

Posons maintenantρ0 un environnement quelconqueρ vérifiant (∗). Définissons par récur-
rence surk ∈ N un environnementρk en posantρ(k+1)q(vi) = C JfiKq ρk pour touti, 1 ≤ i ≤ n,
et toutq ∈ V . Par(∗), ρ1q(vi)(x) = C JfiKq ρ0(x) ≥ C↓ JfiKq ρ0(x) ≥ ρ0q(vi)(x) pour touti,
1 ≤ i ≤ n, et toutx ∈ X. Il est facile de voir queC JfKq ρ(x) est une fonction croissante des
ρ(vi)(x), donc par récurrence surk ∈ N, ρ(k+1)q(vi) ≥ ρkq(vi) pour tousk, q, i. La suite(ρk)k∈N

est donc croissante.
On observe ensuite queρk est majorée, en toutq ∈ V et toutx ∈ X. En effet, pour tout

k ≥ 1, on a :

ρ(k+1)q(vi)(x)− ρkq(vi)(x) = C JfiKq ρk(x)− C JfiKq ρk−1(x)

≤ Expv1
γ (fi).max(ρkq(v1)(x)− ρ(k−1)q(v1)(x), 0) +

. . .+ Expvn
γ (fi).max(ρkq(vn)(x)− ρ(k−1)q(vn)(x), 0)

par le lemme 8.4.10

≤ c. max
1≤j≤n

(ρkq(vj)(x)− ρ(k−1)q(vj)(x))

On en déduit, par récurrence surk ∈ N, que :

ρ(k+1)q(vi)(x)− ρkq(vi)(x) ≤ ck. max
1≤j≤n

(ρ1q(vj)(x)− ρ0q(vj)(x))

En sommant, et en observant que1 + c+ c2 + . . . + ck−1 ≤ 1/(1− c), on obtient :

ρkq(vi)(x) ≤ ρ0q(vi)(x) +
max1≤j≤n(ρ1q(vj)(x)− ρ0q(vj)(x))

1− c
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La suite(ρkq(vi)(x))k∈N
est donc une suite croissante majorée, pour toutx ∈ X, tout i,

1 ≤ i ≤ n, et toutq ∈ V . Posonsρq(vi)(x) = supk∈N ρkq(vi)(x). Il est facile de voir, par
récurrence surf , f→, que l’on a alors :

C JfKq ρ(x) = sup
k∈N

C JfKq ρk(x)

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x) = sup
k∈N

C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρk(x)

Ceci provient du fait que les opérationsmax, min, +, supℓ∈A,(q,ℓ,q′)∈E, minℓ∈A,(q,ℓ,q′)∈E sont
Scott-continues, ainsi que le fait que l’intégrale de Choquet est Scott-continue en la fonction
intégrée (proposition 4.2.1). On en déduit que :

ρq(vi)(x) = sup
k≥1

ρkq(vi)(x)

= sup
k∈N

C JfiKq ρk(x) = C JfiKq ρ(x)

Doncρ est une solution deΣ.
Finalement, démontrons l’unicité de cette solution. Siρ etρ′ en sont deux, alors, toujours en

utilisant le lemme 8.4.10, on a :

ρq(vi)(x)− ρ′q(vi)(x) = C JfiKq ρ(x)− C JfiKq ρ
′(x)

≤ c. max
1≤j≤n

max(ρq(vj)(x)− ρ′q(vj)(x), 0)

pour touti, 1 ≤ i ≤ n. Commec < 1, il s’ensuit quemax1≤i≤n(ρq(vi)(x)− ρ′q(vi)(x)) ≤ 0. Par
symétrie,max1≤i≤n(ρq(vi)(x)− ρ′q(vi)(x)) = 0, doncρ = ρ′. ⊓⊔

En particulier, l’équation (8.3), qui se ramène au système fonctionnel (8.8), a une solution
unique dès que toutes les fonctionsr

q
ℓ

−→q′
et γ

q
ℓ

−→q′
sont uniformément bornées, c’est-à-dire

à valeurs dans un intervalle[a, b], indépendant deq, ℓ et q′, et dès que : soitδ = (δℓ)ℓ∈L est
standard, oua = 0. Le premier cas autorise des récompenses positives ou négatives. Le second
cas ne permet que des récompenses positives, mais autoriseδ a ne pas être standard.

Terminons en mentionnant comment l’on peut calculer les solutions à un système fonctionnel
possiblement récursif, dans le cas fini.

On dira qu’une fonctiony = f(x) est calculable en tempsnon déterministe polynomial
si et seulement s’il existe une machine de Turing non déterministe en temps polynomial qui
calculey correctement sur au moins une branche de calcul, et qui accepte ; et telle que toutes
ses branches qui acceptent calculent la même valeur dey. La classe des fonctions calculables
en temps non déterministe polynomial est une sous-classe decelle des fonctions calculables en
temps exponentiel. Il se trouve que cette notion de calculabilité non déterministe, aux allures
baroques, est la bonne notion ici, mais aussi dans la démonstration du théorème d’Immerman-
Szelepcsenyi, qui énonce que les classes de langages décidables en espace non déterministef(n),
où f(n) ≥ log n est une fonction constructible en temps, sont closes par complémentaires. Voir
Papadimitriou (1994).
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Proposition 8.4.12 SoitQ un sous-ensemble récursif deR, tel que0 ∈ Q, t + t′, tt′ ∈ Q pour
tous t, t′ ∈ Q et 1/t ∈ Q pour tout t ∈ Q \ {0} ; de plus ces quantités sont calculables en
temps polynomial en les tailles det, t′. Soit(V,E) un automate fini,θ = (θℓ)ℓ∈L un système de
transitions ludique simple. SoitC un contexte, et supposonsθ standard ouC borné positif.

Soit Σ = {vi ≈ fi|1 ≤ i ≤ n} un système fonctionnel, où les seules variables qui appa-
raissent sontv1, . . . ,vn, etγ une constante réel positive ou nulle telle que

∑n
j=1Exp

vj
γ (fi) < 1

pour touti, 1 ≤ i ≤ n.
Alors Σ a une solution uniqueρ. De plus, pour toute partie finieA deX contenant tous

lesAℓj, A′
ℓk, ℓ ∈ L, 1 ≤ j ≤ mℓ, 1 ≤ k ≤ nℓ, si l’on décrit C par une collection de tables

(Cq(r)(x))q∈V
r∈R
x∈A

, (C
q

ℓ
−→q′

(r)(x))(q,ℓ,q′)∈E
r∈R
x∈A

, (Cq(g))q∈V
g∈G

, (C
q

ℓ
−→q′

(g))(q,ℓ,q′)∈E
g∈G

, à valeurs dansQ, on

peut calculer la table desρq(vi)(x), x ∈ A, en temps non déterministe polynomial en la taille
des tablesC et le cardinal deE.

Démonstration.D’abord,C est un contexte borné, et il existe deux constantesa et b telles que
pour toutr ∈ R, Cq(r)(x) ∈ [a, b] et C

q
ℓ

−→q′
(r)(x) ∈ [a, b]. Ceci est parce qu’il n’y a qu’un

nombre fini d’étatsq ∈ V et de transitions(q, ℓ, q′) ∈ E. On peut aussi supposera ≤ 0 et
b ≥ 0, en remplaçanta parmin(a, 0) et b parmax(b, 0). Σ a donc une solution unique, par le
théorème 8.4.11.

La première idée pour la calculer est de retranscrire directement la sémantique. Si l’on se
donne un environnementρ sous la forme d’une table(ρq(v)(x))q∈V

v∈X
x∈A

, on peut calculer la table des

C JfiKq ρ(x), 1 ≤ i ≤ n, q ∈ V , x ∈ A par les formules récursives :

C J2Af
→Kq ρ(x) = max

ℓ∈A,q′∈V/q
ℓ

−→q′
C Jf→K

q
ℓ

−→q′
ρ(x)

C J3Af
→Kq ρ(x) = min

ℓ∈A,q′∈V/q
ℓ

−→q′
C Jf→K

q
ℓ

−→q′
ρ(x)

C

s∫
f

{

q
ℓ

−→q′
ρ(x) =

mℓ∑

j=1

aℓj min
y∈Aℓj

C JfKq′ ρ(y) +

nℓ∑

k=1

bℓk max
y∈A′

ℓk

C JfKq′ ρ(y)

Les autres constructions étant données directement par leséquations (8.5) et (8.6). Il ne reste
plus ensuite qu’à itérer jusqu’à trouver le point fixe, commeau théorème 8.4.11. Mais on ne sait
même pas si cette itération converge en temps fini, ce qui semble en fait improbable.

À la place, nous utilisons une technique dite d’itération sur les politiques. Observons pour
ceci que l’on peut réécrire les équations à résoudre, en ajoutant au besoin des variables auxi-
liaires, sous la forme d’une collection d’équations de la forme :

Z ≈ r Z ≈ min(Z1, Z2) Z ≈ max(Z1, Z2) Z ≈ Z1+Z2 Z ≈ r+Z1 Z ≈ Z1

(8.9)
où r désigne une constante dansQ, r+ une dansQ ∩ R+, etZ,Z1, Z2 désignent des variables
à valeurs réelles (en fait dansQ). L’idée est d’associer à chaque sous-formulef (resp.f→) qui
apparaît dansΣ, à chaqueq ∈ V (resp.(q, ℓ, q′) ∈ E) et à chaquex ∈ A une variableZf,q,x

(resp.Z
f,q

ℓ
−→q′,x

) qui représente la valeur inconnue deC JfKq ρ(x) (resp.C Jf→K
q

ℓ
−→q′

ρ(x)), avec
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ρ solution deΣ. Par exemple, pour chaque sous-formulef de la formemax(f1, f2), on produit
les équationsZf,q,x ≈ max(Zf1,q,x, Zf2,q,x), pour chaqueq ∈ V etx ∈ A. De même lorsquef est
de la formemin(f1, f2), f1 + f2, oug × f , et pour les cas similaires portant sur des expressions
fonctionnelles de transitionf→.

Lorsquef est de la forme2Af
→, énumérons les transitionsq

ℓ−→q′ avecℓ ∈ A : q
ℓ1−→q′1,

q
ℓ2−→q′2, . . . , q

ℓk−→q′k. Si k = 0, alors on produit l’équationZf,q,x ≈ 0 pour chaqueq ∈ V et
x ∈ A. Si k = 1, on produit l’équationZf,q,x ≈ max(Z

f→,q
ℓ1−→q′1,x

, Z
f→,q

ℓ2−→q′2,x
). Sinon, créons

de nouvelles variablesZ1
f,q,x, Z2

f,q,x, . . . , Zk
f,q,x distinctes deux à deux ainsi que des variables

définies plus haut, et produisons les équationsZ2
f,q,x = max(Z

f→,q
ℓ1−→q′1,x

, Z
f→,q

ℓ2−→q′2,x
), Z3

f,q,x =

max(Z2
f,q,x, Zf→,q

ℓ3−→q′3,x
), . . . ,Zk

f,q,x = max(Zk−1
f,q,x, Zf→,q

ℓk−→q′k,x
), et finalementZf,q,x ≈ Zk

f,q,x.

De même sif = 3Af
→, en utilisantmin au lieu demax. On procède de même pour les sous-

formules de la forme
∫
f , en engendrant des équations de la formeZ ≈ max(Z1, Z2), Z ≈

min(Z1, Z2), mais aussiZ ≈ r+Z1 pour représenter les multiplications paraℓj ou bℓk, etZ ≈
Z1 + Z2 pour représenter la somme. Finalement, on produit les équationsZvi,q,x ≈ Zfi,q,x pour
tout i, 1 ≤ i ≤ n, q ∈ V , x ∈ A. On obtient ainsi en temps polynomial un ensemble finiΣ′

d’équations de la forme (8.9), qui a une solution unique en les variablesZf,q,x, Z
f→,q

ℓ
−→q′,x

et les
variables auxiliaires.

Unepolitiqueest une fonctionp qui a toute équatione deΣ′ de la formeZ ≈ min(Z1, Z2) ou
Z ≈ max(Z1, Z2) associe un entier valant1 ou2. Le systèmeΣ′[p] est celui obtenu en remplaçant
dansΣ′ toute équatione de la formeZ ≈ min(Z1, Z2) ouZ ≈ max(Z1, Z2) parZ ≈ Zp(e).

PuisqueΣ′ a une solutionρ (une fonction qui à chaque variableZ associe un réel), il existe
au moins une politiquep telle queΣ′[p] ait la même solution. Pour toute équatione de la forme
Z ≈ min(Z1, Z2) ouZ ≈ max(Z1, Z2), il suffit de prendrep(e) = 1 si ρ(Z) = ρ(Z1), p(e) = 2
sinon. Or tout système de la formeΣ′[p] n’est rien d’autre qu’un système d’équations affines,
donc on peut calculer une solution par élimination de Gauss,ce qui termine en temps polynomial
Schrijver (1998).
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Chapitre 9

Agglomérations, topologies agglomérantes

Une façon classique de ramener l’étude d’une chaîne de Markov à une chaîne de Markov plus
simple consiste à trouver une relation d’équivalence≡ sur les états deX de sorte que le quotient
de la fonction de transitionθ : X → P (X) par≡ ne change pas les probabilités de transition.

Une telle relation d’équivalence est classiquement appelée une relation delumping, d’agglo-
mérationen français.

Dans le cas des systèmes de transition de Markov étiquetésθℓ : X → P (X), ℓ ∈ L, avecX
etL des espaces finis, on peut définir une relation d’agglomération comme suit. Pour reprendre
des notations classiques, observons que l’on peut définir, de façon équivalente, un système de
transition de Markov étiqueté comme une famille de fonctionspℓ, une pour chaque actionℓ ∈ L,
telles quepℓ(x, y) est la probabilité d’aller de l’étatx à l’étaty.

– Si l’on connaît lespℓ, ℓ ∈ L, alors on peut définirθℓ comme la fonction qui àx ∈ X associe
la valuation normaliséeν = θℓ(x) définie parν(A) =

∑
y∈A pℓ(x, y) : ν est la probabilité

d’arriver dans l’ensembleA, partant dex ∈ X, lorsque l’on active l’actionℓ ∈ L.
– Si l’on connaîtθℓ, on posepℓ(x, y) = θℓ(x)({y}).
Une agglomération de(pℓ)ℓ∈L est alors définie comme une relation d’équivalence≡ surX

telle que, pour toute actionℓ ∈ L, pour tous étatsx1, x2 ∈ X tels quex1 ≡ x2, pour toute classe
d’équivalenceC deX suivant≡,

∑

y∈C

pℓ(x1, y) =
∑

y∈C

pℓ(x2, y)

Autrement dit, dès quex1 et x2 sont équivalents, alors on ne peut pas distinguerx1 et x2, au
sens où il n’y a aucune différence entre les probabilités de passer dex1 versC, ou de passer de
x2 versC, lorsqueC est une classe d’équivalence. Cette notion est notamment celle utilisée par
Larsen and Skou (1991) dans le cas oùX est un espace fini, où elle est appeléebisimulation.

En utilisant une fonction de transitionθℓ : X → P (X), on peut reformuler cette définition en
disant que≡ est une agglomération deθ si et seulement si pour toutℓ ∈ L, pour tousx1 ≡ x2,
pour toute classe d’équivalenceC deX suivant≡, θℓ(x1)(C) = θℓ(x2)(C).

Considérons la fonction quotientq≡ : X → X/≡ qui à toutx ∈ X associe sa classe d’équi-
valence pourX. Ici,X/≡ est l’ensemble des classes d’équivalences pour≡, muni d’une certaine
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topologie qui rendq≡ continue. Nous reviendrons sur le choix de la topologie en question plus
loin.

On peut encore reformuler :≡ est une agglomération deθ si et seulement si pour toutℓ ∈ L,
pour tousx1, x2 tels quex1 ≡ x2, q≡[θℓ(x1)] = q≡[θℓ(x2)]. Rappelons que la notationf [ν]
désigne l’image directe de la capacitéν par la fonction (continue)f : on af [ν](U) = ν(f−1(U)),
voir la définition 4.2.8.

Cette nouvelle reformulation nous permet donc de définir la notion d’agglomération non
seulement pour les probabilités, mais pour les capacités engénéral. On pourrait donc appeler
agglomération deθ toute relation d’équivalence≡ surX telle que, pour toutℓ ∈ L, pour tous
x1, x2 ∈ X, six1 ≡ x2 alorsq≡[θℓ(x1)] = q≡[θℓ(x2)].

Il ne reste qu’une inconnue dans la définition : la topologie dont l’espace quotientX/≡
doit être équipé. Il est traditionnel d’équiper l’ensemblequotientX/≡ de latopologie quotient,
définie comme la plus fine telle queq≡ : X → X/≡ soit continue. Autrement dit, c’est la to-
pologie dont les ouvertsU sont les ensembles de classes d’équivalence tels queq−1

≡ (U) = {x ∈
X|q≡(x) ∈ U} est un ouvert deX (lequel est nécessairement une union de classes d’équiva-
lences).

En utilisant la topologie quotient, la théorie des agglomérations fonctionne de façon satisfai-
sante jusqu’à un certain point. On peut vérifier, par exemple, que si≡ est une agglomération de
θ surX, etF un énoncé deL⊤∧⊥∨

W

µ
open (∅), alorsF ne distingue pas d’états équivalents pour≡ :

si x1 |=θ F etx1 ≡ x2 alorsx2 |=θ F . (Le résultat n’est plus correct siF contient des opérateurs∨
,⇒ ouν.) De plus, pour toutx ∈ X, x |=θ F si et seulement siq≡(x) |=q≡[θ] F , oùq≡[θ] est le

système de transitions ludique(q≡[θℓ])ℓ∈L. En d’autres termes, le système quotientq≡[θ] vérifie

les mêmes formules deL⊤∧⊥∨
W

µ
open (∅) deθ. C’est un résultat de correction.

Mais la topologie quotient ne sera pas la bonne topologie en général. Notamment, un théo-
rème de complétude, qui énoncerait qu’il existe une agglomération≡ rendant deux étatsx et
y équivalents si et seulement six et y vérifient les mêmes formules deL⊤∧⊥∨

W

µ
open (∅), semble

inaccessible. Une analyse fine du phénomène montre que la topologie quotient est trop fine en
général, mais surtout qu’au lieu de définir la topologie deX/≡ à partir de la relation≡, nous
devons d’abord définir une topologieO surX, et seulement ensuite en déduire une relation
d’équivalence≡O.

9.1 Topologies agglomérantes

Revenons à l’intuition, développée au début de la section 8.2, selon laquelle les seules pro-
priétés observables soient ouvertes. Nous avions appliquéce raisonnement pour justifier le fait
queJF Kθ devait être ouvert pour toute formuleF . Le même argument permet de demander que
l’on ne puisse distinguer deux étatsx ety dans une agglomération≡, c’est-à-dire d’affirmer que
x 6≡ y, que si l’on peut exhiber un ouvertU deX qui séparex dey, c’est-à-dire tel quex ∈ U et
y 6∈ U , oux 6∈ U et y ∈ U . Dans le cas contraire, on pourrait séparerx dey par≡ alors même
qu’aucun ouvert — aucuntest— ne permet de les distinguer.

On en vient à la notion qu’une agglomération≡ n’est légitime que s’il existe une famille
d’ouverts(Ui)i∈I telle quex ≡ y si et seulement six et y appartiennent aux mêmes ouverts
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Ui, i ∈ I. En allant plus loin, on s’aperçoit que l’objet fondamentalest ici, non pas la relation
d’équivalence≡, mais la famille de tests(Ui)i∈I elle-même.

Toute familleTst = (Ui)i∈I de tests engendre une topologieO, qui consiste en les unions
d’intersections finies deUi, i ∈ I. Disons qu’une famille de testsdistinguel’étatx de l’étaty si et
seulement s’il existe un testU de la famille tel quex ∈ U ety 6∈ U , ou bienx 6∈ U ety ∈ U . Il est
facile de vérifier que la famille(Ui)i∈I et la topologieO qu’elle engendre distinguent exactement
les mêmes états.

Définition 9.1.1 (Quotient par une topologie)SoitX un espace topologique, etTst = (Ui)i∈I

une famille d’ouverts deX. On noteOTst la topologie engendrée parTst, �Tst le préordre
défini parx �Tst y si et seulement si, pour touti ∈ I, si x ∈ Ui alorsy ∈ Ui, et≡Tst la relation
d’équivalence définie parx ≡Tst y si et seulement si, pour touti ∈ I, x ∈ Ui si et seulement si
y ∈ Ui. PosonsqTst la fonction qui à toutx ∈ X associe la classe d’équivalence dex pour≡Tst.

NotonsX : Tst l’espace topologiqueX muni de la topologieOTst.
L’espace topologiqueX/Tst est l’ensemble des classes d’équivalences de≡Tst, muni de la

topologie la plus fine telle queqTst : X : Tst→ X/Tst soit continue.

En d’autres termes, la topologie deX/Tst est engendrée par tous les ensemblesU ′ ⊆ X/Tst tels
queq−1

Tst(U
′) soit dansOTst. Commeq−1

Tst commute aux unions et aux intersections, les ouverts
U ′ deX/Tst sont exactement les parties deX/Tst telles queq−1

Tst(U
′) soit dansO.

Lemme 9.1.2 Pour toutU ∈ OTst, q
−1
Tst(qTst(U)) = U .

Démonstration.D’abordq−1
Tst(qTst(U)) contientU . Réciproquement, pour toutx ∈ q−1

Tst(qTst(U)),
il existey ∈ U tel queqTst(x) = qTst(y), c’est-à-dire tel quex ≡Tst y. Mais, par définition de
≡Tst, commey ∈ U , etU ∈ OTst, on a aussix ∈ U . Doncq−1

Tst(qTst(U)) ⊆ U . ⊓⊔
Pour toute partieE deX, l’ensembleq−1

Tst(qTst(E)) est le plus petit ensemble contenantE qui est
≡Tst-saturé, c’est-à-dire que six en est un élément etx ≡Tst y, alorsy en est aussi un élément.
On appelleraq−1

Tst(qTst(E)) le≡Tst-saturédeE. Le lemme 9.1.2 montre que tout ouvert deOTst

est≡Tst-saturé. Il n’y a cependant aucune raison que tout ouvert deX qui soit≡Tst-saturé soit
dansOTst. Si c’était le cas, la topologie deX/Tst serait la topologie quotient, deX/≡Tst, mais
ce n’est pas le cas en général.

Lemme 9.1.3 Les ouverts deX/Tst sont les imagesqTst(U) d’ouvertsU de la topologieOTst.

Démonstration.SoitU ′ un ouvert deX/Tst. Par définition,q−1
Tst(U

′) est un ouvert deX : Tst,
et est donc un élémentU deOTst. CommeqTst est surjective,qTst(U) = U ′, doncU ′ est de la
forme demandée. Réciproquement, les ouverts deX/Tst sont les partiesU ′ deX/Tst telles que
q−1
Tst(U

′) soit dansOTst. Pour toutU ∈ OTst, considéronsU ′ = qTst(U). Alors q−1
Tst(U

′) = U par
le lemme 9.1.2, qui est dansOTst. DoncqTst(U) est un ouvert deX/Tst. ⊓⊔

On observe facilement que :
– �Tst est le préordre de spécialisation deOTst ;
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– ≡Tst est la relation d’équivalence associée�Tst ∩ �Tst (où y �Tst x si et seulement si
x �Tst y) ;

– qTst est une fonction continue et ouverte deX : Tst versX/Tst ; le fait qu’elle soitouverte,
c’est-à-dire qu’elle envoie tout ouvert vers un ouvert, estpar le lemme 9.1.3 ;

– Comme tout testUi, et en fait tout élément deOTst est≡Tst-saturé, c’est-à-dire est une
union de classes d’équivalences de≡Tst, la topologie deX/Tst est moins fine que la
topologie quotient, c’est-à-dire la topologie deX/≡Tst ;

– L’espaceX/OTst est exactement identique àX/Tst.
Si O est moins fine que la topologieO(X) deX, alors pour toute capacitéν surX, notons

ν|O la restriction deν à O. Il est naturel, étant donné une famille de testsTst = (Ui)i∈I et un
système de transitions ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L, de considérer la restrictionθℓ(x)|OTst

de θℓ(x) à la
topologieOTst engendrée par les tests.

Considérons maintenant l’ensemble

{x ∈ X|θℓ(x)(U) > r}

pourU ∈ OTst etr ∈ R. Cet ensemble est un ouvert deX, puisque c’estθ−1
ℓ [U > r] et queθℓ est

continue deX versJ≤1 wk(X). On peut voir cet ouvert comme un nouveau test, permettant de
distinguer les étatsx tels que la probabilité de transition dex vers un état tombant dansU ∈ OTst

soit supérieure strictement àr. Il est donc naturel d’ajouter ce test à la familleTst, et ainsi de
suite jusqu’à ce que l’on ne puisse plus en ajouter d’autre :

Définition 9.1.4 Une famille de testsTst = (Ui)i∈I sur l’espace topologiqueX estagglomé-
rantepour θ = (θℓ)ℓ∈L si et seulement siθ−1

ℓ [U > r] ∈ Tst pour toutU ∈ OTst, r ∈ R.

Une famille agglomérante de tests est donc une famille complète, dans le sens où elle contient
aussi tous les tests définissables en observant les transitions, c’est-à-dire en mesurant la probabi-
lité que le successeur dex tombe dans un testU ∈ OTst.

Définition 9.1.5 (Topologie agglomérante)Une topologieO moins fine que celle de l’espace
X estagglomérantepourθ = (θℓ)ℓ∈L si et seulement si la fonctionθℓ|O qui à toutx ∈ X associe
θℓ(x)|O est continue deX : O versJ≤1 wk(X : O).

Lemme 9.1.6 Si la famille de testsTst = (Ui)i∈I est agglomérante pourθ = (θℓ)ℓ∈L, alors la
topologieOTst est agglomérante pourθ.

Si la topologieOTst est agglomérante pourθ, alorsOTst est une famille de tests agglomérante
pourθ.

Démonstration.Dire queOTst est agglomérante revient à demander queθ−1
ℓ [U > r] soit dans

OTst pour toutU ∈ OTst, r ∈ R. ⊓⊔
Il n’y a donc que peu de différences entre famille de tests agglomérantes et topologies agglo-
mérantes. Pour toute topologie aggloméranteO, il existe en général plusieurs familles de tests
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agglomérantesTst telles queO = OTst. La plus grande estO elle-même. Une qui est en gé-
néral plus petite se construit en posantTst0 = ∅, Tstα+1 = Tstα ∪ {θ−1

ℓ [U > r]|ℓ ∈ L, r ∈
Q ∩ [0, 1], U ∈ OTstα} pour tout ordinalα, etTstα =

⋃
β<α Tstβ pour tout ordinal limiteα.

Nous ne raisonnerons plus que sur des topologies, et en particulier des topologies agglomé-
rantes, dans la suite. Nous avions annoncé que la notion d’agglomération était la bonne, sauf
pour le fait que la topologie à prendre sur l’espaceX/≡ n’était pas la topologie quotient. C’est
le cas, et la bonne topologie est celle deX/O, pour une topologie aggloméranteO, comme nous
le verrons au lemme 9.1.7. Notons que cette topologie est en général moins fine que celle de
X/≡O.

Lemme 9.1.7 Soit O une topologie agglomérante pourθ = (θℓ)ℓ∈L sur X. Alors, pour tous
x1, x2 ∈ X, pour toutℓ ∈ L :

– six1 �O x2, alorsqO[θℓ(x1)] ≤ qO[θℓ(x2)] ;
– six1 ≡O x2, alorsqO[θℓ(x1)] = qO[θℓ(x2)].

Démonstration.Supposonsx1 �O x2. Pour toutr ∈ R, pour tout ouvertqO(U), U ∈ O, deX/O
(rappelons le lemme 9.1.3), siqO[θℓ(x1)](qO(U)) > r, alors par définitionθℓ(x1)(q

−1
O

(qO(U))) >
r, doncθℓ(x1)(U) > r par le lemme 9.1.2. Doncx1 est dans l’ouvertθ−1

ℓ [U > r], qui est dans
O puisqueO est agglomérante pourθ. Commex1 �O x2, x2 est dans le même ouvert, donc par
le même raisonnement que ci-dessus,qO[θℓ(x2)](qO(U)) > r. Ceci étant vrai pour toutr ∈ R,
qO[θℓ(x2)](qO(U)) ≥ qO[θℓ(x1)](qO(U)). Par le même raisonnement, en échangeant les rôles
dex1 et dex2, qO[θℓ(x2)](qO(U)) ≤ qO[θℓ(x1)](qO(U)). La deuxième partie du lemme est une
conséquence triviale de la première. ⊓⊔

Lemme 9.1.8 SoitO une topologie agglomérante pourθ.
Alors la fonctionθℓ/O qui àqO(x) associeqO[θℓ(x)] est bien définie et continue deX/O vers

J≤1 wk(X/O) pour toutℓ ∈ L.
La famille θ/O = (θℓ/O)ℓ∈L est alors un système de transitions ludique surX/O, qui est

crédibiliste, resp. convexe, resp. plausibiliste, resp. concave, resp. de Markov dès queθ l’est.

Démonstration.SoitO une topologie agglomérante pourθ. Par le lemme 9.1.7, pour toutx ∈ X,
qO[θℓ(x)] ne dépend pas dex, mais seulement deqO(x). Donc la fonctionθℓ/O est bien définie.

Montrons qu’elle est continue : pour tout ouvertqO(U) deX/O, oùU ∈ O,

θℓ/O
−1[qO(U) > r] = {qO(x)|qO[θℓ(x)](qO(U)) > r}

= {qO(x)|θℓ(x)(q
−1
O

(qO(U))) > r}
= {qO(x)|θℓ(x)(U) > r} par le lemme 9.1.2

= qO(θ−1
ℓ [U > r]) = qO(θℓ

−1
|O [U > r])

est un ouvert deX/O, puisqueθℓ|O est continue, et par le lemme 9.1.3.
θ/O est donc un système de transitions ludique surX/O. Par le lemme 4.2.9,q≡[θ] est crédi-

biliste, resp. convexe, resp. plausibiliste, resp. concave, resp. modulaire, dès queθ l’est. ⊓⊔
On montrera à la proposition 9.1.10 que le système de transitions ludique quotientθ/O vé-

rifie exactement les mêmes formules deLopen(∅), ou plutôt d’un sous-ensemble de formules
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pour lequel ceci a un sens. Ces formules seront celles qui ne contiennent ni implication⇒, ni
conjonction infinie

∧
, ni plus grand point fixeν.

Le lemme suivant énonce que la sémantique de ces formules estun élément deO, dès queO
est une topologie agglomérante. Nous traiterons des opérateurs manquants plus loin.

Lemme 9.1.9 (Correction) SoitO une topologie agglomérante pourθ surX, etF un énoncé
deL

⊤∧⊥∨
W

µ
open (∅). AlorsJF Kθ est dansO. En particulier, six1 |=θ F etx1 �O x2 alorsx2 |=θ F .

Plus généralement, supposons queF soit une formule deL⊤∧⊥∨
W

µ
open (A). Pour toute interpré-

tation I telle queI(A) ∈ O pour toutA ∈ A, pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ O pour
toute variableϕ, on aI JF Kθ ρ ∈ O.

Démonstration.Nous montrons la deuxième partie du lemme. La première s’en déduit triviale-
ment, en utilisant le lemme 9.1.2 pour montrer quex1 |=θ F etx1 �O x2 impliquentx2 |=θ F .

On montre le résultat par récurrence structurelle surF . Les cas oùF est une formule ato-
miqueA, une variableϕ, ⊤, ⊥, une conjonction finie ou une disjonction, finie ou infinie, le
résultat est évident.

LorsqueF est de la forme[ℓ]>rF
′, I JF Kθ ρ = θ−1

ℓ [I JF ′Kθ > r] est dansO précisément parce
queO est agglomérante pourθ.

LorsqueF est de la formeµϕ·F ′, notons que par hypothèse de récurrence : (a)I JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→
U ′]) est dansO pour toutU ′ ∈ O. ConstruisonsU0 = ∅, Uα+1 = I JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→ Uα]) pour
tout ordinalα, Uβ =

⋃
α<β Uα pour tout ordinal limiteβ, et posonsU∞ =

⋃
α Uα. Alors

U∞ = I JF Kθ ρ, puisque nous ne raisonnons ici que sur des formules bien formées (toutes les
formules positives sont bien formées). Par récurrence ordinale,Uα est dansO pour toutα. C’est
évident lorsqueα = 0 ou lorsqueα est un ordinal limite, et c’est par (a) lorsqueα est un ordinal
successeur. DoncU∞ = I JF Kθ ρ est dansO. ⊓⊔

Proposition 9.1.10 (Quotient) SoitO une topologie agglomérante pourθ surX, etF un énoncé
deL

⊤∧⊥∨
W

µ
open (∅). Alors :

1. qO(JF Kθ) = JF Kθ/O
;

2. JF Kθ = q−1
O

(JF Kθ/O
) ;

3. x |=θ F si et seulement siqO(x) |=θ/O F .

Plus généralement, soitF une formule deL⊤∧⊥∨
W

µ
open (A). Pour toute interprétationI telle que

I(A) ∈ O pour toutA ∈ A, posonsI/O l’interprétation définie par(I/O)(A) = qO(I(A)).
Pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ O pour toute variableϕ, posonsρ/O l’environnement
défini par(ρ/O)(ϕ) = qO(ρ(ϕ)). Alors :

1. qO(I JF Kθ ρ) = (I/O) JF Kθ/O
(ρ/O) ;

2. I JF Kθ ρ = q−1
O

((I/O) JF Kθ/O
(ρ/O)) ;

3. ρ, x |=I
θ F si et seulement si(ρ/O), qO(x) |=I/O

θ/O
F .
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Démonstration.NotonsI ′ = I/O, ρ′ = ρ/O. Nous montrons 2 par récurrence structurelle sur
F . C’est évident siF est une formule atomiqueA, auquel cas le côté gauche estI(A), et le côté
droit estq−1

O
(I ′(A)) = q−1

O
(qO(I(A))) = I(A), puisqueI(A) est dansO par hypothèse, et en

utilisant le lemme 9.1.2. Le cas oùF est une variableϕ est similaire.
LorsqueF vaut⊤ ou⊥, c’est évident. LorsqueF est une conjonction finie, ou une disjonc-

tion, finie ou infinie, c’est par l’hypothèse de récurrence etle fait queq−1
O

commute aux unions
et aux intersections.

LorsqueF est de la forme[ℓ]>rF
′, on a :

q−1
O

(I ′ JF Kθ/O
ρ′) = q−1

O
(θℓ/O

−1[I ′ JF ′Kθ/O
ρ′ > r])

= q−1
O
{qO(x)|qO[θℓ(x)](I

′ JF ′Kθ/O
ρ′) > r}

= q−1
O (qO(θ−1

ℓ [q−1
O (I ′ JF ′Kθ/O

ρ′) > r]))

= q−1
O

(qO(θ−1
ℓ [I JF ′Kθ ρ > r])) par hypothèse de récurrence

= q−1
O

(qO(I JF Kθ ρ))

= I JF Kθ ρ par le lemme 9.1.2 et le lemme 9.1.9

Finalement, lorsqueF est de la formeµϕ ·F ′, on note que : (a)I ′ JF ′Kθ/O
(ρ′[ϕ 7→ qO(U)]) =

I JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→ U ]) pour toutU ∈ O, par hypothèse de récurrence. Le résultat s’obtient par
récurrence ordinale, en utilisant (a).

2 étant démontré, on en déduit 1 :qO(I JF Kθ ρ) = qO(q−1
O

(I ′ JF Kθ/O
ρ′)) = I ′ JF Kθ/O

ρ′,
puisqueqO est surjective. 3 est une reformulation de 2. ⊓⊔

Une topologie aggloméranteO est d’autant plus intéressante que l’espaceX/O est plus petit,
c’est-à-dire que la topologieO est moins fine.

On observe que :

Lemme 9.1.11Top(X), l’espace des topologies moins fines que celles deX, ordonné par la
relation “est plus fine que”, est un treillis complet.

Démonstration.Pour toute famille(Oi)i∈I de topologies moins fines que celle deX, soit O =⋂
i∈I Oi, où par convention ceci dénoteO(X) si I est vide.O est une topologie moins fine que

O(X), et est clairement la plus fine parmi celles qui sont moins fines queO(X) et qui soit moins
fine que tous lesOi. DoncO est la borne supérieure de la famille(Oi)i∈I . Comme toutes les
bornes supérieures existent, il en est de même des bornes inférieures. ⊓⊔
La borne inférieure de(Oi)i∈I , au passage, est la topologie engendrée par l’union

⋃
i∈I Oi.

Lemme 9.1.12SoitTθ la fonction qui à toute topologieO surX moins fine que celle deX as-
socie la topologieTθ(O) la moins fine surX rendant toutes les fonctionsx 7→ θℓ(x)|O continues
deX : Tθ(O) versJ≤1 wk(X : O).

De façon équivalente,Tθ(O) est la topologie engendrée par les ouvertsθ−1
ℓ [U > r] lorsque

U ∈ O et r ∈ R.
Tθ définit une fonction croissante deTop(X) dansTop(X).
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Démonstration. Puisque toutU ∈ O est un ouvert deX, et queθℓ est continue deX dans
J≤1 wk(X), θ−1

ℓ [U > r] est un ouvert deX. DoncTθ(O) est moins fine que la topologie deX, et
définit donc un élément deTop(X). Le fait queTθ soit croissante est clair. ⊓⊔

On a, par définition :

Fait 9.1.13 Les topologies agglomérantesO deθ sont exactement les pré-points fixes deTθ.

Par le théorème de Knaster-Tarski :

Théorème 9.1.14L’ensemble des topologies agglomérantes deθ surX est un treillis complet.
En particulier, il existe une topologie aggloméranteOθ la moins fine pourθ surX.

En d’autres termes,Oθ est le plus grand pré-point fixe, donc aussi le plus grand point fixe deTθ.
Il existe donc une agglomération la meilleure pourθ, c’est-à-dire la moins fine. Cette meilleure
agglomérationOθ peut en fait être caractérisée à l’aide du fragmentL⊤∧∨

open(∅) de la logique
Lopen(∅) :

Théorème 9.1.15Soitθ un système de transitions ludique sur un espace topologiqueX. SoitL
un langage de formules deLopen(A) tel que⊤ ∈ L, F1 ∧ F2, F1 ∨ F2 et [ℓ]>rF1 soient dansL
pour toutes formulesF1, F2 deL, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ∩ [0, 1], oùQ est une partie
dénombrable partout dense deR.

La topologie engendrée par les ouverts deX de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les for-
mules deL, est agglomérante.

Démonstration.Soit O la topologie engendrée par les ouverts indiqués. Par le lemme 8.2.2,O
est moins fine que la topologie deX.

On remarque ensuite que, lorsqueU est un ouvert deO de la formeJF Kθ, alorsθℓ
−1
|O [U >

r] = {x ∈ X|θℓ(x)(JF Kθ) > r} = J[ℓ]>rF Kθ est dansO pour toutr dansQ ∩ [0, 1]. Ceci est
encore vrai pour tout réelr ∈ [0, 1], carθℓ

−1
|O [U > r] =

⋃
r′∈Q,r′>r θℓ

−1
|O [U > r′].

Il nous reste à montrer queθℓ
−1
|O [U > r] est dansO pour toutU ∈ O, pas seulement pour les

U de la formeJF Kθ. Alors la fonctionθℓ|O qui àx associeθℓ(x)|O sera continue deX : O vers
J≤1 wk(X : O), etO sera bien une topologie agglomérante.

L’ouvertU ∈ O est par définition une union d’intersections finies d’ouverts de la formeJF Kθ,
donc d’ouverts qui sont soit∅ soit des unions dirigées d’unions finies non vides d’intersections
finies d’ouverts de la formeJF Kθ. SiU est vide,θℓ

−1
|O [U > r] est vide sir ≥ 0, X tout entier si

r < 0, donc de toute façon dansO.
Sinon, on remarque d’abord que toute intersection finie d’ouverts JFiKθ, 1 ≤ i ≤ m, est

de la formeJF1 ∧ . . . ∧ FmKθ, ou bien de la formeJ⊤Kθ si m = 0. Toute union finie non vide
d’ouvertsJFiKθ, 1 ≤ i ≤ m (m ≥ 1), est de la formeJF1 ∨ . . . ∨ FmKθ. DoncU est une union
dirigée d’ensembles de la formeJF Kθ, disonsU =

⋃
i∈I JFiKθ. Alors θℓ

−1
|O [U > r] = {x ∈

X|θℓ(x)(
⋃

i∈I JFiKθ) > r} = {x ∈ X| supi∈I θℓ(x)(JFiKθ > r} =
⋃

i∈I{x ∈ X|θℓ(x)(JFiKθ >
r}, qui est une union d’ouverts deO, donc dansO. ⊓⊔
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Corollaire 9.1.16 (Complétude) Soitθ un système de transitions ludique sur un espace topolo-
giqueX. La topologie agglomérante pourθ la moins fineOθ est celle qui est engendrée par les
ouverts de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules deL⊤∧∨

open(∅).

Démonstration.Soit O la topologie engendrée par les ouverts de la formeJF Kθ, F variant dans
L⊤∧∨

open(∅). Par le théorème 9.1.15,O est agglomérante, donc plus fine queOθ. Par le lemme 9.1.9,
tout ouvert de la formeJF Kθ, avecF une formule deL⊤∧∨

open(∅), est dansOθ. Autrement ditO est
moins fine queOθ. DoncO = Oθ. ⊓⊔
Soient deux étatsx1, x2 ∈ X. Disons quex1 estsimilaire àx2, et notonsx1 � x2 si et seulement
s’il existe une topologie aggloméranteO telle quex1 �O x2. Le corollaire 9.1.16 implique que
x1 � x2 si et seulement six2 vérifie toutes les formules deL⊤∧∨

open(∅) quex1 vérifie. Alorsx2

vérifie aussi toutes les formules deL
⊤∧⊥∨

W

µ
open (∅) quex1 vérifie.

La notion suivante est peut-être plus parlante. Disons que deux étatsx1, x2 ∈ X sontsem-
blables, et notonsx1 ≡ x2, si et seulement s’il existe une topologie aggloméranteO telle que
x1 ≡O x2. Le corollaire 9.1.16 implique alors quex1 ≡ x2 si et seulement six1 et x2 vé-
rifient exactement les mêmes formules deL⊤∧∨

open(∅). Ils vérifient alors les mêmes formules de

L
⊤∧⊥∨

W

µ
open (∅). De plus, on peut agglomérer les états, par la proposition 9.1.10, en notant que
≡=≡O : on peut fusionner tous les étatsx1 et x2 équivalents au sens de≡, et munir l’espace
quotient d’une topologie (celle deX/O) telle que, pour vérifier six |=θ F , il suffit de vérifier
que l’état fusionnéqO(x) vérifie F dans le systèmeθ/O, qui est en général plus petit. C’est la
technique, usuelle en théorie des chaînes de Markov, des agglomérations (“lumping” en anglais).

⊲ Exercice 9.1
On considère le cas d’un espacefini d’étatsX, muni de la topologie discrète. Montrer que pour
tout préordre� surX, il existe une unique topologieO surX telle que�=�O.

⊲ Exercice 9.2
On dit que le préordre� est une relation desimulationpourθ surX si et seulement si pour tous
étatsx1, x2 ∈ X tels quex1 � x2, on aθℓ(x1)(U) ≤ θℓ(x2)(U) pour tout ensembleU clos par
le haut pour�. Ceci n’a de sens que lorsque la topologie d’Alexandroff de� est moins fine que
celle deX. La relation de similarité est usuellement définie comme la plus grande simulation :
x1 est similaire àx2 si et seulement s’il existe une relation de simulation� telle quex1 � x2.

Montrer que, siX est fini (muni de sa topologie discrète), alorsx1 est similaire àx2 si et
seulement six1 �O x2.

⊲ Exercice 9.3
Nous cherchons à élucider la notion de simulation lorsqueX est fini etθ est purement non

déterministe, de façon angélique. Autrement dit, supposons que pour toutℓ ∈ L, pour toutx ∈
X, θℓ(x) vaut soit0 soit un jeu d’exempleeF , F ⊆ X. Notonsx1

ℓ−→x2 si θℓ(x1) = eF avec
x2 ∈ F .

Montrer que� est une simulation si et seulement si, pour tousx1 ety1 tels quex1 � y1, pour

tout ℓ ∈ L, six1
ℓ−→x2 alors il existe un étaty2 tel quex2

ℓ−→y2 etx2 � y2. Ceci est la définition
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usuelle d’une simulation dans le cadre non déterministe, etse note de façon plus concise sous
forme du diagramme :

x1 �

ℓ

y1

ℓ

x2 � y2

(9.1)

où les flèches en gras sont universellement quantifiées, et celles en pointillées sont existentielle-
ment quantifiées.

Nous revenons enfin à la notion de bisimulation dont il était question au tout début de ce
chapitre.

⊲ Exercice 9.4
SoitX un ensemble fini (muni de sa topologie discrète). On dit que larelation d’équivalence
≡ est une relation debisimulationpour θ surX si et seulement si pour tous étatsx1, x2 ∈ X
tels quex1 ≡ x2, on aθℓ(x1)(C) = θℓ(x2)(C) pour toute classe d’équivalenceC pour≡. La
relation debisimilaritéest usuellement définie comme la plus grande bisimulation :x1 etx2 sont
bisimilaires si et seulement s’il existe une relation de bisimulation≡ telle quex1 ≡ x2.

Montrer que six1 etx2 sont bisimilaires, alors ils sont semblables. Montrer que la réciproque
est fausse, en exhibant un ensembleX fini et un système de transition ludiqueθ. Indication :
on peut choisirL de cardinal2, et θ purement non déterministe angélique (i.e.,θℓ(x) est un jeu
d’exemple). La morale est : la bisimilarité n’identifie pas tous les états semblables.

⊲ Exercice 9.5
A contrario de l’exercice 9.3, supposons queX soit fini etθ est purement non déterministe, mais
de façon démoniaque. Autrement dit, supposons que pour toutℓ ∈ L, pour toutx ∈ X, θℓ(x)

vaille soit0 soit un jeu d’unanimitéuQ, Q ⊆ X. Notonsx1
ℓ−→x2 si θℓ(x1) = uQ avecx2 ∈ Q.

Disons qu’une actionℓ ∈ L estbloquéeà l’étatx si et seulement siθℓ(x) = 0, c’est-à-dire si et

seulement s’il n’existe aucun étatx′ tel quex
ℓ−→x′. Dans le cas contraire, elle estactivée.

Montrer que� est une simulation si et seulement si, pour tousx1 ety1 tels quex1 � y1, pour
toute actionℓ ∈ L qui est activée enx1, on a :

– ℓ est aussi activée eny1 ;
– pour tout étaty2 tel quey1

ℓ−→y2 alors il existe un étaty1 tel quex1
ℓ−→x2 etx2 � y2 :

x1 �

ℓ

y1

ℓ

x2 � y2

(9.2)

(Observez bien la différence avec le diagramme (9.1).)

Avant de continuer, donnons une autre caractérisation de lanotion de topologie agglomérante,
en terme d’intégration de fonctions :
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Proposition 9.1.17 Une topologieO sur X est agglomérante surX si et seulement siO est
moins fine queO(X) et, pour toute fonction continue bornéef deX : O versR+, la fonction

x 7→ C

∫

y∈X:O

f(y)dθℓ(x)|O (9.3)

est continue deX : O versR+ pour toutℓ ∈ L.

Démonstration. La direction seulement si est par la proposition 4.5.4. Réciproquement, si la
fonction (9.3) est continue pour toute fonction continuef deX : O versR+, elle l’est en particu-
lier pourf = χU , U ∈ O. Par la proposition 4.1.4, la fonctionx 7→ θℓ(x)(U) est donc continue,
c’est-à-dire queO est une topologie agglomérante. ⊓⊔

9.2 Topologies agglomérantes intérieures

Les théorèmes de la section 9.1 ne s’appliquent pas en présence d’implication⇒, de conjonc-
tions infinies

∧
, et de plus grands points fixesν. Pour les prendre en compte, nous nous intéres-

sons à certaines topologies agglomérantes particulières.La façon de procéder est dictée par la
démonstration des théorèmes de correction et de complétudede la section 9.1.

Intéressons-nous d’abord aux plus grands points fixes, et aux conjonctions infinies.

Définition 9.2.1 (Topologie intérieure) Soit O une topologie moins fine que celle de l’espace
topologiqueX. On dit queO est une topologieintérieuresi et seulement si, pour tout ensemble

A clos par le haut pour�O, l’intérieur
◦

A est dansO.

Notons que l’intérieur
◦

A est l’intérieur deA relativement à la topologie deX : c’est le plus grand
ouvert deX, pas nécessairement deX : O, inclus dansA.

Lemme 9.2.2 Soit O une topologie intérieure surX. Pour tout ouvertU deX, le plus petit
ensemble↑O U contenantU et clos par le haut pour�O est dansO.

Démonstration. Comme↑O U est clos par le haut pour�O,

◦︷ ︸︸ ︷
↑O U est dansO, puisqueO est

intérieure. Clairement,U =
◦

U ⊆
◦︷ ︸︸ ︷
↑O U . De plus,

◦︷ ︸︸ ︷
↑O U ⊆↑O U . Comme

◦︷ ︸︸ ︷
↑O U est dansO, il

est clos par le haut pour�O. Comme↑O U est le plus petit ensemble clos par le haut pour�O

contenantU , commeU ⊆
◦︷ ︸︸ ︷
↑O U ⊆↑O U , et comme

◦︷ ︸︸ ︷
↑O U est dansO, donc close par le haut pour

�O, on en déduit

◦︷ ︸︸ ︷
↑O U =↑O U . Donc↑O U est dansO. ⊓⊔

Lemme 9.2.3 (Correction) SoitO une topologie agglomérante intérieure pourθ surX, etF un
énoncé deL⊤∧

V

⊥∨
W

µν
open (∅). AlorsJF Kθ est dansO. En particulier, six1 |=θ F etx1 �O x2 alors

x2 |=θ F .
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Plus généralement, supposons queF soit une formule deL⊤∧
V

⊥∨
W

µν
open (A). Pour toute inter-

prétationI telle queI(A) ∈ O pour toutA ∈ A, pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ O

pour toute variableϕ, on aI JF Kθ ρ ∈ O.

Démonstration.On montre la deuxième partie du lemme. Tous les cas sauf
∧

et ν sont comme
au lemme 9.1.9. LorsqueF est de la forme

∧
i∈I Fi, par hypothèse de récurrenceI JFiKθ ρ est

dansO, donc est clos par le haut pour�O. En particulier,A =
⋂

i∈I I JFiKθ ρ est clos par le haut

pour�O. CommeO est intérieure,I JF Kθ ρ =
◦

A est dansO. Notons queA n’est pas en général
ouvert, étant une intersection possiblement infinie d’ouverts.

LorsqueF est de la formeνϕ·F ′, notons d’abord que : (a) siU est dansO, alorsI JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→
U ]) est dansO, par hypothèse de récurrence. PosonsΦ la fonction qui àU ∈ O associeI JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→
U ]). Alors I JF Kθ ρ est le plus grand point fixe deΦ dansO(X) : I JF Kθ ρ =

⋃
U∈O(X)
U⊆Φ(U)

U .

Nous allons montrer queI JF Kθ ρ =
⋃

U∈O
U⊆Φ(U)

U , c’est-à-dire que le point fixe peut être cal-

culé dansO. Clairement,
⋃

U∈O
U⊆Φ(U)

U ⊆ I JF Kθ ρ. Réciproquement, pour tout ouvertU deX tel

queU ⊆ Φ(U), ↑O U est dansO, par le lemme 9.2.2. De plus,Φ(U) ⊆ Φ(↑O U) parce queF ′ est
positive, donc bien formée, et en utilisant le lemme 8.2.5. DoncU ⊆ Φ(↑O U). CommeΦ(↑O U)
est dansO par (a),Φ(↑O U) est clos par le haut pour�O, et contientU , donc contient↑O U . On
en déduit queI JF Kθ ρ =

⋃
U∈O(X)
U⊆Φ(U)

U ⊆ ⋃ U∈O(X)
↑OU⊆Φ(↑OU)

U ⊆ ⋃ U∈O(X)
↑OU⊆Φ(↑OU)

↑O U ⊆ ⋃ U∈O
U⊆Φ(U)

U .

DoncI JF Kθ ρ =
⋃

U∈O
U⊆Φ(U)

U est dansO. ⊓⊔

Proposition 9.2.4 (Quotient) SoitO une topologie agglomérante intérieure pourθ surX, etF
un énoncé deL⊤∧

V

⊥∨
W

µν
open (∅). Alors :

1. qO(JF Kθ) = JF Kθ/O
;

2. JF Kθ = q−1
O

(JF Kθ/O
) ;

3. x |=θ F si et seulement siqO(x) |=θ/O F .

Plus généralement, soitF une formule deL⊤∧
V

⊥∨
W

µν
open (A). Pour toute interprétationI telle

queI(A) ∈ O pour toutA ∈ A, posonsI/O l’interprétation définie par(I/O)(A) = qO(I(A)).
Pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ O pour toute variableϕ, posonsρ/O l’environnement
défini par(ρ/O)(ϕ) = qO(ρ(ϕ)). Alors

1. qO(I JF Kθ ρ) = (I/O) JF Kθ/O
(ρ/O) ;

2. I JF Kθ ρ = q−1
O ((I/O) JF Kθ/O

(ρ/O)) ;

3. ρ, x |=I
θ F si et seulement si(ρ/O), qO(x) |=I/O

θ/O
F .

Démonstration.On montre 2, comme à la proposition 9.1.10, par récurrence structurelle surF .
Notons encoreI ′ = I/O, ρ′ = ρ/O.

On observe que�O induit un ordre≤ surX/O parqO(x) ≤ qO(y) si et seulement six �O y.
Cet ordre≤ est exactement l’ordre de spécialisation deX/O, par le lemme 9.1.3 :qO(x) est
inférieur ou égal àqO(y) dans l’ordre de spécialisation deX/O si et seulement si, pour tout
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U ∈ O, si qO(x) ∈ qO(U) alorsqO(y) ∈ qO(U), autrement dit six ∈ U alorsy ∈ U (en utilisant
queq−1

O
(qO(U)) = U , par le lemme 9.1.2).

LorsqueO est intérieure, pour toute partieA close par le haut (pour≤, donc) deX/O, on

remarque que :(∗) q−1
O

(
◦

A) =

◦︷ ︸︸ ︷
q−1
O

(A). Notons que l’intérieur
◦

A deA est pris dans la topologie de

X/O, alors que l’intérieur du côté droit est pris dans la topologie deX, pas dansO. Comme
◦

A

est un ouvert deX/O, on peut écrire
◦

A = qO(U), pour un certainU ∈ O, par le lemme 9.1.3. Par

le lemme 9.1.2,U = q−1
O

(
◦

A). DoncU ⊆ q−1
O

(A). PuisqueU est ouvert dansX, U ⊆
◦︷ ︸︸ ︷

q−1
O

(A),
ce qui donne la direction⊆ de (∗). Réciproquement, soitB = q−1

O (A) : B est clos par le haut

pour�O, puisqueA l’est pour≤, donc
◦

B est dansO puisqueO est intérieure. DoncqO(
◦

B) est

un ouvert deX/O. De plus,qO(
◦

B) ⊆ A puisqueqO(
◦

B) ⊆ qO(B) = A. Donc qO(
◦

B) ⊆
◦

A,

c’est-à-dire
◦

B ⊆ q−1
O (

◦

A). Mais ceci est la direction⊇ de(∗).
LorsqueF est de la forme

∧
i∈I Fi,

q−1
O

(I ′ JF Kθ/O
ρ′) = q−1

O
(

◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

I ′ JFiKθ/O
ρ′)

=

◦︷ ︸︸ ︷

q−1
O

(
⋂

i∈I

I ′ JFiKθ/O
ρ′

)
par(∗),

puisque
⋂

i∈I I
′ JFiKθ/O

ρ′ est clos par le haut pour�O

=

◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

q−1
O

(
I ′ JFiKθ/O

ρ′
)

puisqueq−1
O

commute aux intersections

=

◦︷ ︸︸ ︷⋂

i∈I

I JFiKθ ρ = I JF Kθ ρ

LorsqueF est de la formeνϕ · F ′, posonsΦ la fonction qui à tout ouvertU deX associe
I JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→ U ]), et Φ′ la fonction qui à tout ouvertU ′ deX/O associeI ′ JF ′Kθ/O

ρ′. Par
hypothèse de récurrence, on sait que : (a)q−1

O
(Φ′(qO(U))) = Φ(U) pour toutU ∈ O. Nous

devons montrer que l’image réciproque parqO du plus grand (pré-)point fixeI ′ JF Kθ/O
de Φ′

est le plus grand (pré-)point fixeI JF Kθ ρ de Φ. Supposons queU ′ = qO(U), U ∈ O, soit un
pré-point fixe deΦ′, c’est-à-dire queU ′ ⊆ Φ′(U ′). Par le lemme 9.1.2,q−1

O
(U ′) = U . Alors

U = q−1
O (U ′) ⊆ q−1

O (Φ′(U ′)) = Φ(U) par (a), doncU est un pré-point fixe deΦ. En prenant
U ′ = I ′ JF Kθ/O

ρ′, ceci impliqueU = q−1
O

(I ′ JF Kθ/O
ρ′) est un pré-point fixe deΦ, donc inclus

dans le plus grand,I JF Kθ ρ. Réciproquement, posonsU = I JF Kθ ρ, etU ′ = qO(U). U est dans
O par le lemme 9.2.3. En particulier,U = q−1

O
(U ′) par le lemme 9.1.2. CommeU ⊆ Φ(U), c’est

queU ⊆ q−1
O (Φ′(U ′)), par (a). DoncU ′ = qO(U) ⊆ Φ′(U ′), etU ′ est un pré-point fixe deΦ′,
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doncU ′ ⊆ I ′ JF Kθ/O
ρ′. DoncU = I JF Kθ ρ = q−1

O (U ′) ⊆ q−1
O (I ′ JF Kθ/O

ρ′). ⊓⊔
Montrons que l’espace des topologies intérieures àX forme encore un treillis complet. Ceci

permet d’assurer, en particulier, qu’il existe une topologie agglomérante intérieure la moins fine.

Lemme 9.2.5Topint(X), l’espace des topologies intérieures surX, ordonné par la relation
“est plus fine que”, est un treillis complet.

Démonstration.Soit(Oi)i∈I une famille de topologies intérieures surX, et posonsO =
⋂

i∈I Oi.
Tout ensembleA qui est clos par le haut pour�O est aussi clos par le haut pour chaque�Oi

.

CommeOi est intérieure,
◦

A est dansOi, et ce pour touti ∈ I. Donc
◦

A est dansO, et l’on conclut
queO est intérieure. DoncO est la borne supérieure de la famille(Oi)i∈I . Comme toutes les
bornes supérieures existent, il en est de même des bornes inférieures. ⊓⊔

Lemme 9.2.6 SoitT int
θ la fonction qui à toute topologieO surX moins fine que celle deX as-

socie la topologieT int
θ (O) la moins fine surX qui soit intérieure et qui rende toutes les fonctions

x 7→ θℓ(x)|O continues deX : Tθ(O) versJ≤1 wk(X : O).
T int

θ définit une fonction croissante deTopint(X) dansTopint(X).

Démonstration.Évident. ⊓⊔

Fait 9.2.7 Les topologies agglomérantes intérieuresO deθ sont exactement les pré-points fixes
deT int

θ .

Par le théorème de Knaster-Tarski :

Théorème 9.2.8L’ensemble des topologies agglomérantes intérieures deθ surX est un treillis
complet. En particulier, il existe une topologie agglomérante intérieureOint

θ la moins fine pour
θ surX.

Théorème 9.2.9Soitθ un système de transitions ludique sur un espace topologiqueX. SoitL
un langage de formules deLopen(A) tel que⊤ ∈ L, F1 ∧ F2, F1 ∨ F2 et [ℓ]>rF1 soient dansL
pour toutes formulesF1, F2 deL, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ∩ [0, 1] (oùQ est une partie
dénombrable partout dense deR), et tel que

∧
i∈I Fi et

∨
i∈I Fi soient dansL pour toute famille

(Fi)i∈I de formules deL de cardinal au plus|O(X)|.
La topologie engendrée par les ouverts deX de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les for-

mules deL, est agglomérante et intérieure.

Démonstration. Soit O cette topologie. Elle est agglomérante, par le théorème 9.1.15. Mon-
trons qu’elle est intérieure. D’abord, on remarque que le préordre de spécialisation� deO est
caractérisé par :x � y si et seulement si, pour toute formuleF deL, six |=θ F alorsy |=θ F .

SoitA un ensemble clos par le haut pour�. A est l’intersection de tous les ouverts deO qui
contiennentA. Les ouverts deO sont les unions d’ouverts de la formeJF Kθ, F ∈ L, puisque
l’on peut former toutes les conjonctions finies dansL. En particulier, pour tout ouvertU ∈ O, U
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s’écrit comme l’union desJF Kθ,F ∈ L, qui sont inclus dansU . NotonsB l’ensemble des ouverts
de la formeJF Kθ, F ∈ L. Pour toutV ∈ B, fixons une formuleFV deL telle queV = JFV Kθ.
Donc

A =
⋂

U∈O
U⊇A

⋃

V ∈B
V ⊆U

JFV Kθ

Il s’ensuit :

◦

A =

u
wv
∧

U∈O
U⊇A

∨

V ∈B
V ⊆U

FV

}
�~

θ

est dansO. Notons que la formule ci-dessus est bien dansL, car la disjonction infinie est prise
sur au plus|B| ≤ |O(X)| éléments, et la conjonction infinie est prise sur au plus|O| ≤ |O(X)|
éléments. DoncO est intérieure. ⊓⊔

⊲ Exercice 9.6
On peut caractériser les clos par le hautA pour�O comme étant les complémentaires des clos
par le basA ; et les clos par le bas comme étant les

⋃
x∈A ↓O x. Enfin,↓O x = {y ∈ X|∀F ∈

L ·y |=θ F ⇒ x |=θ F}. Refaire la démonstration du théorème 9.2.9 avec ce codage des clos par
le haut. Ceci permet-il d’utiliser des conjonctions ou disjonctions infinies plus petites que celles
données au théorème 9.2.9 ?

Corollaire 9.2.10 (Complétude) Soit θ un système de transitions ludique sur un espace topo-
logiqueX. La topologie agglomérante intérieure pourθ la moins fineOint

θ est celle qui est
engendrée par les ouverts de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules deL⊤∧

V

∨
W

open (∅).

L’utilisation de deux opérateurs infinitaires semble nécessaire dans le cas général pour obtenir
la complétude. Dans certains cas particuliers, on n’a besoin que d’un de ces deux opérateurs.
C’est le cas lorsqueX est un cpo continu, et en général un C-espace :

Théorème 9.2.11Soitθ un système de transitions ludique sur un espace topologiqueX. SoitL
un langage de formules deLopen(A) tel que⊤ ∈ L, F1 ∧ F2, F1 ∨ F2 et [ℓ]>rF1 soient dansL
pour toutes formulesF1, F2 deL, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ∩ [0, 1] (oùQ est une partie
dénombrable partout dense deR), et tel que

∧
i∈I Fi soit dansL pour toute famille(Fi)i∈I de

formules deL de cardinal au plus|O(X)|.
Supposons de plus queX soit un C-espace. La topologie engendrée par les ouverts deX de

la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules deL, est agglomérante et intérieure.

Démonstration.Reprenons un ensembleA clos par le haut pour�, comme au théorème 9.2.9.

Écrivons maintenantA =
⋃

x∈A ↑ x. CommeX est un C-espace,
◦

A =
⋃

x∈A

◦︷︸︸︷
↑ x . Or ↑ x =

{y ∈ X|x � y}, etx � y si et seulement si, pour toute formuleF , x |=θ F impliquey |=θ F .
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De façon équivalente,x � y si et seulement si pour toutV ∈ B tel quex ∈ V , on ay ∈ V (B
estFV ont été définis au théorème 9.2.9). CommeV = JFV Kθ, ↑ x =

⋂
V ∈B,x∈V JFV Kθ , donc

◦︷︸︸︷
↑ x =

r∧
V ∈B,x∈V FV

z
θ

est dansO. Donc
◦

A, qui est une union d’éléments deO, est aussi dans

O. ⊓⊔

Corollaire 9.2.12 (Complétude, C-espaces)Soitθ un système de transitions ludique sur un C-
espaceX. La topologie agglomérante intérieure pourθ la moins fineOint

θ est celle qui est en-
gendrée par les ouverts de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules deL⊤∧

V

∨
open (∅).

9.3 Topologies agglomérantes ouvertes

Poursuivons le programme commencé en section 9.2, et incluons l’implication⇒.

Définition 9.3.1 Une topologieO moins fine que celle de l’espace topologiqueX est diteouverte
si et seulement siqO est une application ouverte deX versX/O.

Proposition 9.3.2 SoitO une topologie moins fine que celle deX. O est ouverte si et seulement

si, pour tout ensemble≡O-saturéA, l’intérieur
◦

A est dansO.

Démonstration. Si O est ouverte, fixons une partieA ≡O-saturée deX. Autrement dit,A =

q−1
O

(qO(A)). CommeqO est ouverte,qO(
◦

A) est un ouvert deX/O, c’est-à-direq−1
O

(qO(
◦

A)) est

dansO. Or
◦

A ⊆ q−1
O

(qO(
◦

A)) ⊆ q−1
O

(qO(A)) = A. Commeq−1
O

(qO(
◦

A)) est dansO, il est ouvert.

Il est inclus dansA, mais le plus grand ouvert inclus dansA est
◦

A par définition. Puisque
◦

A ⊆
q−1
O

(qO(
◦

A)), c’est que
◦

A = q−1
O

(qO(
◦

A)), donc
◦

A est dansO.
Réciproquement, supposons que l’intérieur de toute partie≡O-saturée soit dansO. SoitU un

ouvert deX. Pour montrer queO est ouverte, nous devons montrer queqO(U) est ouvert dans

X/O, c’est-à-dire que le≡O-saturéA = q−1
O

(qO(U)) deU est dansO. Par hypothèse,
◦

A est dans

O. CommeU ⊆ A, U ⊆
◦

A. Et
◦

A ⊆ A = q−1
O

(qO(U)). CommeA est le≡O-saturé deU , et
◦

A est

aussi≡O-saturé, étant dansO, on a
◦

A = A, doncA est dansO. ⊓⊔

Corollaire 9.3.3 Toute topologie ouverte surX est intérieure.

Lemme 9.3.4 Soit O une topologie ouverte surX. Pour tout ouvertU de X, le ≡O-saturé
q−1
O (qO(U)) deU est dansO.

Démonstration. PuisqueqO est ouverte,qO(U) est un ouvert deX/O, donc par définition le
≡O-saturéq−1

O
(qO(U)) deU est dansO. ⊓⊔
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Lemme 9.3.5 (Correction) SoitO une topologie agglomérante ouverte pourθ surX, etF un
énoncé bien formé deL⊤∧

V

⊥∨
W

⇒⇛µν
open (∅). Alors JF Kθ est dansO. En particulier, six1 |=θ F et

x1 �O x2 alorsx2 |=θ F .
Plus généralement, supposons queF soit une formule bien formée deL⊤∧

V

⊥∨
W

⇒⇛µν
open (A).

Pour toute interprétationI telle queI(A) ∈ O pour toutA ∈ A, pour tout environnementρ tel
queρ(ϕ) ∈ O pour toute variableϕ, on aI JF Kθ ρ ∈ O.

Démonstration.Comme au lemme 9.2.3, on montre la deuxième partie du lemme. Tous les cas
sauf les implications⇒ et⇛ ont déjà été traités, puisque toute topologie ouverte est enparticulier
intérieure (corollaire 9.3.3). Notons au passage que, dansle cas deµ et ν, nous avons besoin du
fait queU 7→ I JF ′Kθ (ρ[ϕ 7→ U ]) soit croissante, ce qui est assuré ici par le fait queF est bien
formée.

LorsqueF est de la formeF1 ⇒ F2, I JF Kθ ρ est l’intérieur deA = (X \I JF1Kθ ρ)∪I JF2K ρ.
Or, par hypothèse de récurrence,I JF1Kθ ρ et I JF2Kθ ρ sont dansO, donc≡O-saturés. DoncA

est aussi≡O-saturé, et puisqueO est ouverte,
◦

A = I JF Kθ ρ est dansO. Le cas des implications
infinies se traite de façon entièrement similaire. ⊓⊔

Proposition 9.3.6 (Quotient) SoitO une topologie agglomérante ouverte pourθ surX, etF un
énoncé bien formé deL⊤∧

V

⊥∨
W

⇒⇛µν
open (∅). Alors :

1. qO(JF Kθ) = JF Kθ/O
;

2. JF Kθ = q−1
O

(JF Kθ/O
) ;

3. x |=θ F si et seulement siqO(x) |=θ/O F .

Plus généralement, soitF une formule bien formée deL⊤∧
V

⊥∨
W

⇒⇛µν
open (A). Pour toute in-

terprétationI telle queI(A) ∈ O pour toutA ∈ A, posonsI/O l’interprétation définie par
(I/O)(A) = qO(I(A)). Pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ O pour toute variableϕ,
posonsρ/O l’environnement défini par(ρ/O)(ϕ) = qO(ρ(ϕ)). Alors

1. qO(I JF Kθ ρ) = (I/O) JF Kθ/O
(ρ/O) ;

2. I JF Kθ ρ = q−1
O

((I/O) JF Kθ/O
(ρ/O)) ;

3. ρ, x |=I
θ F si et seulement si(ρ/O), qO(x) |=I/O

θ/O
F .

Démonstration.On montre 2, comme à la proposition 9.2.4, par récurrence structurelle surF .
Notons encoreI ′ = I/O, ρ′ = ρ/O.

On remarque que, lorsqueO est ouverte, pour toute partieA deX/O, (∗) q−1
O

(
◦

A) =

◦︷ ︸︸ ︷
q−1
O

(A).

Comme
◦

A est un ouvert deX/O, on peut écrire
◦

A = qO(U), pour un certainU ∈ O, par le

lemme 9.1.3. Par le lemme 9.1.2,U = q−1
O

(
◦

A). DoncU ⊆ q−1
O

(A). PuisqueU est ouvert dans

X, U ⊆
◦︷ ︸︸ ︷

q−1
O (A), ce qui donne la direction⊆ de (∗). Réciproquement, soitB = q−1

O (A) : B

est toujours≡O-saturé, donc
◦

B est dansO puisqueO est intérieure, par la proposition 9.3.2.
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DoncqO(
◦

B) est un ouvert deX/O. De plus,qO(
◦

B) ⊆ A puisqueqO(
◦

B) ⊆ qO(B) = A. Donc

qO(
◦

B) ⊆
◦

A, c’est-à-dire
◦

B ⊆ q−1
O

(
◦

A). Mais ceci est la direction⊇ de(∗).
On traite du cas oùF = F1 ⇒ F2. On a :

q−1
O (I ′ JF Kθ/O

ρ′) = q−1
O (

◦︷ ︸︸ ︷
((X/O) \ I ′ JF1Kθ/O

ρ′) ∪ I ′ JF2Kθ/O
ρ′)

=

◦︷ ︸︸ ︷
q−1
O

(((X/O) \ I ′ JF1Kθ/O
ρ′) ∪ I ′ JF2Kθ/O

ρ′) par(∗)

=

◦︷ ︸︸ ︷
q−1
O

((X/O) \ I ′ JF1Kθ/O
ρ′) ∪ q−1

O
(I ′ JF2Kθ/O

ρ′)

=

◦︷ ︸︸ ︷
(X \ q−1

O
(I ′ JF1Kθ/O

ρ′)) ∪ q−1
O

(I ′ JF2Kθ/O
ρ′)

parce queI ′ JF1Kθ/O
ρ′ est≡O-saturé, par le lemme 9.3.5. Poursuivons :

◦︷ ︸︸ ︷
(X \ q−1

O
(I ′ JF1Kθ/O

ρ′)) ∪ q−1
O

(I ′ JF2Kθ/O
ρ′)

=

◦︷ ︸︸ ︷
(X \ I JF1Kθ ρ) ∪ I JF2Kθ ρ par hypothèse de récurrence

= I JF Kθ ρ

Le casF = (Fi)i∈I ⇛ G est entièrement similaire, et utilise le fait queq−1
O

commute non
seulement aux unions mais aussi aux intersections infinies. ⊓⊔

L’espace des topologies ouvertes surX forme encore un treillis complet :

Lemme 9.3.7Topopen(X), l’espace des topologies ouvertes surX, ordonné par la relation “est
plus fine que”, est un treillis complet.

Démonstration.Soit (Oi)i∈I une famille de topologies ouvertes surX, et posonsO =
⋂

i∈I Oi.

Tout ensembleA ≡O-saturé est aussi≡Oi
-saturé pour touti ∈ I. Par la proposition 9.3.2,

◦

A
est donc dansOi pour tout i ∈ I, donc dansO. Par la proposition 9.3.2 de nouveau,O est
donc ouverte. DoncO est la borne supérieure de la famille(Oi)i∈I . Comme toutes les bornes
supérieures existent, il en est de même des bornes inférieures. ⊓⊔

Lemme 9.3.8 SoitT open
θ la fonction qui à toute topologieO surX moins fine que celle deX

associe la topologieT open
θ (O) la moins fine surX qui soit ouverte et qui rende toutes les fonctions

x 7→ θℓ(x)|O continues deX : Tθ(O) versJ≤1 wk(X : O).
T open

θ définit une fonction croissante deTopopen(X) dansTopopen(X).

Démonstration.Évident. ⊓⊔

Fait 9.3.9 Les topologies agglomérantes ouvertesO deθ sont exactement les pré-points fixes de
T open

θ .
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Encore par le théorème de Knaster-Tarski :

Théorème 9.3.10L’ensemble des topologies agglomérantes ouvertes deθ surX est un treillis
complet. En particulier, il existe une topologie agglomérante ouverteOopen

θ la moins fine pourθ
surX.

Théorème 9.3.11Soitθ un système de transitions ludique sur un espace topologiqueX. SoitL
un langage de formules deLopen(A) tel que⊤ ∈ L, F1 ∧ F2, F1 ∨ F2 et [ℓ]>rF1 soient dansL
pour toutes formulesF1, F2 deL, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ∩ [0, 1], oùQ est une partie
dénombrable partout dense deR. Supposons de plus que(Fi)i∈I ⇛ G et

∨
i∈I Fi soient dansL

pour toute famille(Fi)i∈I de formules deL de cardinal au plus|O(X)| et toute formuleG ; et
que

∧
i∈I Fi soit dansL pour toute famille(Fi)i∈I de formules deL de cardinal au plus|X|.

La topologie engendrée par les ouverts deX de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les for-
mules deL, est agglomérante et ouverte.

Démonstration.SoitO cette topologie. Elle est agglomérante et intérieure, par le théorème 9.2.9.
Soit A une partie≡O-saturée deX. Pour chaquex ∈ X, posons[x] = q−1

O
(qO{x}) la classe

d’équivalence dex. On remarque d’abord queA =
⋂

x6∈A(X \ [x]). En effet, siy ∈ A, alors
y ∈ X \ [x] pour toutx 6∈ A, sinon on auraity ≡O x, doncx ∈ A, puisqueA est≡O-saturé.
Réciproquement, siy ∈ ⋂x6∈A(X \ [x]), et siy n’était pas dansA, alorsy serait dansX \ [y]
(prendrex = y), ce qui est impossible.

Ensuite, on observe quex ≡O y si et seulementx et y vérifient les mêmes formules deL.
Rappelons queB est l’ensemble des ouvertsV de la formeJF Kθ, et queFV est l’une de ces
formulesF pour chaqueV . DoncX \ [x] est l’ensemble desy ∈ X tels qu’il existeV ∈ B avec
x ∈ V ety 6∈ V , oux 6∈ V ety ∈ V . Donc :

A =
⋂

x6∈A

(X \ [x]) =
⋂

x6∈A



⋃

V ∈B
x∈V

(X \ V ) ∪
⋃

V ∈B
x6∈V

V




Notons maintenant que l’intérieur d’une intersection
⋂

j∈J Aj est aussi celle de l’intersection
⋂

j∈J

◦

Aj. Donc

◦

A =

◦︷ ︸︸ ︷
⋂

x6∈A

◦︷ ︸︸ ︷⋃

V ∈B
x∈V

(X \ V ) ∪
⋃

V ∈B
x6∈V

V =

◦︷ ︸︸ ︷
⋂

x6∈A

◦︷ ︸︸ ︷⋃

V ∈B
x∈V

(X \ JFV Kθ) ∪
⋃

V ∈B
x6∈V

JFV Kθ

=

u
wv
∧

x6∈A


(FV )V ∈B

x∈V
⇛
∨

V ∈B
x6∈V

FV




}
�~

est dansO. ⊓⊔
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Corollaire 9.3.12 (Complétude) Soitθ un système de transitions ludique sur un espace topolo-
giqueX. La topologie agglomérante ouverte pourθ la moins fineOopen

θ est celle qui est engen-

drée par les ouverts de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules deL⊤∧
V

∨
W

⇛

open (∅).

9.4 Systèmes bilatères, cotopologies coagglomérantes

L’usage de topologies, en particulier de topologies agglomérantes, permet de classifier les
pointsx deX à l’aide de testsU , qui sont des ouverts. On a vu en section 8.2 que ceci revenait
à accumuler de l’information positive surx : pour toute formuleF , avecU = JF Kθ, χF (x) est
intuitivement la borne supérieure d’une suite de booléensbn ∈ S, et l’on sait quex est dansU
si et seulement si l’un desbn vaut1. Mais six n’est pas dansU , on ne le saura jamais — sauf à
attendre, pendant un temps infini, d’avoir vu tous les booléensbn et de réaliser qu’ils valent tous
0.

On peut aussi vouloir accumuler en parallèle des informations négatives, c’est-à-dire des
informations permettant de nous assurer que le testχF (x) échoue, après un nombre fini d’expé-
riences.

Il y a plusieurs façons d’adapter la notion de topologie agglomérante de sorte à prendre en
compte les informations tant positives que négatives.

Une première possibilité est d’abandonner, temporairement, le cadre topologique, et de ren-
trer dans le cadre de la théorie de la mesure. C’est ce que nousferons en section 9.5.

Une seconde possibilité est de rester dans un cadre topologique. La notion naturelle d’infor-
mation négative est alors donnée par les protocompactsQ deX : on peut savoir quandx n’est
pas dansQ , en regardant six est dansX \ Q , qui est un ouvert du dual de de GrootXd deX.
En général, rappelons que les ouverts deXd sont les cocompacts deX, c’est-à-dire les complé-
mentaires des protocompacts deX. En général, les protocompactsQ deX sont les intersections
quelconques de compacts saturésQi, i ∈ I, deX. LorsqueX est bien filtrant et cohérent, les
protocompacts sont juste les compacts saturés deX.

Cette notion aura un sens à partir du moment oùθ−1
ℓ préserve non seulement les informa-

tions positives (θℓ étant continue, l’image réciproque de tout ouvert est ouvert) mais aussi les
informations négatives.

Rappelons la définition 6.4.1 : la topologiecofaiblesur un espaceY de fonctions deO(X)
versR est celle engendrée par les ouverts〈Q < r〉 = {ν ∈ Y |ν†(Q) < r}, Q compact saturé de
X, r ∈ R.

Définition 9.4.1 (Bilatère) Pour tout protocompactQ deX, pour toutr ∈ R, posons〈Q <
r〉 = {ν ∈ J≤1(X)|ν†(Q ) < r} et 〈Q ≥ r〉 = {ν ∈ J≤1(X)|ν†(Q ) ≥ r}.

Un système de transitions ludiqueθ = (θℓ)ℓ∈L surX estbilatèresi et seulement siθ−1
ℓ 〈Q <

r〉 est un ouvert deXd, c’est-à-dire le complémentaire d’un protocompact deX pour toutℓ ∈ L,
pour tout protocompactQ deX, et pour toutr ∈ R.

Nous aurions pu simplifier un peu la définition, et demander seulement queθ−1
ℓ 〈Q < r〉 soit un

compact saturé pour tout compact saturéQ deX. Mais ceci aurait impliqué queX = θ−1
ℓ 〈Q <
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1 + ǫ〉 soit compact, pour n’importe quel compact saturéQ (par exemple↑ x, pour unx ∈ X, si
X est non vide), et pour n’importe quelǫ > 0. La définition ci-dessus permet en particulier de
faire l’économie de l’hypothèse de la compacité deX.

Dans le cas des espaces stablement compacts, on a une caractérisation élégante des systèmes
de transition ludiques normalisés bilatères. Rappelons que, dans ce cas, les protocompacts sont
juste les compacts saturés.

Proposition 9.4.2 SoitX un espace stablement compact. Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un système de transi-
tions ludique normalisé surX. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. θ est bilatère ;

2. θ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 est un compact saturé deX pour toutℓ ∈ L, pour tout compact saturéQ de
X, et pour toutr ∈ R ;

3. la famille θ⊥ = (θ⊥ℓ )ℓ∈L définie parθ⊥ℓ (x) = (θℓ(x))
⊥ forme un système de transitions

ludique surXd.

Démonstration.L’équivalence entre 1 et 3 est évidente : il suffit de prendre les complémentaires.
Montrons donc l’équivalence entre 2 et 3.

Supposonsθ bilatère. En particulier,θ⊥ℓ est une fonction continue deXd versJ≤1 wk(X
d).

La topologie faible surJ≤1 wk(X
d) est engendrée par les ouverts[X \Q > r],Q compact saturé

deX. Alors (θ⊥ℓ )
−1

[X \Q > 1− r] est un ouvert deXd, donc le complémentaire d’un compact
saturé deX. Autrement dit,X \ (θ⊥ℓ )

−1
[X \Q > r] est un compact saturé deX. Mais

X \ (θ⊥ℓ )
−1

[X \Q > 1− r] = X \ {x ∈ X|θℓ(x)
†(Q) < r}

= {x ∈ X|θℓ(x)
†(Q) ≥ r} = {x ∈ X|θℓ(x) ∈ 〈Q ≥ r〉}

= θ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉

Réciproquement, siθ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 est un compact saturé deX pour tout compact saturéQ deX

et toutr ∈ R, le calcul ci-dessus montre queθ−1
ℓ 〈Q ≥ 1 − r〉 = X \ (θ⊥ℓ )

−1
[X \ Q > r] est

compact saturé, donc que(θ⊥ℓ )
−1

[X \Q > r] est un ouvert deXd. Doncθ⊥ℓ est continue deXd

versJ≤1 wk(X
d). ⊓⊔

Il est naturel de définir deux logiques adaptées aux systèmesbilatères. La première est
L

⊤∧⊥∨µ
open (A), et les formules de cette logique s’interprètent comme des ouverts deX — l’informa-

tion positive. La seconde doit fournir des formules qui s’interprètent comme des protocompacts
deX — l’information négative. Une façon simple de le faire est dereprendre justeL⊤∧⊥∨µ

open (A′),
de sorte à ce que la sémantique de chacune de ses formule soit cocompacte. Il sera peut-être plus
clair de définir la deuxième logique directement. Nous n’inclurons aucun des opérateurs

∧
,
∨

,
⇒, ⇛.

Définition 9.4.3 SoitQ une partie dénombrable partout dense deR.
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Pour tout ensemble dénombrableA′ de formules ditesatomiquesA′,B′,C ′, . . . , les formules
de la logiqueL⊤∧

V

⊥∨ν
compact(A

′) sont définies par la grammaire :

F ′ ::= A′ formules atomiques
| ϕ variables
| ⊤ vrai
| F ′ ∧ F ′ conjonction (et)
| ∧

i∈I F
′
i conjonction infinie

| ⊥ faux
| F ′ ∨ F ′ disjonction (ou)
| 〈ℓ〉≥rF modalité
| νϕ · F plus grand point fixe

oùr est un nombre deQ∩ [0, 1], ℓ ∈ L dans la formule〈ℓ〉≥rF , etI est un ensemble de cardinal
borné par|O(Xd)|.

La sémantique deL⊤∧
V

⊥∨ν
compact(A

′) sur un système de transition ludique bilatèreθ sur un espace
topologiqueX, avec actions dansL, est définie comme suit. Unenvironnementρ est une fonction
qui à toute variableϕ ∈ V associe un protocompact deX. Une interprétationI sur A′ est une
fonction qui à toute formule atomiqueA′ ∈ A′ associe un protocompact deX. On définit la
relationρ, x |=I

θ F
′ par récurrence structurelle surF :

ρ, x |=I
θ A

′ ssi x ∈ I(A)
ρ, x |=I

θ ϕ ssi x ∈ ρ(ϕ)
ρ, x |=I

θ ⊤ toujours
ρ, x |=I

θ F
′
1 ∧ F ′

2 ssi ρ, x |=I
θ F

′
1 etρ, x |=I

θ F
′
2

ρ, x |=I
θ

∧
i∈I F

′
i ssi ρ, x |=I

θ F
′
i pour touti ∈ I

ρ, x |=I
θ ⊥ jamais

ρ, x |=I
θ F

′
1 ∨ F ′

2 ssi ρ, x |=I
θ F

′
1 ouρ, x |=I

θ F
′
2

ρ, x |=I
θ 〈ℓ〉≥rF

′ ssi θℓ(x)
†(I JF ′K†θ ρ) ≥ r

ρ, x |=I
θ νϕ · F ′ ssi x est dans le plus grand protocompactQ

tel queQ ⊆ I JF ′K†θ (ρ[ϕ 7→ Q ])

oùρ[ϕ 7→ Q ] dénote l’environnement qui àϕ associeQ et à toute autre variableψ associeρ(ψ),
et oùI JF ′K†θ ρ dénote{x ∈ X|ρ, x |=I

θ F
′}.

Les résultats qui suivent sont alors directement des conséquences des résultats des sections
précédentes, à condition de remplacer les formules deL

⊤∧⊥∨
W

µ
open (A) par leurs négations dans

L
⊤∧

V

⊥∨ν
compact(A

′), etθℓ parθ⊥ℓ — quand ce dernier est défini.

Lemme 9.4.4 La sémantique deL⊤∧
V

⊥∨ν
compact(A

′) est bien définie. De plus, pour toute formuleF ′

deL
⊤∧

V

⊥∨ν
compact(A

′), I JF ′K†θ ρ est un protocompact deX pour toute interprétationI, tout environ-
nementρ, et tout système de transitions ludique bilatèreθ surX.
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Démonstration.Par récurrence structurelle surF ′. Nous ne traitons pas les cas évidents. Dans le
cas〈ℓ〉≥rF

′, par hypothèse de récurrenceI JF ′K†θ ρ est un protocompactQ . Alorsθℓ(x)
†(I JF ′K†θ ρ) ≥

r si et seulement siθℓ(x) ∈ 〈Q ≥ r〉. Or I J〈ℓ〉≥rF
′K†θ ρ = θ−1

ℓ 〈Q ≥ r〉 est protocompact puisque
θ est bilatère. Dans le casνϕ · F ′, I JF ′K†θ ρ est défini comme le plus grand (pré-)point fixe de
la fonction quiG à Q associeI JF ′K†θ (ρ[ϕ 7→ Q ]). G est clairement croissante, et envoie des
protocompacts vers des protocompacts par hypothèse de récurrence. Le point fixe en question
s’obtient par récurrence ordinale comme étant

⋂
α Qα, où l’intersection est prise sur tous les or-

dinaux, etQ0 = X, Qα+1 = G(Qα), Qα =
⋂

β<α Qβ pour tout ordinal limiteα. Par récurrence
ordinale, tous lesQα sont protocompacts, donc aussi

⋂
α Qα. Notons en particulier queQ0 = X

est protocompact en tant qu’intersection de la famille videde compacts saturés dansX : on n’a
pas besoin de supposerX compact pour cela. ⊓⊔

Lemme 9.4.5 (Monotonie)SoitF ′ une formule deL⊤∧
V

⊥∨ν
compact(A

′). Pour toute variableϕ, F ′ est

monotone enϕ : si ρ(ϕ) ⊆ ρ′(ϕ), alorsI JF ′K†θ ρ ⊆ I JF ′K†θ ρ′.

On définitvars(F ′) comme d’habitude. Notamment,vars(〈ℓ〉≥rF
′) = vars(F ′), etvars(νϕ·

F ′) = vars(F ′) \ {ϕ}. De nouveau,x |=I
θ F

′ ne dépend pas deI lorsqueF ′ est une formule de
L

⊤∧
V

⊥∨ν
compact(∅). Nous noterons doncx |=θ F

′ dans ce cas. On notera aussiJF ′K†θ au lieu deI JF ′K†θ.
Comme l’évaluation des formules deL⊤∧⊥∨ν

compact(∅) fournit naturellement des protocompacts
deX, et non leurs complémentaires, c’est-à-dire les cocompacts deX, nous allons préférer
raisonner sur les complémentaires des éléments deO′, qui forment unecotopologie, c’est-à-dire
l’ensemble des fermés d’un espace topologique :

Définition 9.4.6 (Cotopologie)Unecotopologiesur un ensembleE est une familleF de parties
deE stable par unions finies et par intersections quelconques.

Une cotopologieF1 estplus finequeF2 si et seulement si tout élément deF2 est dansF1.
Toute cotopologieF a une topologieassociée{X \ Q |Q ∈ F}, et toute topologieO a une

cotopologieassociée{X \ U |U ∈ U}.
La cotopologie duale d’un espace topologiqueX est l’ensemble de ses protocompacts.

Définition 9.4.7 (Cotopologie coagglomérante)Une cotopologieF′ estcoagglomérantepour

θ surX si et seulement si toutF′ est moins fine que la cotopologie duale deX, etθ†ℓ
−1〈Q ≥ r〉

est dansF′ pour toutQ ∈ F′, ℓ ∈ L, r ∈ R.

Lemme 9.4.8 (Correction) Soit F′ une cotopologie coagglomérante pourθ sur X, et F ′ un
énoncé deL⊤∧

V

⊥∨ν
compact(∅). AlorsJF ′K†θ est dansF′.

Plus généralement, supposons queF ′ soit une formule deL⊤∧
V

⊥∨ν
compact(A

′). Pour toute inter-
prétationI telle queI(A′) ∈ F′ pour toutA′ ∈ A′, pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ F′

pour toute variableϕ, I JF ′K†θ ρ est dansF′.

Démonstration.Formellement similaire à la démonstration du lemme 9.1.9. ⊓⊔
On a bien sûr :
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Lemme 9.4.9 coTop(X), l’espace des cotopologies moins fines que la cotopologie duale deX,
ordonné par la relation “est plus fine que”, est un treillis complet.

Démonstration.La borne supérieure est encore l’intersection. ⊓⊔
Comme il est l’usage, la cotopologieengendréepar une famille de parties est la plus petite

qui contient cette famille.

Lemme 9.4.10SoitT †
θ la fonction qui à toute cotopologieF′ surX moins fine que la cotopologie

duale deX associe la cotopologieT †
θ (F′) engendrée par les ouverts(θ†ℓ)

−1〈Q ≥ r〉 lorsque
Q ∈ F′ et r ∈ R.

T †
θ définit une fonction croissante decoTop(X) danscoTop(X).

Fait 9.4.11 Les cotopologies coagglomérantesF′ de θ sont exactement les pré-points fixes de
T †

θ .

Et par le théorème de Knaster-Tarski :

Théorème 9.4.12Soitθ un système de transitions ludique bilatère surX. L’ensemble des coto-
pologies coagglomérantes deθ surX est un treillis complet. En particulier, il existe une cotopo-
logie coaggloméranteO†

θ la moins fine pourθ surX.

Nous n’obtiendrons la complétude de la logique que dans le cas de certains espaces :

Lemme 9.4.13 (Fortement bien filtrant) Disons qu’un espace topologiqueX estfortement bien
filtrant si et seulement si, pour toute famille filtrante(Q i)i∈I de protocompacts deX et tout ouvert
U deX, si

⋂
i∈I Q i ⊆ U alorsQ i ⊆ U pour un certaini ∈ I.

Tout espace fortement bien filtrant est bien filtrant.
Tout espace bien filtrant et cohérent est fortement bien filtrant.

Démonstration.La première proposition est évidente : il suffit de prendre chaqueQ i compact
saturé.

Pour la deuxième, rappelons que les protocompacts sont les intersections de compacts satu-
rés. Or, toute intersection finie non vide de compacts saturés est un compact saturé, puisqueX
est cohérent. Toute intersection filtrante de ces derniers est encore un compact saturé, puisque
X est bien filtrant. Donc les protocompacts sont juste les compacts saturés, plusX. Supposons⋂

i∈I Q i ⊆ U . Si tous lesQ i valentX, alors alorsX ⊆ U , donc il existe uni ∈ I tel queQ i ⊆ U .
Sinon, écartons ceux desQ i qui valentX, alors il existe uni ∈ I parmi ceux tels queQ i 6= X et
tel queQ i ⊆ U . ⊓⊔

Théorème 9.4.14Soit θ un système de transitions ludique bilatère sur un espace topologique
X. Supposons queX soit fortement bien filtrant.

SoitL′ un langage de formules deL⊤∧
V

⊥∨ν
compact(A

′) tel que⊤ ∈ L, F ′
1 ∧ F ′

2, F
′
1 ∨ F ′

2 et 〈ℓ〉≥rF
′
1

soient dansL pour toutes formulesF ′
1, F

′
2 deL′, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ ∩ [0, 1], où

Q est une partie dénombrable partout dense deR.
La cotopologie engendrée par les protocompacts deX de la formeJF ′K†θ, lorsqueF ′ parcourt

les formules deL′, est coagglomérante.
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Démonstration.La démonstration est entièrement similaire à celle du théorème 9.1.15.
Soit F′ la cotopologie engendrée par les protocompacts indiqués. Par le lemme 9.4.4,F′ est

moins fine que la cotopologie duale deX.
On remarque ensuite que, lorsqueQ est un protocompact deF′ de la formeJF ′K†θ, alors

〈ℓ〉≥rF
′ = {x ∈ X|θℓ(x)

†(I JF ′K†θ ρ ≥ r} = θ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 est dansF′ pour toutr dansQ ∩ [0, 1].

Ceci est encore vrai pour tout réelr ∈ [0, 1], carθ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 =

⋂
r′∈Q≤r θ

−1
ℓ 〈Q ≥ r′〉.

Il nous reste à montrer queθ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 est dansF′ pour toutQ ∈ F′, pas seulement pour les

Q de la formeJF ′K†θ.
Le protocompactQ ∈ F′ est par définition une intersection d’unions finies de protocompacts

de la formeJF ′K†θ, donc de protocompacts qui sont soit vides soit des intersections filtrantes
d’intersections finies d’unions finies non vides de protocompacts de la formeJF ′K†θ.

Si Q est vide,θ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 est vide sir > 0, X tout entier sir ≤ 0. Ceci est parce que

θℓ(x)
†(∅) = 0, par définition. Doncθ−1

ℓ 〈Q ≥ r〉 est de toute façon dansF′.
Sinon, on remarque d’abord que toute union finie non vide d’ouvertsJF ′

i K†θ, 1 ≤ i ≤ m, est
de la formeJF ′

1 ∨ . . . ∨ F ′
mK†θ. Ensuite, toute intersection finie d’ouvertsJF ′

i K†θ, 1 ≤ i ≤ n, est
soit égale àJ⊤K†θ sin = 0, soit de la formeJF ′

1 ∧ . . . ∧ F ′
nK†θ. DoncQ est une intersection filtrante

d’ensembles de la formeJF ′K†θ, disons=
⋂

i∈I JF ′
i K†θ. Alors

θ−1
ℓ 〈Q ≥ r〉 = {x ∈ X|θℓ(x)

†(
⋂

i∈I

JF ′
i K

†
θ) ≥ r}

= {x ∈ X|∀U ⊇
⋂

i∈I

JF ′
i K

†
θ · θℓ(x)(U) ≥ r}

= {x ∈ X|∀U ouvert tel que∃i ∈ I · U ⊇ JF ′
i K

†
θ alorsθℓ(x)(U) ≥ r}

puisqueX est fortement bien filtrant

= {x ∈ X|∀U ouvert· ∀i ∈ I · U 6⊇ JF ′
i K

†
θ ouθℓ(x)(U) ≥ r}

= {x ∈ X|∀i ∈ I · ∀U ouvert ⊇ JF ′
i K

†
θ · θℓ(x)(U) ≥ r}

=
⋂

i∈I

θ−1
ℓ 〈JF ′

i K
†
θ ≥ r〉

est donc dansF′. ⊓⊔

Corollaire 9.4.15 (Complétude) Soitθ un système de transitions ludique bilatère sur un espace
topologiqueX fortement bien filtrant. La cotopologie coagglomérante pour θ la moins fineO†

θ

est celle qui est engendrée par les ouverts de la formeJF ′K†θ, lorsqueF ′ parcourt les formules de
L⊤∧∨

compact(∅).

9.5 Topologiesσ-agglomérantes, tribus agglomérantes

Les résultats de la section 9.1 montrent que l’on peut caractériser la similarité, au sens donné
par les topologies agglomérantes, par la logiqueL⊤∧∨

open(∅). Ceux de la section 9.4 montrent que
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l’on peut caractériser une forme duale de similarité, caractérisée par les cotopologies coagglo-
mérantes, par la logiqueL⊤∧∨

compact(∅). Les deux formes de bisimilarité sont duales au sens où
l’une caractérise les états indistingables par des tests positifs, la seconde les états indistingables
par des tests négatifs.

Les résultats de Danos et al. (2006), et ceux plus anciens de Desharnais et al. (2002), laissent
penser que, lorsqueθ est un système de transitions de Markov, c’est-à-dire sans non-déterminisme,
on devrait pouvoir se passer de la disjonction — autrement dit, queL⊤∧

open(∅) ouL⊤∧
compact(∅) de-

vrait suffire pour caractériser la bisimilarité.
Curieusement, il ne semble pas que ceci soit le cas, à moins dedéfinir une notion plus forte de

bisimilarité, mêlant étroitement tests positifs et négatifs. Nous allons demander à étendre l’espace
des tests à tous les mesurables deX. Rappelons que les mesurables deX sont les éléments de la
tribu engendrée par les ouverts deX.

Définition 9.5.1 (Topologieσ-agglomérante) Une topologieO moins fine que celle de l’espace
X estσ-agglomérantepour θ = (θℓ)ℓ∈L si et seulement si la fonctionθℓ|O qui à toutx ∈ X
associeθℓ(x)|O est mesurable deX : O versJ≤1 wk(X : O). De façon équivalente, si et seulement

si, pour toutU ∈ O, pour toutr ∈ R, pour toutℓ ∈ L, l’ensembleθ−1
ℓ [U > r] desx ∈ X tels

queθℓ(x)(U) > r appartient à la tribuσ[O] engendrée parO.

L’ensemble des tests possibles, étant donnée une topologieσ-agglomérante, consiste non seule-
ment en l’ensemble des ouvertsU deO, mais aussi leurs complémentaires, les unions dénom-
brables de fermés, les intersections dénombrables d’ouverts, etc.

Toute topologie agglomérante est clairementσ-agglomérante. S’il existe une topologieσ-
agglomérante la moins fine, elle sera donc en général moins fine que la topologie agglomérante
Oθ la moins fine.

Lemme 9.5.2 Soit O une topologie moins fine que celle deX, et σ[O] la tribu engendrée par
O. Posons≡σ[O] la relation d’équivalence définie parx ≡σ[O] y si et seulement six et y appar-
tiennent aux mêmes élements deσ[O]. Alors≡σ[O] et≡O coïncident.

Démonstration.Six ≡σ[O] y, clairementx ≡O y puisqueO ⊆ σ[O]. Réciproquement, soientx et
y deux points tels quex ≡O y. Considérons la familleT des partiesE deX telles quex ∈ E si et
seulement siy ∈ E. Puisquex ≡O y, T contientO. T est clairement stable par complémentaire
et par unions dénombrables (en fait quelconques). DoncT est une tribu. CommeT contientO,
T contient aussiσ[O]. Doncx ≡σ[O] y. ⊓⊔

Lemme 9.5.3 SoitO une topologieσ-agglomérante pourθ = (θℓ)ℓ∈L surX. Alors, pour tous
x1, x2 ∈ X tels quex1 ≡O x2, on aqO[θℓ(x1)] = qO[θℓ(x2)] pour toutℓ ∈ L.

Démonstration. Comme au lemme 9.1.7. Par le lemme 9.5.2, on peut supposerx1 ≡σ[O] x2.
Pour toutr ∈ R, pour tout ouvertqO(U), U ∈ O, deX/O (rappelons le lemme 9.1.3), si
qO[θℓ(x1)](qO(U)) > r, alors par définitionθℓ(x1)(q

−1
O

(qO(U))) > r, doncθℓ(x1)(U) > r par
le lemme 9.1.2. Doncx1 est dansθ−1

ℓ [U > r]. Or θ−1
ℓ [U > r] est dansσ[O] puisqueO estσ-

agglomérante pourθ. Commex1 ≡σ[O] x2, x2 est aussi dansθ−1
ℓ [U > r], doncqO[θℓ(x2)](qO(U))

416 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Agglomérations, topologies agglomérantes Topologiesσ-agglomérantes, tribus agglomérantes

> r. Ceci étant vrai pour toutr ∈ R, qO[θℓ(x2)](qO(U)) ≥ qO[θℓ(x1)](qO(U)). Par le même rai-
sonnement, en échangeant les rôles dex1 et dex2, qO[θℓ(x2)](qO(U)) ≤ qO[θℓ(x1)](qO(U)). Donc
qO[θℓ(x2)](qO(U)) = qO[θℓ(x1)](qO(U)). ⊓⊔

En général, la fonctionθℓ/O qui àqO(x) associeqO[θℓ(x)] sera donc bien définie. Elle ne sera
pas en général continue deX/O versJ≤1 wk(X/O) pour toutℓ ∈ L, mais elle sera au moins
mesurable.

Lemme 9.5.4 (Correction) SoitO une topologieσ-agglomérante pourθ surX, etF un énoncé
deL⊤∧⊥∨

open (∅). AlorsJF Kθ est dansσ[O]. En particulier, six1 |=θ F etx1 ≡O x2 alorsx2 |=θ F .

Plus généralement, supposons queF soit une formule deL⊤∧⊥∨
open (A), Pour toute interpréta-

tion I telle queI(A) ∈ σ[O] pour toutA ∈ A, pour tout environnementρ tel queρ(ϕ) ∈ σ[O]
pour toute variableϕ, on aI JF Kθ ρ ∈ σ[O].

Démonstration.Récurrence structurelle triviale surF . ⊓⊔
La réciproque est plus intéressante. C’est l’analogue du théorème de complétude 9.1.15 :

Fait 9.5.5 Soit θ un système de transitions ludique sur un espace topologiqueX. Soit L un
langage de formules tel que⊤ ∈ L,F1∧F2,F1∨F2 et [ℓ]>rF1 soient dansL pour toutes formules
F1, F2 deL, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ∩ [0, 1], oùQ est une partie dénombrable partout
dense deR.

La topologie engendrée par les ouverts deX de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les for-
mules deL, estσ-agglomérante.

C’est une évidence : par le théorème 9.1.15, cette topologieest agglomérante, doncσ-agglomé-
rante. Le seul intérêt qu’il y ait de passer des topologies agglomérantes aux topologiesσ-agglo-
mérantes est que, siθ est de Markov, alors on peut se passer de la disjonction∨ :

Théorème 9.5.6Soitθ un système de transitions de Markov sur un espace topologiqueX. Soit
L un langage de formules deLopen(A) tel que⊤ ∈ L, F1 ∧ F2, et [ℓ]>rF1 soient dansL
pour toutes formulesF1, F2 de L, tout ℓ ∈ L et tout nombrer dansQ ∩ [0, 1], où Q est une
partie dénombrable partout dense deR. Supposons de plus queL ne contienne qu’un nombre
dénombrable de formules.

La topologie engendrée par les ouverts deX de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les for-
mules deL, estσ-agglomérante.

Démonstration.Soit O la topologie engendrée par les ouverts indiqués. Par le lemme 8.2.2,O
est moins fine que la topologie deX. Comme au théorème 9.1.15, on remarque queθℓ

−1
|O [U > r]

est dansO lorsqueU ∈ O est de la formeJF Kθ et r est dansQ, puisqu’alorsθℓ
−1
|O [U > r] =

J[ℓ]>rF Kθ. Ceci s’étend au cas oùr est un réel quelconque de[0, 1].
LorsqueU est une intersection finie d’ouverts de la formeJF Kθ, il est en fait encore de cette

forme, puisqueL contient⊤ et∧.
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PuisqueL ne contient pas nécessairement la disjonction∨, on ne peut pas espérer montrer
queθℓ

−1
|O [U > r] soit dansO lorsqueU est une union finie non vide d’ouvertsJFiKθ, 1 ≤ i ≤ m

(m ≥ 1). Nous allons montrer queθℓ
−1
|O [U > r] est dansσ[O]. On a :

θℓ
−1
|O [U > r] =

{
x ∈ X|θℓ(x)

(
m⋃

i=1

JFiKθ

)
> r

}

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,m},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)

(
⋂

i∈I

JFiKθ

)
> r





par la formule d’inclusion-exclusion

=





x ∈ X|
∑

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| impair

θℓ(x)

(
⋂

i∈I

JFiKθ

)
> r +

∑

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| pair

θℓ(x)

(
⋂

i∈I

JFiKθ

)




=
{
x ∈ X|∃(rI)I⊆{1,...,m},I 6=∅ dansQ tels que

∑

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| impair

rI > r +
∑

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| pair

rI

et θℓ(x)

(
⋂

i∈I

JFiKθ

)
> rI pour toutI ⊆ {1, . . . ,m}, I 6= ∅, |I| impair

et θℓ(x)

(
⋂

i∈I

JFiKθ

)
≤ rI pour toutI ⊆ {1, . . . ,m}, I 6= ∅, |I| pair

}

En effet, en général toute inégalité de la forme
∑

j∈J xj > r +
∑

k∈K yk, avecJ non vide, est
vraie dans les réels si et seulement s’il existe une famille d’élémentsrj deQ, j ∈ J ⊎K, tels que∑

j∈J rj > r +
∑

k∈K rk, xj > rj pour toutj ∈ J et yk ≤ rk pour toutk ∈ K. Si lesrj est les
rk existent qui vérifient ces conditions,

∑
j∈J xj > r +

∑
k∈K yk est évident. Réciproquement,

soit ǫ =
∑

j∈J xj − (r +
∑

k∈K yk), et posonsrk = yk pour toutk ∈ K, et rj = xj − ǫ/(2|I|)
pour toutj ∈ J . Ceci s’applique au cas ci-dessus, car l’ensembleJ desI ⊆ {1, . . . ,m} tels que
I 6= ∅ et |I| est impair est non vide, puisquem ≥ 1.

Comme
⋂

i∈I JFiKθ =
q∧

i∈I Fi

y
θ

pour toutI 6= ∅, et queθℓ(x)
q∧

i∈I Fi

y
θ
≤ rI si et seule-

ment siθℓ(x)
q∧

i∈I Fi

y
θ
6> rI , on en déduit :

θℓ
−1
|O [U > r] =

⋃

(rI)I⊆{1,...,m},I 6=∅

dansQ tels que
P

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| impair

rI>r+
P

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| pair

rI




⋂

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| impair

θ−1
ℓ

t
∧

i∈I

Fi

|

θ

∩
⋂

I⊆{1,...,m}
I 6=∅

|I| pair

(
X \ θ−1

ℓ

t
∧

i∈I

Fi

|

θ

)


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Il n’y a qu’un nombre dénombrable de familles(rI)I⊆{1,...,m},I 6=∅ formées d’éléments deQ, donc
cette quantité est une union dénombrable d’intersections finies d’ouverts et de fermés deO. Donc
θℓ

−1
|O [U > r] est dansσ[O], pour toutU ∈ O qui est une union finie non vide d’intersections finies

d’ouverts de la formeJF Kθ.
LorsqueU est un élément quelconque deO, il s’exprime comme l’union d’une famille dirigée

d’ouvertsUi, i ∈ I, où chaqueUi est une union finie non vide d’intersections finies d’ouvertsde
la formeJF Kθ. Comme il n’y a qu’un nombre dénombrable de formulesF dansL, il n’y a qu’un
nombre dénombrable d’ouvertsUi. Alors θℓ

−1
|O [U > r] =

⋃
i∈I θℓ

−1
|O [Ui > r] (par continuité) est

une union dénombrable d’éléments deσ[O], et est donc encore dansσ[O]. ⊓⊔

Corollaire 9.5.7 (Complétude) Soitθ un système de transitions de Markov sur un espace topo-
logiqueX. Il existe une topologieO rendantσ[O] la moins fine qui soitσ-agglomérante pourθ.
Elle est engendrée par les ouverts de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules deL⊤∧

open(∅).

Démonstration.Soit O la topologie engendrée par les ouverts de la formeJF Kθ, F variant dans
L⊤∧

open(∅). Notons que, puisque les indicesr dans les formules[ℓ]>rF sont restreints à être dans
Q, L⊤∧

open(∅) ne contient qu’un nombre dénombrable de formules. Par le théorème 9.5.6,O est
σ-agglomérante. Par le lemme 9.5.4, pour tout topologieσ-aggloméranteO′, σ[O′] contientJF Kθ

pour toutF ∈ L⊤∧
open(∅), donc contientσ[O]. ⊓⊔

Il n’y a en réalité rien de particulier qui place la conjonction∧ en position de préférence par
rapport à la disjonction∨. On pourrait choisir en effet une logique ne contenant que levrai⊤ et
la disjonction, en plus de la modalité :

Théorème 9.5.8Soitθ un système de transitions de Markov sur un espace topologiqueX. Soit
L un langage de formules tel que⊤ ∈ L, F1 ∨ F2 et [ℓ]>rF1 soient dansL pour toutes formules
F1, F2 deL, toutℓ ∈ L et tout nombrer dansQ∩ [0, 1], oùQ est une partie dénombrable partout
dense deR. Supposons de plus queL ne contienne qu’un nombre dénombrable de formules.

La topologie engendrée par les ouverts deX de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les for-
mules deL, estσ-agglomérante.

Démonstration.Comme au théorème 9.5.6, mais en remarquant que les ouvertsU qui sont des
unions finies non vides d’intersections finies

⋃m
i=1

⋂ni

j=1 JFijKθ (m ≥ 1, ni ≥ 0) sont aussi
des intersections finies d’unions finies non vides

⋂
f∈

Qm
i=1{1,...,ni}

⋃m
i=1

q
Fif(i)

y
θ
. On note ici∏m

i=1{1, . . . , ni} la famille des fonctionsf de{1, . . . ,m} versN telles quef(i) ∈ {1, . . . , ni}
pour touti. Ceci se démontre comme suit. Six ∈ ⋃m

i=1

⋂ni

j=1 JFijKθ, alors fixonsi, 1 ≤ i ≤ m,
tel quex ∈ JFijKθ pour toutj, 1 ≤ j ≤ ni. Alors x ∈

q
Fif(i)

y
θ

pour tout fonctionf ∈∏m
i=1{1, . . . , ni}, doncx ∈ ⋂f∈

Qm
i=1{1,...,ni}

⋃m
i=1

q
Fif(i)

y
θ
. Réciproquement, six n’est pas dans⋃m

i=1

⋂ni

j=1 JFijKθ, c’est que pour chaquei, 1 ≤ i ≤ m, on peut trouver un indicej, 1 ≤ j ≤ ni,
tel quex 6∈ JFijKθ : fixons f(i) = j, alorsx n’est pas dans

⋃m
i=1

q
Fif(i)

y
θ
. En particulier,

x 6∈ ⋂f∈
Qm

i=1{1,...,ni}

⋃m
i=1

q
Fif(i)

y
θ
.

On peut alors écrireU =
⋂

f∈
Qm

i=1{1,...,ni}

q∨m
i=1 Fif(i)

y
θ

en utilisant la disjonction∨ deL.

Lorsque cette intersection est vide,θ−1
ℓ [U > r] vaut soitX = J⊤Kθ soit le vide, et est en tout cas
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dansσ[O]. Sinon, en utilisant le principe d’exclusion-inclusion (2.4), qui remplace ici le principe
d’inclusion-exclusion utilisé au théorème 9.5.6, on montre de nouveau queθ−1

ℓ [U > r] est dans
σ[O].

LorsqueU est une union d’une famille dirigée d’ouvertsUi de la forme ci-dessus, à savoir
des unions finies non vides d’intersections finies d’ouvertsde la formeJF Kθ, on conclut encore
par la continuité deθℓ(x) et le fait que la famille(Ui)i∈I est dénombrable, carL est dénombrable.
⊓⊔

Corollaire 9.5.9 (Complétude, dual) Soitθ un système de transitions de Markov sur un espace
topologiqueX. Il existe une topologieO rendantσ[O] la moins fine qui soitσ-agglomérante
pour θ. Elle est engendrée par les ouverts de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt les formules de
L⊤∨

open(∅).

Nous avons donc en général deux topologiesO rendantσ[O] la moins fine qui soientσ-
agglomérantes pourθ, lorsqueθ est de Markov.

Les constructions ci-dessus, qui permettent d’économiserun opérateur, soit∧, soit∨, dans
les théorèmes de complétude, sont pour une fois bien plus naturelles dans un cadre de théorie
de la mesure pure. Nous ne le développerons pas ici, et nous contenterons d’indiquer comment
ceci peut s’effectuer. Plutôt que de considérer des systèmes de transitions ludiques, considérons
des systèmes de transitionsσ-ludiques, définies comme des famillesθ = (θℓ)ℓ∈L de fonctions
mesurables (et non plus continues)θℓ d’un espace mesurable (et non plus topologique)X vers
l’espaceJ≤1(X) des jeuxω-continus etω-cocontinus (et non plus continus)ν surX tels que
ν(X) ≤ 1.

La notion de topologie agglomérante (ouσ-agglomérante) sera alors naturellement remplacée
par celle detribu agglomérante. Une tribuT moins fine que celle deX sera agglomérante pourθ
si et seulement siθ−1

ℓ [E > r] est dansT pour toutE ∈ T. C’est la notion d’“event bisimulation”
de Danos et al. (2006).

La logique naturelle à considérer est la logiqueLopen(A), où tous les opérateurs infinitaires
sont restreints à opérer sur des familles dénombrables de formules. Il est naturel de redéfinir
sa sémantique de sorte à obtenir une logique classique et nonplus intuitionniste. Pour toute
interprétationI envoyant chaqueA ∈ A vers un mesurable deX, pour tout environnementρ
envoyant chaque variableϕ vers un mesurable deX, poser :
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ρ, x σ|=I
θA ssi x ∈ I(A)

ρ, x σ|=I
θϕ ssi x ∈ ρ(ϕ)

ρ, x σ|=I
θ⊤ toujours

ρ, x σ|=I
θF1 ∧ F2 ssi ρ, x σ|=I

θF1 etρ, x σ|=I
θF2

ρ, x σ|=I
θ

∧
i∈I Fi ssi ρ, x σ|=I

θFi pour touti ∈ I (I dénombrable)
ρ, x σ|=I

θ⊥ jamais
ρ, x σ|=I

θF1 ∨ F2 ssi ρ, x σ|=I
θF1 ouρ, x σ|=I

θF2

x σ|=I
θ

∨
i∈I Fi ssi x σ|=I

θFi pour au moins uni ∈ I (I dénombrable)
ρ, x σ|=I

θF1 ⇒ F2 ssi ρ, x 6 σ|=I
θF1 ouρ, x σ|=I

θF2

ρ, x σ|=I
θ(Fi)i∈I ⇛ G ssi ρ, x 6 σ|=I

θFi pour uni ∈ I (I dénombrable), ouρ, y σ|=I
θG

ρ, x σ|=I
θ[ℓ]>rF ssi θℓ(x)(I JF Kσ

θ ρ) > r

ρ, x σ|=I
θνϕ · F ssi x ∈ ⋂n∈N

Φn(X), oùΦ(E) = I JF Kσ
θ (ρ[ϕ 7→ E])

ρ, x σ|=I
θµϕ · F ssi x ∈ ⋃n∈N

Φn(X), oùΦ(E) = I JF Kσ
θ (ρ[ϕ 7→ E])

et où I JF Kσ
θ ρ dénote{x ∈ X|ρ, x σ|=I

θF}. Notons que la sémantique deµϕ · F n’est pas en
général celle d’un plus petit point fixe, sauf quand la fonction Φ estω-continue (commute aux
unions de suites décroissantes), ce qui arrive notamment lorsqueF est dansL⊤∧⊥∨

W

µ
open (A). La

sémantique deνϕ · F n’est pas en général celle d’un plus grand point fixe non plus,sauf quand
la fonctionΦ estω-cocontinue (commute aux intersections de suites décroissantes), ce qui arrive
notamment lorsqueF est dansL⊤∧

V

⊥∨ν
open (A).

On peut alors redémontrer des analogues de la plupart des théorèmes de ce chapitre :
– I JF Kσ

θ ρ est une partie mesurable deX pour toute formuleF deLopen(A) ;
– Pour toute tribuT moins fine que celle deX, on peut définir une relation d’équivalence
≡T surX par :x ≡T y si et seulement six et y appartiennent aux mêmes éléments deT.
SoitX : T l’espaceX muni de la tribuT. PosonsX/T l’espace des classes d’équivalences
qT(x) d’élémentsx ∈ X pour la relation≡T, muni de la tribu la plus fine rendantqT : X :
T → X/T mesurable. De façon équivalente, les mesurables deX/T sont lesE ′ ⊆ X/T tels
queq−1

T
(E ′) ∈ T. Alors les élémentsE deT sont≡T-saturés, c’est-à-direq−1

T
(qT(E)) =

E ; les mesurables deX/T sont les imagesqT(E) de mesurablesE deT.
– Si T est une tribu agglomérante pourθ = (θℓ)ℓ∈L sur X, alors x1 ≡T x2 implique
qT[θℓ(x1)] = qT[θℓ(x2)], où la notationq[ν] dénote le jeu tel queq[ν](E) = ν(q−1(E))
pour tout mesurableE, dès queq est mesurable.

– SiT est une tribu agglomérante pourθ = (θℓ)ℓ∈L surX, alors la fonctionθℓ/T qui àqT(x)
associeqT[θℓ(x)] est bien définie et mesurable deX/T versJ≤1(X/T) pour toutℓ ∈ L. La
famille θ/T = (θℓ/T)ℓ∈L est alors un système de transitionsσ-ludique surX/T, qui est
convexe, resp. concave, resp. de Markov dès queθ l’est.

– Pour toute tribu aggloméranteT surX, I JF Kσ
θ ρ est en fait dansT pour toute formule

F de Lopen(A) ; en particulier, siF est une formule close deLopen(∅), et six1
σ|=θF et

x1 ≡T x2, alorsx2
σ|=θF . De plus,qT(JF Kθ) = JF Kθ/T

, JF Kθ = q−1
T

(JF Kθ/T
), etx σ|=θF si

et seulement siqT(x) σ|=θ/T
F . Autrement dit, le systèmeσ-ludique quotientθ/T vérifie les

mêmes formules deθ aux états adéquats.
– L’ensemble des tribus agglomérantes deθ surX est un treillis complet, qui est l’ensemble
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des pré-points fixes de l’opérateurΣθ. Cet opérateur envoie toute tribuT moins fine que
celle deX vers la tribu engendrée par les mesurablesθ−1

ℓ [E > r], lorsqueE ∈ T etr ∈ R.
Il existe donc une tribu agglomérante la moins fine pourθ, qui est celle engendrée par
les mesurables de la formeJF Kθ, lorsqueF parcourt l’ensemble des formules closes de
L⊤∧∨

open(∅).
– Dans le cas oùθ est de Markov, la tribu agglomérante la moins fine est engendrée par les

mesurables de la formeJF Kθ, oùF ∈ L⊤∧
open(∅) (resp., oùF ∈ L⊤∨

open(∅)).
⊲ Exercice 9.7

Démontrer les affirmations ci-dessus.

Le fait que les mesurables de la formeJF Kθ, F ∈ L⊤∧
open(∅), caractérisent la tribu agglo-

mérante (“event bisimulation”) la moins fine est le théorèmeprincipal de Danos et al. (2006).
Le fait que les mesurables de la formeJF Kθ, F ∈ L⊤∨

open(∅) la caractérisent aussi est nouveau,
quoique se déduisant facilement du résultat précédent par les formules d’inclusion-exclusion et
d’exclusion-inclusion.

Notons maintenant que les tribus agglomérantes fournissent naturellement une théorie de la
bisimulation et non de la simulation. En effet, imaginons que nous définissions la relation de
simulation�T, comme en définition 9.1.1 avecTst = T : x �T y si et seulement si pour tout
mesurableE deT, six ∈ E alorsy ∈ E. CommeX \E est lui aussi dansT, six 6 E alorsy 6∈ E,
autrement dity ∈ E implique aussix ∈ E. E étant arbitraire,x �T y impliquey �T x. Donc
�T est une relation symétrique, et coïncide donc avec≡T.

⊲ Exercice 9.8
On dit que la relation d’équivalence≡ est une relation debisimulationpour θ surX si et

seulement si pour tous étatsx1, x2 ∈ X tels quex1 ≡ x2, on aθℓ(x1)(E) ≤ θℓ(x2)(E) pour
tout ensembleE ≡-saturé. (Ceci est la définition de Larsen and Skou (1991), lorsqueθℓ est de
Markov.) On dit quex1 etx2 sontbisimilairessi et seulement s’il existe une bisimulation≡ telle
quex1 ≡ x2.

Montrer quex1 etx2 sont bisimilaires si et seulement six1 ≡T x2, oùT est la tribu agglomé-
rante la moins fine surX.

⊲ Exercice 9.9
Replaçons-nous dans le cadre de l’exercice 9.3 : pour toutℓ ∈ L, pour toutx ∈ X, θℓ(x) vaut

soit0 soit un jeu d’exempleeF ,F ⊆ X. Notonsx1
ℓ−→x2 si θℓ(x1) = eF avecx2 ∈ F . Supposons

de plusX fini, équipé de sa tribu discrète, contenant toutes les parties deX. Montrer que≡ est
une bisimulation si et seulement si≡ est une relation d’équivalence telle que pour tousx1 et

y1 tels quex1 ≡ y1, alors pour toutℓ ∈ L, si x1
ℓ−→x2, il existe un étaty2 tel quex2

ℓ−→y2 et
x2 ≡ y2. Ceci est la définition usuelle d’une bisimulation dans le cadre non déterministe. (La
différence avec la notion de simulation est juste que≡ est symétrique.)

⊲ Exercice 9.10
Comme à l’exercice 9.5, et a contrario de l’exercice 9.3, supposons queX soit fini et θ est

purement non déterministe, mais de façon démoniaque. Autrement dit, supposons que pour tout
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ℓ ∈ L, pour toutx ∈ X, θℓ(x) vaille soit0 soit un jeu d’unanimitéuQ,Q ⊆ X. Notonsx1
ℓ−→x2

si θℓ(x1) = uQ avecx2 ∈ Q. Disons de nouveau qu’une actionℓ ∈ L estbloquéeà l’étatx si

et seulement siθℓ(x) = 0, c’est-à-dire si et seulement s’il n’existe aucun étatx′ tel quex
ℓ−→x′.

Dans le cas contraire, elle estactivée.
Montrer que la relation d’équivalence≡ est une bisimulation si et seulement si, pour tousx1

ety1 tels quex1 ≡ y1, pour toute actionℓ ∈ L,
– ℓ est activée enx1 si et seulement siℓ est activée eny1 ;
– si ℓ est activée enx1, alors pour tout étaty2 tel quey1

ℓ−→y2, il existe un étaty1 tel que

x1
ℓ−→x2 etx2 ≡ y2.

En déduire que la notion de bisimulation dans le cas démoniaque fini coïncide avec celle du cas
angélique fini (exercice 9.9).

Comme toute fonction continueθℓ est mesurable, il peut sembler que le cadre de théorie de la
mesure ci-dessus généralise le cadre topologique que nous avons affectionné jusqu’ici. Ce sera
le cas, à condition de montrer que tout jeu continuθℓ(x) sur l’espace topologiqueX s’étend en
un jeuω-continu etω-cocontinuθℓ(x)

◦ sur l’espace mesurableX, muni de sa tribu borélienne ;
et que de plus la fonction qui àx associeθℓ(x)

◦ est mesurable.
Ceci est faisable sous quelques conditions lorsqueθ est de Markov. D’après Keimel and Lawson

(2005, théorème 5.3), toute valuation continueν, donc en particulierθℓ(x), s’étend en une me-
sure uniqueν◦ sur la tribu borélienne engendrée parO(X), dès queX est sobre et localement
compact — ou, de façon équivalente, dès queX est bien filtrant et localement compact. Toute
mesure est un jeu à la foisω-continu etω-cocontinu. Si la fonction qui àx associeθℓ(x)

◦ est
mesurable, alors ceci définira un système de transitionsσ-ludique de Markov, c’est-à-dire un
processus de Markov étiqueté au sens de Desharnais et al. (2002).

Lemme 9.5.10Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un système de transitions de Markov surX, et supposons que
θℓ(x) s’étende en une mesureθℓ(x)

◦ surX pour toutx ∈ X. Alors la fonctionθ◦ℓ qui àx associe
θℓ(x)

◦ ∈ J≤1(X) est mesurable.

Démonstration.Montrons queθ◦ℓ
−1[E > r] = {x ∈ X|θℓ(x)

◦(E) > r} est mesurable, pour
toutE mesurable dansX et r ∈ R. SoitT l’ensemble des parties mesurablesE deX telles que
θ◦ℓ

−1[E > r] soit mesurable pour toutr ∈ R. On observe que :
– SiE est un ouvert deX, θ◦ℓ

−1[E > r] = θ−1
ℓ [E > r] est ouvert, donc mesurable ; donc

tout ouvert deX est dansT.
– SiE,E ′ ∈ T, avecE ′ ⊆ E, alorsθ◦ℓ

−1[E\E ′ > r] = {x ∈ X|θℓ(x)
◦(E) > r+θℓ(x)

◦(E ′)}
est l’union, lorsquer0, r1 parcourent l’ensemble des éléments deQ tels quer0 > r+r1, des
{x ∈ X|θℓ(x)

◦(E) > r0 et θℓ(x)
◦(E ′) ≤ r1}. Ces derniers ensembles sont les intersections

deθ◦ℓ
−1[E > r0] avec le complémentaire deθ◦ℓ

−1[E ′ > r1], et sont donc mesurables. Donc
θ◦ℓ

−1[E \ E ′ > r] est mesurable, d’oùE \ E ′ ∈ T.
– Si (En)n∈N

est une suite croissante d’éléments deT, alorsθ◦ℓ
−1[
⋃

n∈N
En > r] = {x ∈

X|θℓ(x)
◦(
⋃

n∈N
En) > r} = {x ∈ X| supn∈N θℓ(x)

◦(En) > r} =
⋃

n∈N
θ◦ℓ

−1[En > r] est
mesurable, donc

⋃
n∈N

En est dansT.
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Nous venons de montrer queT est un système de Dynkin contenantO(X). Or O(X), en tant
que topologie, est unπ-système. Donc, par le théorème de classe monotone,T contient la tribu
engendrée parO(X), c’est-à-dire tous les mesurables deX. Mais ceci signifie queθ◦ℓ

−1[E >
r] = {x ∈ X|θℓ(x)

◦(E) > r} est mesurable, pour toutE mesurable dansX et r ∈ R. ⊓⊔

Théorème 9.5.11SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Pour tout système de
transitions ludique de Markovθ = (θℓ)ℓ∈L surX, il existe un unique système de transitionsσ-
ludique de Markovθ◦ = (θ◦ℓ )ℓ∈L surX tel queθℓ(x)

◦(U) = θℓ(x)(U) pour toutx ∈ X et tout
ouvertU deX.

On peut donc définir la tribu agglomérante la moins fine pourθ◦, caractérisée par les formules de
L⊤∧

open(∅), resp. deL⊤∨
open(∅). Ceci ne semble pas cependant devoir s’étendre au cas des systèmes

de transitions ludiques qui ne seraient pas de Markov.

9.6 Crédos, plausos, estimos

Comme nous l’avons vu au chapitre 5, tirer un pointx ∈ X via une crédibilitéν, c’est faire
jouer le joueur probabilisteP de l’introduction, puis laisser l’adversaire démoniaqueC essayer
de le contrer. Lorsqueθℓ(x) est une crédibilité pour toutx, θ est donc une façon de coder une
alternance de choix probabilistes parP et de choix démoniaques parC. Écrivonsθℓ(x) sous forme
de la valuation continueθℓ(x)

∗ surQ(X), ce que nous pouvons faire par la proposition 5.4.7 sous
quelques hypothèses légères surX : partant d’un état initialx0 ∈ X, P tire un compact saturé
non videQ1 ∈ Q(X) au hasard avec probabilitéθℓ(x0)

∗, puis C choisit démoniaquement un
étatx1 ∈ Q1 ; P tire ensuite un second compact saturé non videQ2 ∈ Q(X) avec probabilité
θℓ(x1)

∗, et ainsi de suite. Bien entendu, le formalisme des systèmesde transitions ludique laisse
les compactsQ1,Q2, . . . , entièrement implicites, et ne garde explicites que les étatsx0, x1, . . .

On peut se poser la question de savoir si l’on pourrait rendreles états compactsQ1, Q2, . . . ,
explicites. Ceci nécessitera bien sûr queθℓ(x) soit une crédibilité continue pour toutx. Nous
aurons de plus besoin queθℓ ait elle-même des propriétés de continuité plus fortes que celles
demandées à la définition 8.1.1. Précisément, nous aurons besoin queθℓ soit continue deX vers
J≤1(X) — c’est-à-dire avec la topologie de Scott plutôt que la topologie faible. Nous verrons au
lemme 9.6.2 que cette propriété admet plusieurs autres formulations équivalentes.

Définition 9.6.1 (Crédo) Un crédo1 est un système de transitions crédibilisteθ = (θℓ)ℓ∈L tel que
θℓ est une fonction continue deX versCd≤1(X) (avec sa topologie de Scott) pour toutℓ ∈ L.

Lemme 9.6.2 SoitX un espace bien filtrant et localement compact, etθ un système de transi-
tions crédibiliste surX. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. θ est un crédo surX ;

1Il était bien évidemment tentant de céder à la tentation du jeu de mots, étant donné que ce projet a reçu entre
autres le soutien de l’ARC ProNobis.
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2. pour toutℓ ∈ L, pour toute famille finie non vide d’ouverts(Ui)
n
i=1, l’ensemble desx ∈ X

tels que
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1θℓ(x)
(⋂

i∈I Ui

)
> r (9.4)

est ouvert dansX, pour toutr ∈ R.

3. la fonctionθ∗ℓ qui àx ∈ X associeθℓ(x)
∗ ∈ V≤1 wk(Q(X)) est continue pour toutℓ ∈ L ;

4. la fonctionθ∗ℓ qui àx ∈ X associeθℓ(x)
∗ ∈ V≤1(Q(X)) (avec sa topologie de Scott) est

continue pour toutℓ ∈ L.

Démonstration.3⇔ 4. Par le lemme 3.3.1,Q(X) est un cpo continu. Par la proposition 3.7.12,
on en déduit que la topologie faible et la topologie de Scott coïncident surV≤1(Q(X)), autrement
dit V≤1(Q(X)) = V≤1 wk(Q(X)).

4 ⇔ 1. La fonction qui àx associeθℓ(x)
∗ est la composée deθℓ avecν 7→ ν∗. Or cette

dernière est un isomorphisme entreCd≤1(X) etV≤1(Q(X)) par le corollaire 5.5.10.
2⇒ 3. On remarque d’abord que :

θ∗ℓ
−1[

n⋃

i=1

2Ui > r] =

{
x ∈ X|θℓ(x)

∗

(
n⋃

i=1

2Ui

)
> r

}

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)
∗

(
⋂

i∈I

2Ui

)
> r





par la formule d’inclusion-exclusion,

puisqueθℓ(x)
∗ est une valuation

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)
∗

(
2
⋂

i∈I

Ui

)
> r





par le lemme 3.3.5

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)

(
⋂

i∈I

Ui

)
> r





Mais ceci est ouvert dansX, par 2. Tout ouvertU de Q(X) s’écrit comme une union dirigée
d’ouverts de la formeUj =

⋃n
i=1 2Uij, j ∈ J , par le corollaire 3.3.6. Donc

θ∗ℓ
−1[U > r] =

{
x ∈ X|θℓ(x)

∗

(
⋃

j∈J

Uj

)
> r

}

=

{
x ∈ X| sup

j∈J
θℓ(x)

∗(Uj) > r

}
puisqueθℓ(x)

∗ est continue

= {x ∈ X|∃j ∈ J · θℓ(x)
∗(Uj) > r}

=
⋃

j∈J

{x ∈ X|θℓ(x)
∗(Uj) > r} =

⋃

j∈J

θ∗ℓ
−1[Uj > r]
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est ouvert.
3⇒ 2. Réciproquement, siθ∗ℓ est continue, alorsθ∗ℓ

−1[U > r] est un ouvert deX. Or, lorsque
U =

⋃n
i=1 2Ui,

θ∗ℓ
−1[U > r] =



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)

(
⋂

i∈I

Ui

)
> r





Le fait que ceci soit ouvert revient exactement à dire que l’ensemble desx vérifiant (9.4) est
ouvert. ⊓⊔

Remarquons que la formule (9.4) est exactement de la forme demandée dans la propriété
d’inclusion-exclusion (2.1). Le point 2 ci-dessus nous permet donc de remarquer que :

Fait 9.6.3 Tout système de transition de Markov est un crédo.

Par les points 3 et 4, un crédo est exactement un système de transitions qui àx ∈ X associe de
façon continue une valuation continueθℓ(x)

∗ surQ(X), les valuations continues étant équipées
indifféremment de la topologie de Scott ou de la topologie faible.

Une autre idée que suggère le lemme 9.6.2 mène à changer la définition d’une topologie
agglomérante, et à choisir des topologies contenant davantage d’ouverts, c’est-à-dire pouvant
faire davantage de tests. Ceci va nous mener à la notion de topologieQ-agglomérante ci-dessous.

Imaginons que nous disposons d’une topologieO moins fine que celle deX. Chaque ouvert
U ∈ O est un test sur l’espaceX des états. On peut maintenant imaginer que2U sera un test
légitime sur l’espaceQ(X) des compacts saturés non vides deX : pour tester siQ passe le test
2U , on se demande siQ est inclus dansU . En complétant par intersections finies et unions
quelconques, on obtient alors une topologie, que nous noterons2[O], surQ(X). Pour chaque
ouvertU de2[O], on peut maintenant tester siθℓ(x)

∗(U) > r, autrement dit siθℓ(x)
∗ ∈ [U > r],

et demander que{x ∈ X|θℓ(x)
∗ ∈ [U > r]} soit un test légitime deO. Formellement, nous

obtenons la notion suivante :

Définition 9.6.4 (TopologieQ-agglomérante) SoitX un espace bien filtrant et localement com-
pact. Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un crédo surX. Pour toute topologieO moins fine que celle deX, soit
2[O] la topologie surQ(X) engendrée par les ouverts2U , U ∈ O.

Une topologieO moins fine que celle deX estQ-agglomérantepour θ si et seulement si
θ∗ℓ |2[O] est continue deX : O versV≤1 wk(Q(X) : 2[O]).

Cherchons à comprendre la différence avec la notion de topologie agglomérante. Une topo-
logie agglomérante définit des testsU ∈ O sur l’espaceX des états où, intuitivement, c’est au
tour du joueur probabilisteP de jouer. Aucun test n’est défini sur les états où c’est à l’adversaire
C de jouer. En fait, dans le cas général des systèmes de transitions ludiques où la notion générale
de topologie agglomérante a un sens, il n’y a pas de notion d’espace des états où ce serait àC de
jouer.

Lorsqueθ est un crédo, ceci change : à l’étatx, P choisit au hasard un compact saturéQ ∈
Q(X), selon la valuationθℓ(x)

∗ ; Q est alors l’état dans lequel nous nous trouvons, et où c’est au
tour deC de jouer, en choisissant un nouvel étaty ∈ Q.
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Dans ce nouveau cadre, il est naturel de définir tant une topologieO surX que la topologie
2[O] surQ(X). La première permet d’agglomérer les états deP, la seconde permet d’agglomérer
les états deC.

Lemme 9.6.5 SoitX un espace bien filtrant et localement compact. Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un crédo
surX. Une topologieO, moins fine que celle deX, estQ-agglomérante pourθ si et seulement
si, pour tousU1, . . . , Un ∈ O, l’ensemble desx ∈ X tels que

∑
I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1θℓ(x)

(⋂
i∈I Ui

)
> r (9.5)

est dansO, pour toutr ∈ R.

Démonstration.La démonstration est essentiellement la même qu’au lemme 9.6.2. L’inégalité
(9.5) est équivalente à

θℓ(x)
∗ (
⋃n

i=1 2Ui) > r (9.6)

Si O estQ-agglomérante, l’ensemble desx ∈ X vérifiant (9.6), donc aussi (9.5), est dansO par
hypothèse. Réciproquement, supposons que l’ensemble desx ∈ X tels que (9.5) soit vrai soit
dansO, pour toute famille finie(Ui)

n
i=1 d’éléments deO et pour toutr ∈ R. Tout ouvertU de

Q(X) : 2[O] est une union dirigée d’ouvertsUj , j ∈ J , qui sont des unions finies d’ouverts de
la forme2U avecU ∈ O. Alors

θ∗ℓ
−1[U > r] = {x ∈ X|θℓ(x)

∗(U) > r}
= {x ∈ X|θℓ(x)

∗(
⋃

j∈J

Uj) > r} = {x ∈ X| sup
j∈J

θℓ(x)
∗(Uj) > r}

=
⋃

j∈J

{x ∈ X|θℓ(x)
∗(Uj) > r}

est dansO, doncθ∗ℓ |2[O] est continue deX : O versV≤1 wk(Q(X) : 2[O]). ⊓⊔
On peut, dans ce nouveau cadre, décrire des propriétés des étatsx ∈ X etQ ∈ Q(X) par

deux logiques définies chacune en terme de l’autre. Nous ne traiterons pas des constructions
complexes telles que l’implication⇒ ou des points fixesµ etν.

Définition 9.6.6 SoitQ une partie dénombrable partout dense deR, X un espace bien filtrant
et localement compact.

SoientAP etAC deux ensembles dénombrables de formules atomiques, etA l’union disjointe
de AP et deAC. Les formulesFP de la logiqueLP

open2(A) et les formulesFC de la logique
LC

open2(A) sont définies par la grammaire :

FP ::= AP oùAP ∈ AP

| ⊤ vrai
| FP ∧ FP conjonction
| ⊥ faux
| FP ∨ FP disjonction
| [ℓ]>rF

C modalité

FC ::= AC oùAC ∈ AC

| ⊤ vrai
| FC ∧ FC conjonction
| ⊥ faux
| FC ∨ FC disjonction
| 2FP modalité
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où r est un nombre deQ ∩ [0, 1], et ℓ ∈ L. Les formules deLP
open2(A) seront ditesde typeP,

celles deLC
open2(A) seront ditesde typeC.

La sémantique de ces deux logiques est définie comme suit. UneinterprétationI est une
fonction qui à toutAP ∈ AP associe un ouvert deX, et à toutAC ∈ AC associe un ouvert de
Q(X). On définit les deux relationsx |=I

θ F
P etQ |=I

θ F
C par :

x |=I
θ A

P ssi x ∈ I(AP) Q |=I
θ A

C ssi Q ∈ I(AC)
x |=I

θ ⊤ toujours Q |=I
θ ⊤ toujours

x |=I
θ F

P
1 ∧ FP

2 ssi x |=I
θ F

P
1 etx |=I

θ F
P
2 Q |=I

θ F
C
1 ∧ FC

2 ssi Q |=I
θ F

C
1 etQ |=I

θ F
C
2

x |=I
θ ⊥ jamais Q |=I

θ ⊥ jamais
x |=I

θ F
P
1 ∨ FP

2 ssi x |=I
θ F

P
1 oux |=I

θ F
P
2 Q |=I

θ F
C
1 ∨ FC

2 ssi Q |=I
θ F

C
1 ouQ |=I

θ F
C
2

x |=I
θ [ℓ]>rF

C ssi θ∗ℓ (x)(I
q
FC

y
θ
) > r Q |=I

θ 2FP ssi pour toutx ∈ Q, x |=I
θ F

P

où I
q
FP

y
θ

dénote{x ∈ X|x |=I
θ F

P} et I
q
FC

y
θ

dénote{Q ∈ Q(X)|Q |=I
θ F

C}.
Pour tout couple d’ensemblesOps1, Ops2 d’opérateurs logiques parmi⊤, ∧, ⊥, ∨, notons

L

→P:Ops1
C:Ops2

open2 (A), resp.L
P:Ops1

→C:Ops2
open2 (A), l’ensemble des formules deLP

open2(A), resp.LC
open2(A) dont

les sous-formules de typeP sont construites à partir des opérateurs deOps1 et dont les sous-
formules de typeC sont construites à partir des opérateurs deOps2.

La nouvelle modalité2FP signifie donc que l’on se trouve à un étatQ, c’est au tour deC
de jouer, et quelqu’étatx ∈ Q qu’il joue, la formuleFP sera vraie à l’étatx. Notons aussi que
Q |=I

θ 2FP si et seulement siQ ⊆ I
q
FP

y
θ
, c’est-à-dire si et seulement siQ ∈ 2I

q
FP

y
θ
. En

d’autres termes,I
q
2FP

y
θ

= 2I
q
FP

y
θ
. Il est donc facile de voir que :

Lemme 9.6.7 (Correction) SoitX un espace bien filtrant et localement compact. SoitO une
topologieQ-agglomérante pour le crédoθ surX. Pour tout énoncéFP deLP

open2(∅),
q
FP

y
θ

est
dansO. Pour tout énoncéFC deLC

open2(∅),
q
FC

y
θ

est dans2[O].

Réciproquement, on a :

Théorème 9.6.8 (Complétude)Soitθ un crédo sur un espace bien filtrant et localement com-
pactX. La topologie engendrée par les ouverts deX de la forme

q
FP

y
θ
, lorsqueFP parcourt

les formules deL
→P:⊤∧∨

C:∨
open2 (∅), estQ-agglomérante. De même lorsqueFP parcourt les formules de

L
→P:∨
C:⊤∧∨

open2 (∅).
Les deux topologies coïncident, et forment la topologieQ-agglomérante pourθ la moins fine

surX.

Démonstration.SoitO cette topologie. Le fait queθ soit un crédo implique queO est moins fine
que la topologie deX.

Commençons par montrer que la topologie2[O] est engendrée par les ouverts de la forme
2

q
FP

y
θ
, FP formule deLP. Il suffit de montrer que pour tout ouvertU deO, 2U est dans la

topologieO′ engendrée par les2
q
FP

y
θ
,FP formule deLP. SiU est vide, c’est clair car2∅ = ∅.
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Sinon, écrivonsU sous la forme d’une union
⋃

i∈I Ui d’une famille dirigée(Ui)i∈I d’ouverts de
la formeUi =

⋃mi

j=1

⋂nij

k=1

q
FP

ijk

y
θ

(mi ≥ 1, nij ≥ 0). Comme au théorème 9.5.8, on peut écrire

Ui =
⋂

f∈
Qmi

j=1{1,...,nij}

⋃mi

j=1

r
FP

ijf(j)

z
θ

=
⋂

f∈
Qmi

j=1{1,...,nij}

r∨mi

j=1 F
P
ijf(j)

z
θ
. On a alors

2U =
⋃

i∈I

⋂

f∈
Qmi

j=1{1,...,nij}

2

t
mi∨

j=1

FP
ijf(j)

|

θ

par le lemme 3.3.5. Donc2U est bien dansO′.
Tout ouvertU de 2[O] est donc lui-même soit vide soit une union dirigée d’unions finies

d’intersections finies. SiU est vide, alorsθ∗ℓ
−1
|2[O][U > r] vaut soit∅ soitX selon la valeur de

r. Supposons doncU non vide. Dans le cas oùO est engendré par les formules deL
→P:⊤∧∨

C:∨
open2 (∅),

on observe queU est une union dirigée
⋃

i∈I Ui, où chaqueUi est une union finie non vide

d’intersections finies
⋃mi

j=1

⋂nij

k=1 2
q
FP

jk

y
θ

=
r∨mi

j=1

∧nij

k=1 2FP
jk

z
θ
, donc queθ∗ℓ

−1
|2[O][U > r]

est l’union des
r
[ℓ]>r

∨mi

j=1

∧nij

k=1 2FP
jk

z
θ
, i ∈ I, et est donc dansO. LorsqueO est engendré

par les formules deL
→P:∨
C:⊤∧∨

open2 (∅), on conclut en remarquant queθ∗ℓ
−1
|2[O][U > r] est l’union desr

[ℓ]>r

∨mi

j=1 2
∧nij

k=1 F
P
jk

z
θ
, i ∈ I, en utilisant le lemme 3.3.5, ce qui est donc encore dansO.

En utilisant le lemme 9.6.7,O est donc la topologieQ-agglomérante la moins fine pourθ,
quelle que soit la logique utilisée. Les deux topologies correspondant aux deux logiques sont
donc en particulier identiques. ⊓⊔
On pourrait penser de nouveau économiser l’un ou l’autre opérateur logique en invoquant un
analogue des topologiesσ-agglomérantes, ou des tribus agglomérantes, de façon analogue à ce
que nous avions fait à la section 9.5. La bonne notion à utiliser n’est pas claire ici.

Une définition possible serait la suivante : une topologieO moins fine que celle de l’espace
X estσ-Q-agglomérantepour le crédoθ = (θℓ)ℓ∈L si et seulement si, pour toutU ∈ 2[O], pour
toutr ∈ R, pour toutℓ ∈ L, l’ensembleθ∗ℓ

−1[U > r] desx ∈ X tels queθ∗ℓ (x)(U) > r appartient
à la tribuσ[O] engendrée parO.

En mélangeant les arguments du théorème 9.6.8 avec l’usage particulier de la formule d’in-
clusion-exclusion faite au théorème 9.5.8, on pourrait alors montrer que la topologie engen-
drée par les ouverts deX de la forme

q
FP

y
θ
, lorsqueFP parcourt les formules deL estσ-Q-

agglomérante, oùL est l’une quelconque des logiquesL
→P:⊤∧

C:∨
open2 (∅), L

→P:⊤∨
C:∨

open2 (∅), ou L
→P:

C:⊤∧∨
open2 (∅).

Mais un énoncé de correction, selon lequel
q
FP

y
θ

serait dansσ[O], semble devoir rester hors de
portée.

Passons aux autres formes de non-déterminisme.
On peut bien entendu remplacer le non-déterminisme démoniaque par un non-déterminisme

angélique ou chaotique. On devra cependant faire son deuil d’une caractérisation élégante, simi-
laire à celle donnée au lemme 9.6.2, des plausos et estimos, analogues des crédos.

Rappelons que, par le théorème 6.3.17, siX est stablement localement compact, alorsν 7→ ν∗
définit un isomorphisme dePb≤1(X) sur V≤1(Hu(X)). En général, la topologie de Scott et
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la topologie faible ne coïncident pas sur ce dernier espace.(Nous traiterons du cas où tout se
passe bien au lemme 9.6.10 ci-dessous.) Définissons donc directement l’analogue angélique des
crédos :

Définition 9.6.9 (Plauso)SoitX un espace stablement localement compact. Unplausoest une
famille θ = (θℓ)ℓ∈L telle queθℓ∗, qui à x associeθℓ(x)∗, est une fonction continue deX vers
V≤1 wk(Hu(X)) pour toutℓ ∈ L.

Ceci a un sens par le théorème 6.3.17, puisqueX est stablement localement compact.

Lemme 9.6.10SoitX un cpo continu cohérent, etθ un système de transitions plausibiliste sur
X. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour toutℓ ∈ L, θℓ est continue deX versPb≤1(X) (avec sa topologie de Scott) ;

2. pour toutℓ ∈ L, pour toute famille finie non vide d’ouverts(Ui)
n
i=1, l’ensemble desx ∈ X

tels que

∑
I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1θℓ(x)

(⋃
i∈I Ui

)
> r (9.7)

est ouvert dansX, pour toutr ∈ R.

3. θ est un plauso surX, autrement dit la fonctionθℓ∗ deX versV≤1 wk(Hu(X)) est continue
pour toutℓ ∈ L ;

4. la fonctionθℓ∗ est continue deX versV≤1(Hu(X)) pour toutℓ ∈ L.

Démonstration.Par la proposition 3.4.5,H(X) est un cpo continu, et par la proposition 3.4.19,
Hu(X) = H(X).

3⇔ 4. PuisqueHu(X) est un cpo continu, par la proposition 3.7.12 la topologie faible et la
topologie de Scott coïncident surV≤1(Hu(X)), autrement ditV≤1(Hu(X)) = V≤1 wk(Hu(X)).

4⇔ 1. La fonction qui àx associeθℓ(x)∗ est la composée deθℓ avecν 7→ ν∗. Or cette dernière
est un isomorphisme entrePb≤1(X) etV≤1(Hu(X)) par le théorème 6.3.17, qui s’applique car
X, en tant que cpo continu cohérent, est stablement localement compact.
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2⇒ 3. On remarque d’abord que :

θℓ∗
−1[

n⋂

i=1

3Ui > r] =

{
x ∈ X|θℓ(x)∗

(
n⋂

i=1

3Ui

)
> r

}

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)∗

(
⋃

i∈I

3Ui

)
> r





par la formule d’exclusion-inclusion,

puisqueθℓ(x)∗ est une valuation

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)∗

(
3
⋃

i∈I

Ui

)
> r





par le lemme 3.4.18

=



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)

(
⋃

i∈I

Ui

)
> r





Mais ceci est ouvert dansX, par2. Tout ouvertU deHu(X) s’écrit comme une union dirigée
d’unions finies d’intersections finies d’ouverts de la forme3U . De façon équivalente, comme
une union dirigée d’intersections finies d’unions finies de tels ouverts. Or par le lemme 3.4.18,
3 commute aux unions, doncU s’écrit comme une union dirigée d’intersections finies d’ouverts
3U . On peut donc écrireU comme l’union dirigée desUj , j ∈ J , oùUj =

⋂n
i=1 2Uij pour tout

j ∈ J . Donc

θℓ∗
−1[U > r] =

{
x ∈ X|θℓ(x)∗

(
⋃

j∈J

Uj

)
> r

}

=

{
x ∈ X| sup

j∈J
θℓ(x)∗(Uj) > r

}
puisqueθℓ(x)∗ est continue

= {x ∈ X|∃j ∈ J · θℓ(x)∗(Uj) > r}
=

⋃

j∈J

{x ∈ X|θℓ(x)∗(Uj) > r} =
⋃

j∈J

θℓ∗
−1[Uj > r]

est ouvert.
3 ⇒ 2. Réciproquement, siθℓ∗ est continue, alorsθℓ∗

−1[U > r] est un ouvert deX. Or,
lorsqueU =

⋂n
i=1 3Ui,

θℓ∗
−1[U > r] =



x ∈ X|

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1θℓ(x)

(
⋃

i∈I

Ui

)
> r





Le fait que ceci soit ouvert revient exactement à dire que l’ensemble desx vérifiant (9.7) est
ouvert. ⊓⊔
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Définition 9.6.11 (TopologieHu-agglomérante) SoitX un espace stablement localement com-
pact. Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un plauso surX. Pour toute topologieO moins fine que celle deX, soit
3[O] la topologie surHu(X) engendrée par les ouverts3U , U ∈ O.

Une topologieO moins fine que celle deX estHu-agglomérantepour θ si et seulement si
θℓ∗|3[O] est continue deX : O versV≤1 wk(Hu(X) : 3[O]).

Lemme 9.6.12SoitX un espace stablement localement compact. Soitθ = (θℓ)ℓ∈L un plauso
surX. Une topologieO, moins fine que celle deX, estHu-agglomérante pourθ si et seulement
si, pour tousU1, . . . , Un ∈ O, l’ensemble desx ∈ X tels que

∑
I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1θℓ(x)

(⋃
i∈I Ui

)
> r (9.8)

est dansO, pour toutr ∈ R.

Démonstration.L’inégalité (9.8) est équivalente à
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1θℓ(x)∗
(
3
⋃

i∈I Ui

)
> r

donc à
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅(−1)|I|+1θℓ(x)∗
(⋃

i∈I 3Ui

)
> r

puisque, par le lemme 3.4.18,3 commute aux unions finies. Cette inégalité est donc équivalente
à

θℓ(x)∗ (
⋂n

i=1 3Ui) > r (9.9)

par le principe d’exclusion-inclusion. SiO estHu-agglomérante, l’ensemble desx ∈ X vérifiant
l’une ou l’autre est donc dansO. Réciproquement, supposons que l’ensemble desx ∈ X vérifiant
(9.9) soit dansO pour toute famille finie(Ui)

n
i=1 d’éléments deO et pour toutr ∈ R. Tout

ouvertU deHu(X) : 3[O] est une union dirigée d’ouvertsUi, i ∈ I, qui sont des unions finies
d’intersections finies d’ouverts de la forme3U avecU ∈ O. ChaqueUi est donc aussi une
intersection finie d’unions finies d’ouverts de la forme3U , et comme3 commute aux unions
finies par le lemme 3.4.18, chaqueUi est une intersection finie d’ouverts3Uij, 1 ≤ j ≤ ni

(ni ≥ 0). On en déduit que

θℓ∗
−1[U > r] = {x ∈ X|θℓ∗(x)(U) > r} =

⋃

i∈I

{x ∈ X|θℓ∗(Ui) > r}

=
⋃

i∈I

{x ∈ X|θℓ∗(

ni⋂

j=1

3Uij) > r}

est dansO. ⊓⊔
On peut dans ce cadre définir une logique, très proche deLC

open2(A), mais où la modalité2
est remplacée par une modalité existentielle3. Une collision malencontreuse de notations fait
que nous avons utilisé la lettreF pour dénoter tant des formules, que des fermés non vides. Ce
n’était pas grave tant que les contextes d’utilisation des deux concepts étaient disjoints. Nous
devrons ici mentionner les deux dans un même contexte : nous réserverons donc temporairement
la lettreG aux formules, et la lettreF aux fermés non vides.
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Définition 9.6.13 SoitQ une partie dénombrable partout dense deR, X un espace stablement
localement compact.

SoientAP etAC deux ensembles dénombrables de formules atomiques, etA l’union disjointe
de AP et deAC. Les formulesGP de la logiqueLP

open3(A) et les formulesGC de la logique
LC

open3(A) sont définies par la grammaire :

GP ::= AP oùAP ∈ AP

| ⊤ vrai
| GP ∧GP conjonction
| ⊥ faux
| GP ∨GP disjonction
| [ℓ]>rG

C modalité

GC ::= AC oùAC ∈ AC

| ⊤ vrai
| GC ∧GC conjonction
| ⊥ faux
| GC ∨GC disjonction
| 3GP modalité

où r est un nombre deQ ∩ [0, 1], et ℓ ∈ L. Les formules deLP
open3(A) seront ditesde typeP,

celles deLC
open3(A) seront ditesde typeC.

La sémantique de ces deux logiques est définie comme suit. UneinterprétationI est une
fonction qui à toutAP ∈ AP associe un ouvert deX, et à toutAC ∈ AC associe un ouvert de
Hu(X). On définit les deux relationsx |=I

θ G
P etF |=I

θ G
C (F ∈ Hu(X)) par :

x |=I
θ A

P ssi x ∈ I(AP) F |=I
θ A

C ssi F ∈ I(AC)
x |=I

θ ⊤ toujours F |=I
θ ⊤ toujours

x |=I
θ G

P
1 ∧GP

2 ssi x |=I
θ G

P
1 etx |=I

θ G
P
2 F |=I

θ G
C
1 ∧GC

2 ssi F |=I
θ G

C
1 etF |=I

θ G
C
2

x |=I
θ ⊥ jamais F |=I

θ ⊥ jamais
x |=I

θ G
P
1 ∨GP

2 ssi x |=I
θ G

P
1 oux |=I

θ G
P
2 F |=I

θ G
C
1 ∨GC

2 ssi F |=I
θ G

C
1 ouF |=I

θ G
C
2

x |=I
θ [ℓ]>rG

C ssi θℓ∗(x)(I
q
GC

y
θ
) > r F |=I

θ 3GP ssi il existex ∈ F
tel quex |=I

θ G
P

où I
q
GP

y
θ

dénote{x ∈ X|x |=I
θ G

P} et I
q
GC

y
θ

dénote{F ∈ Hu(X)|F |=I
θ G

C}.
Pour tout couple d’ensemblesOps1, Ops2 d’opérateurs logiques parmi⊤, ∧, ⊥, ⊥, notons

L

→P:Ops1
C:Ops2

open3 (A), resp.L
P:Ops1

→C:Ops2
open3 (A), l’ensemble des formules deLP

open3(A), resp.LC
open3(A) dont

les sous-formules de typeP sont construites à partir des opérateurs deOps1 et dont les sous-
formules de typeC sont construites à partir des opérateurs deOps2.

Notons immédiatement queF |=I
θ 3GP si et seulement siF ∩ I

q
GP

y
θ
6= ∅, si et seulement

si F ∈ 3I
q
GP

y
θ
, autrement ditI

q
3FP

y
θ

= 3I
q
FP

y
θ
. On en déduit immédiatement :

Lemme 9.6.14 (Correction) SoitX un espace stablement localement compact. SoitO une to-
pologieHu-agglomérante pour le plausoθ surX. Pour tout énoncéGP deLP

open3(∅),
q
GP

y
θ

est dansO. Pour tout énoncéGC deLC
open3(∅),

q
GC

y
θ

est dans3[O].

Et réciproquement, on a le théorème suivant, qui se démontreexactement comme le théorème 9.6.8,
mais en utilisant le lemme 3.4.18 à la place du lemme 3.3.5.
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Théorème 9.6.15 (Complétude)Soitθ un plauso sur un espace stablement localement compact
X. La topologie engendrée par les ouverts deX de la forme

q
GP

y
θ
, lorsqueGP parcourt les

formules deL
→P:⊤∧∨

C:⊤∧
open3 (∅), estHu-agglomérante. De même lorsqueGP parcourt les formules de

L
→P:⊤∧
C:⊤∧∨

open3 (∅).
Les deux topologies coïncident, et forment la topologieHu-agglomérante pourθ la moins

fine surX.

Terminons par le mélange d’un choix probabiliste et d’un non-déterminisme chaotique. Rap-
pelons que, par la proposition 7.4.6, la fonction qui à touteestimation continueν associe$ν%
est un isomorphisme deEst≤1(X) surV≤1(PV(X)). Ceci sort du cadre des systèmes de tran-
sition ludiques tels que nous les avons définis : nous étudierons ici des systèmes de transition
θ = (θℓ)ℓ∈L, où chaque fonctionθℓ est maintenant une fonction continue deX versEst≤1(X)
— et ce dernier espace n’est pas un espace de jeux. Mais la différence est relativement minime.

Définition 9.6.16 (Estimo) SoitX un espace stablement localement compact. Unestimoest une
famille θ = (θℓ)ℓ∈L d’estimations continues telles que la fonction$θℓ%, qui àx associe$θℓ(x)%,
est une fonction continue deX versV≤1 wk(PV(X)) pour toutℓ ∈ L.

Ceci a un sens par le lemme 7.3.18, puisqueX est stablement localement compact.

Lemme 9.6.17SoitX un cpo continu cohérent et compact, etθ = (θℓ)ℓ∈L une famille de fonc-
tionsθℓ deX versEst≤1(X). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour toutℓ ∈ L, θℓ est continue deX versEst≤1(X) (avec sa topologie de Scott) ;

2. pour toutℓ ∈ L, pour toute famille finie non vide d’ouverts élémentaires2Ui ∩
⋂ni

j=1 3Vij

dePV(X), 1 ≤ i ≤ m, l’ensemble desx ∈ X tels que :

∑
I⊆{1,...,m},I 6=∅

K⊆
U

i∈I{1,...,ni}

(−1)|I|+|K|+1θℓ(x)
(⋂

i∈I Ui \
⋃

(i,j)∈K Vij

)
> r

est ouvert dansX, pour toutr ∈ R. (On note
⊎

i∈I{1, . . . , ni} l’ensemble des couples
(i, j) aveci ∈ I et j ∈ {1, . . . , ni}.)

3. θ est un estimo surX, autrement dit$θℓ% est continue deX versV≤1 wk(PV(X)) pour tout
ℓ ∈ L ;

4. θ est un estimo surX, autrement dit$θℓ% est continue deX versV≤1(PV(X)) pour tout
ℓ ∈ L.

Démonstration.Par le corollaire 3.6.22, notons d’abord quePV(X) = P(X) est un cpo continu,
cohérent et compact.

3 ⇔ 4. PuisquePV(X) est un cpo continu, par la proposition 3.7.12 la topologie faible et la
topologie de Scott coïncident surV≤1(PV(X)), autrement ditV≤1(PV(X)) = V≤1 wk(PV(X)).

4 ⇔ 1. La fonction qui àx associe$θℓ(x)% est la composée deθℓ avecν 7→ $ν%. Or cette
dernière est un isomorphisme entreEst≤1(X) etV≤1(PV(X)) par la proposition 7.4.6.
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2 ⇔ 3. SoitUi l’ouvert élémentaire2Ui ∩
⋂ni

j=1 3Vij, etU l’union desUi, 1 ≤ i ≤ m. On
remarque que :

$θℓ(x)%(U) = $θℓ(x)%

(
m⋃

i=1

Ui

)

=
∑

I⊆{1,...,m},I 6=∅

(−1)|I|+1$θℓ(x)%

(
⋂

i∈I

Ui

)

par le principe d’inclusion-exclusion

=
∑

I⊆{1,...,m},I 6=∅

(−1)|I|+1
$θℓ(x)%


2

⋂

i∈I

Ui ∩
⋂

i∈I
1≤j≤ni

3Vij




en utilisant le lemme 7.1.4

=
∑

I⊆{1,...,m},I 6=∅

(−1)|I|+1
∑

K⊆
U

i∈I{1,...,ni}

(−1)|K|θℓ(x)


⋂

i∈I

Ui \
⋃

(i,j)∈K

Vij




par le lemme 7.1.6, sachant queP = $θℓ(x)% est par définition une valuation surPV(X) telle
queν(C) = P%(2C) pour tout croissantC. La condition (9.10) est donc équivalente à :(∗)
$θℓ(x)%(U) > r, pour toutr ∈ R, pour toute union finieU d’ouverts élémentaires dePV(X).

Sous l’hypothèse2, pour tout ouvertV de PV(X), on peut écrireV sous forme de l’union
d’une famille dirigée(Vj)j∈J d’unions finies d’ouverts élémentaires dePV(X). Alors$θℓ%

−1[V >
r] est l’ensemble desx ∈ X tels que$θℓ(x)%(

⋃
j∈J Vj) > r, c’est-à-dire tels qu’il existej ∈ J

avec$θℓ(x)%(Vj) > r, puisque$θℓ(x)% est une valuation continue. Or par2, en utilisant la refor-
mulation(∗) de (9.10), avecU = Vj, l’ensembleVj desx tels que$θℓ(x)%(Vj) > r est ouvert
dansX. Or $θℓ%

−1[V > r] est l’union desVj, et est donc ouvert. Donc$θℓ% est continue deX
versV≤1(PV(X)). C’est la condition3.

Réciproquement, si3 est vrai, alors en particulier$θℓ%
−1[U > r] est ouvert pour toute union

finie U d’ouverts élémentaires dePV(X), ce qui par(∗) revient à démontrer la condition2. ⊓⊔

Définition 9.6.18 (TopologiePV-agglomérante) Soit X un espace stablement compact. Soit
θ = (θℓ)ℓ∈L un estimo surX. Pour toute topologieO moins fine que celle deX, soit 2.3[O]
la topologie surPV(X) engendrée par les ouverts2U , et3V , U, V ∈ O.

Une topologieO moins fine que celle deX estPV-agglomérantepour θ si et seulement si
$θℓ%|2.3[O] est continue deX : O versV≤1 wk(PV(X) : 2.3[O]).

On définit de nouveau une logique associée, de façon relativement immédiate.

Définition 9.6.19 SoitQ une partie dénombrable partout dense deR, X un espace stablement
compact.

SoientAP etAC deux ensembles dénombrables de formules atomiques, etA l’union disjointe
deAP et deAC. Les formulesGP de la logiqueLP

open2.3(A) et les formulesGC de la logique
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LC
open2.3(A) sont définies par la grammaire :

GP ::= AP oùAP ∈ AP

| ⊤ vrai
| GP ∧GP conjonction
| ⊥ faux
| GP ∨GP disjonction
| [ℓ]>rG

C modalité
GC ::= AC oùAC ∈ AC

| ⊤ vrai
| GC ∧GC conjonction
| ⊥ faux
| GC ∨GC disjonction
| 2GP modalité universelle
| 3GP modalité existentielle

où r est un nombre deQ ∩ [0, 1], et ℓ ∈ L. Les formules deLP
open2.3(A) seront ditesde typeP,

celles deLC
open2.3(A) seront ditesde typeC.

La sémantique de ces deux logiques est définie comme suit. UneinterprétationI est une
fonction qui à toutAP ∈ AP associe un ouvert deX, et à toutAC ∈ AC associe un ouvert de
PV(X). On définit les deux relationsx |=I

θ G
P etα |=I

θ G
C (α ∈ PV(X)) par :

x |=I
θ A

P ssi x ∈ I(AP) α |=I
θ A

C ssi α ∈ I(AC)
x |=I

θ ⊤ toujours α |=I
θ ⊤ toujours

x |=I
θ G

P
1 ∧GP

2 ssi x |=I
θ G

P
1 etx |=I

θ G
P
2 α |=I

θ G
C
1 ∧GC

2 ssi α |=I
θ G

C
1

et α |=I
θ G

C
2

x |=I
θ ⊥ jamais α |=I

θ ⊥ jamais
x |=I

θ G
P
1 ∨GP

2 ssi x |=I
θ G

P
1 oux |=I

θ G
P
2 α |=I

θ G
C
1 ∨GC

2 ssi α |=I
θ G

C
1

ou α |=I
θ G

C
2

x |=I
θ [ℓ]>rG

C ssi $θℓ(x)%(I
q
GC

y
θ
) > r

α |=I
θ 2GP ssi α(I

q
GP

y
θ
) = 1 α |=I

θ 3GP ssi α(I
q
GP

y
θ
) 6= 0

où I
q
GP

y
θ

dénote{x ∈ X|x |=I
θ G

P} et I
q
GC

y
θ

dénote{α ∈ PV(X)|α |=I
θ G

C}.
Pour tout couple d’ensemblesOps1, Ops2 d’opérateurs logiques parmi⊤, ∧, ⊥, ⊥, notons

L

→P:Ops1
C:Ops2

open2.3 (A), resp.L
P:Ops1

→C:Ops2
open2.3 (A), l’ensemble des formules deLP

open2.3(A), resp.LC
open2.3(A)

dont les sous-formules de typeP sont construites à partir des opérateurs deOps1 et dont les
sous-formules de typeC sont construites à partir des opérateurs deOps2.

On rappelle que,X étant sobre,PV(X) est isomorphe à l’espaceP′
V(X) des couples(Q,F )

formés d’un compact saturéQ deX, d’un ferméF deX tels que, en posantL la lentilleQ ∩ F ,
L est non vide,Q = ↑ L, et tout ouvertU contenantQ est tel queF ⊆ cl(U ∩ F ). C’est la
proposition 3.6.3. Étant donnéeα, on obtientQ comme l’intersection des ouvertsU tels que
α(U) = 1, etF comme l’intersection des complémentaires des ouvertsV tels queα(V ) = 0.
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Notons alors queα |=I
θ 2GP si et seulement siQ est inclus dansI

q
GP

y
θ

(puisqueα =
(Q,F )∗, doncα(U) = 1 si seulement siQ ⊆ U ), c’est-à-dire si et seulement si pour tout
x ∈ Q, x |=I

θ G
P. De même,α |=I

θ 3GP et et seulement siF intersecte pasI
q
GP

y
θ

(puisque
α = (Q,F )∗, doncα(U) = 0 si et seulement siF n’intersecte pasU ), si et seulement s’il existe
x ∈ F tel quex |=I

θ G
P.

On retrouve ainsi les sémantiques usuelles des modalités universelle2 et existentielle3.

Lemme 9.6.20 (Correction) SoitX un espace stablement compact. SoitO une topologiePV-
agglomérante pour l’estimoθ surX. Pour tout énoncéGP deLP

open2.3(∅),
q
GP

y
θ

est dansO.
Pour tout énoncéGC deLC

open2.3(∅),
q
GC

y
θ

est dans2.3[O].

Théorème 9.6.21 (Complétude)Soitθ un estimo sur un espace stablement compactX. La to-
pologie engendrée par les ouverts deX de la forme

q
GP

y
θ
, lorsqueGP parcourt les formules de

L
→P:⊤∧∨

C:⊤∧∨
open2.3(∅), estPV-agglomérante.

Cette topologie est la topologiePV-agglomérante pourθ la moins fine surX.

Démonstration.Soit O cette topologie. Le fait queθ soit un estimo implique queO est moins
fine que la topologie deX.

On remarque que la topologie2.3[O] est engendrée par les ouverts de la forme2
q
GP

y
θ

et
3

q
GP

y
θ
, avecGP de typeP. Il suffit de montrer que les ouverts de la forme2U et 3U sont

dans la topologieO′ engendrée par ces derniers. SiU = ∅, alors2U = ∅ et 3U = ∅ y sont
clairement. Sinon,U est l’union d’une famille dirigée(Ui)i∈I , où chaqueUi est une union finie
non vide d’intersections finies d’ouverts de la forme

q
GP

y
θ
. Puisque l’on dispose de∨,⊤, ∧ sur

les formules de typeP, on peut écrire chaqueUi sous la forme
q
GP

i

y
θ
. Or :

2U =
⋃

i∈I

2Ui par le lemme 7.1.9

est une union d’ouverts2Ui =
q
2GP

i

y
θ
, et est donc dans2.3[O]. De plus,

3U =
⋃

i∈I

3Ui par le lemme 7.1.10

est une union d’ouverts3Ui =
q
3GP

i

y
θ
, et est donc dans2.3[O].

Tout ouvertU non vide de2.3[O] est une union dirigée d’unions finies non vides d’intersec-

tions finies d’ouverts de la forme
q
2GP

y
θ

ou
q
3GP

y
θ
. Puisque la logiqueL

→P:⊤∧∨
C:⊤∧∨

open2.3(∅) permet
de former les conjonctions finies et les disjonctions finies non vides de formules de typeC, U

est donc une union dirigée de la forme
⋃

i∈I

q
GC

i

y
θ
. Alors $θℓ%

−1
|2.3[O][U > r] est l’union desq

[ℓ]>rG
C
i

y
θ
, i ∈ I, et est donc dansO.

O est doncPV-agglomérante. Par le lemme 9.6.20,O est donc la topologiePV-agglomérante
la moins fine. ⊓⊔
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Chapitre 10

Convexité, concavité, prévisions colinéaires

Un résultat classique de théorie de la mesure est que, siX est un espace compact, toute me-
sureν donne lieu à une fonctionnellef 7→

∫
x∈X

f(x)dν qui vérifie certaines propriétés (elle
est linéaire enf , continue et bornée, positive), et que toute fonctionnellevérifiant ces propriétés
est ainsi obtenue. C’est lethéorème de Riesz. Dans le cadre des capacités, la correspondance
analogue sera entre les jeux convexes continus et certainesfonctionnelles que nous appellerons
desprévisions basses colinéaires, entre les jeux concaves continus et lesprévisions hautes coli-
néaires, et entre les jeux continus et lesprévisions colinéaires.

10.1 Prévisions, prévisions basses, prévisions hautes

Définition 10.1.1 (Prévision) SoitX un espace topologique, et notons〈X → R+〉 l’espace
des fonctions continues bornées deX vers R+. Pour tout f ∈ 〈X → R+〉, soit ||f ||∞ =
sup×∈X |f(x)|.

Uneprévisionest une fonctionnelleF de〈X → R+〉 versR+ telle que :
– F estpositivement homogène: pour toutα ≥ 0, F (αf) = αF (f) ;
– F estcroissante: si f ≤ g, alorsF (f) ≤ F (g) ;

On dit queF est uneprévision bassesi de plus :
– F estsur-additive: F (f + g) ≥ F (f) + F (g).

Une prévisionF est appelée uneprévision hautesi et seulement si :
– F estsous-additive: F (f + g) ≤ F (f) + F (g).

Une prévisionF estcolinéairesi et seulement si :
– F estadditive sur les fonctions comonotones: si f et g sont comonotones,F (f + g) =
F (f) + F (g).

Une prévisionF est linéairesi et seulement si elle est additive, autrement dit siF (f + g) =
F (f) + F (g) pour toutesf, g ∈ 〈X → R+〉.

Finalement, une prévisionF estcontinuesi et seulement si elle est Scott-continue : pour toute
famille dirigée(fi)i∈I de fonctions continues bornées de borne supérieuref , F (supi∈I fi) =
supi∈I F (fi).
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On noteraP(X),
`

P(X),
a

P(X) respectivement les espaces des prévisions continues,
basses continues, et hautes continues surX. On noteraP∗△(X),

`
P∗△(X),

a
P∗△(X), P△(X)

les espaces des prévisions colinéaires continues (resp. basses, hautes, linéaires) surX.

Le nom deprévision basseest inspiré de Walley (1991), et j’en ai pris connaissance à la lec-
ture de Maaß (2001); Maass (2003). Pour Walley et Maaß, les prévisions basses sont juste les
fonctionnelles à valeurs réelles. Seules les prévisions basses ditescohérentessemblent avoir de
l’intérêt dans le cadre qui intéressent ces auteurs. La description usuelle de la condition de cohé-
rence n’est pas très parlante, mais Maass (2003) remarque qu’une définition équivalente est que
F (f) ≥ ∑n

i=1 λiF (fi) + λ0 dès quef ≥ ∑n
i=1 λifi + λ0, λi > 0, λ0 ∈ R. Ceci est le cas dès

queF est positivement homogène, croissante et telle queF (χX) ≥ 1. Il est facile de voir que
réciproquement la condition de cohérence implique l’homogénéité positive sauf éventuellement
pourα = 0 (pourα 6= 0, αf ≥ α × f impliqueF (αf) ≥ αF (f) et f ≥ 1/α × (αf) implique
F (f) ≥ 1/αF (αf), doncF (αf) = αF (f)), la croissance (prendren = 1, λ1 = 1, λ0 = 0), et
F (χX) ≥ 1 (prendren = 0, λ0 = 1).

Nous avons donc légèrement perverti la définition originelle. Ceci a notamment comme avan-
tage de nous permettre de définir la notion de prévision hautecomme la contrepartie naturelle
de celle de prévision basse. (Alors que Walley (1991) définitune prévision basseP comme une
fonction quelconque envoyant toute fonctionf vers un réel, il définit aussi la prévision hauteP
parP (f) = −P (−f).) Un autre avantage sera la correspondance quasi-exacte entre différentes
formes de jeux et différentes formes de prévisions colinéaires ; voir plus bas.

Notons que toute prévision est nécessairement bornée, au sens oùF (f)/||f ||∞ a une borne
supérieure||F || lorsquef parcourt l’ensemble des fonctions continues bornées non nulles de
X versR+. (On rappelle que||f ||∞ = supx∈X f(x).) En effet,f ≤ ||f ||∞χX , doncF (f) ≤
||f ||∞F (χX) puisqueF est croissante et positivement homogène ; donc||F || ≤ F (χX). Réci-
proquement,F (χX) ≤ ||F || ||χX ||∞ = ||F ||, donc||F || = F (χX).

Fait 10.1.2 Soitν un jeu convexe (resp., convexe continu). Alors la fonctionnelle

αC(ν) : f ∈ 〈X → R+〉 7→ C

∫

x∈X

f(x)dν

est une prévision basse colinéaire (resp. une prévision basse colinéaire continue).

L’homogénéité positive est par la proposition 4.2.12, la sur-additivité par la proposition 4.3.1 (et
est la seule propriété pour laquelle la convexité deν est requise), l’additivité sur les fonctions
comonotones est par la proposition 4.4.3, la croissance estpar le lemme 4.1.2, et la continuité,
lorsqueν est continu, est par la proposition 4.2.1. Notons que||αC(ν)|| = αC(ν)(χX) = ν(X).

De même, en utilisant la proposition 4.3.2 au lieu de la proposition 4.3.1, on a :

Fait 10.1.3 Soitν un jeu concave (resp., concave continu). Alors la fonctionnelle

αC(ν) : f ∈ 〈X → R+〉 7→ C

∫

x∈X

f(x)dν

est une prévision haute colinéaire (resp. une prévision haute colinéaire continue).
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La réciproque du fait 10.1.2, à savoir que toute prévision basse colinéaire provient d’un jeu
convexe, dans le cas oùX est fini, est connue sous le nom de théorème de Schmeidler. Dans le cas
général, nous aurons besoin d’hypothèses de continuité pour le démontrer. Nous démontrerons
aussi le résultat symétrique que toute prévision haute colinéaire (continue) provient d’un jeu
concave (continu).

On remarque d’abord :

Lemme 10.1.4SoitF une prévision surX. La fonction

γC(F ) : U 7→ F (χU)

est un jeu. SiF est basse et colinéaire, alorsγC(F ) est convexe. SiF est haute et colinéaire,
alorsγC(F ) est concave.

Démonstration. QueγC(F )(∅) soit égal à0 est une conséquence de l’homogénéité positive.
Ensuite,γC(F ) est monotone carF est croissante. Pour ce qui est de la convexité, lorsqueF
est une prévision basse, remarquons d’abord queχU∪V et χU∩V sont comonotones. En effet,
l’inégalité χW (x) < χW (x′) est équivalente àx 6∈ W et x′ ∈ W , puisqueχW ne prend que
les valeurs0 ou 1. En particulier, si on avaitχU∪V (x) < χU∪V (x′) et χU∩V (x) > χU∩V (x′),
alors nécessairementx 6∈ U ∪ V , x′ ∈ U ∪ V , x ∈ U ∩ V , x′ 6∈ U ∩ V ; or, par exemple,
x 6∈ U∪V etx ∈ U∩V sont contradictoires. Remarquons ensuite queχU∪V +χU∩V = χU +χV .
DoncγC(F )(U ∪ V ) + γC(F )(U ∩ V ) = F (χU∪V + χU∩V ) (par colinéarité)= F (χU + χV ) ≥
F (χU)+F (χV ) (par sur-additivité)= γC(F )(U)+γC(F )(V ). Un raisonnement similaire montre
queγC(F ) est concave siF est une prévision haute. ⊓⊔

Lemme 10.1.5Soit F une prévision colinéaire surX, et f = a +
∑m

i=1 aiχUi
une fonction

étagée, avecU1 ⊇ . . . ⊇ Um, a ∈ R, a1, . . . , am ∈ R+. Alors

C

∫

x∈X

f(x)dγC(F ) = F (f)

Démonstration.Posons, pour simplifier,U0 = X eta0 = a. Alors

C

∫

x∈X

f(x)dγC(F ) = aγC(F )(X) +
m∑

i=1

aiγC(F )(Ui)

= aF (χX) +
m∑

i=1

aiF (χUi
) = F (aχX) +

m∑

i=1

F (aiχUi
)

=
m∑

i=0

F (aiχUi
)

Notons queU0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Um. Supposons de plus, sans perte de généralité, quea1, . . . , am >
0. Observons alors que, pour toutk, 1 ≤ k ≤ m, les fonctions

∑k−1
i=0 aiχUi

et akχUk
sont co-

monotones. En effet, si l’on pouvait trouver deux pointsx et x′ tels que(
∑k−1

i=0 aiχUi
)(x) <
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(
∑k−1

i=0 aiχUi
)(x′) et akχUk

(x) > akχUk
(x′). Puisqueak > 0, la dernière inégalité implique

x ∈ Uk etx′ 6∈ Uk. Puisquex ∈ Uk, x est dans toutUi, 0 ≤ i ≤ k − 1, donc(
∑k−1

i=0 aiχUi
)(x) =∑k−1

i=0 ai. La première inégalité entraîne donc
∑k−1

i=0 ai < (
∑k−1

i=0 aiχUi
)(x′), ce qui est impossible

puisque tous lesai sont non nuls.
On en déduit, à l’aide de la colinéarité deF , que

m∑

i=0

F (aiχUi
) = F (

k−1∑

i=0

aiχUi
) +

m∑

i=k

F (aiχUi
)

pour toutk, 1 ≤ k ≤ m+ 1, par récurrence surk. Donc, pourk = m+ 1,

C

∫

x∈X

f(x)dγC(F ) = F (
m∑

i=0

aiχUi
) = F (f)

⊓⊔
Nous montrons à la proposition 10.1.7 queαC ⊣ γC forme une surrection de Galois. De plus,

αC etγC seront Scott-continues. Nous rencontrerons ce genre d’objet plusieurs fois dans la suite,
donnons-leur un nom :

Définition 10.1.6 (Scott-rétract) SoientZ etY deux ensembles ordonnés. UneScott-rétraction
deY surZ, ou deZ dansY , est une surrection de Galoiss ⊣ r, où s : Z → Y et r : Y → Z
sont Scott-continues. De façon équivalente, c’est la donnée de deux fonctions Scott-continues,
la sections : Z → Y et la rétractionr : Y → Z, telles quer(s(z)) = z pour toutz ∈ Z, et
y ≤ s(r(y)) pour touty ∈ Y .

On dit alors que l’ensemble ordonnéZ est unScott-rétractdeY .

Toute Scott-rétraction fournie une section et une rétraction. La condition supplémentaire que l’on
demande par rapport à un couple section-rétraction est quey ≤ s(r(y)) pour touty ∈ Y .

Proposition 10.1.7 Pour tout jeuν, γC(αC(ν)) = ν. Pour toute prévision colinéaireF surX,
αC(γC(F )) ≤ F . Plus précisément,αC ⊣ γC est une Scott-rétraction de l’espace des jeux dans
l’espace des prévisions colinéaires, de l’espace des jeux convexes dans l’espace des prévisions
basses colinéaires, et de l’espace des jeux concaves dans l’espace des prévisions hautes coli-
néaires.

Démonstration.Montrons queγC(αC(ν)) = ν pour tout jeuν :

γC(αC(ν))(U) = αC(ν)(χU) = C

∫

x∈X

χU(x)dν = ν(U)

ce qui est une conséquence de la proposition 4.1.4. Montronsmaintenant queαC(γC(F )) ≤ F
pour toute prévision colinéaireF . D’abord,

αC(γC(F ))(f) = C

∫

x∈X

f(x)dγC(F )
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En utilisant les fonctions étagéesfK ,K ∈ N, du lemme 4.1.6 dans le lemme 10.1.5,

C

∫

x∈X

fK(x)dγC(F ) = F (fK)

La borne supérieure du côté gauche est l’intégrale de Choquet def par rapport àγC(F ), c’est-à-
direαC(γC(F ))(f). CommeF est croissante, le côté droit est toujours inférieur ou égalàF (f),
doncαC(γC(F ))(f) ≤ F (f).

Ensuite,αC est croissante par la proposition 4.2.3, etγC est trivialement croissante. Donc
αC ⊣ γC forme une surrection de Galois. Par la proposition 4.2.5,αC est Scott-continue, et la
Scott-continuité deγC est évidente. ⊓⊔

Avec des hypothèses de continuité, on obtient même un isomorphisme. C’est le théorème de
Schmeidler, dans le cas des jeux convexes et des prévisions basses colinéaires sur des espaces
finis (où tant les jeux que les prévisions sont continues).

Théorème 10.1.8 (de représentation)Siν est un jeu continu (resp. et convexe, resp. et concave)
surX, alorsαC(ν) est une prévision colinéaire continue (resp. et basse, resp. et haute).

SiF est une prévision colinéaire continue surX (resp. et basse, resp. et haute), alorsγC(F )
est un jeu continu surX (resp. et convexe, resp. et concave).

Finalement,αC etγC définissent un isomorphisme d’ordre :
– entre l’espaceJ(X) des jeux continus et l’espaceP∗△(X) des prévisions colinéaires conti-

nues ;
– entre l’espacè J(X) des jeux convexes continus et l’espace

`
P∗△(X) des prévisions

basses colinéaires continues ;
– entre l’espace

a
J(X) des jeux concaves continus et l’espace

a
P∗△(X) des prévisions

hautes colinéaires continues ;
– et entre l’espaceV(X) des valuations continues et l’espaceP△(X) des prévisions li-

néaires continues.

Démonstration.La première affirmation est par la proposition 4.2.1, ainsi que les faits 10.1.2
et 10.1.3. La seconde est évidente, puisquesupi∈I χUi

= χS

i∈I Ui
pour toute famille d’ouverts

(Ui)i∈I . Il ne reste plus qu’à montrer queαC(γC(F ))(f) = F (f) pour toute fonction continue
bornéef deX versR.

En appliquant le lemme 10.1.5 aux fonctions étagéesfK ,K ∈ N, du lemme 4.1.6,

C

∫

x∈X

fK(x)dγC(F ) = F (fK)

La borne supérieure du côté gauche est l’intégrale de Choquet def par rapport àγC(F ), c’est-à-
direαC(γC(F ))(f), alors que celle du côté droit estF (f) puisqueF est continue. ⊓⊔

Le dernier point listé au théorème 10.1.8 est un corollaire du résultat précédent, reliant valua-
tions continues aux fonctionnelles adéquates correspondantes. On peut trouver de tels résultats
chez Jones (1990, théorème 6.2) ou chez Tix (1995, Satz 4.16). De façon explicite :
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Corollaire 10.1.9 (Riesz-Jones-Tix)Siν est une valuation continue surX, alorsαC(ν) est une
prévision linéaire continue.

SiF est une prévision linéaire continue de〈X → R+〉 versR+, alorsγC(F ) est une valuation
continue surX.

Finalement,αC et γC définissent un isomorphisme d’ordre entre l’espaceV(X) des valua-
tions continues et l’espaceP△(X) des prévisions linéaires continues.

Démonstration.Les valuations continues sont exactement les jeux continusà la fois convexes et
concaves, et les prévisions linéaires sont exactement celles qui sont positivement homogènes, et
à la fois sur-additives et sous-additives. ⊓⊔

10.2 Prévisions dans le cas fini

Avant de progresser, il sera utile d’examiner le cas oùX est un ensemble fini, muni de la
topologie discrète. Dans ce cas, toute partie deX est ouverte, fermée, et compacte.

À bijection près, on peut identifierX à l’ensemble[n] = {0, 1, . . . , n}. Toute fonctionf de
X versR+ est continue et bornée, et est entièrement décrite par les valeursf(0), f(1), . . . ,f(n).

Concentrons-nous sur les fonctionsg qui ne sont pas identiquement nulles. Toute prévision
colinéaireF est entièrement déterminée par ses valeurs sur de telles fonctions, parce queF (0) =
0 par homogénéité positive. En fait, quandX = [n],F est entièrement déterminée par ses valeurs
sur les fonctionsg à valeurs dansR+ et telles queg(0)+g(1)+ . . .+g(n) = 1. En effet, sig est à
valeurs dansR+ et non partout nulle, posonsα = g(0)+g(1)+. . .+g(n), alorsF (g) = αF (g/α).

De telles fonctions sont juste les points dusimplexe standard∆n = {(t0, t1, . . . , tn) ∈
R+n+1|∑n

i=0 ti = 1}. (Voir la figure 3.4.)
Une prévisionF définit alors une fonction de∆n versR+.
LorsqueF est une prévision basse, commeF est sur-additive et positivement homogène,F

est concave : pour tous réelsα, β ∈ R+ avecα + β = 1, pour tousf, g ∈ ∆n, F (αf + βg) ≥
αF (f) + βF (g). Par exemple, lorsqueX = [2], une prévision basse est une fonction concave
de ∆2 versR+, comme illustrée en figure 10.1. La notation

`
P(X) qui dénote l’espace des

prévisions basses continues surX est censée rappeler cette forme.
De façon symétrique, toute prévision haute définit une fonction convexe de∆n versR+, d’où

la notation
a

P(X).
La condition de colinéarité est au premier abord plus obscure. Pour l’expliciter, considérons

la subdivision barycentriqueSD(∆n) de∆n. Intuitivement, ceci est obtenu en ajoutant un point
au milieu de chaque segment, coupant chaque segment en deux,puis un au milieu de chaque
triangle, coupant chaque triangle en six, etc. Ceci est illustré en figure 10.2 dans le casn = 2.

Formellement, on indexe les sommets deSD(∆n) par les parties non vides de[n]. Pour tout
I 6= ∅, I ⊆ [n], le pointI est celui de coordonnées(t0, t1, . . . , tn) avecti = 1/|I| si i ∈ I, ti = 0
sinon.

De plus, les faces de dimensionk peuvent être identifiées avec les chaînes croissantesI0 ⊆
I1 ⊆ . . . ⊆ Ik de parties non vides de[n]. Par exemple,{1} ⊆ {0, 1} définit un segment de
SD(∆2), et{0} ⊆ {0, 1} ⊆ {0, 1, 2} définit un triangle deSD(∆2), voir la figure 10.2.
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FIG. 10.1 – Une prévision basse surX = [2]

Parmi toutes les faces deSD(∆n), celles telles queI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ Ik, le signe⊂ dénotant
l’inclusion stricte, sont ditesnon dégénérées. Il est plus facile de comprendre la notion en réali-
sant qu’une face comme{1} ⊆ {1, 2} ⊆ {1, 2} est une face dégénérée de dimension 2, qui est
matérialisée géométriquement sous forme d’un segment (autrement dit, c’est un triangle aplati,
dont un côté est de longueur nulle).

Géométriquement, toute faceI0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Ik deSD(∆n) s’interprète comme l’ensemble
I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Ik des barycentres des pointsI0, I1, . . . ,Ik. Un barycentredex0, x1, . . . ,xk est
par définition une combinaison linéaireα0x0 + α1x1 + . . .+ αkxk, avecα0, α1, . . . , αk ∈ R+ et
α0 + α1 + . . .+ αk = 1.
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FIG. 10.2 – Subdivision barycentrique

Lemme 10.2.1Soit I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Ik une face deSD(∆n). Définissons le préordre⊑ sur
[n] (“ i est introduit avanti′ dans l’énumérationI0, I1, . . . , Ik”) par i ⊑ i′ si et seulement sii
appartient à toutIj qui contienti′, 0 ≤ j ≤ k.
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Alors I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Ik est l’ensemble des points(t0, t1, . . . , tn) de∆n dont les seules en-
tréesti non nulles sont telles quei ∈ Ik, et tels que sii ⊑ i′ alors ti ≥ ti′ pour tousi, i′.

Démonstration.Soit (t0, t1, . . . , tn) un point deI0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Ik. Comme il s’agit d’un ba-
rycentre deI0, I1, . . . , Ik, il existeα0, α1, . . . , αk ∈ R+ tels queα0 + α1 + . . . + αk = 1,
et

(t0, t1, . . . , tn) =

k∑

ℓ=0

αℓIℓ

Rappelons queIℓ a pour seules coordonnées non nulles celles d’indices appartenant àIℓ, et que
ces coordonnées valent1/|Iℓ|. Donc

ti =
k∑

ℓ=ℓ[i]

αℓ/|Iℓ| (10.1)

où ℓ[i] est le plus petitℓ tel quei ∈ Iℓ s’il en existe un, etk + 1 sinon (auquel cas la somme est
nulle). En particulier, siti 6= 0, alors il existeℓ tel quei ∈ Iℓ, donci ∈ Ik. Notons aussi que
i ⊑ i′ si et seulement siℓ[i] ≤ ℓ[i′]. En conséquence, sii ⊑ i′, ti ≥ ti′.

Réciproquement, supposons queti = 0 pour touti 6∈ Ik, et quei ⊑ i′ implique ti ≥ ti′.
Tentons de résoudre l’ensemble des équations (10.1),0 ≤ i ≤ n. Notons que l’hypothèse signifie
queℓ[i] ≤ ℓ[i′] impliqueti ≥ ti′ . En particulier, siℓ[i] = ℓ[i′] alorsti = ti′.

Trions les valeurs prises par lesℓ[i] par ordre croissant :0 = ℓ1 < ℓ2 < . . . < ℓp. L’ensemble
desi tels queℓ[i] = ℓj estIℓj

\ Iℓj−1 si j > 1, I0 si j = 1. Pour chaquej, 1 ≤ j ≤ p, soit tj

la valeur deti pour uni tel queℓ[i] = ℓj : tj ne dépend pas dui choisi tel queℓ[i] = ℓj, car si
ℓ[i] = ℓ[i′] alorsti = ti′.

Posonsαℓp = |Iℓp | × tp, αℓp−1 = |Iℓp−1 | × (tp−1 − tp), . . . ,αℓ1 = |Iℓ1 | × (t1 − t2), et soit
αℓ = 0 dans tous les autres cas. Montrons que tous lesαℓ sont positifs ou nuls. Ceci revient à
démontrer que pour toutj, 1 ≤ j < p, tj ≥ tj+1. Soit i tel queℓ[i] = ℓj, et i′ tel queℓ[i′] = ℓj+1.
On ai′ ∈ Iℓj+1

\ Iℓj+1−1. Commei ∈ Iℓj
, i ⊑ i′, doncti ≥ ti′, autrement dittj ≥ tj+1. Donc

t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tp, donc tous lesαℓ sont positifs ou nuls.
La somme desαℓ vaut

αℓ1 + αℓ2 + . . .+ αℓp = |Iℓ1 | × (t1 − t2) + . . .+ |Iℓp−1 | × (tp−1 − tp) + |Iℓp | × tp
= |Iℓ1 | × t1 + (|Iℓ2 | − |Iℓ1|)× t2 + . . .+ (|Iℓp| − |Iℓp−1 |)× tp
= |Iℓ1 | × t1 + |Iℓ2 \ Iℓ1| × t2 + . . .+ |Iℓp \ Iℓp−1| × tp

Mais |Iℓ1| × t1 est exactement la somme desti tels quei ∈ Iℓ1, |Iℓ2 \ Iℓ1| × t2 est la somme des
ti tels quei ∈ Iℓ2 \ Iℓ1, . . . , et|Iℓp \ Iℓp−1| × tp est la somme desti tels quei ∈ Iℓp \ Iℓp−1. Donc

αℓ1 + αℓ2 + . . .+ αℓp =
∑

i∈Iℓp

ti =
n∑

i=0

ti = 1
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puisquei ∈ Iℓp si et seulement sii ∈ Ik, et queti = 0 dès quei 6∈ Ik.
Il ne reste qu’à montrer que lesαℓ sont une solution des équations (10.1). Au vu de la défini-

tion, ceci revient à démontrer que pour toutj, 1 ≤ j ≤ p, pour touti tel queℓ[i] = ℓj, autrement
dit pour touti ∈ Iℓj

\ Iℓj−1 (si j > 1, sinon, pour touti ∈ I0),

ti = αℓj
/|Iℓj
|+ αℓj+1

/|Iℓj+1
|+ . . .+ αℓp/|Iℓp|

Or ti = tj , et le côté droit vauttj également, comme on le vérifie par calcul. ⊓⊔
Cette démonstration est relativement opaque. Si on la spécialise aux faces non dégénérées de
dimension maximale, qui sont toutes de la forme{σ(0)} ⊂ {σ(0), σ(1)} ⊂ . . . ⊂ {σ(0), σ(1),
. . . , σ(n)} pour une certaine permutationσ de [n], alors le lemme 10.2.1 énonce que les points
de cette face sont les(t0, t1, . . . , tn) tels quetσ(0) ≥ tσ(1) ≥ . . . ≥ tσ(n). Par exemple, les points
de{0} ⊂ {0, 1} ⊂ {0, 1, 2} dans la figure 10.2 sont les(t0, t1, t2) tels quet0 ≥ t1 ≥ t2.

Proposition 10.2.2 Pour tousf, g ∈ ∆n, f et g sont comonotones si et seulement s’il existe une
face non dégénérée maximaleI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In deSD(∆n) telle queI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In
contienne à la foisf etg.

Démonstration.Si I0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In contient à la foisf et g, en posantIk = {σ(0), σ(1), . . . ,
σ(k)} pour toutk, 0 ≤ k ≤ n, on a :

f(σ(0)) ≥ f(σ(1)) ≥ . . . ≥ f(σ(n))

g(σ(0)) ≥ g(σ(1)) ≥ . . . ≥ g(σ(n))

et doncf et g sont comonotones, par le lemme 4.4.2.
Réciproquement, sif et g sont comonotones, considérons le préordre� sur [n] définie par

i � j si et seulement sif(i) ≥ f(j) et g(i) ≥ g(j). Montrons que� est total, c’est-à-dire que
pour tousi, j, i � j ou j � i. Si ce n’était pas le cas, on auraitf(i) < f(j) ou g(i) < g(j), et
f(i) > f(j) oug(i) > g(j). Autrement dit, on auraitf(i) < f(j) etg(i) > g(j), oug(i) < g(j)
etf(i) > f(j), ce qui est impossible. Comme� est total, on peut trier les indices de[n] en ordre
croissant. En d’autres termes, il existe une permutation deσ de [n] telle queσ(0) � σ(1) �
. . . � σ(n). Par définition de�,

f(σ(0)) ≥ f(σ(1)) ≥ . . . ≥ f(σ(n))

g(σ(0)) ≥ g(σ(1)) ≥ . . . ≥ g(σ(n))

Doncf et g sont dans la faceI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In, où Ik = {σ(0), σ(1), . . . , σ(k)} pour toutk,
0 ≤ k ≤ n, par le lemme 10.2.1. ⊓⊔

Une fonctionnelle est donc colinéaire si et seulement si elle est linéaire sur toute face non
dégénérée maximale deSD(∆n) : voir la figure 10.3 pour une fonctionnelle linéaire concave
(une prévision basse, correspondant à un jeu convexe). La notationP∗△(X) désignant l’espace
des prévisions colinéaires continues est censée rappeler cette figure.

Pour comparaison, le corollaire 10.1.9 énonce que l’espaceV(X) des valuations continues
surX est isomorphe à celui des fonctionnelles continues linéaires positives sur〈X → R+〉 ; une
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FIG. 10.3 – Une prévision basse colinéaire sur[2]

fonctionnelle linéaire serait linéaire sur tout∆n, pas seulement sur chacune des faces maximales
deSD(∆n).

Cette présentation géométrique des prévisions, en particulier des prévisions basses, nous per-
met de démontrer facilement deux théorèmes classiques de lathéorie des jeux convexes, ceux
de Shapley et de Rosenmuller. L’âmeCore(ν) d’une capacitéν sur un espace finiX est (tradi-
tionnellement) l’ensemble de toutes les mesuresp surX telles queν ≤ p et ν(X) = p(X). (Ici,
nous demanderons quep soit une valuation continue, ce qui exactement identique sur un espace
X fini.)

Le théorème de Shapley (Shapley, 1965, 1971) énonce que toutjeu convexe a une âme non
vide. Autrement dit, partons d’un jeu convexeν surX, on peut augmenterν(U) pour toutU ⊆ X
de sorte à corriger le défaut de modularité deν, c’est-à-dire de sorte queν(U) + ν(V ) rattrape
ν(U ∪ V ) + ν(U ∩ V ) — tout ceci sans changer le poids totalν(X) de l’espace totalX.

La démonstration en est simple ici. Soitν un jeu convexe surX = [n]. Alors αC(ν) est une
prévision basse colinéaire (voir la figure 10.3 pour un exemple). Les valuationsp surX telles
queν ≤ p et ν(X) = p(X) donnent donc lieu aux fonctionnelles linéairesαC(p) telles que
αC(ν) ≤ αC(p), et telles queαC(ν)(O) = αC(p)(O), oùO = [n] = ( 1

n+1
, . . . , 1

n+1
) est le centre

du simplexe∆n : voir la figure 10.4.

Il est alors clair que l’âme deν est non vide. Il suffit de trouver n’importe quel plan passantpar
le sommetαC(ν)(O) et au-dessus deαCν. Par exemple, choisir une face maximale deSD(∆n) :
la restriction deαC(ν) définit un tel plan.

Le théorème de Rosenmuller (Rosenmuller, 1971, 1972) énonce plus précisément qu’un jeu
ν est convexe si et seulement si, d’une part, l’âmeCore(ν) de ν est non vide, et d’autre part,

450 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Prévisions colinéaires Prévisions dans le cas fini

ν

p

FIG. 10.4 – Une prévision basse colinéaire et un élément de son âme

pour toute fonctionf : X → R+,

C

∫

x∈X

f(x)dν = min
p∈Core(ν)

C

∫

x∈X

f(x)dp

Dans le cadre des jeux stochastiques, on peut réexpliquer cerésultat comme suit. Reprenons
le vocabulaire et les notations de l’introduction, et supposons que l’on soit à un étatq, et que
la préprobabilité d’aller ensuite dans l’ensemble d’étatsE soit P (q)(E). Posonsν = P (q), et
supposons pour simplifier queν(X) = 1. On peut voirν comme la spécification d’une loi de
probabilitép inconnue dansCore(ν). (Il y en a au moins une par le théorème de Shapley.) Le
théorème de Rosenmuller implique que, sif(x) évalue le gain que l’on peut espérer en allant à
l’état x, la moyenne des gains obtenus en passant à l’état suivant en suivant la distribution décrite
parν, telle que calculée par l’intégrale de Choquet, est le plus petit de tous les gains possibles,
lorsquep parcourtCore(ν).

En d’autres termes, l’adversaireC choisit démoniaquementp ∈ Core(ν), puis le joueur
P joue aléatoirement selon la probabilitép. L’adversaireC a, au passage, choisip de sorte à
minimiser l’espérance de gain deP.

Par exemple, siν = uA, avecA ⊆ X, Core(ν) consiste en toutes les probabilités surX
concentrées surA (c’est-à-dire donnant un poids nul aux éléments hors deA). Supposons par
exemple queA = {1, 2, 3}, et que la fonction de gainf soit décrite parf(1) = 1, f(2) = 0.5,
f(3) = 1.2. Alors une probabilitép qui minimise le gain est donnée parp(2) = 1, p(1) = p(3) =
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ν

p

f

FIG. 10.5 – Le théorème de Rosenmuller
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0, autrement ditp = δ2. Il est facile de voir que, dans le cas fini, et lorsquef est à valeurs
positives ou nulles, l’une des probabilités qui minimise legain est toujours de la formeδx, oùx
minimisef(x). On peut donc voir le théorème de Rosenmuller dans le casν = uA comme une
façon de dire queC choisit en réalité un étatx particulier deA qui minimise le gainf(x) ; C peut
éventuellement laisser plus de liberté àP, et le laisser tirer au hasard parmi un ensemble plus
grand d’états, du moment que le gain n’augmente pas.

Le théorème de Rosenmuller est lui aussi facile à démontrer géométriquement lorsqueX est
fini. Il énonce queν est convexe si et seulement siCore(ν) 6= ∅ et, pour toutf ∈ 〈X → R+〉,
αC(ν)(f) = minp∈Core(ν) αC(p)(f). Si ν est convexe,Core(ν) 6= ∅ par le théorème de Shapley.
Pour toutf ∈ 〈X → R+〉, c’est-à-dire pour tout pointf ∈ ∆n, f appartient à l’une des faces
maximales deSD(∆n). Cette face définit, comme on l’a vu plus haut, un planαC(p) et donc une
probabilitép. Celle-ci réalise clairementαC(ν)(f) = minp∈Core(ν) αC(p)(f). Voir la figure 10.5.

La réciproque, que siν est un jeu tel queCore(ν) 6= ∅ etαC(ν)(f) = minp∈Core(ν) αC(p)(f),
alorsν est convexe, est évidente. Les hypothèses impliquent en effet queαC(ν) a la forme d’une
intersection de demi-espaces dont le plan frontière passe par le point d’abscisseO et d’ordonnée
ν(X), ce qui fait deαC(ν) une prévision basse colinéaire, donc deν un jeu convexe.

10.3 Drapeaux ouverts, théorèmes de Shapley et de Rosen-
muller

On a vu qu’une face deSD(∆n) était une famille totalement ordonnée de sous-ensembles
non vides de[n]. Dans le cas continu, définissons :

Définition 10.3.1 (Drapeau ouvert) SoitX un espace topologique. Undrapeau ouvertsurX
est une famille d’ouverts non triviaux deX totalement ordonnée par inclusion. Un ouvertU est
non trivial si et seulement siU 6= ∅ etU 6= X.

Le nom est par analogie avec la notion de drapeau, utilisée dans la théorie des immeubles de
Tits : un drapeau sur un espace vectoriel est une famille de sous-espaces vectoriels non réduits à
0 et différents de l’espace vectoriel tout entier, totalement ordonnés par inclusion.

Comme il n’y aura pas d’ambiguïté, nous dirons en général drapeau plutôt que drapeau ou-
vert.

Lemme 10.3.2Soit f une fonction continue deX versR. Le drapeau def , drap(f), est l’en-
semble des ouverts non triviaux de la formef−1]t,+∞[, t ∈ R. Alors drap(f) est un drapeau
ouvert surX.

Démonstration.Il suffit de montrer quedrap(f) est totalement ordonné par inclusion. Mais c’est
évident, cart ≤ t′ impliquef−1]t′,+∞[⊆ f−1]t,+∞[. ⊓⊔

Par exemple, la fonction étagée de la figure 4.1 a le drapeauU1 ⊇ U2 ⊇ U3 ⊇ U4, où lesUi

sont représentés en figure 10.6. On peut remarquer que ce drapeau est fini. En fait,
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U0

U1

U4
U2

U3

FIG. 10.6 – Un drapeau ouvert

Lemme 10.3.3La fonctionf : X → R est étagée si et seulement si son drapeau est fini. De
plus,

– si f =
∑n

i=0 aiχUi
, oùX = U0 ⊃ U1 ⊃ . . . ⊃ Un 6= ∅ est une suite strictement décrois-

sante d’ouverts, eta0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+ \ {0}, alorsdrap(f) = {U1, . . . , Un}.
– si f =

∑n
i=0 aiχUi

, oùX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un est une suite décroissante d’ouverts, et
a0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+, alorsdrap(f) ⊆ {U1, . . . , Un}.

Démonstration. Si f est étagée, disons
∑n

i=0 aiχUi
, oùX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un est une

suite décroissante d’ouverts, eta0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+, alors on peut supposer sans perte de
généralité queUn 6= ∅, que les inclusions deUi+1 dansUi sont strictes, et quea1 6= 0, . . . ,an 6= 0.
Pour touti, 1 ≤ i ≤ n, f−1]a0 + a1 + . . . + ai−1,+∞[= Ui. CommeUi ⊇ Un 6= ∅, Ui est non
vide. Puisquei ≥ 1, X = U0 ⊃ Ui, doncUi 6= X. DoncUi ∈ drap(f). Réciproquement, pour
tout t ∈ R+, si t < a0, alorsf−1]t,+∞[= X ; si t ≥ a0 + a1 + . . . + an, alorsf−1]t,+∞[= ∅ ;
sinon, soiti l’unique entier tel quet ∈ [a0 + a1 + . . . + ai−1, a0 + a1 + . . . + ai−1 + ai[ (car
ai 6= 0), alorsf−1]t,+∞[= Ui, donc tout ouvert du drapeau def est parmiU1, . . . ,Un. Donc
drap(f) = {U1, . . . , Un}.

Réciproquement, supposons quedrap(f) soit fini, et écrivons-le{U1, . . . , Un}, avecU1 ⊃
. . . ⊃ Un. (L’inclusion ⊃ est stricte.) Posonsa0 = infx∈X f(x). Construisons ensuiteai par
récurrence suri, 1 ≤ i ≤ n : commeUi ∈ drap(f), il existet ∈ R tel queUi = f−1]t,+∞[, soit
ai = sup{t ∈ R|Ui ⊆ f−1]t,+∞[} − ai−1. On a donc

sup{t ∈ R|Ui ⊆ f−1]t,+∞[} = a0 + a1 + . . .+ ai (10.2)

Par extension, posonsU0 = X etUn+1 = ∅. Pour toutx ∈ X, il existe un uniquei, 0 ≤ i ≤ n,
tel quex ∈ Ui \ Ui+1. Soit t0 = f(x).

Commex 6∈ f−1]t0,+∞[, f−1]t0,+∞[ est unUj avecj ≥ i + 1. Tout t ∈ R tel queUi ⊆
f−1]t,+∞[ est donc inférieur àt0 : en effet, sinon,t ≥ t0, doncf−1]t,+∞[⊆ f−1]t0,+∞[= Uj,
ce qui impliqueraitUi ⊆ Uj. Par (10.2),a0 + a1 + . . . + ai ≤ t0.
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D’autre part, pour toutǫ > 0, x ∈ f−1]t0 − ǫ,+∞[. Doncf−1]t0 − ǫ,+∞[ est un ouvertUj

avecj ≤ i, donc tel queUi ⊆ Uj. En d’autres termes,Ui ⊆ f−1]t0 − ǫ,+∞[, donct0 − ǫ ≤
a0 + a1 + . . .+ ai, par (10.2). Commeǫ > 0 est arbitraire,t0 = a0 + a1 + . . .+ ai.

En résumé, six ∈ Ui \ Ui+1, alorsf(x) = a0 + a1 + . . . + ai. C’est-à-diref =
∑n

i=0 aiχUi
,

etf est donc bien étagée. ⊓⊔
En général, le drapeau def sera donc infini. Les fonctions étagées qui approximentf , comme

fK (lemme 4.1.6), ont des drapeaux finis, que l’on peut assimiler à des faces de dimension finie
d’une subdivision simpliciale, comme en section 10.2. Maisles drapeaux de fonctions générales
seront des faces, en quelque sorte, de dimension infinie.

En dimension finie, le lemme 10.2.1 énonce que la faceI0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ Ik deSD(∆n)
est celle qui contient les fonctions dont le drapeau est inclus dans{I0, I1, . . . , Ik}. La proposi-
tion 10.2.2 énonce que deux fonctions sont comonotones si etseulement si leurs drapeaux sont
compatibles, au sens suivant.

Définition 10.3.4 Un drapeaud raffineun drapeaud′ si et seulementd ⊇ d′. Deux drapeauxd
et d′ sontcompatiblessi et seulement s’il existe un drapeau raffinant à la foisd et d′, autrement
dit si et seulement sid ∪ d′ est totalement ordonné, si et seulement sid ∪ d′ est un drapeau.

Dans le cas fini, lorsque deux drapeaux (faces deSD(∆n)) sont compatibles, il existe une face
de dimension maximale qui les contient. Ce ne sera plus le casdans le cas général. La proposi-
tion 10.2.2 se généralise en le résultat suivant.

Proposition 10.3.5 Soitf etf ′ deux fonctions continues deX versR : f estf ′ sont comonotones
si et seulement sidrap(f) etdrap(f ′) sont compatibles.

Démonstration.Supposons quef etf ′ soient comonotones, et montrons quedrap(f) etdrap(f ′)
sont compatibles. Il suffit de montrer que, pour toust, t′ ∈ R, en posantU = f−1]t,+∞[ et
U ′ = f ′−1]t′,+∞[, l’un des deux ouvertsU , U ′ est inclus dans l’autre. Si ce n’était pas le cas,
il existerait un pointx ∈ U \ U ′ et un pointx′ ∈ U ′ \ U . Commex ∈ U \ U ′, f(x) > t et
f ′(x) ≤ t′. Commex′ ∈ U ′ \ U , f(x′) ≤ t et f ′(x′) > t′. Doncf(x) > f(x′) et f ′(x) < f ′(x′),
ce qui contredit le fait quef etf ′ sont comonotones.

Réciproquement, supposons quef et f ′ ne soient pas comonotones, il existeraitx, x′ ∈ X
tels quef(x) < f(x′) et f ′(x) > f ′(x′). Soit t = f(x), etU = f−1]t,+∞[, alorsx′ ∈ U et
x 6∈ U . Soitt′ = f ′(x′), etU ′ = f ′−1]t′,+∞[, alorsx ∈ U ′ etx′ 6∈ U ′. Commex ∈ U ′ etx 6∈ U ,
U ′ 6⊆ U . Commex′ ∈ U etx′ 6∈ U ′, U 6⊆ U ′. CommeU ∈ drap(f) etU ′ ∈ drap(f ′), drap(f) et
drap(f ′) ne sont pas compatibles. ⊓⊔
On rappelle qu’une famille(fi)

n
i=1 est globalement comonotone si et seulement si elle est como-

notone deux à deux, par la proposition 4.4.5. Par la proposition 10.3.5, ceci est équivalent au fait
quedrap(fi) et drap(fj) sont compatibles pour tousi, j, 1 ≤ i, j ≤ n. Il est facile de voir que
ceci est équivalent au fait que

⋃n
i=1 drap(fi) est totalement ordonné.

Rappelons que toute fonction continue bornéef : X → R est la borne supérieure d’une
famille (fK)K∈N

de fonctions étagées, définie au lemme 4.1.6.
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Lemme 10.3.6Pour toute fonction continue bornéef : X → R,

drap(f0) ⊆ drap(f1) ⊆ . . . ⊆ drap(fK) ⊆ . . . ⊆ drap(f)

Démonstration.Par définition,drap(fK) est composé des ouverts non triviaux parmi lesf−1]a+
k

2K ,+∞[, 1 ≤ k ≤ ⌊(b − a)2K⌋, oùa = infx∈X f(x) et b = supx∈X f(x). L’affirmation en est
une conséquence évidente. ⊓⊔
Notons qu’on n’a pas en généraldrap(f) =

⋃
K∈N

drap(fK), loin de là : l’union desdrap(fK),
K ∈ N, ne contient que des ouverts de la formef−1(I) oùI est un intervalle ouvert dont la borne
inférieure a un dénominateur qui est une puissance de2.

Définition 10.3.7 (Âme) SoitX un espace topologique. L’âmeCore(ν) d’une capacitéν surX
est l’ensemble de toutes les valuationsp surX telles queν ≤ p etν(X) = p(X).

L’âme continueCCore(ν) en est le sous-ensemble réduit aux valuationsp qui sont continues.

Une façon de démontrer les théorèmes de Shapley et de Rosenmuller, dans le cas topologique,
démarre comme suit. Nous en présenterons une autre, plus générale, à la section 11.7.

Lemme 10.3.8SoitF une prévision surX, etd un drapeau finiU1 ⊇ . . . ⊇ Um. PosonsU0 =
X, et

i
Fd(g) = inf

(ai)
m
i=0∈R+m+1/g≤

Pm
i=0 aiχUi

F (
m∑

i=0

aiχUi
)

Alors
a
Fd est une prévision,

a
Fd ≥ F , et

a
Fd(χX) = F (χX). SiF est colinéaire ou sous-

additive,
a
Fd est sous-linéaire.

De plus, sid ⊆ d′, alors
a
Fd′ ≤

a
Fd.

Démonstration. Notons que
a
Fd est bien définie. En effet, la famille des(ai)

m
i=0 ∈ R+m+1

tels queg ≤ ∑m
i=0 aiχUi

est non vide, car contenant par exemple toute famille(ai)
m
i=0 telle que

a0 ≥ supx∈X g(x).
Montrons que

a
Fd est positivement homogène. Soitα ∈ R+, alors soitα = 0 et

a
Fd(αg) =a

Fd(0) = 0 = α
a
Fd(g), soitα > 0 et alors

i
Fd(αg) = inf

(ai)
m
i=0∈R+m+1/αg≤

Pm
i=0 aiχUi

F (
m∑

i=0

aiχUi
)

= inf
(ai)

m
i=0∈R+m+1/g≤

Pm
i=0

ai
α

χUi

F (
m∑

i=0

aiχUi
)

= inf
(a′

i)
m
i=0

∈R+m+1/g≤
Pm

i=0 a′
iχUi

F (

m∑

i=0

αa′iχUi
)

= inf
(a′

i)
m
i=0

∈R+m+1/g≤
Pm

i=0 a′
iχUi

αF (
m∑

i=0

a′iχUi
) = α

i
Fd(g)

456 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Prévisions colinéaires Drapeaux ouverts, théorèmes de Shapley et de Rosenmuller

puisqueF , en tant que prévision, est positivement homogène.a
Fd est croissante, car sig ≤ g′ et g′ ≤ ∑m

i=0 aiχUi
alorsg ≤ ∑m

i=0 aiχUi
. Donc

a
Fd est

une prévision.
D’autre part,

i
Fd(g) = inf

(ai)
m
i=0∈R+m+1/g≤

Pm
i=0 aiχUi

F (
m∑

i=0

aiχUi
)

≥ inf
(ai)

m
i=0∈R+m+1/g≤

Pm
i=0 aiχUi

F (g) carF est croissante

= F (g)

Donc
a
Fd ≥ F .

Ensuite,
a
Fd(χX) ≤ F (χX), en choisissantm = 0, a0 = 1 etU0 = X dans la définition dea

Fd. Comme
a
Fd ≥ F ,

a
Fd(χX) = F (χX).

LorsqueF est une prévision colinéaire ou sous-additive,
a
Fd est sous-additive :

i
Fd(g) +

i
Fd(g

′) = inf
(ai)

m
i=0∈R+m+1/g≤

Pm
i=0 aiχUi

F (

m∑

i=0

aiχUi
)

+ inf
(a′

i)
m
i=0

∈R+m+1/g′≤
Pm

i=0 a′
iχUi

F (
m∑

i=0

a′iχUi
)

= inf
(ai)

m
i=0,(a′

i)
m
i=0

∈R+m+1

g≤
Pm

i=0 aiχUi
g′≤

Pm
i=0 a′

iχUi

(F (
m∑

i=0

aiχUi
) + F (

m∑

i=0

a′iχUi
))

SiF est colinéaire, alors, par le lemme 10.3.3 et la proposition10.3.5,
∑m

i=0 aiχUi
et
∑m

i=0 a
′
iχUi

sont comonotones, doncF (
∑m

i=0 aiχUi
) + F (

∑m
i=0 a

′
iχUi

) = F (
∑m

i=0(ai + a′i)χUi
). Si F est

sous-additive,F (
∑m

i=0 aiχUi
) + F (

∑m
i=0 a

′
iχUi

) ≥ F (
∑m

i=0(ai + a′i)χUi
). Donc

i
Fd(g) +

i
Fd(g

′) ≥ inf
(ai)

m
i=0,(a′

i)
m
i=0

∈R+m+1

g≤
Pm

i=0 aiχUi
g′≤

Pm
i=0 a′

iχUi

F (
m∑

i=0

(ai + a′i)χUi
)

≥ inf
(a′′

i )m
i=0

∈R+m+1/g+g′≤
Pm

i=0 a′′
i χUi

F (
m∑

i=0

a′′i χUi
) =

i
Fd(g + g′)

puisque sig ≤∑m
i=0 aiχUi

et g′ ≤∑m
i=0 a

′
iχUi

alorsg + g′ ≤∑m
i=0(ai + a′i)χUi

.
Finalement, grâce au lemme 10.3.3, on peut reformuler la définition de

a
Fd en

i
Fd(g) = inf

g′∈〈X→R+〉
drap(g′)⊆d,g′≥g

F (g′)

Si d ⊆ d′, alors
a
Fd′ est une borne inférieure prise sur une famille plus grande defonctionsg′,

donc
a
Fd(g) ≥

a
Fd′(g). ⊓⊔
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Lemme 10.3.9SoitF une prévision surX, et d un drapeau ouvert quelconque. Étendons la
définition du lemme 10.3.8 par :

i
Fd(g) = inf

d0 drapeau fini
d0⊆d

i
Fd0(g)

Alors
a
Fd est une prévision,

a
Fd ≥ F , et

a
Fd(χX) = F (χX). SiF est colinéaire ou sous-

additive,
a
Fd est sous-linéaire.

De plus, sid ⊆ d′, alors
a
Fd′ ≤

a
Fd.

Démonstration.D’abord, ceci est bien une extension de la définition du lemme10.3.8 : sid est
un drapeau fini,

inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

i
Fd0(g) =

i
Fd(g)

puisqued0 ⊆ d implique
a
Fd0 ≥

a
Fd par le dernier point du lemme 10.3.8.

Pour toutα ∈ R+,
i

Fd(αg) = inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

i
Fd0(αg) = inf

d0 drapeau fini
d0⊆d

α
i

Fd0(g) par le lemme 10.3.8

= α
i

Fd(g)

Si g ≤ g′,
i

Fd(g) = inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

i
Fd0(g)

≤ inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

i
Fd0(g

′) =
i

Fd(g
′)

Donc
a
Fd est croissante. De plus,

a
Fd(χX) est la borne inférieure d’une famille identiquement

égale àF (χX), donc
a
Fd(χX) = F (χX).

Comme
a
Fd0 ≥ F pour tout drapeau finid0 par le lemme 10.3.8, on a aussi

a
Fd ≥ F .

On remarque ensuite que la famille des drapeaux finisd0 inclus dansd est dirigée. SiF est
colinéaire ou sous-additive, on a donc

i
Fd(g) +

i
Fd(g

′) = inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

i
Fd0(g) + inf

d0 drapeau fini
d0⊆d

i
Fd0(g

′)

= inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

(Fd0(g) + Fd0(g
′))

≥ inf
d0 drapeau fini

d0⊆d

Fd0(g + g′) = Fd(g + g′)

par le lemme 10.3.8. Donc
a
Fd est sous-linéaire.

Finalement, lorsqued ⊆ d′, la famille des drapeaux finis inclus dansd est incluse dans celle
des drapeaux finis inclus dansd′, donc

a
Fd ≥

a
Fd′. ⊓⊔
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Lemme 10.3.10SoitF une prévision colinéaire ou sous-additive surX, f une fonction continue
bornée deX versR+, etd = drap(f). Alors

a
Fd(f) = F (f).

Démonstration.On commence par une construction similaire à celle du lemme 4.1.6. Cette fois,
nous approchonsf par le haut. Soita = infx∈X f(x), b = supx∈X f(x). Pour toutc > 0, ǫ > 0,
soit

f ǫ,c(x) = a+ ǫ

⌊c/ǫ⌋∑

k=1

χf−1]a+(k−1)ǫ,+∞[(x)

Clairement,f ǫ,c est étagée.
Pour toutx ∈ X, soitj = ⌈(f(x)− a)/ǫ⌉. Alorsχf−1]a+(k−1)ǫ,+∞[(x) = 1 si et seulement si

f(x) > a+ (k− 1)ǫ, si et seulement sij ≥ k. Doncf ǫ,c(x) = a+ ǫmin(⌊c/ǫ⌋, j). Remarquons
quej ≤ (b − a)/ǫ + 1. Lorsquec ≥ b − a + ǫ, on a doncc ≥ ǫj, doncf ǫ,c(x) = a + ǫj. En
particulier, par définition dej, f(x) ≤ f ǫ,c(x) ≤ f(x) + ǫ.

Soitdǫ = drap(f ǫ,c). Par le lemme 10.3.3,dǫ est un drapeau fini. Par définition, puisquef ≤
f ǫ,c,

a
Fdǫ(f) ≤ F (f ǫ,c). CommeF est croissante etf ǫ,c ≤ f + ǫχX , F (f ǫ,c) ≤ F (f + ǫχX). Si

F est sous-additive, alorsF (f+ǫχX) ≤ F (f)+ǫF (χX). SiF est colinéaire, alorsF (f+ǫχX) =
F (f) + ǫF (χX) puisquef et ǫχX sont comonotones. Dans tous les cas,

a
Fdǫ(f) ≤ F (f ǫ,c) ≤

F (f) + ǫF (χX). En faisant tendreǫ vers0, on en déduit que
a
Fd(f) ≤ F (f). Comme d’autre

part
a
Fd ≥ F par le lemme 10.3.9, on en déduit

a
Fd(f) = F (f). ⊓⊔

On en déduit le théorème 10.3.11 ci-dessous, qui est essentiellement une reformulation du
théorème de Shapley dans le monde des fonctionnelles. Notons ici que la notion topologique
importante est celle d’espace topologique stablement localement relativement compact, voir la
définition 3.6.18.

Tout espace stablement localement compact est stablement localement relativement compact.
En fait, tout espace localement compact est localement relativement compact (lemme 3.4.11).
Nous avons aussi vu, juste après la définition 3.6.17 que toutespace cohérent et localement
compact était relativement cohérent.

Théorème 10.3.11SoitX un espace topologique,F une prévision basse colinéaire, etf une
fonction continue bornée deX versR+. Il existe une prévision linéaireG telle queF ≤ G et
F (f) = G(f). De plus,G(χX) = F (χX).

Si de plusX est stablement localement relativement compact, et siF est continue, alors on
peut demander queG soit continue.

Démonstration.SoitC = 〈X → R+〉. Muni de l’addition, de la multiplication scalaire usuels
et de l’ordre point à point,C est un cône ordonné. Soitd = drap(f). Par le lemme 10.3.9,

a
Fd

est une fonction sous-linéaire deC versR+,
a
Fd est croissante, et

a
Fd ≥ F . D’autre part,

F est par définition une fonction sur-linéaire deC versR+. Par le théorème du sandwich de
Roth 3.12.2, il existe une fonction linéaire croissanteG deC versR

+
telle queF ≤ G ≤ a

Fd.
CommeG ≤ a

Fd, G est en fait à valeurs dansR+, c’est donc une prévision linéaire. De plus,
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F (χX) ≤ G(χX) ≤ a
Fd(χX) = F (χX), doncG(χX) = F (χX). Enfin F (f) ≤ G(f) ≤a

Fd(f) = F (f) par le lemme 10.3.10, doncG(f) = F (f).
Supposons maintenant queX soit stablement localement relativement compact. Supposons

aussiF continue. Par le paragraphe ci-dessus, il existe une prévision linéaireG0 telle queF ≤
G0, F (f) = G0(f), etG(χX) = F (χX). Posonsν0 = γC(G0), ν0 est une valuation surX par le
lemme 10.1.4. Par le lemme 4.5.8,ν = r(ν0) est un jeu continu surX. CommeX est stablement
localement relativement compact, par le lemme 4.5.9,ν est une valuation continue surX. Posons
G = αC(ν). Par le corollaire 10.1.9,G est une prévision linéaire continue.

Rappelons queF ≤ G0, doncγC(F ) ≤ γC(G0) = ν0. CommeF est une prévision basse
colinéaire continue,γC(F ) est un jeu convexe continu par le théorème 10.1.8, doncγC(F ) ≤ ν,
puisqueν est le plus grand jeu continu inférieur ou égal àν0 par le lemme 4.5.8. CommeγC a
pour inverseαC, on en déduitF ≤ αC(ν), c’est-à-direF ≤ G.

Commeν ≤ ν0, G ≤ G0, doncG(χX) ≤ G0(χX) ≤ F (χX). CommeF ≤ G, G(χX) =
F (χX). On a aussiG(f) ≤ G0(f) = F (f). Et commeF ≤ G, F (f) ≤ G(f). DoncF (f) =
G(f). ⊓⊔

Corollaire 10.3.12 (Shapley)SoitX un espace topologique,ν un jeu convexe surX. Alors
Core(ν) 6= ∅. Pour toute fonction continue bornéef deX versR+, il existe une valuationp sur
X telle queν ≤ p, p(X) = ν(X), et

C

∫

x∈X

f(x)dp = C

∫

x∈X

f(x)dν

Si de plusX est stablement localement relativement compact, etν est un jeu convexe continu,
alorsCCore(ν) 6= ∅ ; pour toute fonction continue bornéef deX versR+, il existe une valua-
tion continuep surX telle queν ≤ p, p(X) = ν(X), et

C

∫

x∈X

f(x)dp = C

∫

x∈X

f(x)dν

Démonstration.Par la proposition 10.1.7,αC(ν) est une prévision basse colinéaire. Par le théo-
rème 10.3.11, il existe une prévision linéaireG telle queαC(ν) ≤ G et αC(ν)(f) = G(f). De
plus,G(χX) = αC(ν)(χX) = ν(X). CommeαC ⊣ γC, αC(ν) ≤ G impliqueν ≤ γC(G). Posons
p = γC(G). On a doncν ≤ p.

CommeG(χX) = ν(X), en particulierp(X) = γC(G)(X) = G(χX) = ν(X).
Par la proposition 10.1.7,αC(γC(G)) ≤ G. CommeαC(ν)(f) = G(f), on a doncαC(ν)(f) ≥

αC(γC(G))(f), c’est-à-direαC(ν)(f) ≥ αC(p)(f), autrement dit

C

∫

x∈X

f(x)dν ≥ C

∫

x∈X

f(x)dp

Commeν ≤ p, etν(X) = p(X), on a aussi l’inégalité inverse par le proposition 4.2.3.
Le cas oùX est stablement localement relativement compact, etν est continu, se traite en

invoquant le fait 10.1.2 pour affirmer queαC(ν) est continue. Le théorème 10.3.11 nous permet
alors de supposer queG est continue. Par le théorème 10.1.8,p = γC(G) est alors une valuation
continue. ⊓⊔
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Corollaire 10.3.13 (Rosenmuller)SoitX un espace topologique, etν un jeu surX. Alorsν est
convexe si et seulement si, d’une part, l’âmeCore(ν) de ν est non vide, et d’autre part, pour
toute fonction continue bornéef : X → R+,

C

∫

x∈X

f(x)dν = inf
p∈Core(ν)

C

∫

x∈X

f(x)dp

De plus, la borne inférieure est atteinte.
SiX est stablement localement relativement compact, etν est un jeu continu surX, alorsν

est convexe si et seulement si, d’une part, l’âme continueCCore(ν) deν est non vide, et d’autre
part, pour toute fonction continue bornéef : X → R+,

C

∫

x∈X

f(x)dν = inf
p∈CCore(ν)

C

∫

x∈X

f(x)dp

De plus, la borne inférieure est atteinte.

Démonstration.Si ν est convexe, par le corollaire 10.3.12,Core(ν) est non vide. Comme

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫

x∈X

f(x)dp

pour toutp ∈ Core(ν), par la proposition 4.2.3, et qu’il existep ∈ Core(ν) permettant d’obtenir
l’égalité, par le corollaire 10.3.12, on a

C

∫

x∈X

f(x)dν = min
p∈Core(ν)

C

∫

x∈X

f(x)dp

Réciproquement, supposonsCore(ν) 6= ∅ et

C

∫

x∈X

f(x)dν = inf
p∈Core(ν)

C

∫

x∈X

f(x)dp

pour toute fonction continue bornéef deX versR+. Alors αC(ν) est la borne inférieure des
αC(p), p ∈ Core(ν), par l’isomorphisme d’ordre donné au théorème 10.1.8. Montrons queαC(ν)
est une prévision basse colinéaire. Commeν est un jeu,αC(ν) est une prévision colinéaire par la
proposition 10.1.7. Il ne reste donc qu’à montrer queαC(ν) est sur-additive. Or

αC(ν)(f + g) = inf
p∈Core(ν)

αC(p)(f + g) = inf
p∈Core(ν)

(αC(p)(f) + αC(p)(g))

≥ inf
p∈Core(ν)

αC(p)(f) + inf
p∈Core(ν)

αC(p)(g) = αC(ν)(f) + αC(ν)(g)

Par la proposition 10.1.7,ν = γC(αC(ν)) est donc un jeu convexe.
La deuxième partie du corollaire, dans le cas oùX est stablement localement relativement

compact etν est un jeu continu, se démontre de façon similaire. ⊓⊔
L’âme d’un jeu convexe a quelques propriétés remarquables supplémentaires. Sa compacité,

notamment, qui sera établie par des méthodes similaires à celles de la section 4.5. On remarque
d’abord :
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Lemme 10.3.14SoitF une partie patch-fermée d’un espace stablement compactX. Alors F
est compact dansX.

Démonstration.SoitX ′ l’espace de Nachbin associé àX, c’est-à-direX muni de la topologie
patch.F est fermé dansX ′, donc compact dansX ′. Soit (Ui)i∈I un recouvrement ouvert deF .
ChaqueUi est un ouvert deX, donc deX ′. PuisqueF est compact dansX ′, on peut extraire un
sous-recouvrement fini deF . DoncF est compact. ⊓⊔

Proposition 10.3.15 (L’âme est convexe compacte)SoitX un espace topologique, etν un jeu
convexe surX. L’âmeCore(ν) de ν est convexe : sip1, p2 ∈ Core(ν), et α ∈ [0, 1], alors
αp1 + (1− α)p2 est dansCore(ν). Si de plusν est sous-normalisée, alorsCore(ν) est compact
dans la topologie faible, c’est-à-dire dansY =

∏
U∈O(X)[0, 1], dans l’espace des jeux sous-

normalisés, des jeux convexes sous-normalisés, ou des valuations sous-normalisées surX.
Si de plusX est stablement localement relativement compact, etν est un jeu convexe continu

sous-normalisé surX, alors son âme continueCCore(ν) est convexe compacte dansY , dans
l’espaceJ≤1 wk(X) des jeux continus sous-normalisés surX, et dans l’espace

`
J≤1 wk(X) des

jeux continus convexes sous-normalisés surX.

Démonstration.La convexité deCore(ν) est évidente. Supposons maintenantν(X) ≤ 1, ce qui
n’entâche pas au passage la généralité de la proposition, quitte à multiplierν par une constante.
DansJ≤1 wk(X), ↑ ν est un compact finitaire, donc compact. Montrons d’abord queCore(ν) est
compact dansY . Rappelons queY est stablement compact, et que son espace de Nachbin associé
Y ′ est

∏
U∈O(X)[0, 1]′, où [0, 1]′ est l’intervalle [0, 1] avec sa topologie métrique usuelle. Soit

V≤1 wk(X) l’espace des valuations, non nécessairement continues, sous-normalisées surX, muni
de la topologie faible. Par définitionCore(ν) = {p ∈ V≤1 wk(X)|p ∈↑ ν etν(X) = p(X)} :
l’âme est donc l’intersection du compact↑ ν, deV≤1 wk(X), et de l’image réciproquef−1{0} de
{0} par la fonctionf deY versR qui àp associep(X)− ν(X).

Par la proposition 4.5.7,V≤1 wk(X) est patch-fermé dansY . La fonctionf est continue de
Y ′ =

∏
U∈O(X)[0, 1]′ versR, puisque composée de la fonction continue qui àx associex− ν(X)

et de la projection qui àp associep(X). Doncf est patch-continue, etf−1{0} est patch-fermé.
DoncV≤1 wk(X) ∩ f−1{0} est patch-fermé.

Core(ν) est donc l’intersection d’un compact,↑ ν, et d’un patch-fermé,V≤1 wk(X)∩f−1{0}.
Il est donc patch-fermé dansY . PuisqueY est stablement compact,Core(ν) est compact dans
Y par le lemme 10.3.14.

Core(ν) est aussi une partie compacte de l’espaceZ des jeux, des jeux convexes, ou des
valuations surX bornées par1, car la topologie faible surZ est la topologie induite surZ par la
topologie faible surY . Plus concrètement, tout ouvert deZ est l’intersectionU ∩ Z d’un ouvert
U deY , et deZ. Étant donné un recouvrement ouvert(Ui ∩ Z)i∈I deCore(ν) dansZ, (Ui)i∈I

est un recouvrement ouvert deCore(ν) dansY . On peut donc un extraire un sous-recouvrement
fini (Ui)i∈J . Mais alors(Ui ∩ Z)i∈J est un recouvrement fini deCore(ν).

LorsqueX est stablement localement relativement compact etν est continu, avecν(X) ≤ 1,
on rappelle queJ≤1 wk(X),

`
J≤1 wk(X), etV≤1 wk(X) sont des rétracts des espaces des jeux,

resp. des jeux convexes, resp. des valuations, bornées par1. C’est la proposition 4.5.10, et la
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rétraction est la fonctionr du lemme 4.5.8.CCore(ν) est alors l’image parr deCore(ν), et est
donc compact. ⊓⊔

La compacité de l’âme est une conséquence relativement simple de la machinerie de la sec-
tion 4.5. Il s’agit d’une forme du théorème dit de Banach-Alaoglu, dont une adaptation au cadre
des d-cônes est due à Plotkin (2006, corollaire 2). Ce théorème énonce que, siC est un d-cône
continu, c’est-à-dire un d-cône qui, en tant que cpo, est continu, et si la relation≪ surC est
additive, alors pour toute fonction continue sur-linéaireF deC versR

+
, pour toute fonction

continue sous-linéaireF ′ deC versR
+

, l’ensemble des fonctions linéaires continuesG deC
versR

+
telles queF ≤ G ≤ F ′ est un patch-compact de la topologie faible. (Plotkin appelle

“weak∗-Scott” la topologie que nous appelons faible.) On peut pratiquement utiliser ce théorème
ici, en prenantC = 〈X → R+〉. Le lemme 11.2.16, que nous démontrerons plus loin, énonce
en effet précisément que≪ est additive surC. Mais 〈X → R+〉 n’est pas un cpo continu — ce
n’est même pas un cpo.

Pour utiliser le théorème de Plotkin-Banach-Alaoglu, il aurait fallu que nous définissions
les prévisions comme des fonctionnelles de〈X → R

+〉 vers R
+

. Le théorème 10.1.8 aurait
alors établi une correspondance avec des espaces de jeux nonbornés, c’est-à-dire des fonctions
de O(X) versR

+
(plutôt queR+). La théorie des jeux et en particulier des crédibilités et des

plausibilités fonctionne cependant de façon bien plus agréable si toutes les valeursν(U) sont
dansR+.

De façon symétrique, on peut s’intéresser aux jeux concaves.

Définition 10.3.16 (Écorce)SoitX un espace topologique. L’écorceBark(ν) d’une capacitéν
surX est l’ensemble de toutes les valuationsp surX telles quep ≤ ν etp(X) = ν(X).

L’écorce continueCBark(ν) en est le sous-ensemble réduit aux valuationsp qui sont conti-
nues.

Lemme 10.3.17SoitF une prévision colinéaire surX, et d un drapeau finiU1 ⊇ . . . ⊇ Um.
PosonsU0 = X, et

h
Fd(g) = sup

(ai)
m
i=0∈R+m+1/

Pm
i=0 aiχUi

≤g

F (
m∑

i=0

aiχUi
)

Alors
`
Fd est une prévision,

`
Fd ≤ F , et

`
Fd(χX) = F (χX). SiF est colinéaire ou sur-

additive,
`
Fd est sur-linéaire.

De plus, sid ⊆ d′, alors
`
Fd ≤

`
Fd′.

Démonstration.Similaire au lemme 10.3.17, et laissé en exercice. ⊓⊔

Lemme 10.3.18SoitF une prévision surX, et d un drapeau ouvert quelconque. Étendons la
définition du lemme 10.3.17 par :

h
Fd(g) = sup

d0 drapeau fini
d0⊆d

h
Fd0(g)
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Alors
`
Fd est une prévision,

`
Fd ≤ F , et

`
Fd(χX) = F (χX). SiF est colinéaire ou sur-

additive,
`
Fd est sur-linéaire.

De plus, sid ⊆ d′, alors
`
Fd ≤

`
Fd′.

Démonstration.Similaire au lemme 10.3.18, et laissé en exercice. ⊓⊔
L’analogue du théorème de Shapley pour les jeux concaves et les prévisions hautes, dans

le cas continu, demandera encore une fois de supposer que l’espace ambiantX est stablement
localement relativement compact. Nous aurons aussi besoinde considérer une classe de fonctions
continues relativement spécifiques :

Définition 10.3.19 (Fonction pure) SoientX, Y deux espaces topologiques. Une fonctionf :
X → Y estpuresi et seulement sif est continue et, pour tous ouvertsU , V de Y tels que
U ⋐ V , alorsf−1(U) ⋐ f−1(V ).

La notion de fonction pure est à rapprocher de celle de fonction parfaite : une fonctionpar-
faiteest une fonction continue telle que, pour tout compact saturéQ deY , f−1(Q) est un compact
deX.

En général (Jung, 2004, proposition 2.14), siX etY sont deux espaces localement compacts,
f : X → Y est parfaite si et seulement si elle est patch-continue et croissante par rapport aux
ordres de spécialisation deX et deY .

Il est facile de voir que, siY est localement compact etf est parfaite deX versY , alors
f est pure. En effet, supposons queU et V soient deux ouverts deY tels queU ⋐ V . Par le
lemme 3.4.11, et commeY est localement compact, il existe un compact saturéQ deY tel que
U ⊆ Q ⊆ V . Doncf−1(U) ⊆ f−1(Q) ⊆ f−1(V ). Commef est parfaite,f−1(Q) est compact,
doncf−1(U) ⋐ f−1(V ) par le lemme 3.4.11 de nouveau. Doncf est pure.

Alors que les fonctions pures, et a fortiori les fonctions parfaites sont relativement rares en
général, on peut remarquer par exemple que toute fonction continue d’un espace compactX vers
un espaceT2 Y est parfaite, donc pure. En effet, tout compact saturéQ d’un espaceT2 est fermé,
doncf−1(Q) est fermé dansX, donc compact dansX.

Nous serons en particulier intéressé par les fonctionsf deX versR+. Les ouverts (de Scott)
deR+ sont les]t,+∞[, t ∈ R+, plusR+ tout entier. Il est facile de voir que]t,+∞[⋐]t′,+∞[ si
et seulementt > t′ > 0, et que]t,+∞[⋐ R+ pour toutt ∈ R+. Une fonctionf deX versR+

est alors pure si et seulement sif−1]t,+∞[ est ouvert pour toutt, etf−1]t,+∞[⋐ f−1]t′,+∞[
dès quet > t′ > 0. Elle est parfaite si et seulement sif−1]t,+∞[ est ouvert etf−1[t,+∞[ est
compact pour toutt.

L’intérêt des fonctions pures est rendu explicite au lemme suivant. La construction deν en
fonction deν0 a déjà été utilisée dans la démonstration du théorème 10.3.11.

Lemme 10.3.20SoitX un espace localement relativement compact,ν0 un jeu surX, etν le jeu
r(ν0) :

ν(U) = sup
V ⋐U

ν0(V )
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Sif : X → R+ est pure et bornée, alors

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν0

Démonstration. Fixonsǫ > 0. Pour toutt ∈ R+, ]t + ǫ,+∞[⋐]t,+∞[. Commef est pure,
f−1]t+ ǫ,+∞[⋐ f−1]t,+∞[, doncν(f−1]t,+∞[) ≥ ν0(f

−1]t+ ǫ,+∞[). On en déduit :

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

≥
∫ +∞

0

ν0(f
−1]t+ ǫ,+∞[)dt =

∫ +∞

ǫ

ν0(f
−1]t,+∞[)dt

= C

∫

x∈X

f(x)dν0 −
∫ ǫ

0

ν0(f
−1]t,+∞[)dt

≥ C

∫

x∈X

f(x)dν0 − ǫν0(X)

Commeǫ est arbitraire,

C

∫

x∈X

f(x)dν ≥ C

∫

x∈X

f(x)dν0

L’inégalité inverse vient du fait que, commeν0 est un jeu,ν ≤ ν0, et en utilisant la proposi-
tion 4.2.3. ⊓⊔

Théorème 10.3.21SoitX un espace topologique,F une prévision haute colinéaire, etf une
fonction continue bornée deX versR+. Il existe une prévision linéaireG telle queF ≥ G et
F (f) = G(f). De plus,G(χX) = F (χX).

SiX est stablement localement relativement compact, etf est une fonction pure bornée de
X versR+, alors il existe une prévision linéaire continueG telle queF ≥ G etF (f) = G(f).
Si de plusX est compact, alorsG(χX) = F (χX).

Démonstration. Soit C le cône ordonné〈X → R+〉, et d = drap(f). Par le lemme 10.3.18,`
Fd est une fonction sur-linéaire croissante et

`
Fd ≤ F . Par le théorème du sandwich de

Roth 3.12.2, il existe donc une fonction linéaire croissanteG deC versR
+

telle que
`
Fd ≤

G ≤ F . CommeG ≤ F , G est à valeurs dansR+, doncG est une prévision linéaire. De plus,`
Fd(χX) ≤ G(χX) ≤ F (χX), doncG(χX) = F (χX) puisquè Fd(χX) = F (χX).
LorsqueX est stablement localement relativement compact, etF est continue, par le pa-

ragraphe ci-dessus il existe une prévision linéaireG0 telle queF ≥ G0, F (f) = G0(f), et
G0(χX) = F (χX). Posonsν0 = γC(G0) : ν0 est une valuation surX par le lemme 10.1.4.

Posons maintenantν(U) = supV ⋐U ν0(V ). Comme au théorème 10.3.11,ν est la plus grande
fonction continue deO(X) vers R+ telle queν ≤ ν0, et est une valuation continue. Posons
G = αC(ν) : par le corollaire 10.1.9,G est une prévision linéaire continue. CommeF ≥ G0,
γC(F ) ≥ γC(G0) = ν0 ≥ ν = γC(G). Par la proposition 10.1.7, ceci impliqueαC(γC(G)) ≤ F .
CommeG est continue, par le corollaire 10.1.9,αC(γC(G)) = G, doncG ≤ F .
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Ensuite,F (f) = G(f). En effet, par le lemme 10.3.20,

G(f) = C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν0 = G0(f) = F (f)

Finalement, siX est compact, alorsX ⋐ X, doncν(X) = ν0(X), ce qui impliqueG(χX) =
ν(X) = ν0(X) = G0(χX) = F (χX). ⊓⊔

Dans le cas non continu, on peut déjà en déduire :

Corollaire 10.3.22 (Shapley, dual)Soit X un espace topologique,ν un jeu concave surX.
AlorsBark(ν) 6= ∅.

SiX est compact et stablement localement relativement compact, alorsCBark(ν) 6= ∅. De
plus, pour toute fonction pure bornéef deX versR+, il existe une valuation continuep surX
telle quep ≤ ν, p(X) = ν(X), et

C

∫

x∈X

f(x)dp = C

∫

x∈X

f(x)dν

Démonstration.Par la proposition 10.1.7,αC(ν) est une prévision haute colinéaire. Par le théo-
rème 10.3.21, il existe une prévision linéaireG telle queαC(ν) ≥ G et αC(ν)(f) = G(f). De
plus,G(χX) = αC(ν)(χX) = ν(X). CommeαC(ν) ≥ G, γC(αC(ν)) ≥ γC(G). Or γC(αC(ν)) =
ν par la proposition 10.1.7, doncν ≥ γC(G). Posonsp = γC(G). On a doncν ≥ p.

CommeG(χX) = ν(X), en particulierp(X) = γC(G)(X) = G(χX) = ν(X). Ceci dé-
montre la première partie du corollaire.

Si X est compact et stablement localement relativement compact, par le théorème 10.3.21,
on peut supposer queG est continue, etG(f) = F (f), la fonctionf étant pure. Par le corol-
laire 10.1.9,αC(γC(G)) = G. CommeαC(ν)(f) = G(f), on a doncαC(ν)(f) = αC(γC(G))(f),
c’est-à-direαC(ν)(f) = αC(p)(f), autrement dit

C

∫

x∈X

f(x)dν = C

∫

x∈X

f(x)dp

⊓⊔
On ne peut cependant pas en déduire un analogue du théorème deRosenmuller, apparem-

ment.
On l’obtiendra dans le cas continu. La voie la plus simple iciest, comme au chapitre 6,

de se ramener au cas convexe par dualité convexe-concave. Ceci nous permettra aussi de nous
affranchir de la condition de pureté def , que nous supposerons juste continue.

Théorème 10.3.23 (Shapley-Rosenmuller, dual, cas continu) SoitX un espace stablement com-
pact,ν un jeu concave continu surX. AlorsCBark(ν) 6= ∅. Pour toute fonction continue bornée
f deX versR+,

C

∫

x∈X

f(x)dν = sup
q∈CBark(ν)

C

∫

x∈X

f(x)dq (10.3)

Réciproquement, soitν un jeu surX tel queCBark(ν) 6= ∅ et (10.3) est vraie pour toute fonction
continue bornéef deX versR+. Alorsν est un jeu concave continu.
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Notons que contrairement au cas convexe (corollaire 10.3.13), la borne supérieure ne semble pas
devoir être atteinte en général.

Démonstration.Si ν est identiquement nul, le théorème est évident. Supposons doncν 6= 0,
c’est-à-direν(X) 6= 0. Posonsa = ν(X), etν1 = ν/a : ν1 est un jeu concave continu normalisé
surX.

Par le théorème 6.2.6,ν⊥1 est un jeu concave continu surXd. Clairement,ν⊥1 est aussi norma-
lisé. CommeXd est stablement compact,Xd est en particulier localement relativement compact.
Le corollaire 10.3.12 s’applique donc : il existe une valuation continuep surXd telle queν⊥1 ≤ p,
etp(X) = ν(X) = 1.

Par le théorème 6.2.11,p⊥ est une valuation continue normalisée surX, et ν1 ≤ p⊥. Donc
ap⊥ est une valuation continue, etν ≤ ap⊥ : CBark(ν) est non vide.

Par le corollaire 10.3.13, de plus, pour toute fonction continue bornéeg′ deXd versR+,

C

∫

x∈Xd

g′(x)dν⊥1 = min
p∈CCore(ν⊥

1 )
C

∫

x∈Xd

g′(x)dp (10.4)

Calculons :

− C

∫

x∈X

f(x)dν = a.− C

∫

x∈X

f(x)dν1 par la proposition 4.2.6

= a. inf
g

C

∫

x∈Xd

g(x)dν⊥1

oùg varie parmi les fonctions étagées deXd versR telles quef+g ≥ 0, par la proposition 6.2.14.
Soit b = supx∈X f(x). Lorsquef + g ≥ 0, g ≥ −b. La fonctiong′ = g + b — qui est à valeurs
dansR+ — et la fonction constante égale à−b sont comonotones, donc par la proposition 4.4.3,

− C

∫

x∈X

f(x)dν = a.

[
inf
g

C

∫

x∈Xd

(g(x) + b)dν⊥1 − b
]

= a.

[
inf
g

min
p∈CCore(ν⊥

1 )
C

∫

x∈Xd

(g(x) + b)dp− b
]

en utilisant (10.4)

= inf
p∈CCore(ν⊥

1 )

[
a. inf

g
C

∫

x∈Xd

(g(x) + b)dp− b
]

= inf
p∈CCore(ν⊥

1 )

[
a. inf

g
C

∫

x∈Xd

g(x)dp

]
par la proposition 4.4.3

Or, par le théorème 6.2.11,p ∈ CCore(ν⊥1 ) est équivalent à demander quep soit de la forme
q⊥, où q ∈ CBark(ν1). Et ceci est équivalent à demander queap soit de la formeq⊥, où q ∈
CBark(aν1) = CBark(ν). Donc

− C

∫

x∈X

f(x)dν = inf
q∈CBark(ν)

inf
g

C

∫

x∈Xd

g(x)dq⊥

= inf
q∈CBark(ν)

− C

∫

x∈X

f(x)dq
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par la proposition 6.2.14 de nouveau. On en déduit (10.3) en prenant l’opposé de chaque côté.
Réciproquement, supposons queν soit un jeu surX tel queCBark(ν) 6= ∅ et que (10.3) soit

vraie pour toute fonction continue bornéef deX versR+. Alors αC(ν) est la borne supérieure
desαC(p), p ∈ CBark(ν), par l’isomorphisme d’ordre donné au théorème 10.1.8. Montrons que
αC(ν) est une prévision haute colinéaire. Commeν est un jeu,αC(ν) est une prévision colinéaire
par la proposition 10.1.7. Il ne reste donc qu’à montrer queαC(ν) est sous-additive. Or

αC(ν)(f + g) = sup
p∈CBark(ν)

αC(p)(f + g) = sup
p∈CBark(ν)

(αC(p)(f) + αC(p)(g))

≤ sup
p∈CBark(ν)

αC(p)(f) + sup
p∈CBark(ν)

αC(p)(g) = αC(ν)(f) + αC(ν)(g)

Par la proposition 10.1.7,ν = γC(αC(ν)) est donc un jeu concave. ⊓⊔
Nous conjecturons que le théorème 10.3.23 tient encore lorsqueX n’est que compact et

stablement localement relativement compact, mais pas nécessairement ni localement compact ni
cohérent. (Il semble que la compacité soit réellement nécessaire.) Ceci, cependant, demanderait
de nous passer du bel outil qu’est la dualité convexe-concave, et semble requérir des efforts
soutenus.

10.4 Prévisions pessimistes et démoniaques, optimistes et an-
géliques

Les notions de prévisions colinéaires convexes et concavesont de belles propriétés, résumés
par le théorème de Shapley-Rosenmuller et son dual.

Les prévisions colinéaires convexes correspondent directement aux jeux convexes, via la cor-
respondance de GaloisαC ⊣ γC (qui est un isomorphisme dans le cas des prévisions et des jeux
continus). Au chapitre 5, nous avons défendu la thèse selon laquelle c’étaient les crédibilités qui
représentaient fidèlement le mélange de tirages probabilistes et de choix démoniaquement non
déterministe, et non la notion strictement plus étendue desjeux convexes. Nous allons montrer
que c’est la notion de prévision colinéairedémoniaque, que nous définirons ci-dessous, qui est
la bonne représentation du mélange de tirages probabilistes et de choix démoniaquement non
déterministe dans le monde des prévisions colinéaires. (Lecas des prévisions générales, non
nécessairement linéaires, est relativement différent, etsera traité au chapitre 11.)

De même, ce sont les prévisions colinéairesangéliquesqui représenteront fidèlement un
mélange de tirages probabilistes et de choix angéliquementnon déterministe.

Nous définissons aussi une notion intermédiaire de prévisions pessimistes, respectivement
optimistes.

Notons quemax et min sont deux fonctions Scott-continues deR+ × R+ versR+. Si f et
g sont deux fonctions continues deX vers R+, max(f, g) et min(f, g) sont donc elles aussi
continues deX versR+.

Définition 10.4.1 (Pessimiste, optimiste, démoniaque, angélique) SoitX un espace topologique.
Une prévisionF surX est :
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– ≤-convexesi et seulement si, pour toutes fonctionsf, g ∈ 〈X → R+〉, F (max(f, g)) +
F (min(f, g)) ≥ F (f) + F (g) ; pessimistesi et seulement siF est basse et≤-convexe ;

– ≤-concavesi et seulement si, pour toutes fonctionsf, g ∈ 〈X → R+〉, F (max(f, g)) +
F (min(f, g)) ≤ F (f) + F (g) ; optimistesi et seulement siF est haute et≤-concave ;

– totalement≤-convexesi et seulement si, pour toutn ≥ 1, pour toute famille de fonctions
fi ∈ 〈X → R+〉, 1 ≤ i ≤ n,

F (max
1≤i≤n

fi) ≥
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1F (min
i∈I

fi) (10.5)

F estdémoniaquesi et seulement siF est basse et totalement≤-convexe ;
– totalement≤-concavesi et seulement si, pour toutn ≥ 1, pour toute famille de fonctions
fi ∈ 〈X → R+〉, 1 ≤ i ≤ n,

F ( min
1≤i≤n

fi) ≤
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1F (max
i∈I

fi) (10.6)

F estangéliquesi et seulement siF est haute et totalement≤-concave.

Ces notions sont plus fortes que les notions de convexité et de concavité :

Fait 10.4.2 Toute prévision démoniaque est pessimiste. Toute prévision pessimiste est basse.

Toute prévision angélique est optimiste. Toute prévision optimiste est haute.

On notera la ressemblance formelle entre les conditions de prévisions≤-convexes,≤-con-
caves, totalement≤-convexes, totalement≤-concaves d’un côté, et de jeux convexes, concaves,
totalement convexes et totalement concaves de l’autre côté: remplacerf , g, fi par des ouverts,
max par∪ etmin par∩. Disons-le plus formellement.

Proposition 10.4.3 Soitν un jeu sur un espace topologiqueX, etF = αC(ν). Siν est convexe,
alorsF est pessimiste. Siν est concave, alorsF est optimiste. Siν est totalement convexe, alors
F est démoniaque. Siν est totalement concave, alorsF est angélique.

Démonstration. Soientf et g deux fonctions continues bornées deX versR+. On note que,
pour toutt ∈ R+, max(f, g)−1]t,+∞[= {x ∈ X|max(f(x), g(x)) > t} = {x ∈ X|f(x) >
t oug(x) > t} = f−1]t,+∞[∪g−1]t,+∞[. De même,min(f, g)−1]t,+∞[= f−1]t,+∞[∩
g−1]t,+∞[.
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Si ν est un jeu convexe, on a donc :

F (max(f, g))+

F (min(f, g)) = C

∫

x∈X

max(f, g)(x)dν + C

∫

x∈X

min(f, g)(x)dν

=

∫ +∞

0

[
ν(max(f, g)−1]t,+∞[) + ν(min(f, g)−1]t,+∞[)

]
dt

=

∫ +∞

0

[
ν(f−1]t,+∞[∪g−1]t,+∞[) + ν(f−1]t,+∞[∩g−1]t,+∞[)

]
dt

≥
∫ +∞

0

[
ν(f−1]t,+∞[) + ν(g−1]t,+∞[)

]
dt

= C

∫

x∈X

f(x)dν + C

∫

x∈X

g(x)dν

DoncF est≤-convexe.F est convexe par le fait 10.1.2. DoncF est pessimiste.
Si ν est un jeu concave, le même raisonnement, avec≤ plutôt que≥, établit queF est

optimiste.
Lorsqueν est totalement convexe, le même style de raisonnement montre queF est totale-

ment≤-convexe, donc démoniaque :

F (max
1≤i≤n

fi) = C

∫

x∈X

max
1≤i≤n

fi(x)dν =

∫ +∞

0

ν((max
1≤i≤n

fi)
−1]t,+∞[)dt

=

∫ +∞

0

ν

(
n⋃

i=1

f−1
i ]t,+∞[

)
dt

≥
∫ +∞

0

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
⋂

i∈I

f−1
i ]t,+∞[

)
dt

=

∫ +∞

0

∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1ν

(
(min

i∈I
fi)

−1]t,+∞[

)
dt

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1F (min
i∈I

fi)

De même, siν est totalement concave, alorsF est angélique. ⊓⊔

Proposition 10.4.4 SoitF une prévision surX, etν = γC(F ). SiF est≤-convexe, alorsν est
convexe. SiF est totalement≤-convexe, alorsν est totalement convexe. SiF est≤-concave,
alorsν est concave. SiF est totalement≤-concave, alorsν est totalement concave.

Démonstration. Si F est≤-convexe, on aF (max(χU , χV )) + F (min(χU , χV )) ≥ F (χU ) +
F (χV ) pour tous ouvertsU et V . Or max(χU , χV ) = χU∪V , min(χU , χV ) = χU∩V , donc
F (χU∪V ) + F (χU∩V ) ≥ F (χU ) + F (χV ) : ν est convexe. De même pour les autres affirma-
tions de l’énoncé. ⊓⊔
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On en déduit en particulier que, dans le cas de prévisionscolinéaireset continues, les no-
tions de bassesse (concavité) et de≤-convexité sont équivalentes, et que les notions de hauteur
(convexité) et de≤-concavité sont équivalentes.

Corollaire 10.4.5 SoitF une prévision colinéaire continue surX. Les propositions : 1.F est
basse, 2.F est≤-convexe, 3.F est pessimiste, sont équivalentes. Les propositions : 4.F est
haute, 5.F est≤-concave, 6.F est optimiste, sont équivalentes.

Démonstration.SiF est basse, commeF est colinéaire, par le lemme 10.1.4,γC(F ) est convexe.
Par la proposition 10.4.3,αC(γC(F )) est donc pessimiste. Par le théorème 10.1.8, commeF
est continue,αC(γC(F )) = F . Donc 1. implique 2. et 3. De façon évidente, 3. implique 2.
Finalement, 2. implique 1. : siF est≤-convexe, par la proposition 10.4.4,γC(F ) est convexe,
doncαC(γC(F )) = F est basse par le théorème 10.1.8. De même pour l’équivalenceentre 4., 5.,
et 6. ⊓⊔
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Chapitre 11

Prévisions générales

Donnons-nous une prévision colinéaire continueF surX. Par le théorème 10.1.8, il est équi-
valent de se donner un jeu continuν surX. Et, si l’on oublie pendant un instant la différence entre
jeux convexes et jeux totalement convexes (crédibilités),ou celle entre jeux concaves et jeux to-
talement concaves (plausibilités),ν code essentiellement un coup du joueurP suivi d’un coup du
joueurC. Peut-on représenter plus de deux coups, c’est-à-dire une partie complète alternant les
coups deP et deC ?

On ne peut pas représenter plus de deux coups à l’aide de jeux.Il se trouve que, mathé-
matiquement, le principal obstacle est que tout jeu définit une prévisioncolinéaire. En nous
intéressant à des prévisions continues mais pas nécessairement colinéaires, nous arriverons à
représenter des parties entières.

11.1 Composition séquentielle

Tentons de justifier ceci intuitivement, dans le cas oùν est une crédibilité simple
∑n

i=1 aiuQi

surX. On a vu que ceci représentait le choix probabiliste, parP, avec probabilitéai, d’un en-
sembleQi d’états suivants parmi lesquelsC pouvait choisir, démoniaquement. Sif : X → R+

est une fonction de gain, qui à chaque étatx associe ce queP gagne en arrivant à l’étatx, alors,
en posantF = αC(ν) :

F (f) = C

∫

x∈X

f(x)dν =
n∑

i=1

ai min
x∈Qi

f(x)

est l’espérance de gain deP lors d’une partie à deux coups (un deP et un deC) : c’est la moyenne,
sur i, des gainsminx∈Qi

f(x) qu’auraP une fois queC aura joué —C joue en choisissantx de
sorte à minimiser les gains possibles deP.

En général, une partie entreP et C va alterner choix probabilistes du premier et choix non
déterministes du second. Considérons une partie à quatre coups, un deP, un deC, un autre deP,
et enfin un dernier deC. D’abordP tire au hasard avec probabilitéai, 1 ≤ i ≤ n, un ensembleQi

d’états parmi lesquelsC choisit démoniaquement. En chaque étatx deQi, P tire au hasard avec
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probabilitébxj, 1 ≤ j ≤ nx, un ensembleQ′
xj d’états parmi lesquelsC choisit démoniaquement

de nouveau. On peut s’attendre à ce que l’espérance de gain correspondante pourP soit alors

F 2(f) =
n∑

i=1

ai min
x∈Qi

mx∑

j=1

bxj min
y∈Q′

xj

f(x)

Ceci définit une fonctionnelle def , dont nous verrons qu’il s’agit encore d’une prévision, et
même d’une prévision démoniaque, mais elle ne sera pas colinéaire en général. Voici un contre-
exemple. Prenonsn = 1, a1 = 1, Q1 = {1, 2}, m1 = 2, b11 = 3/4, b12 = 1/4, m2 =
2, b21 = 1/3, b22 = 2/3, et Q′

xj un singleton{∗xj} pour chaquex ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}.
Alors F 2(f) = min(3/4f(∗11) + 1/4f(∗12), 1/3f(∗21) + 2/3f(∗22)). Considérons alors les
deux fonctionsf etg données dans la table suivante, leur sommef + g, et les valeurs respectives
deF 2(f), F 2(g), F 2(h) :

Fonctionh h(∗11) h(∗12) h(∗21) h(∗22) F 2(h)

f 0, 3 0, 1 0, 7 0, 1 0, 25
g 0, 5 0 0, 7 0 0, 233 . . .
f + g 0, 8 0, 1 1, 4 0, 1 0, 533 . . .

et l’on constate queF 2(f) +F 2(g) = 0, 4833 . . . 6= F 2(f + g), alors même quef etg sont coli-
néaires. (L’exemple a été vérifié, et en fait fabriqué aléatoirement par programme.) En revanche,
F 2 reste basse, ce que l’on vérifie sur l’exemple :F 2(f + g) ≤ F 2(f) + F 2(g). Notons que cet
exemple est des plus simples : au premier coup,P ne fait rien (tirage avec probabilité1), et seulC
choisit, entre les deux états1 et2, au second tour. Au troisième tour,P fait un choix probabiliste,
avec poids3/4 et1/4 s’il est dans l’état1, avec poids1/3 et2/3 s’il est dans l’état2, enfinC ne
fait rien (il choisit l’unique état∗ij possible).

Notonsνx le jeu
∑mx

j=1 bxjuQ′
xj

. On peut réécrire :

F 2(f) =
n∑

i=1

ai min
x∈Qi

C

∫

y∈X

f(y)dνx

PosonsF = αC(ν), Fx = αC(νx), alors

F 2(f) = F (λx · Fx(f))

Poursuivons. Lors d’une partie à 6 coups, l’espérance de gain sera

F 3(f) =

n∑

i=1

ai min
x∈Qi

mx∑

j=1

bxj min
y∈Q′

xj

my∑

k=1

byk min
z∈Q′

yk

f(z)

= F (λx · Fx(λy · Fy(f)))

En général, on peut définirF k+1(f) = F (λx1 · Fx1(λx2 · Fx2(. . . λxk · Fxk
(f) . . .)))), qui

représente l’espérance de gain lors d’une partie à2k+2 coups. Tous lesF k+1 sont des prévisions
continues, dès quex 7→ Fx est Scott-continue, par la proposition suivante. En réalité, il suffit que
x 7→ Fx soit continue lorsqueFx est pris dans un espace muni de la topologie faible. Cette
dernière est définie par imitation de la proposition 4.5.4.
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Définition 11.1.1 (Topologie faible)SoitX un espace topologique, etP un espace de fonc-
tionnelles de〈X → R+〉 vers R+, par exempleP(X), P∗△(X), P△(X),

a
P(X),

`
P(X),a

P∗△(X),
`

P∗△(X).
La topologie faiblesur P est la topologie la moins fine qui rend toutes les fonctionsF 7→

F (f) continues deP versR+, pour chaque fonction continue bornéef deX versR+.
Autrement dit, la topologie faible surP est la topologie engendrée par les ouverts[f > r] =

{F ∈ P (X)|F (f) > r}, f ∈ 〈X → R+〉, r ∈ R.
On notera alorsPwk l’espaceP muni de la topologie faible :Pwk(X),

`
Pwk(X),

a
Pwk(X).

L’un des points agréables de la topologie faible est que la topologie induite par la topologie
faible sur un sous-espace deP est encore la topologie faible sur le sous-espace. Ce n’est pas le
cas en général pour la topologie de Scott.

La proposition 4.5.4 montre que la définition 11.1.1 de la topologie faible est compatible
avec celle que nous avions sur les espaces de jeux. Plus précisément, on a l’analogue du théo-
rème 10.1.8 :

Théorème 11.1.2 (de représentation)Les fonctionsαC etγC définissent un homéomorphisme :
– entre l’espaceJwk(X) des jeux continus et l’espaceP∗△wk(X) des prévisions colinéaires

continues ;
– entre l’espacè Jwk(X) des jeux convexes continus et l’espace

`
P∗△wk(X) des prévisions

basses colinéaires continues ;
– entre l’espace

a
Jwk(X) des jeux concaves continus et l’espace

a
P∗△wk(X) des prévisions

hautes colinéaires continues ;
– entre l’espaceVwk(X) des valuations continues et l’espaceP

△
wk(X) des prévisions li-

néaires continues ;
tous les espaces concernées étant munis de leurs topologiesfaibles.

On définit ensuite la composition séquentielle d’une prévision continue avec une fonction de
transitionϑ. La définition d’une telle fonction de transition est le parallèle exact de la défini-
tion 8.1.1, modulo les homéomorphismes donnés au théorème 11.1.2.

Définition 11.1.3 (Composition séquentielle)SoitPwk(X) l’espace de toutes les prévisions sur
X, muni de la topologie faible.

SoientX, Y deux espaces topologiques. On dira qu’une fonctionϑ deX vers un espace de
fonctionnelles surY , muni de la topologie faible, estbornéesi la fonctionλx ∈ X · ϑ(x)(f) est
bornée pour toutf ∈ 〈X → R+〉.

SoitF une prévision surX, etϑ une fonction continue bornée deX versPwk(Y ). La com-
position séquentielleF ;ϑ est la fonctionnelle définie par

(F ;ϑ)(f) = F (λx · ϑ(x)(f))

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 475



Composition séquentielle Prévisions générales

On notera que ceci n’est bien défini que siλx · ϑ(x)(f) est une fonction continue bornée deX
dansR+. La continuité est due au fait que(λx · ϑ(x)(f))−1]t,+∞[= {x ∈ X|ϑ(x)(f) > t} =
ϑ−1[f > t]. Le fait queλx · ϑ(x)(f) soit bornée est l’hypothèse queϑ soit bornée.

Proposition 11.1.4 (Correction) SoientX, Y deux espaces topologiques. SoitF une prévision
surX, etϑ une fonction continue bornée deX versPwk(Y ). AlorsF ;ϑ est une prévision surY .
SiF est une prévision basse (resp. haute, resp. continue) etϑ(x) est une prévision basse (resp.
haute, resp. continue) pour toutx ∈ X, alorsF ;ϑ est une prévision basse (resp. haute, resp.
continue).

Démonstration.F ;ϑ est positivement homogène : pour toutα ∈ R+,

(F ;ϑ)(αf) = F (λx · ϑ(x)(αf)) = F (λx · αϑ(x)(f)) puisqueϑ(x) est une prévision

= F (αλx · ϑ(x)(f)) par définition

= αF (λx · ϑ(x)(f)) puisqueF est une prévision

= α(F ;ϑ)(f)

F est croissante : sif ≤ g, alors pour toutx ∈ X, ϑ(x)(f) ≤ ϑ(x)(g) carϑ(x) est une prévision,
doncλx · ϑ(x)(f) ≤ λx · ϑ(x)(g), d’où :

(F ;ϑ)(f) = F (λx · ϑ(x)(f)) ≤ F (λx · ϑ(x)(g)) = (F ;ϑ)(g)

puisqueF est une prévision. DoncF ;ϑ est une prévision.
Ensuite, siF est continue etϑ(x) est continue pour toutx, alorsF ;ϑ est continue : si(fi)i∈I

est une famille dirigée de fonctions continues bornées, pour tout x ∈ X, ϑ(x)(supi∈I fi) =
supi∈I ϑ(x)(fi) puisqueϑ(x) est une prévision continue pour toutx ; doncλx ·ϑ(x)(supi∈I fi) =
supi∈I λx · ϑ(x)(fi), et

(F ;ϑ)(sup
i∈I

fi) = F (λx · ϑ(x)(sup
i∈I

fi)) = F (sup
i∈I

λx · ϑ(x)(fi))

= sup
i∈I

F (λx · ϑ(x)(fi)) = sup
i∈I

(F ;ϑ)(fi)

puisqueF est une prévision continue.
Si F est une prévision basse, c’est-à-dire siF est sur-additive, et s’il en est de même pour

ϑ(x) pour toutx ∈ X, alors pour tousf, g ∈ 〈Y → R+〉, ϑ(x)(f + g) ≥ ϑ(x)(f) + ϑ(x)(g)
pour toutx ∈ X, c’est-à-direλx · ϑ(x)(f + g) ≥ (λx · ϑ(x)(f)) + (λx · ϑ(x)(g)), donc

(F ;ϑ)(f + g) = F (λx · ϑ(x)(f + g))

≥ F ((λx · ϑ(x)(f)) + (λx · ϑ(x)(g)) puisqueF est croissante

≥ F (λx · ϑ(x)(f)) + F (λx · ϑ(x)(g)) = (F ;ϑ)(f) + (F ;ϑ)(g)

puisqueF est sur-additive. DoncF ;ϑ est sur-additive, c’est-à-dire est une prévision basse. Le
résultat sur les prévisions hautes se démontre de façon similaire. ⊓⊔
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On peut se demander si l’espaceP(X) des prévisions continues (resp. l’espace
`

P(X)
des prévisions basses continues, resp. l’espace

a
P(X) des prévisions hautes continues) est le

plus petit cpoCX qui contienne l’espaceP∗△(X) des prévisions colinéaires continues (resp.`
P∗△(X),

a
P∗△(X)) et qui soit stable par composition séquentielle, au sens où, si F est dans

CX , etϑ est une fonction continue bornée deX dansCY , alorsF ;ϑ ∈ CY .
Le reste de ce chapitre est consacré à démontrer un résultat de cette nature. Nous aurons

besoin de généraliser le théorème de Shapley-Rosenmuller au cas de prévisions basses non né-
cessairement colinéaires, ce que nous ferons à la section 11.2. La notion de tangente à une pré-
vision y sera introduite : c’est l’essence du théorème de Shapley-Rosenmuller, voir par exemple
la figure 10.5 pour le cas colinéaire. L’utilisation que nousferons des tangentes requerra plus
tard que nous nous restreignions à des prévisionsnormalisées, dans un sens proche de celui des
jeux normalisés. La définition, en absence de colinéarité, sera cependant subtile. Nous traitons
de cet aspect à la section 11.3. De même, les prévisions sous-normalisées forment le sujet de la
section 11.4. Nous traiterons des tangentes inférieures aux prévisions hautes en section 11.5.

Le bon cadre pour démontrer le résultat visé sera d’autre part celui des espaces topologiques
et non des cpo. La bonne topologie sur les espaces de prévisions sera la topologie faible, et
non celle de Scott. Nous étudions cette topologie en section11.6. Le résultat de complétude
souhaité proviendra alors de l’existence de tangentes, supérieures ou inférieures, et du fait que
les ensembles de ces tangentes sont compacts. Ces ensemblesde tangentes seront étudiés à la
section 11.7. Nous en profiterons au passage pour comparer nos modèles avec ceux, finalement
très proches, de Tix et al. (2005).

11.2 Tangentes supérieures

Le théorème 10.3.11 énonce entre autres que siF est une prévision basse colinéaire, etf ∈
〈X → R+〉, alors on peut trouver une prévision linéaireG (une “tangente àF enf ”) telle que
F ≤ G, F (f) = G(f), etG(χX) = F (χX). Ceci est illustré en figure 10.5.

LorsqueF n’est plus colinéaire, mais reste une prévision basse, on peut imaginer qu’il exis-
tera encore une tangenteG à F en f , au sens oùG sera une prévision linéaire,F ≤ G, et
F (f) = G(f). La figure 10.1 peut aider à visualiser la situation. Mais on ne pourra plus de-
mander queF (χX) = G(χX). En fait, nous devrons même autoriserG(g) à valoir +∞ pour
certaines fonctionsg. G ne sera donc pas à strictement parler une prévision linéaire, puisqu’à
valeurs dansR

+
.

Comme plus haut, on obtiendraG en appliquant le théorème du sandwich de Roth. Nous
devons d’abord trouver une fonctionnelle concave au-dessus deF et coïncidant avec elle enf .
La formule magique est donnée ci-dessous.

Définition 11.2.1 SoitF une prévision basse surX, et f ∈ 〈X → R+〉. On pose, pour tout
g ∈ 〈X → R+〉 :

⌣
Ff (g) = inf

λ∈R+

λf≥g


F (λf)− sup

h∈〈X→R+〉
g+h≤λf

F (h)



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Il est convenu que cette quantité vaut+∞ s’il n’existe aucunλ ∈ R+ tel queλf ≥ g.

On écrira en abrégé
⌣
Ff (g) = infλ/λf≥g

[
F (λf)− suph≤λf−g F (h)

]
. Noter qu’on ne peut pas

écrire en généralF (λf − g) au lieu desuph≤λf−g F (h), carλf − g n’est pas en général une

fonction continue deX versR+. Si on le pouvait,
⌣
Ff (g) seraitinfλ/λf≥g(F (λf)− F (λf − g)).

OrF (λf)− F (λf − g) = λ[F (f)−F (f − 1/λg)]. Si l’on imagine queF est dérivable — quoi
que ceci veuille dire ici — et de dérivéėF (g) eng, alorsF (f − 1/λg) est approché au premier
ordre parF (f)− 1/λḞ (g) lorsqueλ tend vers+∞, doncF (λf)− F (λf − g) est approché par
Ḟ (g).

⌣
Ff (g) est donc, modulo un certain nombre d’abus, égal à la dérivéeḞ (g).

Lemme 11.2.2
⌣
Ff (0) = 0.

Démonstration.

⌣
Ff (0) = inf

λ∈R+

[
F (λf)− sup

h≤λf
F (h)

]
= inf

λ∈R+
[F (λf)− F (λf)] = 0

⊓⊔

Lemme 11.2.3
⌣
Ff est croissante.

Démonstration. Soientg, g′ ∈ 〈X → R+〉, avecg ≤ g′. Fixonsλ ∈ R+ tel queλf ≥ g′.
Pour touth′ ≤ λf − g′ dans〈X → R+〉, il existe h ≤ λf − g dans〈X → R+〉 telle
queF (h) ≥ F (h′), à savoirh′ elle-même. Doncsuph≤λf−g F (h) ≥ suph′≤λf−g′ F (h′). Donc
F (λf)− suph≤λf−g F (h) ≤ F (λf)− suph′≤λf−g′ F (h′). En faisant varierλ,

inf
λ/λf≥g′

[
F (λf)− sup

h≤λf−g
F (h)

]
≤ inf

λ/λf≥g′

[
F (λf)− sup

h′≤λf−g′
F (h′)

]

Commeλf ≥ g′ impliqueλf ≥ g, le côté gauche de l’inégalité ci-dessus vaut au moins

inf
λ/λf≥g

[
F (λf)− sup

h≤λf−g
F (h)

]

c’est-à-dire
⌣
Ff (g). Le côté droit est par définition

⌣
Ff (g

′), donc
⌣
Ff (g) ≤

⌣
Ff (g

′). ⊓⊔

Lemme 11.2.4SoitF une prévision basse surX.
⌣
Ff est convexe : pour tout réelα, 0 ≤ α ≤ 1,

pour toutg ∈ 〈X → R+〉,
⌣
Ff (αg + (1− α)g′) ≤ α

⌣
Ff (g) + (1− α)

⌣
Ff (g

′) (11.1)

Démonstration.L’inégalité est évidente siα = 0 ou siα = 1. Supposons donc0 < α < 1.
S’il n’existe aucunλ ∈ R+ tel queλf ≥ g, ou bien s’il n’existe aucunλ′ ∈ R+ tel que

λ′f ≥ g′, le côté droit de (11.1) vaut+∞, et l’inégalité est donc trivialement vraie. Supposons
donc qu’il existeλ ∈ R+ tel queλf ≥ g etλ′ ∈ R+ tel queλ′f ≥ g′.
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Fixons pour l’instantλ etλ′. Par commodité, définissons l’abréviationg′′ = αg + (1− α)g′,
et posonsλ′′ = αλ+ (1− α)λ′.

Pour touth ≤ λf − g dans〈X → R+〉, pour touth′ ≤ λ′f − g′ dans〈X → R+〉, posons
h′′ = αh + (1− α)h′. La fonctionh′′ est bien continue, carα et 1− α sont positifs ou nuls. De
plus,h′′ ≤ λ′′f − g′′. Finalement, commeF est une prévision basse,F est concave, c’est-à-dire
queαF (h) + (1 − α)F (h′) ≤ F (h′′). Nous venons de montrer que pour toush ≤ λf − g et
h′ ≤ λ′f − g′, il existeh′′ ≤ λ′′f − g′′ telle queαF (h) + (1− α)F (h′) ≤ F (h′′). On en déduit

sup
h′′≤λ′′f−g′′

F (h′′) ≥ α sup
h≤λf−g

F (h) + (1− α) sup
h′≤λ′f−g′

F (h′)

Commeλ′′ = αλ+ (1− α)λ′,

F (λ′′f)− sup
h′′≤λ′′f−g′′

F (h′′) ≤ α

[
F (λf)− sup

h≤λf−g
F (h)

]
+ (1− α)

[
F (λ′f)− sup

h′≤λ′f−g′
F (h′)

]

En faisant varierλ etλ′, on obtient

inf
λ,λ′∈R+

λf≥g,λ′f≥g′

λ′′=αλ+(1−α)λ′

[
F (λ′′f)− sup

h′′≤λ′′f−g′′
F (h′′)

]
(11.2)

≤ inf
λ,λ′∈R+

λf≥g,λ′f≥g′

[
α

[
F (λf)− sup

h≤λf−g
F (h)

]
+ (1− α)

[
F (λ′f)− sup

h′≤λ′f−g′
F (h′)

]]

Clairementλ′′ ∈ R+ et λ′′f ≥ g′′. Rappelons qu’il existeλ ∈ R+ tel queλf ≥ g et λ′ ∈
R+ tel queλ′f ≥ g′. Le côté droit de (11.2) vaut doncα

⌣
Ff (g) + (1 − α)

⌣
Ff (g

′). Quant au
côté gauche, on observe que pour tousλ, λ′ ∈ R+ tels queλf ≥ g, λ′f ≥ g′, la quantité
λ′′ = αλ + (1 − α)λ′ vérifie λ′′ ∈ R+ et λ′′f ≥ g′′ : le côté gauche de (11.2) est donc en
particulier au moins aussi grand que la borne inférieure surtous lesλ′′ ∈ R+ tels queλ′′f ≥ g′′

de la quantitéF (λ′′f)− suph′′≤λ′′f−g′′ F (h′′). Mais cette borne inférieure est exactement
⌣
Ff (g

′′).

Donc
⌣
Ff (g

′′) ≤ α
⌣
Ff (g) + (1− α)

⌣
Ff (g

′). ⊓⊔

Lemme 11.2.5Soit F une prévision basse surX.
⌣
Ff est positivement homogène : pour tout

α ≥ 0,
⌣
Ff (αg) = α

⌣
Ff (g).

Démonstration.Lorsqueα = 0, c’est par le lemme 11.2.2. Pour toutα > 0,

⌣
Ff (αg) = inf

λ∈R+,λf≥αg

[
F (λf)− sup

h≤λf−αg
F (h)

]

= inf
λ′∈R+,λ′f≥g

[
F (αλ′f)− sup

h≤αλ′f−αg
F (h)

]
(oùλ′ = λ/α)

= inf
λ′∈R+,λ′f≥g

[
F (αλ′f)− sup

h′≤λ′f−g
F (αh′)

]
(oùh′ = h/α)

= inf
λ′∈R+,λ′f≥g

[
αF (λ′f)− sup

h′≤λ′f−g
αF (h′)

]
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puisqueF est positivement homogène. Mais la quantité ci-dessus est exactementα
⌣
Ff (g). ⊓⊔

Lemme 11.2.6SoitF une prévision basse surX. Pour toutg ∈ 〈X → R+〉,⌣Ff (g) ≥ F (g).

Démonstration.Pour toutλ ∈ R+ tel queλf ≥ g, pour touth ≤ λf−g, F (λf) ≥ F (h)+F (g).
En effet,F (h)+F (g) ≤ F (h+g) puisqueF est sur-additive, etF (h+g) ≤ F (λf) par hypothèse.

DoncF (λf) ≥ suph≤λf−g F (h) + F (g), autrement ditF (λf) − suph≤λf−g F (h) ≥ F (g).
Le résultat se déduit en prenant la borne inférieure sur touslesλ ∈ R+ tels queλf ≥ g. ⊓⊔

Lemme 11.2.7SoitF une prévision basse surX. Alors
⌣
Ff (f) = F (f).

Démonstration.Si f est la fonction nulle, alors
⌣
Ff (f) = F (f) = 0. Sinon, le plus petitλ ∈ R+

tel queλf ≥ f est1, et l’on a
⌣
Ff (f) = infλ/λf≥f

[
F (λf)− suph≤λf−f F (h)

]
= F (1.f) −

F (0) = F (f). ⊓⊔
Alors que

⌣
Ff peut prendre la valeur+∞, ce n’est pas le cas si la borne inférieure def est

non nulle :

Lemme 11.2.8SoitF une prévision basse surX.
⌣
Ff (χX) ≥ F (χX). De plus, siinfx∈X f(x) >

0, alors
⌣
Ff (χX) ≤ 1

infx∈X f(x)
F (f).

Démonstration.

⌣
Ff (χX) = inf

λ/λf≥χX

[
F (λf)− sup

h≤λf−χX

F (h)

]

= inf
λ/λf≥χX

[F (λf)− F (λf − χX)]

On observe en effet queh = λf − χX est continue : c’est la fonction qui à toutx ∈ X associe
λf(x)−1. PuisqueF est concave,F (λf) ≥ F (λf−χX)+F (χX) ≥ F (χX) (carh = λf−χX ≥
0), donc

⌣
Ff (χX) ≥ F (χX).

Pour la seconde inégalité, puisqueF (λf−χX) ≥ 0, on obtient
⌣
Ff (χX) ≤ infλ/λf≥χX

F (λf).
Posonsa0 = infx∈X f(x), et observons queλf ≥ χX si et seulement siλ ≥ 1/a0. Donc
⌣
Ff (χX) ≤ 1/a0F (f). ⊓⊔

On obtient ainsi l’analogue souhaité du théorème 10.3.11 dans le cas non colinéaire. Rappe-
lons queG est linéaire si et seulement siG(f + g) = G(f) + G(f) etG(αf) = αG(f) pour
tousα ∈ R+, f, g ∈ 〈X → R+〉. Notons que leG trouvé sera à valeurs dansR

+
au lieu deR+,

et queG(χX) ne vaudra pas nécessairementF (χX).

Théorème 11.2.9 (Tangente supérieure)SoitX un espace topologique,F une prévision basse
non nécessairement colinéaire surX, etf une fonction continue bornée deX versR+. Il existe
une fonctionnelleG de〈X → R+〉 versR

+
, croissante et linéaire, telle queF ≤ G etF (f) =

G(f). De plus, siinfx∈X f(x) 6= 0, alorsG est une prévision linéaire.
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Démonstration.Par les lemmes 11.2.5 et 11.2.4,
⌣
Ff est sous-linéaire.F est par hypothèse sur-

linéaire. De plus,F et
⌣
Ff sont croissantes etF ≤ ⌣

Ff par le lemme 11.2.6. Par le théorème du
sandwich de Roth 3.12.2, il existe une fonctionnelleG de 〈X → R+〉 versR

+
, croissante et

linéaire, telle queF ≤ G ≤ ⌣
Ff . En utilisant le lemme 11.2.7,F (f) ≤ G(f) ≤ ⌣

Ff (f) = F (f),
doncG(f) = F (f).

Si de plusinfx∈X f(x) 6= 0, par le lemme 11.2.8,G(χX) ≤⌣
Ff (χX) ≤ 1/ infx∈X f(x) F (f) <

+∞. Donc pour toutg ∈ 〈X → R+〉, G(g) ≤ G(supx∈X g(x) χX) < +∞. CommeG est à
valeur dansR+ et non plus dansR

+
,G est alors une prévision linéaire. ⊓⊔

On serait tenté de penser que la construction précédente généralise celle de la première partie
du théorème 10.3.11, au sens où l’on devrait pouvoir demander queG(χX) = F (χX) lorsqueF
est colinéaire. Ceci découlerait du fait que

⌣
Ff (χX) = F (χX), ce qui semble devoir être le cas

puisque
⌣
Ff (χX) = infλ/λf≥χX

[F (λf)− F (λf − χX)] = infλ/λf≥χX
F (χX). En effet, lorsque

F est colinéaire, puisqueλf et χX sont trivialement comonotones,F (λf) − F (λf − χX) =
F (χX). Mais ceci n’est correct que dans le cas où il existeλ ∈ R+ tel queλf ≥ χX , c’est-à-dire
lorsqueinfx∈X f(x) > 0. Dans le cas contraire,

⌣
Ff (χX) = +∞.

Le théorème 11.2.9 ne permet pas de conclure que l’on peut choisir G continue lorsqueF est
continue etX est stablement localement relativement compact. Nous allons le montrer comme
suit : étant donnée une fonctionnelle linéaire, non nécessairement continue,G0 telle queF ≤ G0

etF (f) = G0(f), comme le garantit le théorème 11.2.9, nous poseronsG(g) = suph≪g G0(h),
et nous démontrerons queF est une fonctionnelle linéaire, continue, et telle queF ≤ G et
F (g) = G(f).

Ceci demande un certain nombre de lemmes auxiliaires portant sur la relation≪ entre fonc-
tions continues bornées deX versR+. On notera que ces lemmes peuvent aussi être utilisés pour
fournir une démonstration différente de la seconde partie du théorème 10.3.11.

Lemme 11.2.10Notons≪ la relation “bien au-dessous” de l’espace〈X → R+〉, et≪1 celle
de l’espace〈X → [0, 1]〉 des fonctions continuesf bornées par1 surX, c’est-à-dire telles que
f(x) ≤ 1 pour toutx ∈ X.

Soit f =
∑n

i=1 aiχUi
une fonction étagée deX vers R+ (resp. [0, 1]), U1 ⊇ . . . ⊇ Un,

a1, . . . , an ∈ R+ \ {0}. Soitg une fonction continue deX versR+ (resp.[0, 1]). Alors f ≪ g
(resp.f ≪1 g) si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n, Ui ⋐ g−1]

∑i
j=1 aj ,+∞[.

Démonstration.1. La condition est nécessaire. Fixons en effeti, 1 ≤ i ≤ n, posonsti la valeur∑i
j=1 aj, et considérons une famille dirigée quelconque d’ouverts(Vk)k∈I tels queg−1]ti,+∞[⊆⋃
k∈I Vk. PosonsWk = Vk ∩ g−1]ti,+∞[. Pour chaquek ∈ I et chaque réelr, 0 < r < 1, soit

fr,k la fonctionr.(max(min(ti, g), χWk
.g)). C’est une fonction continue, en tant que composée de

fonctions continues ; notons en particulier quemax, min et la multiplication parr > 0 sont Scott-
continues ; le seul point à vérifier réellement est queχWk

.g est continue : l’image réciproque de
]t,+∞[ par cette fonction estX tout entier sit < 0, et sinonWk ∩ g−1]t,+∞[, qui est bien
ouvert. Dans le cas où l’on considère des fonctions de〈X → [0, 1]〉, etf ≪1 g, fr,k est encore
dans〈X → [0, 1]〉.
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Si x ∈ Wk ⊆ g−1]ti,+∞[, fr,k(x) = r.g(x) ; si x ∈ g−1]ti,+∞[\Wk, fr,k(x) = r.ti ; si
x 6∈ g−1]ti,+∞[ (en particulierx 6∈Wk), fr,k(x) = r.g(x).

Notons que sir ≤ r′ et Vk ⊆ Vk′ (doncWk ⊆ Wk′), alorsfr,k ≤ fr′,k′ : si x ∈ Wk alors
fr,k(x) = r.g(x) ≤ r′.g(x) = fr′,k′(x) carx ∈ Wk′ ; six ∈ Wk′\Wk, doncx ∈ g−1]ti,+∞[\Wk,
alorsfr,k(x) = r.ti < r′.g(x) = fr′,k′(x) ; si x ∈ g−1]ti,+∞[\Wk′, fr,k(x) = r.ti ≤ r′.ti =
fr′,k′(x) ; et six 6∈ g−1]ti,+∞[, alorsfr,k(x) = r.g(x) ≤ r′.g(x) = fr′,k′(x). On en déduit que
la famille (fr,k)0<r<1

k∈I
est dirigée, puisquefr,k etfr′,k′ sont toutes les deux inférieures ou égales à

fmax(r,r′),k′′ , oùk′′ est un indice tel queVk, Vk′ ⊆ Vk′′.
De plus, la borne supérieure de cette famille est exactementg : pour toutx ∈ X, soit x ∈

g−1]ti,+∞[=
⋃

k∈I Wk, donc il existek ∈ I tel quex ∈ Wk, et alorsfr,k(x) = r.g(x) ; soit
x 6∈ g−1]ti,+∞[ et alorsfr,k(x) = r.g(x) de nouveau ; orsup0<r<1 r.g(x) = g(x).

Si f ≪ g, on a donc nécessairementf ≤ fr,k pour un certainr, 0 < r < 1, et un certain
k ∈ I. Alors, pour toutx ∈ Ui, f(x) ≥ ti, doncfr,k(x) ≥ ti. Par définition defr,k, ceci implique
max(min(ti, g(x)), χWk

(x).g(x)) ≥ ti/r. Commemin(ti, g(x)) ≤ ti < ti/r, nécessairement
χWk

(x).g(x) ≥ ti/r, doncx ∈Wk etg(x) ≥ ti/r.
En particulier,Ui ⊆Wk ⊆ Vk. La famille (Vk)k∈I étant arbitraire,Ui ⋐ g−1]ti,+∞[.
2. Réciproquement, la condition est suffisante. Supposons en effet que pour touti, 1 ≤ i ≤ n,

Ui ⋐ g−1]ti,+∞[, où comme plus hautti =
∑i−1

j=1 ai.
Montrons quef ≪ g (resp.f ≪1 g). Soit(fk)k∈I une famille dirigée de fonctions continues

quelconques deX versR+ (resp.[0, 1]) telles queg ≤ supk∈I fk.
Pour toutt ∈ R+, g−1]t,+∞[= {x ∈ X|g(x) > t} ⊆ {x ∈ X| supk∈I fk(x) > t} =

{x ∈ X|∃k ∈ I · fk(x) > t} =
⋃

k∈I f
−1
k ]t,+∞[. La famille (f−1

k ]t,+∞[)k∈I est dirigée, car
(fk)k∈I est dirigée etfk ≤ fk′ impliquef−1

k ]t,+∞[⊆ f−1
k′ ]t,+∞[. CommeUi ⋐ g−1]ti,+∞[⊆⋃

k∈I f
−1
k ]ti,+∞[, il existe donc un indiceki ∈ I tel queUi ⊆ f−1

ki
]ti,+∞[. Comme(fk)k∈I

est dirigée, il existe un indicek ∈ I tel quefki
≤ fk pour touti, 1 ≤ i ≤ n. On a alors

Ui ⊆ f−1
ki

]ti,+∞[⊆ f−1
k ]ti,+∞[.

PosonsU0 = X, Un+1 = ∅. Pour toutx ∈ X, soit i l’unique entier entre0 et n tel que
x ∈ Ui\Ui+1. Si i = 0, alorsf(x) = 0, doncf(x) ≤ fk(x). Si i 6= 0, alorsf(x) =

∑i
j=1 ai = ti,

et commex ∈ Ui, x ∈ f−1
k ]ti,+∞[, c’est-à-direfk(x) > ti. Autrement ditfk(x) > f(x).

Commex est arbitraire,fk ≥ f . Doncf ≪ g. ⊓⊔

Proposition 11.2.11SoitX un espace localement relativement compact. SoitB l’ensemble des
fonctions étagées de la forme1/2K

∑N
k=1 χUk

, oùK,N ∈ N, et où(Uk)
N
k=1 forme une suite

décroissante d’ouverts deX.
Alors 〈X → R+〉 est un ensemble ordonné continu, avec baseB. L’espace〈X → [0, 1]〉 des

fonctions continuesf bornées par1 surX est un cpo continu avec baseB1 = B∩〈X → [0, 1]〉.

Démonstration. Soit f ∈ 〈X → R+〉, resp.f ∈ 〈X → [0, 1]〉. Considérons l’ensembleD
des fonctions de la forme1/2K

∑N
k=1 χUk

, K,N ∈ N, oùUk ⋐ f−1]k/2K ,+∞[ pour toutk,
1 ≤ k ≤ N . ClairementD ⊆ B, resp.D ⊆ B1.

Montrons d’abord queD est un ensemble dirigé.D est non vide : prendreN = 0. Ensuite,
si 1/2K

∑N
k=1 χUk

et 1/2K′∑N ′

k=1 χVk
sont dansD, on peut supposer queK = K ′ etN = N ′

sans perte de généralité. Montrons d’abord que l’on peut supposerK = K ′ : si par exemple
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K ′ < K, on peut réécrire la seconde fonction sous la forme1/2K
∑2K−K′

N ′

k=1 χWk
, oùWk =

V⌊(k+2K−K′−1)/2K−K′⌋ pour toutk, 1 ≤ k ≤ 2K−K′
N ′. SachantK = K ′, on peut aussi demander

N = N ′ : si N ′ < N par exemple, alors1/2K′∑N ′

k=1 χVk
= 1/2K′∑N

k=1 χVk
, où l’on pose

Vk = ∅ pour toutk,N ′ < k ≤ N .
Si l’on a donc deux fonctions de la forme1/2K

∑N
k=1 χUk

et 1/2K
∑N

k=1 χVk
dansD, alors

1/2K
∑N

k=1 χUk∪Vk
est encore dansD, carUk∪Vk ⋐ f−1]k/2K ,+∞[, en utilisant le lemme 3.4.9.

DoncD est dirigé.
Par le lemme 4.1.6,f est la borne supérieure des fonctionsfK = 1/2K

∑N
k=1 χf−1]k/2K ,+∞[

lorsqueK ∈ N etN = ⌊a2K⌋, oùa = supx∈X f(x). Or, commeX est localement relativement
compact,O(X) est un cpo continu par le lemme 3.4.10 ; doncf−1]k/2K ,+∞[ est l’union de la
famille dirigée des ouvertsU ⋐ f−1]k/2K ,+∞[, doncχf−1]k/2K ,+∞[ = supU⋐f−1]k/2K ,+∞[ χU .
Donc fK est une borne supérieure dirigée d’éléments deD. Commef = supK∈N fK , f aussi
est borne supérieure d’éléments deD. Par le lemme 11.2.10, tous les éléments deD sont bien
au-dessous def . ⊓⊔

Lemme 11.2.12Soit f une fonction étagée deX versR+, g une fonction continue deX vers
R+, eta > 0 un réel tel quea ≥ supx∈X f(x), a ≥ supx∈X g(x). Alorsf ≪ g si et seulement si
f/a≪1 g/a.

Démonstration.Posonsf =
∑n

i=1 aiχUi
. Alors f ≪ g si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n,

Ui ⋐ g−1]
∑i

j=1 ai,+∞[ par le lemme 11.2.10. Toujours par le lemme 11.2.10,f/a ≪1 g/a

si et seulement si pour touti, 1 ≤ i ≤ n, Ui ⋐ (g/a)−1]
∑i

j=1 ai/a,+∞[. Mais on observe

que(g/a)−1]
∑i

j=1 ai/a,+∞[= g−1]
∑i

j=1 ai,+∞[. Les conditionsf ≪ g et f/a≪1 g/a sont
donc bien équivalentes. ⊓⊔

Lemme 11.2.13La relation≪ sur 〈X → R+〉 admet la propriété d’interpolation raffinée : si
f est une fonction étagée telle quef ≪ g, alors il existe une fonction étagéef ′, dans la baseB
définie à la proposition 11.2.11, telle quef ≪ f ′ ≪ g.

Démonstration.Car〈X → R+〉 est un ensemble ordonné continu. ⊓⊔

Lemme 11.2.14Soientf et g deux fonctions continues bornées deX versR+, et supposonsX
localement relativement compact. Sih≪ f + g, il existef ′, g′ ∈ B tels queh ≤ f ′ + g′, f ′ ≪ f
et g′ ≪ g.

Démonstration.Rappelons la baseB définie à la proposition 11.2.11. SoitBf l’ensemble des
fonctionsf ′ ∈ B telles quef ′ ≤ f , Bg celui des fonctionsg′ ∈ B telles queg′ ≤ g. Par la
proposition 11.2.11,f = supf ′∈Bf

f ′, g = supg′∈Bg
g′. Puisque l’addition est Scott-continue,

f + g = supf ′∈Bf ,g′∈Bg
f ′ + g′. De plus,Bf etBg sont dirigées, doncBf × Bg aussi. Comme

h≪ f + g, il existef ′ ∈ Bf etg′ ∈ Bg telles queh ≤ f ′ + g′. ⊓⊔
La présentation des fonctions de la baseB nous permet un calcul explicite de la somme de

deux fonctions deB. Le lemme suivant est un peu plus général, dans le sens où l’onne demande
pas auxAi et auxBj d’être ouverts, ce qui sera parfois commode dans la suite. Les fonctionsf ′

et g′ sont dansB siAi = Ui est ouvert, etBj = Vj est ouvert.
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Lemme 11.2.15Soientf ′ = 1/2K
∑N

i=1 χAi
, g′ = 1/2K

∑N ′

j=1 χBj
deux fonctions deX dans

R, avecX ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ AN etX ⊇ B1 ⊇ B2 ⊇ . . . ⊇ BN ′. Par extension, notons
A0 = B0 = X, et Ai = ∅ pour tout i > N , Bj = ∅ pour tout j > N ′. Alors f ′ + g′ =

1/2K
∑N+N ′

k=1 χWk
, oùWk =

⋃
i∈N,j∈N

i+j=k
(Ai ∩Bj).

Démonstration.Rappelons que choisir le mêmeK pourf ′ et g′ n’entâche pas la généralité du
lemme. Pour tout entierk ≥ 1, f ′(x) + g′(x) ≥ k/2K si et seulement s’il existe deux entiers
i, j tels quei + j = k, f ′(x) ≥ i/2K, et g′(x) ≥ j/2K , autrement dit tels quei + j = k, et
x ∈ Ai ∩ Bj . Donc f ′ + g′ = 1/2K

∑
k≥1 χWk

. Or pourk > N + N ′, quels que soient les
entiers naturelsi et j tels quei + j = k, soit i > N soit j > N ′, donc soitUi = ∅ soitVj = ∅,
c’est-à-direWk = ∅. La somme s’arrête donc à l’indicek = N +N ′ au plus tard. ⊓⊔

Lemme 11.2.16SoitX un espace relativement cohérent. Pour toutes fonctions continues bor-
néesf , g deX versR+, et toutes fonctionsf ′, g′ de la baseB définie à la proposition 11.2.11,
si f ′ ≪ f et g′ ≪ g, alorsf ′ + g′ ≪ f + g.

Démonstration. Écrivonsf ′ = 1/2K
∑N

i=1 χUi
, g′ = 1/2K

∑N
j=1 χVj

. Comme lors de la dé-
monstration de la proposition 11.2.11, on peut supposer quef ′ et g′ s’écrivent avec le mêmeK
et le mêmeN . Par extension, notonsU0 = V0 = X, etUi = Vi = ∅ pour touti > N . Par le
lemme 11.2.15,f ′ + g′ = 1/2K

∑2N
k=1 χWk

, oùWk =
⋃

i+j=k(Ui ∩ Vj).
Par hypothèse,f ′ ≪ f , donc par le lemme 11.2.10,Ui ⋐ f−1]i/2K ,+∞[ pour touti, 1 ≤

i ≤ 2K . C’est encore vrai pouri > 2K , puisqu’alorsUi est vide, donc bien au-dessous au sens de
⋐ que n’importe quel ouvert. De même, commeg′ ≪ g, Vj ⋐ g−1]j/2K ,+∞[ pour toutj ≥ 1.

On en déduit queUi∩Vj ⋐ (f + g)−1]k/2K ,+∞[ pour tous entiersi, j ≥ 1 tels quei+j = k.
En effet, on aUi∩Vj ⊆ Ui ⋐ f−1]i/2K ,+∞[ etUi∩Vj ⊆ Vj ⋐ g−1]j/2K ,+∞[, doncUi∩Vj ⋐

f−1]i/2K ,+∞[∩g−1]j/2K ,+∞[, puisqueX est relativement cohérent (définition 3.6.17). Or,
pour toutx ∈ f−1]i/2K ,+∞[∩g−1]j/2K ,+∞[, f(x) > i/2K et g(x) > j/2K , doncf(x) +
g(x) > k/2K , autrement ditx ∈ (f + g)−1]k/2K ,+∞[. DoncUi ∩Vj ⋐ (f + g)−1]k/2K ,+∞[.

On a aussiUi ∩ Vj ⋐ (f + g)−1]k/2K ,+∞[ lorsquei+ j = k ≥ 1 maisi ouj est nul. Si par
exemplei = 0, alorsj = k,Ui∩Vj = X ∩Vk = Vk ⋐ g−1]k/2K ,+∞[⊆ (f + g)−1]k/2K ,+∞[.

DoncUi ∩ Vj ⋐ (f + g)−1]k/2K ,+∞[ pour tous entiersi, j tels quei + j = k, k ≥ 1.
Par le lemme 3.4.9,Wk =

⋃
i+j=k Ui ∩ Vj ⋐ (f + g)−1]k/2K ,+∞[ pour toutk ≥ 1. Par le

lemme 11.2.10, on a doncf ′ + g′ ≪ f + g. ⊓⊔

Lemme 11.2.17SoitX un espace compact. Pour touth′ ∈ B, pour touta > 0, h′ ≪ aχX si et
seulement sih′ est de la forme

∑n
i=1 aiχUi

, U1 ⊇ . . . ⊇ Un, a1, . . . , an ∈ R+, avec
∑n

i=1 ai < a.
En particulier,h′ ≪ aχX si et seulement s’il existea′ < a tel queh′ ≤ a′χX .

Démonstration.Pour touth′ ∈ B, écrivonsh′ =
∑n

i=1 aiχUi
, U1 ⊇ . . . ⊇ Un, a1, . . . , an ∈

R+ \ {0}. Par le lemme 11.2.10,h′ ≪ aχX si et seulement siUi ⋐ ∅ pour tout i tel que∑i
j=1 ai ≥ a, etUi ⋐ X pour touti tel que

∑i
j=1 ai < a. Ceci revient à demander queUi = ∅

pour touti tel que
∑i

j=1 ai ≥ a ; commeX est compact, on a toujoursUi ⋐ X. Les fonctionsh′
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telles queh′ ≪ aχX sont donc exactement celles de la forme
∑n

i=1 aiχUi
, U1 ⊇ . . . ⊇ Un avec∑n

i=1 ai < a.
Si h′ ≪ aχX , on a donch′ ≤ a′χX , oùa′ est n’importe quel réel strictement compris entre∑n

i=1 ai eta. Réciproquement, sih′ ≤ a′χX aveca′ < a, alorsh′ ≪ aχX puisquea′χX ≪ aχX

par le lemme 11.2.10. ⊓⊔

Lemme 11.2.18SoitX un espace stablement localement relativement compact. On rappelle la
formule de Scott : pour toute fonctionnelleF de〈X → R+〉 versR

+
, r(F ) est la fonction définie

par

r(F )(f) = sup
g∈B,g≪f

F (g)

où la baseB est définie à la proposition 11.2.11. Alorsr(F ) est une fonctionnelle continue de
〈X → R+〉 versR

+
. De plus,r(F ) est la plus grande fonctionnelle continue inférieure ou égale

à F .
Si F est une prévision, resp. basse, resp. haute, resp. linéaire, alors il en est de même de

r(F ).
Si de plusX est compact, etF (aχX + f) = a + F (f) pour toutf ∈ 〈X → R+〉 et tout

a > 0, alorsr(F )(aχX + f) = a+ r(F )(f) pour toutf ∈ 〈X → R+〉 et touta > 0.

Démonstration.On applique le lemme 3.6.16,B étant une base de l’ensemble ordonné continu
〈X → R+〉 par la proposition 11.2.11.

Supposons maintenant queF soit une prévision. La fonctionr(F ) est alors à valeurs dans
R+, car sia = supx∈X f(x), alorsr(F )(f) = supg∈B,g≪f F (g) ≤ F (aχX) < +∞. Elle est
positivement homogène par le lemme 11.2.12. Elle est basse dès queF l’est, car :

r(F )(f + g) = sup
h∈B,h≪f+g

F (h)

= sup
h′,h′′∈B,h′≪f,h′′≪g

F (h′ + h′′) par le lemme 11.2.14 et le lemme 11.2.16

≥ sup
h′,h′′∈B,h′≪f,h′′≪g

(F (h′) + F (h′′))

= sup
h′∈B,h′≪f

F (h′) + sup
h′′∈B,h′′≪g

F (h′′) = r(F )(f) + r(F )(g)

De même, siF est haute alorsr(F ) aussi, et siF est linéaire alorsr(F ) aussi.
Finalement, siF (aχX + f) = a + F (f) pour tout f ∈ 〈X → R+〉 et tout a > 0,

et si X est compact, alors pour touta > 0, r(F )(aχX + f) = suph∈B,h≪aχX+f F (h) =
suph′,h′′∈B,h′≪aχX ,h′′≪f F (h′ + h′′) = supa′<a,h′′∈B,h′′≪f F (a′χX + h′′) (par le lemme 11.2.17)
= supa′<a,h′′∈B,h′′≪f (a

′ + F (h′′)) = a+ r(F )(f). ⊓⊔

Théorème 11.2.19 (Tangente supérieure, cas continu)Soit X un espace stablement locale-
ment relativement compact,F une prévision basse continue, etf une fonction continue bornée
deX versR+. Il existe une fonctionnelle linéaire continueG de 〈X → R+〉 versR

+
telle que

F ≤ G etF (f) = G(f).
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Démonstration.Par le théorème 11.2.9, il existe une fonctionnelle croissante linéaireG0 telle
queF ≤ G0 etF (f) = G0(f). PosonsG = r(G0). Par le lemme 11.2.18,G est une fonctionnelle
linéaire continue. De plus, c’est la plus grande fonctionnelle continue inférieure ou égale àG0,
doncF ≤ G. Enfin,G ≤ G0, doncG(f) ≤ F (f) ; commeF ≤ G, F (f) ≤ G(f) ; donc
F (f) = G(f). ⊓⊔

On peut, comme dans le cas linéaire, s’intéresser de façon duale aux prévisions hautes. Il
semble qu’il soit difficile de trouver une fonctionnelle⌢Ff croissante, au-dessous deF , concave
et positivement homogène, et telle que⌢Ff (f) = F (f). Nous ramènerons l’étude des prévisions
hautes à celle des prévisions basses dans le cas des prévisions normalisées, à la section 11.5.

11.3 Prévisions normalisées

Un jeu ν surX est normalisé si et seulement siν(X) = 1. Il est tentant, par analogie, de
définir les prévisions normalisées comme étant les prévisionsF surX telles queF (χX) = 1.
Ceci est acceptable lorsqueF est colinéaire, mais ne sera pas suffisant dans le cas général.

Définition 11.3.1 (Prévision normalisée)Une prévisionF surX estnormaliséesi et seulement
si, pour toute fonction continue bornéef deX versR+, pour touta ∈ R+,F (a+f) = a+F (f).

On noteP1(X) l’espace des prévisions continues normalisées surX,
`

P1(X) l’espace des
prévisions basses continues normalisées surX,

a
P1(X) l’espace des prévisions hautes conti-

nues normalisées surX. On note aussiP1 wk(X),
`

P1 wk(X), et
a

P1 wk(X) respectivement
ces espaces munis de leur topologie faible.

En toute rigueur, nous aurions dû écrireaχX + f plutôt quea + f , mais cette dernière notation
est en un sens plus parlante. Notons au passage que la dernière partie du lemme 11.2.18 énonce
que siF est normalisée, alorsr(F ) aussi, dès queX est compact.

Proposition 11.3.2 Si ν est un jeu normalisé, alorsαC(ν) est une prévision colinéaire norma-
lisée. SiF est une prévision colinéaire normalisée surX, alorsγC(F ) est un jeu normalisé. En
particulier,αC ⊣ γC est une surrection de Galois des jeux normalisés (resp. convexes, concaves)
dans les prévisions colinéaires normalisées (resp. basses, hautes). De plus,αC et γC sont Scott-
continues.

D’autre part,αC etγC définissent un isomorphisme d’ordre :
– entre l’espaceJ1(X) des jeux continus normalisés et l’espaceP∗△1 (X) des prévisions co-

linéaires continues normalisées ;
– entre l’espacè J1(X) des jeux convexes continus normalisés et l’espace

`
P∗△1 (X) des

prévisions basses colinéaires continues normalisées ;
– entre l’espace

a
J1(X) des jeux concaves continus normalisés et l’espace

a
P∗△1 (X) des

prévisions hautes colinéaires continues normalisées ;
– et entre l’espaceV1(X) des valuations continues normalisées et l’espaceP

△
1 (X) des

prévisions linéaires continues normalisées ;
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et un homéomorphisme :
– entre l’espaceJ1 wk(X) des jeux continus normalisés et l’espaceP∗△1 wk(X) des prévisions

colinéaires continues normalisées ;
– entre l’espace

`
J1 wk(X) des jeux convexes continus normalisés et l’espace

`
P∗△1 wk(X)

des prévisions basses colinéaires continues normalisées ;
– entre l’espace

a
J1 wk(X) des jeux concaves continus normalisés et l’espace

a
P∗△1 wk(X)

des prévisions hautes colinéaires continues normalisées ;
– entre l’espaceV1 wk(X) des valuations continues normalisées et l’espaceP

△
1 wk(X) des

prévisions linéaires continues normalisées ;
ces espaces étant munis de leur topologie faible.

Démonstration.Si ν est normalisé, en posantF = αC(ν), on aF (a + f) = F (aχX + f) =
aF (χX) + F (f), puisqueF est colinéaire. En effet,aχX et f sont toujours comonotones : les
deux sont composées def , l’une avec la fonction constante retournanta, l’autre avec l’identité,
et l’on utilise le lemme 4.4.2. CommeF (χX) = ν(X) = 1, on conclut.

Réciproquement, siF est une prévision colinéaire normalisée, alors en prenant pour f la
fonction identiquement nulle, eta = 1, F (χX) = 1 + F (0) = 1. DoncγC(F )(X) = 1.

Le reste de la proposition est par la proposition 10.1.7, le théorème 10.1.8, et le théorème 11.1.2.
⊓⊔

Rappelons que, si nous avons adopté le nom de “prévision basse”, c’était par analogie avec la
notion homonyme de Walley (1991), voir aussi Maaß (2001). Pour Maaß, les prévisions basses
sont juste les fonctionnelles à valeurs réelles, et les prévisions bassescohérentessont celles,F ,
telles queF (f) ≥ ∑n

i=1 λiF (fi) + λ0 dès quef ≥ ∑n
i=1 λifi + λ0, λi > 0, λ0 ∈ R. Toute

prévision basse cohérente est telle queF (g + a) ≥ F (g) + a pour touta ∈ R+ : prendren = 1,
λ1 = 1, f1 = g, λ0 = a, f = g + a. Mais aussiF (g + a) ≤ F (g) + a : prendren = 1, λ1 = 1,
f1 = g + a, λ0 = −a, f = g. Toute prévision basse cohérente, au sens de Walley et Maass, est
donc normalisée. La réciproque, selon laquelle toute prévision basse normalisée est cohérente,
est évidente.

Les différences principales entre nos prévisions basses normalisées et les prévisions basses
cohérentes de Walley et Maass sont les suivantes. Nous avonsdéjà mentionné à la suite de la dé-
finition 10.1.1 que nos prévisions s’annulent en0 : F (0) = 0 ; ce n’est pas le cas nécessairement
chez Walley et Maass. Une autre différence est que les prévisions de Walley ou Maass sont en
général des fonctionnelles deZ versR+, oùZ est une algèbre de fonctions deX versR+, pas
nécessairement〈X → R+〉 tout entier. Finalement, la théorie des prévisions de Walley et Maass
est bien définie lorsqueX est fini, et la bonne définition dans le cas oùX est infini est plus floue.

La définition des prévisions normalisées rend évidente le prolongement suivant de la propo-
sition 11.1.4.

Proposition 11.3.3 SoitX, Y deux espaces topologiques. SoitF une prévision surX, etϑ une
fonction continue deX versPwk(Y ). SiF est normalisée etϑ(x) est normalisée pour toutx ∈ X,
alors la composition séquentielleF ;ϑ est une prévision normalisée surY .

Démonstration.F ;ϑ est une prévision, par la proposition 11.1.4, sachant queϑ est bornée au
sens de la définition 11.1.3, puisqueϑ(x) est normalisée pour toutx. Ensuite,(F ;ϑ)(a + f) =
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F (λx · ϑ(x)(a+ f)) = F (λx · a+ ϑ(x)(f)) (carϑ(x) est normalisée)= F (a+ λx · ϑ(x)(f)) =
a+ F (λx · ϑ(x)(f)) (puisqueF est normalisée)= a+ (F ;ϑ)(f). ⊓⊔

Dans le cas de prévisions normalisées, on peut raffiner la notion de tangenteG àF enf , en
demandant maintenant queG ne prenne plus+∞ comme valeur. Ce sera aussi le cas des prévi-
sions sous-normalisées, mais plutôt que de le démontrer indépendamment, nous le déduirons via
une astuce à la Edalat-Alvarez-Manilla, à la section 11.4.

Définition 11.3.4 SoitF une prévision basse surX, et f ∈ 〈X → R+〉. On pose, pour tout
g ∈ 〈X → R+〉 :

⌣̀
F f (g) = inf

ǫ∈R+

⌣
Ff+ǫ(g)

Ceci est toujours défini, et est toujours un réel positif ou nul, jamais +∞. En effet, par le
lemme 11.2.8, dès queǫ > 0,

⌣
Ff+ǫ(g) ≤ supx∈X g(x).

1
ǫ+infx∈X f(x)

F (f + ǫ) < +∞.

Lemme 11.3.5
⌣̀
F f(0) = 0.

⌣̀
F f est croissante.

⌣̀
F f est positivement homogène. Pour toutg ∈

〈X → R+〉, ⌣̀F f(g) ≥ F (g).

Démonstration.Utilisations directes des lemmes 11.2.2, 11.2.3, 11.2.5, 11.2.6. ⊓⊔

Lemme 11.3.6SoitF une prévision basse surX. SiF est normalisée, alors
⌣
Ff+ǫ est décrois-

sante enǫ.

Démonstration. Supposonsǫ < ǫ′. Si
⌣
Ff+ǫ(g) = +∞ (ce qui impliqueǫ = 0), on a bien

⌣
Ff+ǫ′(g) ≤

⌣
Ff+ǫ(g). Supposons donc que

⌣
Ff+ǫ(g) < +∞. Rappelons que

⌣
Ff+ǫ(g) = inf

λ/λ(f+ǫ)≥g

[
F (λ(f + ǫ))− sup

h≤λ(f+ǫ)−g

F (h)

]

OrF (λ(f + ǫ′)) = λ(ǫ′− ǫ) + F (λ(f + ǫ)) puisqueF est normalisée. De plus, sig ≤ λ(f + ǫ),
alors :

λ(ǫ′ − ǫ) + sup
h≤λ(f+ǫ)−g

F (h) = sup
h≤λ(f+ǫ)−g

F (h+ λ(ǫ′ − ǫ)) puisqueF est normalisée

≤ sup
h′≤λ(f+ǫ′)−g

F (h′)
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puisque pour touth ≤ λ(f + ǫ) − g, h′ = h + λ(ǫ′ − ǫ) est inférieur ou égal àλ(f + ǫ′) − g.
Donc

⌣
Ff+ǫ(g) = inf

λ/λ(f+ǫ)≥g

[
F (λ(f + ǫ′))− [λ(ǫ′ − ǫ) + sup

h≤λ(f+ǫ)−g

F (h)]

]

≥ inf
λ/λ(f+ǫ)≥g

[
F (λ(f + ǫ′))− sup

h′≤λ(f+ǫ′)−g

F (h′)

]

≥ inf
λ/λ(f+ǫ′)≥g

[
F (λ(f + ǫ′))− sup

h′≤λ(f+ǫ′)−g

F (h′)

]

puisque sig ≤ λ(f + ǫ) alorsg ≤ λ(f + ǫ′)

=
⌣
Ff+ǫ′(g)

⊓⊔

Lemme 11.3.7SoitF une prévision basse surX. SiF est normalisée, alors
⌣̀
F f est convexe.

Démonstration.Pour tousǫ′, ǫ′′ ≥ 0, il existeǫ ≥ 0 tel que
⌣
Ff+ǫ(g) +

⌣
Ff+ǫ(g

′) ≤ ⌣
Ff+ǫ′(g) +

⌣
Ff+ǫ′′(g

′). En effet, par le lemme 11.3.6, il suffit de prendreǫ = max(ǫ′, ǫ′′). Doncinfǫ≥0[
⌣
Ff+ǫ(g)+

⌣
Ff+ǫ(g

′)] ≤ infǫ′≥0
⌣
Ff+ǫ′(g) + infǫ′′≥0

⌣
Ff+ǫ′′(g

′). On en déduit :

⌣̀
F f (g + g′) = inf

ǫ≥0

⌣
Ff+ǫ(g + g′)

≤ inf
ǫ≥0

[
⌣
Ff+ǫ(g) +

⌣
Ff+ǫ(g

′)] par le lemme 11.2.4 et le lemme 11.2.5

≤ inf
ǫ′≥0

⌣
Ff+ǫ′(g) + inf

ǫ′′≥0

⌣
Ff+ǫ′′(g

′)

=
⌣̀
F f (g) +

⌣̀
F f(g

′)

⌣̀
F f est donc sous-linéaire, donc convexe puisque positivementhomogène par le lemme 11.3.5.⊓⊔

Lemme 11.3.8SoitF une prévision basse surX. SiF est normalisée, alors
⌣̀
F f(f) = F (f).

Démonstration.Clairement
⌣̀
F f (g) ≤

⌣
Ff (g) (prendreǫ = 0). Lorsqueg = f , par le lemme 11.2.7,

⌣
Ff (f) = F (f). Donc

⌣̀
F f(f) ≤ F (f). L’inégalité réciproque est par le lemme 11.3.5. ⊓⊔

Lemme 11.3.9SoitF une prévision basse surX. SiF est normalisée, alors
⌣̀
F f(χX) = 1.

Démonstration.S’il existeλ tel que1 ≤ λ(f + ǫ),

⌣
Ff+ǫ(χX) = inf

λ/1≤λ(f+ǫ)

[
F (λ(f + ǫ))− sup

h≤λ(f+ǫ)−1

F (h)

]

= inf
λ/1≤λ(f+ǫ)

[
F (λ(f + ǫ)− 1) + 1− sup

h≤λ(f+ǫ)−1

F (h)

]
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puisqueF est normalisée. Commesuph≤λ(f+ǫ)−1 F (h) = F (λ(f + ǫ) − 1),
⌣
Ff+ǫ(χX) = 1.

D’autre part, lorsqu’il n’existe pas deλ tel que1 ≤ λ(f + ǫ),
⌣
Ff+ǫ(χX) = +∞. Ce dernier ne

peut se produire que lorsqueǫ = 0, à condition queinfx∈X f(x) = 0. Dans ce cas,
⌣̀
F (χX) est la

borne inférieure de1 et de+∞ ; sinon,
⌣̀
F (χX) vaut1, directement. ⊓⊔

Théorème 11.3.10 (Tangente supérieure, cas normalisé)SoitX un espace topologique,F une
prévision basse normalisée surX, etf une fonction continue bornée deX versR+. Il existe une
prévision linéaire normaliséeG telle queF ≤ G etF (f) = G(f).

SiX est stablement localement relativement compact, etF est une prévision basse continue
normalisée, alors on peut de plus demander queG soit continue.

Démonstration.F est sur-linéaire,
⌣̀
F f est sous-linéaire par le lemme 11.3.7,F est croissante

et
⌣̀
F f aussi par le lemme 11.3.5. Par le théorème du sandwich de Roth3.12.2, il existe une

fonctionnelleG de 〈X → R+〉 versR
+

, croissante et linéaire, telle queF ≤ G ≤ ⌣̀
F f . Par le

lemme 11.3.8,F (f) ≤ G(f) ≤ ⌣̀
F f (f) = F (f), doncG(f) = F (f). Ensuite,

⌣̀
F f est à valeurs

dansR+, doncG aussi.G est donc une prévision. Finalement,G est normalisée car pour toute
fonction continue bornéeg, pour touta ∈ R+, G(a + g) = aG(χX) + G(g) (puisqueG est

linéaire)= a+G(g). En effet,1 = F (χX) ≤ G(χX) ≤ ⌣̀
F f(χX) = 1 par le lemme 11.3.9.

Dans le cas oùX est stablement localement relativement compact etF continue, on procède
comme au théorème 11.2.19. SoitG0 une prévision linéaire normalisée telle queF ≤ G0 et
F (f) = G0(f). PosonsG = r(G). Par le lemme 11.2.18,G est une prévision linéaire continue.
CommeG est la plus grande au-dessous deG0 et queF ≤ G0, on a doncF ≤ G. Puisque
G ≤ G0, G(f) ≤ G0(f) = F (f) ≤ G(f), doncG(f) = F (f). Finalement, on montre queG
est normalisée. Pour ceci, on peut faire l’économie d’une hypothèse de compacité deX, comme
le suggérerait le lemme 11.2.18. Montrons en effet que queG(a+ g) = a+G(g) : par linéarité,
G(a+ g) = aG(χX) +G(g), etG(χX) = 1 carG(χX) ≤ G0(χX) = 1 d’une part, etG(χX) ≥
F (χX) = 1 d’autre part. ⊓⊔
Le théorème 11.3.10 généralise le théorème 10.3.11 dans le cas des prévisions basses non né-
cessairement colinéaires. (Ce n’était pas le cas des théorèmes 11.2.9 et 11.2.19.) En effet, siF
est une prévision basse colinéaire, soitF = 0 et le théorème est évidente, soit1/aF est une
prévision basse (colinéaire) normalisée, oùa = F (χX). Par le théorème 11.3.10, il existe une
prévision linéaire normaliséeGa telle que1/aF ≤ Ga et 1/aF (f) = Ga(f). On en déduit le
théorème 10.3.11 en prenantG = aGa, et de même dans le cas oùX est stablement localement
relativement compact etF est continue.

11.4 Prévisions sous-normalisées

Tout ce que l’on peut faire sur les prévisions normalisées setransporte au cas des prévisions
sous-normalisées, par une astuce similaire à celle d’Alvarez-Manilla, présentée à la section 6.3.
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De nouveau, la définition des prévisions sous-normalisées est un peu subtile. La définition ne
devrait cependant pas être très étonnante, une fois que l’ons’est habitué à celle des prévisions
normalisées.

Définition 11.4.1 (Prévision sous-normalisée)Une prévisionF surX estsous-normaliséesi et
seulement si, pour toute fonction continue bornéef deX versR+, pour touta ∈ R+,F (a+f) ≤
a+ F (f).

On noteP≤1(X) l’espace des prévisions continues sous-normalisées surX,
`

P≤1(X) l’es-
pace des prévisions basses continues sous-normalisées surX,

a
P≤1(X) l’espace des prévi-

sions hautes continues sous-normalisées surX. On note aussiP≤1 wk(X),
`

P≤1 wk(X), eta
P≤1 wk(X) respectivement ces espaces munis de leur topologie faible.

La proposition suivante se démontre exactement comme la proposition 11.3.2.

Proposition 11.4.2 Siν est un jeu sous-normalisé, alorsαC(ν) est une prévision colinéaire sous-
normalisée. SiF est une prévision colinéaire sous-normalisée surX, alorsγC(F ) est un jeu sous-
normalisé. En particulier,αC ⊣ γC est une surrection de Galois des jeux sous-normalisés (resp.
convexes, concaves) dans les prévisions colinéaires sous-normalisées (resp. basses, hautes). De
plus,αC estγC sont Scott-continues.

D’autre part,αC etγC définissent un isomorphisme d’ordre :
– entre l’espaceJ≤1(X) des jeux continus sous-normalisés et l’espaceP∗△≤1(X) des prévi-

sions colinéaires continues sous-normalisées ;
– entre l’espacè J≤1(X) des jeux convexes continus sous-normalisés et l’espace

`
P∗△≤1(X)

des prévisions basses colinéaires continues sous-normalisées ;
– entre l’espace

a
J≤1(X) des jeux concaves continus sous-normalisés et l’espace

a
P∗△≤1(X)

des prévisions hautes colinéaires continues sous-normalisées ;
– et entre l’espaceV≤1(X) des valuations continues sous-normalisées et l’espaceP

△
≤1(X)

des prévisions linéaires continues sous-normalisées ;
et un homéomorphisme :

– entre l’espaceJ≤1 wk(X) des jeux continus sous-normalisés et l’espaceP∗△≤1 wk(X) des
prévisions colinéaires continues sous-normalisées ;

– entre l’espacè J≤1 wk(X) des jeux convexes continus sous-normalisés et l’espace
`

P∗△≤1 wk(X)
des prévisions basses colinéaires continues sous-normalisées ;

– entre l’espace
a

J≤1 wk(X) des jeux concaves continus sous-normalisés et l’espace
a

P∗△≤1 wk(X)
des prévisions hautes colinéaires continues sous-normalisées ;

– et entre l’espaceV≤1 wk(X) des valuations continues sous-normalisées et l’espaceP
△
≤1 wk(X)

des prévisions linéaires continues sous-normalisées ;
ces espaces étant munis de leurs topologies faibles.

De même, la proposition suivante se démontre comme la proposition 11.3.3.

Proposition 11.4.3 SoitX, Y deux espaces topologiques. SoitF une prévision surX, etϑ une
fonction continue deX versPwk(Y ). SiF est sous-normalisée etϑ(x) est sous-normalisée pour
toutx ∈ X, alors la composition séquentielleF ;ϑ est une prévision sous-normalisée surY .
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On peut ajouter une clause au lemme 11.2.18 :

Lemme 11.4.4SoitX un espace stablement localement relativement compact. SiF est une
prévision sous-normalisée, alors il en est de même der(F ).

Démonstration.Si F est sous-normalisée, alors pour touta,

r(F )(aχX + f) = sup
h∈B,h≪aχX+f

F (h)

= sup
h′,h′′∈B,h′≪aχX ,h′′≪f

F (h′ + h′′)

≤ sup
h′′∈B,h′′≪f

F (aχX + h′′) puisque sih′ ≪ aχX , alorsh′ ≤ aχX ,

et parce queF est croissante

≤ sup
h′′∈B,h′′≪f

(a+ F (h′′)) puisqueF est sous-normalisée

= a+ r(F )(f)

Doncr(F ) est sous-normalisée. ⊓⊔
En général, on peut transporter tout ce que l’on sait sur les prévisions normalisées aux prévi-

sions sous-normalisées. Le prochain lemme est une adaptation au cadre des prévisions de l’astuce
d’Alvarez-Manilla, imitant le lemme 6.3.9.

Lemme 11.4.5SoitX un espace topologique, etF une prévision sous-normalisée surX. Posons
F⊥(f ′) = f ′(⊥) + F (f ′

|X − f ′(⊥)χX) pour toute fonction continue bornéef ′ deX⊥ dansR+,
et oùf ′

|X dénote la restriction def ′ àX.
SiF = αC(ν) pour un jeu sous-normaliséν, alorsF⊥ = αC(ν1

⊥).
Pour toute prévision sous-normaliséeF surX, F⊥ est une prévision normalisée surX⊥. Si

F est basse, resp. haute, il en est de même deF⊥.

Démonstration.SoitF = αC(ν), oùν(X) ≤ 1. Pour toute fonction continue bornéef ′ deX⊥

dansR+,

αC(ν1
⊥)(f ′) = C

∫

x∈X⊥

f ′(x)dν1
⊥ =

∫ +∞

0

ν1
⊥(f ′−1

]t,+∞[)dt

Or ν1
⊥(f ′−1]t,+∞[) = 1 si⊥ ∈ f ′−1]t,+∞[, c’est-à-dire sif ′−1]t,+∞[= X⊥, puisque le seul

ouvert deX⊥ qui contient⊥ estX⊥ lui-même, voir le lemme 6.3.8. Or⊥ ∈ f ′−1]t,+∞[ si et
seulement sif ′(⊥) > t. Si f ′(⊥) ≤ t, ν1

⊥(f ′−1]t,+∞[) = ν(f ′−1]t,+∞[) = ν(f ′
|X

−1]t,+∞[).
Donc

C

∫

x∈X⊥

f ′(x)dν1
⊥ =

∫ f ′(⊥)

0

1dt+

∫ +∞

f ′(⊥)

ν(f ′
|X

−1
]t,+∞[)dt

= f ′(⊥) +

∫ +∞

f ′(⊥)

ν(f ′
|X

−1
]t,+∞[)dt

= f ′(⊥) +

∫ +∞

0

ν(f ′
|X

−1
]t,+∞[)dt− ν(X)f ′(⊥)
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En effet, l’intégrale de0 à f ′(⊥) de ν(f ′
|X

−1]t,+∞[) vaut ν(X)f ′(⊥). C’est parce que sit <

f ′(⊥), f ′
|X

−1]t,+∞[= {x ∈ X|f ′(x) > t} ⊇ {x ∈ X|f ′(x) ≥ f ′(⊥)} = X, puisquef ′ est
continue donc croissante et que⊥ est le plus petit élément deX⊥ par le lemme 6.3.8 ; donc
ν(f ′

|X
−1]t,+∞[) = ν(X).

OrF⊥(f ′) = f ′(⊥)+F (f ′
|X−f ′(⊥)χX) = f ′(⊥)+F (f ′

|X)−ν(X)f ′(⊥), puisqueF = αC(ν)

est colinéaire etf ′
|X etχX sont comonotones. DoncF⊥(f ′) = αC(ν1

⊥)(f ′).
Montrons maintenant que, quelle que soit la prévision sous-normaliséeF surX, F⊥ est une

prévision surX⊥. Pour toutα ∈ R+, F⊥(αf ′) = αf ′(⊥) + F (αf ′
|X − αf ′(⊥)χX) = αF⊥(f ′),

doncF⊥ est positivement homogène. Sif ′ ≤ g′, alorsF⊥(f ′) = f ′(⊥) + F (f ′
|X − f ′(⊥)χX) ≤

f ′(⊥) +F (g′|X − f ′(⊥)χX) (puisqueF est croissante)= f ′(⊥) +F (g′|X − g′(⊥)χX + [g′(⊥)−
f ′(⊥)]χX) ≤ f ′(⊥)+[g′(⊥)−f ′(⊥)]+F (g′|X−g′(⊥)χX) (carF est sous-normalisée)= F ′(g′).

Il est facile de voir queF⊥ est normalisée : pour touta ≥ 0, F⊥(a + f ′) = a + f ′(⊥) +
F (a+ f ′

|X − a− f ′(⊥)) = a+F⊥(f ′). On a utilisé ici queF était colinéaire, et quea etf ′
|X sont

comonotones.
SiF est basse, on aF⊥(f ′+g′) = f ′(⊥)+g′(⊥)+F (f ′

|X +g′|X−f ′(⊥)−g′(⊥)) = f ′(⊥)+

g′(⊥)+F ([f ′
|X − f ′(⊥)]+ [g′|X − g′(⊥)]) ≤ f ′(⊥)+ g′(⊥)+F (f ′

|X − f ′(⊥))+F (g′|X − g′(⊥))

(carF est basse)= F⊥(f ′) + F⊥(g′). De même, siF est haute,F⊥ aussi. ⊓⊔

Lemme 11.4.6SoitX un espace stablement localement relativement compact. SiF = αC(ν)
pour un jeu sous-normalisé continuν, alorsr(F⊥) = F⊥ = αC(ν1

⊥).
Pour toute prévision sous-normalisée continueF surX, r(F⊥) est une prévision normalisée

continue surX⊥. SiF est basse, resp. haute, il en est de même der(F⊥).

Démonstration.D’abord, siν est un jeu sous-normalisé continu, d’une partiF⊥ = αC(ν1
⊥) par

le lemme 11.4.5, d’autre partν1
⊥ est un jeu continu par le lemme 6.3.9. DoncF⊥ = αC(ν1

⊥) est
continue par la proposition 4.2.1, et en particulierr(F⊥) = F⊥.

Supposons queF soit continue, et notons qu’il ne semble pas queF⊥ soit continue en général.
Cependant,r(F⊥) est une prévision continue, qui est basse dès queF l’est, et haute dès queF
l’est, par le lemme 11.2.18. Elle est de plus normalisée, toujours par le lemme 11.2.18, carX⊥

est compact, par le lemme 6.3.8.
On dispose aussi d’une construction en sens inverse, c’est-à-dire une construction analogue

à l’astuce d’Edalat.

Lemme 11.4.7Notons⋐⊥ la relation “bien au-dessous” sur les ouverts deX⊥, en réservant la
notation⋐ pour celle portant sur les ouverts deX. AlorsU ⋐⊥ V si et seulement siV = X⊥,
ou bienU ⋐ V ⊆ X.

SiX est localement relativement compact, resp. relativement cohérent, resp. stablement lo-
calement relativement compact, il en est de même deX⊥.

Démonstration.Rappelons que les ouverts deX⊥ sont ceux deX, plusX⊥ tout entier. Comme
X⊥ est compact, par le lemme 6.3.8, on aU ⋐⊥ V dès queV = X⊥. SiU etV sont deux ouverts
deX, etU ⋐ V , alorsU ⋐⊥ V . En effet, pour toute famille dirigée(Wi)i∈I d’ouverts deX⊥, la
famille (Wi ∩X)i∈I est une famille dirigée d’ouverts deX ; si l’union desWi contientV , alors
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l’union desWi ∩X aussi puisqueV ⊆ X, doncU ⊆Wi ∩X pour un certaini ∈ I, c’est-à-dire
U ⊆ Wi. Réciproquement, siU ⋐⊥ V , soitV = X⊥ soitU etV sont deux ouverts deX. Mais
alors il est évident queU ⋐ V .

Si X est localement relativement compact, fixonsx ∈ X⊥ et V un ouvert deX⊥ contenant
x. Si V = X⊥, V est compact, doncx ∈ V ⋐⊥ V . Sinon, il existe un ouvertU deX tel que
x ∈ U ⋐ V . DoncX⊥ est localement relativement compact.

Si X est relativement cohérent, fixons trois ouvertsU, V1, V2 deX⊥ tels queU ⋐⊥ V1 et
U ⋐⊥ V2. Si V1 = X⊥ ouV2 = X⊥, alors il est clair queU ⋐⊥ V1 ∩ V2, puisqueV1 ∩ V2 vaut
alors soitV1 soit V2. Sinon,U , V1, etV2 sont trois ouverts deX. DoncU ⋐ V1, U ⋐ V2, d’où
U ⋐ V1 ∩ V2. On en déduitU ⋐⊥ V1 ∩ V2. DoncX⊥ est relativement cohérent. ⊓⊔

Lemme 11.4.8Pour toute fonction continue bornéef deX versR+, soitf0 la fonction deX⊥

versR+ qui à⊥ associe0 et à toutx ∈ X associef(x). Alorsf0 est continue.
Pour toute prévision normaliséeF ′ surX⊥, définissonsF ′

6⊥(f) = F ′(f0). AlorsF ′
6⊥ est une

prévision sous-normalisée surX. SiF ′ est basse, resp. haute, resp. linéaire, resp. continue, alors
il en est de même deF ′

6⊥.
Pour toute prévision sous-normaliséeF surX, (F⊥) 6⊥ = F . Si de plusF est continue, etX

est localement relativement compact, alors(r(F⊥))6⊥ = F .

Démonstration. L’image réciproque de l’ouvert]t,+∞[ par f0 vaut f−1]t,+∞[ si t > 0 (un
ouvert deX, donc deX⊥), ou bienX⊥ tout entier sit ≤ 0. Doncf0 est continue.

SoitF ′ une prévision normalisée surX⊥. Fixonsa ≥ 0. Notons que(a+ f)0 ≤ a + f0 ; la
seule différence entre les deux fonctions est que la première envoie⊥ vers0, la seconde envoie
⊥ versa. DoncF ′

6⊥(a+ f) = F ′((a+ f)0) ≤ F ′(a+ f0) = a+F ′(f0) = a+F ′
6⊥(f), en utilisant

le fait queF ′ est normalisée.F ′
6⊥ est croissante carF ′ l’est etf ≤ g impliquef0 ≤ g0. F ′

6⊥ est
positivement homogène carF ′ l’est et(αf)0 = αf0 pour toutα ∈ R+. Le fait queF ′

6⊥ soit basse,
resp. haute, resp. linéaire dès queF ′ l’est est parce que(f + g)0 = f0 + g0. Finalement, siF ′

est continue, alorsF ′
6⊥ est continue, car si(fi)i∈I est une famille dirigée de fonctions continues

bornées de borne supérieuref , alors(fi0)i∈I est elle aussi dirigée, et de borne supérieuref0.
SoitF une prévision sous-normalisée surX. Alors (F⊥) 6⊥(f) = F⊥(f0) = f0(⊥)+F (f0|X−

f0(⊥)χX) = F (f). Donc(F⊥) 6⊥ = F .
Finalement, siF est de surcroît continue, etX est localement relativement compact, mon-

trons que(r(F⊥)) 6⊥ = F . NotonsB la base de〈X → R+〉 donnée à la proposition 11.2.11. Ceci
est bien défini carX est localement relativement compact. Par le lemme 11.4.7,X⊥ est aussi
localement relativement compact : notonsB⊥ la base correspondante de〈X⊥ → R+〉. Notons

que sig′ ∈ B⊥ etg′(⊥) = 0, alorsg′ s’écrit1/2K
∑N

k=1 χUk
, oùK,N ∈ N, et où(Uk)

2K

k=1 forme
une suite décroissante d’ouverts deX. Ceci découle de la définition (proposition 11.2.11). Donc
g′ = g0 pour un certaing ∈ B, à savoirg = 1/2K

∑N
k=1 χUk

, vue cette fois-ci comme fonction de
X dansR+. Ceci arrive notamment lorsqueg′ ≪ f0, puisqu’alorsg′(⊥) ≤ f0(⊥) = 0. De plus,
par le lemme 11.2.10 et le lemme 11.4.7,g0 ≪ f0 si et seulement sig ≪ f . On en déduit que
(r(F⊥))6⊥(f) = r(F⊥)(f0) = supg′∈B⊥,g′≪f0

F⊥(g′) = supg∈B,g≪f F⊥(g0) = supg∈B,g≪f F (g)
(car(F⊥) 6⊥ = F ) = F (f) (carF est continue etB est une base). ⊓⊔
On en déduit :
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Théorème 11.4.9 (Tangente supérieure, cas sous-normalisé) SoitX un espace topologique,
F une prévision basse sous-normalisée surX, etf une fonction continue bornée deX versR+.
Il existe une prévision linéaire sous-normaliséeG telle queF ≤ G etF (f) = G(f).

SiX est stablement localement relativement compact, etF est une prévision basse continue
sous-normalisée, alors on peut de plus demander queG soit continue.

Démonstration.Pour la première partie,F⊥ est une prévision basse normalisée surX⊥, par le
lemme 11.4.5. Construisons la fonctionf0 du lemme 11.4.8. Par le théorème 11.3.10, il existe une
prévision linéaire normaliséeG1 telle queF⊥ ≤ G1 etF⊥(f0) = G1(f0). PosonsG = G1 6⊥. Par
construction,(F⊥) 6⊥ ≤ G1 6⊥, doncF ≤ G, par le lemme 11.4.8. De plus,F (f) = (F⊥) 6⊥(f) =
F⊥(f0) = G1(f0) = G(f).

Pour la deuxième partie, par le lemme 11.4.7,X⊥ est stablement localement relativement
compact. Donc par le théorème 11.3.10, on peut demander queG1 soit continue. Mais alorsG
est continue par le lemme 11.4.8. ⊓⊔

11.5 Tangentes inférieures

On peut, comme dans le cas linéaire, s’intéresser de façon duale aux prévisions hautes. Nous
allons procéder par techniques de dualité convexe-concave. La définition 11.5.2 ci-dessous s’ins-
pire de la proposition 6.2.14, au sens où siF = αC(ν), F⊥ vaut par constructionαC(ν⊥). On
observe d’abord que toute prévision normalisée s’étend naturellement en une fonctionnelle sur
tout 〈X → R〉, pas seulement〈X → R+〉.

Lemme 11.5.1SoitF une prévision normalisée surX.F s’étend en une fonctionnelle de〈X →
R〉 versR par F̂ (f) = F (f + a)− a, pour touta ≥ − infx∈X f(x).

F̂ est normalisée, au sens où̂F (f +a) = F̂ (f)+a pour toute fonctionf ∈ 〈X → R〉 et tout
a ∈ R.

F̂ est croissante : sif ≤ f ′ alors F̂ (f) ≤ F̂ (f ′).
F̂ est positivement homogène : siα ≥ 0 alors F̂ (αf) = αF̂ (f).
SiF est colinéaire, alorŝF est colinéaire.
SiF est basse (concave) alorŝF est concave. SiF est haute (convexe) alorŝF est convexe.
SiF est (Scott-)continue, alorŝF est Scott-continue.

Démonstration. Notons d’abord que la définition ne dépend pas du choix dea : si a, a′ ≥
− infx∈X f(x), en supposant par exemplea ≥ a′, alorsF (f+a)−a = F (f+a′+(a−a′))−a =
F (f + a′) + (a− a′)− a (puisqueF est normalisée)= F (f + a′)− a′.

Montrons queF̂ est normalisée. Soitf ∈ 〈X → R〉, a ∈ R, et fixonsb de sorte que
b ≥ − infx∈X f(x) et b ≥ − infx∈X(f(x) + a). Alors F̂ (f + a) = F (f + a + b) − b =

F (f + (a+ b))− (a+ b) + a = F̂ (f) + a.
F̂ est croissante : sif ≤ f ′ alors, en fixanta ≥ − infx∈X f(x), F̂ (f) = F (f + a) − a ≤

F (f ′ + a)− a = F̂ (f ′).
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F̂ est positivement homogène : lorsqueα = 0, F̂ (αf) = F̂ (0) = F (0) = 0, et sinon
F̂ (αf) = F (αf + a)− a (poura ≥ − infx∈X αf(x)) = α[F (f + a/α)− a/α] = αF̂ (f).

Si F est colinéaire, considérons deux fonctions comonotonesf et g deX dansR. Prenons
a ≥ − infx∈X f(x) et b ≥ − infx∈X g(x). On a donc aussia + b ≥ − infx∈X(f(x) + g(x)), car
infx∈X(f(x)+g(x)) ≥ infx∈X f(x)+infx∈X g(x). Puisquef etg sont comonotones,f+a etg+b
le sont aussi. En effet, on peut écriref = f ′◦h etg = g′◦h avecf ′ etg′ croissantes deR dansR,
eth continue deX dansR, par le lemme 4.4.2. Alorsf +a = (f ′ +a) ◦h etg+ b = (g′ + b) ◦h.
On en déduit quêF (f + g) = F (f + g + (a + b))− a− b = F ((f + a) + (g + b))− a − b =

F (f + a) + F (g + b)− a− b = F̂ (f) + F̂ (g). DoncF̂ est colinéaire.
Si F est concave, alorŝF (f + g) = F (f + g + (a + b)) − (a + b), où nous prenonsa ≥

− infx∈X f(x) etb ≥ − infx∈X g(x), donca+b ≥ − infx∈X(f(x)+g(x)). OrF (f+g+(a+b)) =

F ((f + a)+ (g+ b)) ≥ F (f + a)+F (g+ b). DoncF̂ (f + g) ≥ F (f + a)− a+F (g+ b)− b =

F̂ (f) + F̂ (g). De même, siF est convexe, alorŝF l’est aussi.
Si F est continue, considérons une famille dirigée(fi)i∈I de fonctions continues bornées

deX versR, et supposons que cette famille ait une borne supérieuref ∈ 〈X → R〉. Fixons
a de sorte quea ≥ − infx∈X fi0(x) pour au moins uni0 ∈ I. La sous-famille(fi)i∈J tels
quea ≥ − infx∈X fi(x) est non vide, et donc dirigée puisque sia ≥ − infx∈X fi(x) et a ≥
− infx∈X fj(x), il existe k ∈ I tel quefi, fj ≤ fk, donc− infx∈X fk(x) ≤ a, c’est-à-dire
k ∈ J . De plus, la borne supérieure de cette sous-famille est encore f , car pour touti ∈ I,
il existek ∈ J tel quefi ≤ fk. En effet, pour touti ∈ I, il existek ∈ I tel quefi, fi0 ≤ fk.
Alors a ≥ − infx∈X fk(x), donck ∈ J . On peut donc considérer sans perte de généralité que
a ≥ − infx∈X fi(x) pour touti ∈ I. Alors F̂ (f) = F (f + a) − a = F (supi∈I fi + a) − a =

supi∈I F (fi + a)− a = supi∈I F̂ (fi). ⊓⊔
LorsqueF = αC(ν), c’est-à-dire lorsqueF est la fonctionnelle d’intégration de Choquet des
fonctions à valeurs positives,̂F est la fonctionnelle d’intégration de Choquet des fonctions à
valeurs réelles quelconques. Rappelons que nous avons supposéF normalisée, doncν(X) = 1.
On a en effet :

C

∫

x∈X

(f(x) + a)dν = C

∫

x∈X

f(x)dν + aν(X) = C

∫

x∈X

f(x)dν + a

puisque l’intégrale de Choquet est linéaire en les fonctions comonotones (à valeurs dansR, pas
seulement dansR+, voir la proposition 4.4.3), et quef etaχX sont toujours comonotones.

Il n’est donc pas très surprenant de retrouver toutes les propriétés de l’intégrale de Choquet
pourF̂ .

Définition 11.5.2 SoitX un espace stablement compact. Pour toute prévision normaliséeF sur
X, on définit la fonctionnelleF⊥ de〈Xd → R+〉 versR+ par :

F⊥(g) = − inf
f étagée
f+g≥0

F̂ (f)
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On utilise F̂ plutôt queF car, à l’évidence,f prendra en général des valeurs négatives. On
notera en abrégéF⊥(g) = − inff≥−g F̂ (f). Notons que sia ≥ supx∈X g(x), F

⊥(g) = a −
inff≥−g F (f + a).

Proposition 11.5.3 SoitX un espace stablement compact. Pour toute prévision normaliséeF
surX, F⊥ est une prévision normalisée surXd.

Démonstration. D’abord, F⊥(0) = − inff étagée
f≥0

F̂ (f) = 0 puisqueF̂ est croissante par le

lemme 11.5.1, que la borne inférieure est atteinte enf = 0, et queF̂ (0) = 0. Ensuite, pour tout
α > 0, F⊥(αg) = − inff étagée

f+αg≥0

F̂ (f) = − inff ′ étagée
f ′+g≥0

F̂ (αf ′), en posantf ′ = 1/αf . Comme

F̂ (αf ′) = αF̂ (f ′) par le lemme 11.5.1, on en déduitF⊥(αg) = αF⊥(g). F⊥ est donc positive-
ment homogène.

Soit g ≤ g′. AlorsF⊥(g) = − inff étagée
f+g≥0

F̂ (f) ≤ − inff étagée
f+g′≥0

F̂ (f), puisque toute fonction

étagée telle quef + g ≥ 0 est telle quef + g′ ≥ 0. DoncF⊥ est croissante.
Finalement,F⊥(χXd) = −F̂ (−χX) = 1− F (1− χX) = 1, doncF⊥ est normalisée. ⊓⊔
Pour étudierF⊥, et en particulier établir queF⊥ est continue, nous aurons besoin de quelques

notions nouvelles. L’idée est de transporter les propriétés de styleQ ⊆ U reliant compacts saturés
et ouverts, à des propriétés du même style sur des fonctions.On commence par un cas simple
reliant des fonctions étagées.

Définition 11.5.4 SoitX un espace stablement compact. Soitf une fonction continue bornée de
X dansR, g une fonction continue bornée deXd dansR. On noteg ⊒ −f si et seulement si l’on
peut écrire :

f =
n∑

i=0

aiχUi
g = −

n∑

i=0

aiχQi

avec les mêmes coefficientsa0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+, X = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un une suite
décroissante d’ouverts,X = Q0 ⊇ Q1 ⊇ . . . ⊇ Qn une suite décroissante de compacts saturés,
et à condition queQi ⊆ Ui pour touti, 0 ≤ i ≤ n.

Dans la définition ci-dessus,f et g sont reliées à condition quef soit étagée,g soit aussi d’une
forme ressemblant à celle des fonctions étagées, et avec lesmêmes coefficients. (Nous laissons
en exercice la vérification queg est effectivement une fonction étagée deXd versR.) Puisque
l’on demandeQi ⊆ Ui pour touti, il est clair que sig ⊒ −f , alorsf ≥ −g, doncg ≥ −f .

En passant au dualXd, on peut définir la notion duale⊒d. Rappelons queXdd = X, que les
ouverts deXd sont les complémentairesX \Q de compacts saturésQ deX, et que les compacts
saturés deXd sont les complémentairesX \ U d’ouvertsU deX.
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Définition 11.5.5 SoitX un espace stablement compact. Soitg une fonction continue bornée de
Xd dansR, f une fonction continue bornée deX dansR. On notef ⊒d −g si et seulement si
l’on peut écrire :

g =
n∑

i=0

aiχX\Qi
f = −

n∑

i=0

aiχX\Ui

avec les mêmes coefficientsa0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+,X = X\Q0 ⊇ X\Q1 ⊇ . . . ⊇ X\Qn une
suite décroissante d’ouverts deXd,X = X \U0 ⊇ X \U1 ⊇ . . . ⊇ X \Un une suite décroissante
de compacts saturés deXd, et à condition queX \ Ui ⊆ X \Qi pour touti, 0 ≤ i ≤ n.

De façon équivalente,f ⊒d −g si et seulement si

f = −
(

n∑

i=0

ai

)
χX +

n∑

i=1

aiχUi
g =

(
n∑

i=0

ai

)
χX −

n∑

i=1

aiχQi

etQi ⊆ Ui pour touti, 1 ≤ i ≤ n.
En posantU ′

0 = X, U ′
i = Un+1−i (1 ≤ i ≤ n), a′0 = −∑n

i=0 ai, a′i = an+1−i (1 ≤ i ≤ n), et
de mêmeQ′

0 = X,Q′
i = Qn+1−i (1 ≤ i ≤ n), f ⊒d −g si et seulement si l’on peut écrire :

f =
n∑

i=0

a′iχU ′
i

g = −
n∑

i=0

a′iχQ′
i

avec les mêmes coefficientsa′0 ∈ R, a′1, . . . , a
′
n ∈ R+, X = U ′

0 ⊇ U ′
1 ⊇ . . . ⊇ U ′

n une suite
décroissante d’ouverts,X = Q′

0 ⊇ Q′
1 ⊇ . . . ⊇ Q′

n une suite décroissante de compacts saturés,
et à condition queQ′

i ⊆ U ′
i pour touti, 0 ≤ i ≤ n. On a donc :

Fait 11.5.6 g ⊒ −f si et seulement sif ⊒d −g.
Le lemme 6.2.13 énonce que, lorsqueX est stablement compact, pour toute fonction étagée

f deX dansR, pour toute fonctiong continue bornée deXd dansR telle queg ≥ −f , il existe
une fonction étagéeh deXd dansR telle queg ≥ h ⊒ −f . En passant au dualXd, on obtient :

Lemme 11.5.7SoitX un espace stablement compact. Pour toute fonction étagéeg deXd dans
R, pour toute fonctionf continue bornée deX dansR telle quef ≥ −g, il existe une fonction
étagéeh deX dansR telle quef ≥ h ⊒d −g.

Corollaire 11.5.8 SoitX un espace stablement compact, etF une prévision normalisée surX.
Pour toute fonction étagéeg deXd dansR+,

F⊥(g) = − inf
f⊒d−g

F̂ (f)

Démonstration. Pour toutf ⊒d −g, f ≥ −g, donc inff⊒d−g F̂ (f) ≥ inff≥−g F̂ (f). Réci-
proquement, sif ≥ −g, par le lemme 11.5.7, il existeh ⊒d −g avech ≤ f , donc avec
F̂ (h) ≤ F̂ (f), par le lemme 11.5.1. Doncinff≥−g F̂ (f) ≥ infh⊒d−g F̂ (h). On en déduit que
inff⊒d−g F̂ (f) = inff≥−g F̂ (f) = F⊥(g). ⊓⊔
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Lemme 11.5.9SoitX un espace stablement compact. Pour toute fonction étagéef deX dans
R+, sig ⊒ −f , alors il existe une fonction étagéef ′ deX dansR+ telle queg ⊒ −f ′ etr.f ′ ≪ f
pour toutr, 0 < r < 1.

Démonstration.Écrivons

f =
n∑

i=0

aiχUi

g = −
n∑

i=0

aiχQi

oùX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un,X = Q0 ⊇ Q1 ⊇ . . . ⊇ Qn, etQi ⊆ Ui pour touti. PuisqueX est

localement compact, il existe pour chaquei un compact saturéQ′
i tel queQi ⊆

◦

Q′
i ⊆ Q′

i ⊆ Ui.
Quitte à remplacerQ′

i parQ′
i∪Q′

i+1∪. . .∪Q′
n, on peut supposer queX = Q′

0 ⊇ Q′
1 ⊇ . . . ⊇ Q′

n.

Posonsf ′ =
∑n

i=0 aiχ ◦

Q′
i

. Clairement,g ⊒ −f ′, puisqueQi ⊆
◦

Q′
i.

Il reste à montrer quer.f ′ ≪ f . Commef est à valeurs dansR+, on peut supposera0 = 0,
quitte à décaler les indices de1. On peut de plus supposer queai > 0 pour touti, 1 ≤ i ≤ n. On

a alors
◦

Q′
i ⋐ Ui par le lemme 3.4.11, etUi ⊆ f−1]r.

∑i
j=1 ai,+∞[ ; en effet, pour toutx ∈ Ui,

f(x) ≥ ∑i
j=1 ai > r.

∑i
j=1 ai. Donc

◦

Q′
i ⋐ f−1]r.

∑i
j=1 ai,+∞[, et le lemme 11.2.10 nous

permet de conclure quer.f ′ ≪ f . ⊓⊔
En passant au dual, on obtient :

Lemme 11.5.10SoitX un espace stablement compact. Pour toute fonction étagéeg deXd dans
R+, si f ⊒d −g, alors il existe une fonction étagéeg′ deXd dansR+ telle quef ⊒d −g′ et
r.g′ ≪ g pour toutr, 0 < r < 1.

On déduit de ceci, ainsi que du corollaire 11.5.8, le résultat de continuité suivant :

Lemme 11.5.11SoitX un espace stablement compact, etF une prévision normalisée surX.
Pour toute fonction étagéeg deXd dansR+,

F⊥(g) = sup
g′′ étagée deXd versR+

g′′≪g

F⊥(g′′)

Démonstration.Si g′ ≪ g, alorsg′ ≤ g, doncF⊥(g′) ≤ F⊥(g) par la proposition 11.5.3. Donc
le côté droit est plus petit ou égal au côté gauche. Réciproquement, par le corollaire 11.5.8, pour
tout ǫ > 0, il existef ⊒d −g telle queF⊥(g) ≤ −F̂ (f) + ǫ. Par le lemme 11.5.10, il existe
une fonction étagéeg′ deXd dansR+ telle quef ⊒d −g′ et r.g′ ≪ g pour toutr, 0 < r < 1.
Par le corollaire 11.5.8,−F̂ (f) ≤ F⊥(g′) = 1/rF⊥(r.g′). (Nous avons utilisé ici queF⊥ était
positivement homogène, grâce à la proposition 11.5.3.) Alors g′′ = r.g′ est une fonction étagée
deXd versR+, g′′ ≪ g, et F⊥(g) ≤ 1/rF⊥(g′′) + ǫ. Commeǫ > 0 et r, 0 < r < 1, sont
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arbitraires, on en déduit queF⊥(g) ≤ supg′′≪g F
⊥(g′′) où g′′ parcourt l’ensemble des fonctions

étagées deXd dansR+. ⊓⊔
On peut raffiner ce lemme en considérant le dualBd de la base introduite à la proposi-

tion 11.2.11.

Lemme 11.5.12SoitX un espace stablement compact, etF une prévision normalisée surX.
NotonsBd l’ensemble des fonctions étagées de la forme1/2K

∑N
k=1 χX\Qk

, K,N ∈ N, et où

(Qk)
2K

k=1 forme une suite croissante de compacts saturés deX.
Pour toute fonction étagéeg deXd dansR+,

F⊥(g) = sup
g′′∈Bd,g′′≪g

F⊥(g′′)

Démonstration.Le côté droit est plus petit ou égal au côté gauche, par le lemme 11.5.11. Réci-
proquement, on a :

F⊥(g) = sup
g′ étagée deXd versR+

g′≪g

F⊥(g′) par le lemme 11.5.11

= sup
g′ étagée deXd versR+

∃g′′∈Bd·g′≪g′′≪g

F⊥(g′) par le lemme 11.2.13 appliqué àXd

≤ sup
g′′∈Bd,g′′≪g

F⊥(g′′)

puisqueg′ ≪ g′′ entraîneg′ ≤ g′′ et doncF⊥(g′) ≤ F⊥(g′′). ⊓⊔
Pour montrer queF⊥ est continue, il ne reste plus qu’à faire l’observation suivante.

Lemme 11.5.13SoitX un espace stablement compact, etF une prévision normalisée surX.
Pour toute fonction continue bornéeg deXd dansR+,

F⊥(g) = sup
g′ étagée deXd versR

g′≤g

F⊥(g′)

Démonstration.Le côté droit vautsupg′≤g F
⊥(g′) = supg′≤g supf≥−g′(−F̂ (f)), où g′ parcourt

les fonctions étagées deXd vers R, et f celles deX vers R. Si g′ ≤ g et f ≥ −g′ alors
f ≥ −g, doncsupg′≤g F

⊥(g′) ≤ F⊥(g). Réciproquement, sif ≥ −g, c’est-à-dire sig ≥ −f ,
par le lemme 6.2.13, il existe une fonction étagéeg′ deXd dansR telle queg ≥ g′ ⊒ −f ; en
particulier,g′ ≤ g, etf ≥ −g′, doncF⊥(g) = supf≥−g(−F̂ (f)) ≤ supg′≤g supf≥−g′(−F̂ (f)) =
supg′≤g F

⊥(g′). On en déduit l’égalité. ⊓⊔
Proposition 11.5.14SoitX un espace stablement compact, etF une prévision normalisée sur
X. AlorsF⊥ est une prévision continue surXd. Plus précisément,

F⊥(g) = sup
g′′∈Bd,g′′≪g

F⊥(g′′)

pour toute fonction continue bornéeg deXd versR+.
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Démonstration.Soitg une fonction continue bornée quelconque deXd versR+. Par le lemme 11.5.13,
F⊥(g) est la borne supérieure desF⊥(g′) lorsqueg′ parcourt les fonctions étagées telles que
g′ ≤ g. Par le lemme 11.5.12,F⊥(g′) est la borne supérieure desF⊥(g′′) avecg′′ ∈ Bd, g′′ ≪ g′.
Or g′′ ≪ g′ et g′ ≤ g impliquentg′′ ≪ g, donc le côté droit est plus grand ou égal au côté
gauche. L’inégalité réciproque est évidente, puisqueF⊥ est croissante par la proposition 11.5.3.
Finalement, la fonction qui àg associesupg′′∈Bd,g′′≪g F

⊥(g′′) est continue : c’est la formule
de Scott (lemme 3.6.16), sachant que〈Xd → R+〉 est un ensemble ordonné continu (proposi-
tion 11.2.11) ; doncF⊥ est continue. ⊓⊔

On notera queF⊥ est continue, même sans supposer queF soit continue. Ceci ne devrait
pas être trop surprenant, puisqueν⊥ était continue pour tout jeuν, même non continu (théo-
rème 6.2.6).

La prochaine étape est de montrer queF⊥ est haute dès queF est basse, et réciproquement.
Ceci demande un certain effort, et passe par l’étude de la compatibilité de la relation⊒d avec
l’addition de fonctions, qui est le sujet des deux prochainslemmes.

Lemme 11.5.15SoitX un espace stablement compact. Soith, h′ ∈ Bd, où la baseBd est définie
au lemme 11.5.12. Supposonsf ⊒d −h etf ′ ⊒d −h′. Alorsf + f ′ ⊒d −(h+ h′).

Démonstration.Puisqueh eth′ sont dansBd, écrivons :

h =
1

2K

N∑

i=1

χX\Qi
h′ =

1

2K

N ′∑

j=1

χX\Q′
j

oùQ1 ⊆ . . . ⊆ QN ,Q′
1 ⊆ . . . ⊆ Q′

N ′ sont deux suites croissantes de compacts saturés deX. On
peut prendre le mêmeK dans les définitions des deux fonctions sans y perdre en généralité.

Eu égard à la définition 11.5.5,f etf ′ peuvent alors s’écrire :

f = − 1

2K

N∑

i=1

χX\Ui
f ′ = − 1

2K

N ′∑

j=1

χX\U ′
j

avecU1 ⊆ . . . ⊆ UN , U ′
1 ⊆ . . . ⊆ U ′

N ′ deux suites croissantes d’ouverts deX, et oùQi ⊆ Ui

(1 ≤ i ≤ N ),Q′
j ⊆ U ′

j (1 ≤ j ≤ N ′).
Par le lemme 11.2.15, et en posant par conventionX \ Q0 = X \ Q′

0 = X, c’est-à-dire
Q0 = Q′

0 = ∅, ainsi queX \Qi = ∅ pour touti > N (c’est-à-direQi = X) etX \Q′
j = ∅ pour

tout j > N ′ (c’est-à-direQ′
j = X),

h+ h′ =
1

2K

N+N ′∑

k=1

χX\Q′′
k

oùX \Q′′
k =

⋃
i+j=k(X \Qi) ∩ (X \Q′

j), c’est-à-direQ′′
k =

⋂
i+j=k(Qi ∪Q′

j).
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D’un autre côté, en utilisant le lemme 11.2.15 avecAi = X \ Ui, Bj = X \ Vj (qui ne sont
pas en général ouverts, justifiant ainsi la généralité avec laquelle nous avons énoncé ce lemme),

f + f ′ = − 1

2K

N+N ′∑

k=1

χWk

oùWk =
⋃

i+j=k(Ai ∩ Bj), à condition de poserA0 = B0 = X etAi = ∅ pouri > N , Bj = ∅
pourj > N ′. Si l’on poseU0 = V0 = ∅ etUi = X pouri > N , Vj = X pourj > N ′, alors on a
Ai = X \ Ui pour touti, etBj = X \ Vj pour toutj. PosonsU ′′

k = X \Wk. Alors :

f + f ′ = − 1

2K

N+N ′∑

k=1

χX\U ′′
k

etU ′′
k =

⋂
i+j=k(Ui ∪ Vj). On en déduitQ′′

k ⊆ U ′′
k pour toutk ≥ 1. Par conséquent,f + f ′ ⊒d

−(h+ h′). ⊓⊔
Lemme 11.5.16SoitX un espace stablement compact. Soienth eth′ deux fonctions de la base
Bd définie au lemme 11.5.12. Soitf ′′ une fonction étagée deX versR telle quef ′′ ⊒d −(h+h′).
Il existe deux fonctions étagéesf etf ′ deX versR telles quef ⊒d −h, f ′ ⊒d −h′, etf+f ′ ≤ f ′′.

Démonstration.Écrivons :

h =
1

2K

N∑

i=1

χX\Qi

h′ =
1

2K

N ′∑

j=1

χX\Q′
j

avecQ1 ⊆ . . . ⊆ QN etQ′
1 ⊆ . . . ⊆ Q′

N ′. Nous avons choisi le mêmeK dans la présentation de
h, h′, ce qui n’entâche pas la généralité de l’argument. Posonsh′′ = h+h′. Par le lemme 11.2.15,

h′′ =
1

2K

N+N ′∑

k=1

χX\Q′′
k

oùX \Q′′
k =

⋃
i∈N,j∈N

i+j=k
((X \Qi) ∩ (X \Q′

j)), c’est-à-direQ′′
k =

⋂
i∈N,j∈N

i+j=k
(Qi ∪Q′

j). On a posé

ici X \Q0 = X \Q′
0 = X, c’est-à-direQ0 = Q′

0 = ∅,X \Qi = ∅ pour touti > N , c’est-à-dire
Qi = X pouri > N , et enfinX \Q′

j = ∅ pour toutj > N ′, c’est-à-direQ′
j = X pourj > N ′.

Notons queQ′′
1 ⊆ . . . ⊆ Q′′

N+N ′ ⊆ . . .. En effet, pour toutk ≥ 1,

Q′′
k =

⋂

i+j=k

(Qi ∪Q′
j)

⊆
⋂

i+j=k

(Qi+1 ∪Q′
j) ∩

⋂

i+j=k

(Qi ∩Q′
j+1) puisqueQi ⊆ Qi+1 etQ′

j ⊆ Q′
j+1

=
⋂

i+j=k+1

(Qi ∪Q′
j) = Q′′

k+1
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Nous utilisons maintenant l’hypothèse quef ′′ ⊒d −h′′. Par la définition 11.5.5,f est néces-
sairement de la forme :

f ′′ = −
N ′′∑

k=1

χX\Wk
(11.3)

oùN ′′ = N +N ′,W1 ⊆ . . . . . .WN ′′ , etQ′′
k ⊆Wk pour toutk, 1 ≤ k ≤ N ′′. PosonsW0 = ∅, et

Wk = X pour toutk > N ′′. CommeQ′′
k est une intersection finie non vide de compacts saturés

Qi ∪ Q′
j, une utilisation répétée du lemme 3.3.7 montre qu’il existeune famille d’ouvertsWij,

i, j ∈ N, i+ j ≥ 1, tels que

Qi ∪Q′
j ⊆ Wij

⋂

i+j=k

Wij ⊆Wk

pour tousi, j ∈ N, i+ j ≥ 1, pour l’inclusion de gauche, et pour toutk ≥ 1 pour celle de droite.
On peut de plus supposer que la familleWij est croissante, au sens où sii ≤ i′ etj ≤ j′, alors

Wij ⊆ Wi′j′. En effet, on peut toujours considérer la familleW ′
ij =

⋂
i′≥i
j′≥j

Wij à la place deWij.

La famille desW ′
ij est trivialement croissante. De plus, pouri > N , j > N ′, on aX = Qi∪Q′

j ⊆
Wij, doncWij = X pour i, j assez grands. On en déduit queW ′

ij est une intersection d’ouverts
dont au plus un nombre fini est différent deX, autrement dit queW ′

ij est une intersection finie
d’ouverts. DoncW ′

ij est toujours un ouvert. Ensuite,Qi ∪ Q′
j ⊆ Qi′ ∪ Q′

j′ ⊆ Wi′j′ pour tous
i′ ≥ i, j′ ≥ j, doncQi ∪ Q′

j ⊆ W ′
ij. Finalement,

⋂
i+j=k W

′
ij ⊆

⋂
i+j=k Wij ⊆ Wk, puisque

clairementW ′
ij ⊆ Wij.

Posons d’autre partW00 = ∅. Nous disposons donc d’une famille d’ouvertsWij, i, j ∈ N,
tels queQi ∪ Q′

j ⊆ Wij ,
⋂

i+j=k Wij ⊆ Wk, et (Wij)i,j∈N
est croissante. D’autre part, comme

Qi ∪ Q′
j ⊆ Wij , et queQi = X dès quei > N etQ′

j = X dès quej > N ′, Wij = X dès que
i > N ou j > N ′.

DéfinissonsUi =
⋂

j∈N
Wij pour touti ∈ N, etVj =

⋂
i∈N

Wij. Comme(Wij)i,j∈N
est crois-

sante, les familles(Ui)i∈N
et(Vj)j∈N

sont elles aussi croissantes. Posonsf = −1/2K
∑N

i=1 χX\Ui
,

f ′ = −1/2K
∑N ′

j=1 χX\Vj
.

On remarque queQi ⊆ Ui pour touti, 1 ≤ i ≤ N . En effet, commeQi ∪ Q′
j ⊆ Wij pour

tousi et j, Qi ⊆ Wij, doncQi ⊆
⋂

j∈N
Wij = Ui. Vu les formes respectives def et deh, par la

définition 11.5.5, on af ⊒d −h. De même,Q′
j ⊆ Vj pour toutj, 1 ≤ j ≤ N ′, doncf ′ ⊒d −h′.

Il ne reste plus qu’à montrer quef + f ′ ≤ f ′′. Écrivonsf , f ′, et f ′′ sous la forme standard
des fonctions étagées.

f = − N
2K

χX +
1

2K

N∑

i=1

χUN+1−i

f ′ = −N
′

2K
χX +

1

2K

N ′∑

j=1

χVN′+1−j

f ′′ = −N
′′

2K
χX +

1

2K

N ′′∑

k=1

χWN′′+1−k
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Nous avons réindexé les sommes suri, j, k, de sorte que les suites(UN+1−i)
N
i=1, (VN ′+1−j)

N ′

j=1,

et (WN ′′+1−k)
N ′′

k=1 soient décroissantes.
En utilisant le lemme 11.2.15, on sait que

N∑

i=1

χU ′
i
+

N ′∑

j=1

χV ′
j

=
N ′′∑

k=1

χW ′
k

oùW ′
k =

⋃
i,j∈N

i+j=k
i≤N,j≤N ′

(U ′
i ∩ V ′

j ) dès lors que nous adoptons la convention queU ′
0 = V ′

0 = X. Le

fait de limiter l’union définissantW ′
k aux i et j tels quei ≤ N et j ≤ N ′ nous permet de faire

l’économie de l’hypothèse queU ′
i = ∅ pouri > N etV ′

j = ∅ pourj > N ′. PosonsU ′
i = UN+1−i,

0 ≤ i ≤ N . Notons queU ′
0 = X, puisqueU ′

0 = UN+1 =
⋂

j∈N
W(N+1)j = X, vu queWij = X

dès quei > N . De même,V ′
0 vaut bienX lui aussi. On a donc :

N∑

i=1

χUN+1−i
+

N ′∑

j=1

χVN′+1−j
=

N ′′∑

k=1

χW ′
k

etW ′
k =

⋃
i,j∈N

i+j=k
i≤N,j≤N ′

(U ′
i ∩ V ′

j ) =
⋃

i,j∈N

i+j=k
i≤N,j≤N ′

(UN+1−i ∩ VN ′+1−j). Or si i + j = k, i ≤ N , et

j ≤ N ′,

UN+1−i ∩ VN ′+1−j =
⋂

j′∈N

W(N+1−i)j′ ∩
⋂

i′∈N

Wi′(N ′+1−j)

⊆
N ′−j⋂

j′=0

W(N+1−i)j′ ∩
N−i⋂

i′=0

Wi′(N ′+1−j)

⊆
N ′−j⋂

j′=0

W(N+N ′+1−k−j′)j′ ∩
N−i⋂

i′=0

Wi′(N+N ′+1−k−i′)

puisque la famille(Wi′′j′′)i′′,j′′∈N
est croissante,

queN + 1− i ≤ N +N ′ + 1− k − j′ dès quei+ j = k, j′ ≤ N ′ − j
et queN ′ + 1− j ≤ N +N ′ + 1− k − i′ dès quei+ j = k, i′ ≤ N − i

=
N+N ′+1−k⋂

i′=N+1−i

Wi′(N+N ′+1−k−i′) ∩
N−i⋂

i′=0

Wi′(N+N ′+1−k−i′)

en réindexant la première union viai′ = N +N ′ + 1− k − j′,
sachant que− k + j = −i

=
N+N ′+1−k⋂

i′=0

Wi′(N+N ′+1−k−i′) =
⋂

i′,j′∈N

i′+j′=N+N ′+1−k

Wi′j′

⊆ WN+N ′+1−k = WN ′′+1−k
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DoncW ′
k ⊆ WN ′′+1−k pour toutk, 1 ≤ k ≤ N ′′. Donc

∑N
i=1 χUN+1−i

+
∑N ′

j=1 χVN′+1−j
≤

∑N ′′

k=1 χWN′′+1−k
, d’où l’on déduit :

f + f ′ = −N +N ′

2K
χX +

1

2K

(
N∑

i=1

χUN+1−i
+

N ′∑

j=1

χVN′+1−j

)

≤ −N
′′

2K
+

1

2K

N ′′∑

k=1

χWN′′+1−k

et ceci n’est rien d’autre quef ′′. ⊓⊔

Proposition 11.5.17SoitX un espace stablement compact, etF une prévision normalisée sur
X. SiF est basse, alorsF⊥ est haute. SiF est haute, alorsF⊥ est basse.

Démonstration.SupposonsF basse, c’est-à-dire sur-linéaire. Soienth et h′ deux éléments de
Bd. On a :

F⊥(h) + F⊥(h′) = − inf
f⊒d−h

F̂ (f)− inf
f ′⊒d−h′

F̂ (f ′) par le corollaire 11.5.8

= − inf
f⊒d−h

f ′⊒d−h′

F̂ (f) + F̂ (f ′)

≥ − inf
f⊒d−h

f ′⊒d−h′

F̂ (f + f ′)

puisqueF est basse, donĉF aussi par le lemme 11.5.1

= − inf
f ′′⊒d−(h+h′)

F̂ (f ′′)

En effet, sif ⊒d −h et f ′ ⊒d −h′, alors f ′′ = f + f ′ est telle quef ′′ ⊒d −(h + h′)

par le lemme 11.5.15, doncinf f⊒d−h
f ′⊒d−h′

F̂ (f + f ′) ≥ inff ′′⊒d−(h+h′) F̂ (f ′′). Réciproquement, si

f ′′ ⊒d −(h + h′) alors on peut trouverf ⊒d −h et f ′ ⊒d −h′ telles quef + f ′ ≤ f ′′, par le
lemme 11.5.16, doncinff ′′⊒d−(h+h′) F̂ (f ′′) ≥ inf f⊒d−h

f ′⊒d−h′

F̂ (f + f ′).

En utilisant le corollaire 11.5.8 de nouveau, on en déduit queF⊥(h)+F⊥(h′) ≥ F⊥(h+h′).
Dans le cas général, prenons deux fonctions continues bornéesg et g′ deXd dansR+, alors

F⊥(g) + F⊥(g′) = sup
h∈Bd,h≪g

F⊥(h) + sup
h′∈Bd,h′≪g′

F⊥(h′) par la proposition 11.5.14

= sup
h,h′∈Bd

h≪g,h′≪g′

F⊥(h) + F⊥(h′)

≥ sup
h,h′∈Bd

h≪g,h′≪g′

F⊥(h+ h′)

= sup
h′′∈Bd,h′′≪g+g′

F⊥(h′′)
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par le lemme 11.2.14 et le lemme 11.2.16. Or ceci estF⊥(g + g′) par la proposition 11.5.14.
DoncF⊥ est haute.

Le fait queF⊥ soit basse dès queF est haute se démontre de façon exactement similaire.⊓⊔

Proposition 11.5.18SoitX un espace stablement compact. Pour toute prévision continue nor-
maliséeF surX, F⊥⊥ = F .

Démonstration.Soitf une fonction étagée quelconque deX versR+. Fixonsa ≥ supx∈X f(x).
On a :

F⊥⊥(f) = a− inf
g≥−f

F⊥(g + a)

= a− inf
g≥−f

(− inf
h≥−g−a

F̂ (h))

= a+ sup
g≥−f

inf
h≥−g−a

F̂ (h)

= sup
g≥−f

inf
h≥−g−a

F̂ (h+ a) puisqueF est normalisée

= sup
g≥−f

inf
h≥−g

F̂ (h)

où g eth sont prises parmi les fonctions étagées deXd, resp.X, dansR. Or pour toute fonction
étagéeg ≥ −f , infh≥−g F̂ (h) ≤ F̂ (f), puisque l’on peut prendreh = f ≥ −g. (Rappelons que
f est étagée.) DoncF⊥⊥(f) ≤ F (f).

L’inégalité réciproque se démontre par une version améliorée de la technique du lemme 6.2.2.
Écrivonsf sous la formef =

∑n
i=1 aiχUi

, oùU1 ⊇ . . . ⊇ Un est une suite décroissante d’ouverts
deX, eta1, . . . , an ∈ R+. Par extension, posonsU0 = X, Un+1 = ∅.

Pour touti, 1 ≤ i ≤ n, pour toutx ∈ Ui, commeX est localement compact, il existe

un compact saturéQx tel quex ∈
◦

Qx ⊆ Qx ⊆ Ui. DoncUi =
⋃

x∈Ui

◦

Qx. DoncUi est aussi

l’union de la famille dirigée des
⋃

x∈Ei

◦

Qx lorsqueEi parcourt les parties finies deUi. Comme

⋃
x∈Ei

◦

Qx ⊆
◦︷ ︸︸ ︷⋃

x∈Ei

Qx ⊆ Ui, Ui est aussi l’union de la famille (dirigée) des

◦︷ ︸︸ ︷⋃

x∈Ei

Qx, lorsqueEi

parcourt les parties finies deUi. Notons que
⋃

x∈Ei
Qx est un compact saturé inclus dansUi. Ui

est donc aussi l’union de la famille dirigée des compacts saturésQi inclus dansUi.
On en déduit quef est la borne supérieure de la famille dirigée des fonctions

∑n
i=1 aiχ ◦

Qi

,

lorsqueQ1, . . . ,Qn parcourent les compacts saturés deU1, . . . ,Un respectivement, avecQ1 ⊇
Q2 ⊇ . . . ⊇ Qn. Ceci se démontre par récurrence surn. C’est évident pourn = 0. Pourn ≥
1,
∑n

i=2 aiχUi
est la borne supérieure de la famille dirigée des

∑n
i=2 aiχ ◦

Qi

, lorsqueQ2, . . . ,

Qn parcourent les compacts saturés deU2, . . . ,Un respectivement, avecQ2 ⊇ . . . ⊇ Qn, par
hypothèse de récurrence. MaisχU1 = supQ1⊆U1

χ ◦
Q1

. Comme pour tout compact saturéQ1 ⊆ U1,

il en existe un autre (à savoirQ1 ∪ Q2) qui contient en plusQ2, χU1 = supQ1 compact saturé
Q2⊆Q1⊆U1

χ ◦
Q1

.

D’où le résultat.
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Pour toutǫ > 0, il existe doncn compacts saturésQ1 ⊇ Q2 ⊇ . . . ⊇ Qn inclus dansU1, . . . ,
Un respectivement, tels quef − ǫ ≤∑n

i=1 aiχ ◦
Qi

≤ f . Posonsg = −∑n
i=1 aiχQi

: g est continue

deXd versR, puisque−χQi
est continue deXd versR pour touti ∈ I. De plus,g ne prend

qu’un nombre fini de valeurs, et est donc étagée deXd versR.
Pour toute fonction étagéeh deX dansR telle queh ≥ −g, c’est-à-dire telle queh ≥∑n

i=1 aiχQi
, on ah ≥ ∑n

i=1 aiχ ◦
Qi

≥ f − ǫ. Donc infh≥−g F̂ (h) ≥ F̂ (f − ǫ) (puisqueF̂ est

croissante, par le lemme 11.5.1)= F̂ (f) − ǫ (puisqueF̂ est normalisée, de nouveau par le
lemme 11.5.1)= F (f)− ǫ.

En faisant varierg, on en déduit queF⊥⊥(f) = supg≥−f infh≥−g F (h) ≥ F (f)− ǫ. Comme
ǫ est arbitraire,F⊥⊥(f) ≥ F (f). PuisqueF⊥⊥(f) ≤ F (f), F⊥⊥(f) = F (f).

Dans le cas général oùf n’est plus nécessairement étagée,F⊥⊥(f) = supf ′∈B,f ′≪g F
⊥⊥(f ′)

par la proposition 11.5.14. Nous venons de voir queF⊥⊥(f ′) = F ′′(f ′) pour toutf ′ ∈ B, et l’on
conclut parce queF est continue, et queB est une base, par la proposition 11.2.11. ⊓⊔

Résumons tout ceci :

Théorème 11.5.19 (Dualité convexe-concave)SoitX un espace stablement compact. Pour toute
prévision normaliséeF surX, F⊥ est une prévision normalisée surXd. De plus,

1. F⊥ est continue ;

2. siF est basse, alorsF⊥ est haute ;

3. siF est haute, alorsF⊥ est basse ;

4. siF est linéaire, alorsF⊥ aussi ;

5. siF = αC(ν), alorsF⊥ = αC(ν⊥) ;

6. siF est continue et colinéaire, alorsF⊥ aussi ;

7. siF est continue, alorsF⊥⊥ = F .

Démonstration.QueF⊥ soit une prévision normalisée est la proposition 11.5.3. Lepoint 1. est
par la proposition 11.5.14. Les points 2. et 3. sont par la proposition 11.5.17. Le point 4. est une
conséquence facile des deux précédents. Le point 5. est par définition deF⊥ (définition 11.5.2)
et par la proposition 6.2.14. Le point 6. est une conséquencedu point 5. et de l’isomorphisme
entre jeux continus et prévisions colinéaires continues (théorème 10.1.8). Le point 7. est la pro-
position 11.5.18. ⊓⊔

Finalement, la dualité renverse l’ordre.

Lemme 11.5.20SoitX un espace stablement compact. SiF ≤ F ′ alorsF ′⊥ ≤ F⊥.

Démonstration.Si F ≤ F ′, alorsF̂ ≤ F̂ ′. On conclut par la définition 11.5.2. ⊓⊔
On en déduit donc l’analogue du théorème 6.2.11, dans le cas des prévisions :

Théorème 11.5.21SoitX un espace stablement compact. AlorsF 7→ F⊥ définit un isomor-
phisme entre :
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– l’ensemble ordonné des prévisions normalisées continuessurX et l’opposé de l’ensemble
ordonné des prévisions normalisées continues surXd ;

– l’ensemble ordonné des prévisions basses (resp., hautes)continues normalisés surX et
l’opposé de l’ensemble ordonné des prévisions hautes (resp., basses) continues normali-
sées surXd ;

– l’ensemble ordonné des prévisions linéaires continues normalisées surX et l’opposé de
l’ensemble ordonné des prévisions linéaires continues normalisées surXd.

Théorème 11.5.22 (Tangente inférieure, cas continu, normalisé) SoitX un espace stablement
compact,F une prévision haute continue normalisée. Il existe une prévision linéaire continue
normaliséeG telle queG ≤ F . De plus, pour toute fonction continue bornéef deX versR+,
F (f) = supG≤F G(f), oùG parcourt l’espace des prévisions linéaires continues normalisées.

Démonstration.Par le théorème 11.5.19,F⊥ est une prévision basse continue normalisée sur
Xd. Pour toute fonction continue bornéeg deXd versR+, il existe donc une prévision linéaire
continue normaliséeGg surXd telle queF⊥ ≤ Gg etF⊥(g) = Gg(g), par le théorème 11.3.10.

Notons queG⊥
g est une prévision linéaire continue normalisée surX, par le théorème 11.5.19,

points 1. et 4.
Il existe donc une prévision continueG ≤ F , à savoirG⊥

g , pour n’importe quelle fonc-
tion continue bornéeg deXd versR+. En effet, puisqueF⊥ ≤ Gg, on aG⊥

g ≤ F⊥⊥ par le
lemme 11.5.20, doncG⊥

g ≤ F par la proposition 11.5.18.
Pour toute fonction continue bornéef deX dansR+, pour toutǫ > 0, il existe une fonc-

tion étagéeg′ de Xd dansR telle queg′ + f ≥ 0 et telle queF⊥⊥(f) ≤ −F̂⊥(g′) + ǫ,

puisqueF⊥⊥(f) = − infg′ étagée
g′+f≥0

F̂⊥(g′). Le côté gauche de l’inégalité vautF (f) par la pro-

position 11.5.18, et le côté droit vauta − F⊥(a + g′) + ǫ pour a assez grand, c’est-à-dire
a − Ga+g′(a + g′) + ǫ = −Ĝa+g′(g

′) + ǫ ≤ G⊥
a+g′(f) + ǫ. Il existe donc une prévision li-

néaire continue normaliséeG, à savoirG⊥
a+g′, telle queF (f) ≤ G(f) + ǫ. De plus,G ≤ F car

F⊥ ≤ Ga+g′, doncG⊥
a+g′ ≤ F⊥⊥ = F , en utilisant le lemme 11.5.20 et la proposition 11.5.18.

Commeǫ est arbitraire,F (f) est bien la borne supérieure desG(f) lorsqueG parcourt l’espace
des prévisions linéaires continues normalisées au-dessous deF . ⊓⊔

Corollaire 11.5.23 (Tangente inférieure, cas continu, sous-normalisé) SoitX un espace sta-
blement localement compact,F une prévision haute continue sous-normalisée. Il existe une
prévision linéaire continue sous-normaliséeG telle queG ≤ F . De plus, pour toute fonction
continue bornéef deX versR+, F (f) = supG≤F G(f), oùG parcourt l’espace des prévisions
linéaires continues sous-normalisées.

Démonstration.Par le lemme 6.3.8,X⊥ est stablement compact. Par le lemme 11.4.6,r(F⊥) est
une prévision haute continue normalisée surX⊥. Par le théorème 11.5.22, il existe une prévision
linéaire continue normaliséeG1 telle queG1 ≤ r(F⊥). CommeG1 ≤ r(F⊥), G1 ≤ F⊥, donc
G1 6⊥ ≤ (F⊥) 6⊥ = F , par le lemme 11.4.8. Il existe donc une prévision linéaire continue sous-
normaliséeG surX telle queG ≤ F , à savoirG1 6⊥, encore par le lemme 11.4.8.
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Le théorème 11.5.22 énonce de plus que, pour toute fonction continue bornéef ′ deX⊥

vers R+, r(F⊥)(f ′) = supG1≤r(F⊥)G1(f
′), où G1 parcourt les prévisions linéaires continues

normalisées surX⊥. CommeF est continue, par le lemme 11.4.8, pour toute fonction continue
bornéef deX dansR+, F (f) = (r(F⊥))6⊥(f) = r(F⊥)(f0) = supG1≤r(F⊥)G1(f0), où G1

parcourt les prévisions linéaires continues normalisées surX⊥. Pour chacune de ces prévisions
G1, posonsG = G1 6⊥. Alors G1(f0) = G(f), etG est une prévision linéaire continue sous-
normalisée par le lemme 11.4.8. De plus,G ≤ (r(F⊥)) 6⊥ = F . DoncF (f) ≤ supG≤F G(f), oùG
parcourt les prévisions linéaires continues sous-normalisées surX. L’inégalité réciproque vient
du fait que pour toute prévision linéaire continue sous-normaliséeG surX, telle queG ≤ F ,
la prévisionG1 = r(G⊥) est linéaire, continue, et normalisée surX⊥ par le lemme 11.4.6,
G1 ≤ r(F⊥), etG1(f0) = (r(G⊥))6⊥(f) = G(f). DoncF (f) = supG≤F G(f). ⊓⊔

11.6 La topologie faible sur les espaces de prévisions

Nous allons montrer que tous les espaces de prévisions qui neconsistent qu’en des prévi-
sions normalisées ou sous-normalisés, sont stablement compacts dans la topologie faible, mo-
dulo quelques conditions sur l’espaceX dans le cas des prévisions continues. Les arguments
sont similaires à ceux de la section 4.5.

On peut envoyer tout espace de prévisions sous-normaliséessurX dans l’espace stablement
compactZ =

∏
f∈〈X→R+〉

supx∈X f(x)=1

[0, 1], par la fonctione qui à toute prévision sous-normaliséeF

associe la famille desF (f), lorsquef varie parmi les fonctions continues bornées deX versR+

de borne supérieure1. Réciproquement, pour tout famillez = (zf) f∈〈X→R+〉
supx∈X f(x)=1

d’éléments de

[0, 1], on peut définir une fonctionnelle positivement homogènem(z) de 〈X → R+〉 versR+

par :m(z)(0) = 0,m(z)(f) = azf/a lorsquea = supx∈X f(x) > 0.
On rappelle que[0, 1], muni de sa topologie de Scott, est stablement compact (lemme 4.5.6).

On note[0, 1]′ l’espace de Nachbin associé à[0, 1], c’est-à-dire muni de la topologie patch. La
topologie de[0, 1]′ est la topologie métrique usuelle. On rappelle aussi que la topologie patch
d’un produit d’espaces stablement compacts coïncide avec le produit des topologies patch (Jung,
2004, Proposition 2.15). L’espace de NachbinZ ′ obtenu en équipantZ de sa topologie patch
égale donc

∏
f∈〈X→R+〉

supx∈X f(x)=1

[0, 1]′, muni de l’ordre composante par composante.

Lemme 11.6.1SoitX un espace topologique, etZ =
∏

f [0, 1], où le produit est indexé par
les fonctions continues deX dansR+ de borne supérieure égale à1. Soitm la fonction qui à
tout z ∈ Z associe la fonctionnelle positivement homogènem(z) de〈X → R+〉 versR+ par :
m(z)(0) = 0,m(z)(f) = a× zf/a lorsquea = supx∈X f(x) > 0.

Le sous-espace deZ formé desz tels quem(z) est une prévision, resp. basse, resp. haute,
resp. linéaire, resp. sous-normalisée, resp. normalisée,est patch-fermé dansZ, et donc stable-
ment compact.

Démonstration.On applique le théorème 3.6.14 avecT l’espace desf ∈ 〈X → R+〉 telles que
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supx∈X f(x) = 1,A = [0, 1],B = S, etΣ un ensemble d’équations patch-continues prises parmi
celles qui suivent, oùx ≤ y dénote l’équationmax(x, y) = y.

– a × _(f/a) ≤ b × _(g/b), pour toutes fonctionsf, g ∈ 〈X → R+〉 qui sont non identi-
quement nulles telles quef ≤ g, où a = supx∈X f(x), b = supx∈X g(x) ; ceci exprime
quem(z)(f) ≤ m(z)(g) pour toutesf ≤ g (au moins lorsquef 6= 0 ; le casf = 0 est
évident), c’est-à-dire quem(z) est croissante, donc une prévision ;

– a×_(f/a)+b×_(g/b) ≤ c×_((f+g)/c) pour toutes fonctionsf, g ∈ 〈X → R+〉 qui sont
non identiquement nulles, aveca = supx∈X f(x), b = supx∈X g(x), c = supx∈X f(x) +
g(x) (m(z) est basse) ;

– c× _((f + g)/c) ≤ a× _(f/a) + b× _(g/b) (m(z) est haute) ;
– (a+b)×_((a+f)/(a+b)) ≤ a+b×_(f/b) pour toutf ∈ 〈X → R+〉 non identiquement

nulle et touta > 0, où b = supx∈X f(x) ; ceci signifie quem(z)(a + f) ≤ a + m(z)(f)
pour toutf 6= 0 (le casf = 0 est évident, carm(z)(a) = a×m(z)(a/a) ≤ a ; le casa = 0
aussi), c’est-à-dire quem(z) est sous-normalisée.

– (a+b)×_((a+f)/(a+b)) = a+b×_(f/b) pour toutf ∈ 〈X → R+〉 non identiquement
nulle et touta > 0, où b = supx∈X f(x) ; plusa × _(1) = a pour touta > 0 (le cas oùf
est identiquement nulle) ; ceci exprime quem est normalisée. ⊓⊔

Lemme 11.6.2SoitP≤1 wk(X) l’espace des prévisions sous-normalisées surX, muni de la to-
pologie faible. Soite la fonction deP≤1 wk(X) versZ qui à touteF ∈ P≤1 wk(X) associe la
famille desF (f), lorsquef varie parmi les fonctions continues bornées deX versR+ de borne
supérieure1.

SoitZ≤1 le sous-espace deZ formé desz tels quem(z) est une prévision sous-normalisée.
AlorsZ≤1 est stablement compact, ete définit un homéomorphisme deP≤1 wk(X) surZ≤1, dont
l’inverse est la fonctionm définie au lemme 11.6.1, restreinte àZ≤1.

Démonstration. D’abord, e est bien à valeurs dansZ, car pour toutf de borne supérieure1,
F (f) ≤ F (χX) ≤ 1.

Ensuite,Z≤1 est patch-fermé dans l’espace stablement compactZ, et stablement compact,
par le lemme 11.6.1.

Montrons quee est continue deP≤1 wk(X) versZ≤1. Pour ceci, il suffit de montrer quee est
continue deP≤1 wk(X) versZ, c’est-à-dire de démontrer que la fonction qui àF associee(F )(f)
est continue deP≤1 wk(X) vers[0, 1] pour toute fonction continuef de borne supérieure1. Or
pour toutr ∈ R, l’image réciproque de]r,+∞[ est{F ∈ P≤1 wk(X)|F (f) > r} est l’ouvert
faible [f > r].

Montrons quem est continue. Considérons un ouvert faible de la forme[f > r]. Il suffit de
montrer quem−1[f > r] est ouvert dansZ. C’est évident sif est identiquement nulle, car alors
soit r < 0, [f > r] = P≤1 wk(X) et alorsm−1[f > r] = Z≤1, soit r ≥ 0, [f > r] = ∅ et alors
m−1[f > r] = ∅. Posons donca = supx∈X f(x) 6= 0. Alorsm−1[f > r] = {z ∈ Z|a×zf/a > r}
est l’ouvert deZ formé desz dont la composantef/a est dans]r/a, 1]. Comme]r/a, 1] est ouvert
dans[0, 1],m−1[f > r] est ouvert.

On vérifie quem(e(F )) = F pour toutF ∈ P≤1 wk(X). Pour toute fonction continue bornée
f , soit f = 0 et alorsm(e(F ))(f) = 0 = F (f), soit a = supx∈X f(x) est non nul. Alors
m(e(F ))(f) = a× e(F )f/a = a× F (f/a) = F (f), puisqueF est positivement homogène.
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On a aussie(m(z)) = z pour toutz ∈ Z≤1. En effet, pour toute fonction continuef de borne
supérieure1, e(m(z))f = m(z)(f) = 1× zf/1 = zf . Donce etm sont deux fonctions continues
inverses l’une de l’autre. ⊓⊔

On en déduit donc facilement :

Proposition 11.6.3 SoitX un espace topologique. SoitP n’importe quelle conjonction de pro-
priétés de prévisions sous-normalisées parmi “basse”, “haute”, “linéaire”, “normalisée”. L’es-
pace des prévisions sous-normalisées surX vérifiantP , muni de la topologie faible, est stable-
ment compact.

Démonstration.Par le lemme 11.6.1, puisque tout sous espace patch-fermé d’un espace stable-
ment compact est stablement compact, et queP≤1 wk(X) est stablement compact, puisqu’homéo-
morphe à l’espace stablement compactZ≤1. ⊓⊔

Intéressons-nous maintenant aux espaces de prévisions continues. Nous procédons, comme
à la section 4.5, via l’utilisation d’une rétraction. Celle-ci est donnée par la formule de Scott
(lemme 3.6.16), telle que nous l’avons utilisée au lemme 11.2.18.

Proposition 11.6.4 SoitX un espace stablement localement relativement compact. Soit P n’im-
porte quelle conjonction de propriétés de prévisions parmi“basse”, “haute”, “linéaire”, “sous-
normalisée”, et “normalisée” siX est compact. La fonctionr définie au lemme 11.2.18 et l’in-
jection canoniques des prévisions continues dans les prévisions surX définissent une rétraction
et une section, respectivement, entre l’espace des prévisions continues vérifiantP surX avec la
topologie faible et l’espace des prévisions vérifiantP surX avec la topologie faible.

Démonstration.La préservation deP est due au lemme 11.2.18 et au lemme 11.4.4.
Il ne reste qu’à montrer quer et s définissent une rétraction. Clairement,r(s(F )) = F pour

toute prévision continueF . En effet,r(s(F )) = r(F ) = F puisquer(F ) est la plus grande
fonctionnelle continue inférieure ou égale àF . De plus,s est continue. Il ne reste qu’à montrer
quer est continue. L’image réciproque parr de l’ensemble des prévisions continuesF telles que
F (f) > r est l’ensemble des prévisionsF telles quesupg∈B,g≪f F (g) > r, c’est-à-dire telles
qu’il existe g ∈ B, g ≪ f , telle queF (g) > r. C’est donc une union d’ouverts faibles de la
forme [g > r], avecg ∈ B, g ≪ f , et donc elle-même un ouvert faible. ⊓⊔

Il s’ensuit immédiatement :

Théorème 11.6.5SoitX un espace stablement localement relativement compact. Lesespaces`
P≤1 wk(X),

a
P≤1 wk(X), P△

≤1 wk(X) sont stablement compacts.

Si de plusX est compact,̀ P1 wk(X),
a

P1 wk(X), P△
1 wk(X) sont stablement compacts.

Démonstration.Pour toute propriété parmi “basse”, “haute”, “linéaire”, et “normalisée” siX
est compact, l’espace des prévisions continues sous-normalisées vérifiantP apparaît comme
un rétract de l’espace de toutes les prévisions sous-normalisées, non nécessairement continues,
vérifiantP . C’est la proposition 11.6.4. Par la proposition 11.6.3, ces derniers espaces sont sta-
blement compacts. On conclut par le lemme de Lawson 3.2.2. ⊓⊔
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11.7 Le cœur et la peau

Introduisons deux notions très proches de celle d’âme et d’écorce des prévisions colinéaires,
que nous appellerons le cœur et la peau. Comme pour l’âme, le cœur contiendra toutes les tan-
gentes supérieures, et comme pour l’écorce, la peau contiendra toutes les tangentes inférieures.

Définition 11.7.1 (Cœur) SoitX un espace topologique. SiF est une fonctionnelle de〈X →
R+〉 versR+, on appellecœurCoeur(F ) deF l’ensemble des fonctionnelleslinéairesG telles
queF ≤ G. Soncœur continuCCoeur(F ) est le sous-ensemble deCoeur(F ) formé des fonc-
tionnelles linéairescontinues.

On définit de même lecœur normaliséCoeur1(F ) comme étant l’ensemble des prévisions
linéaires normalisées du cœur deF , le cœur continu normaliséCCoeur1(F ) = CCoeur(F ) ∩
P

△
1 (X), le cœur sous-normaliséCoeur≤1(F ) formé des prévisions linéaires sous-normalisées

du cœur deF , et lecœur continu sous-normaliséCCoeur≤1(F ) = CCoeur(F ) ∩P
△
≤1(X).

Définition 11.7.2 (Peau)SoitX un espace topologique. SiF est une fonctionnelle de〈X →
R+〉 versR+, on appellepeauPeau(F ) deF l’ensemble des fonctionnelleslinéairesG telles
queG ≤ F . Sapeau continueCPeau(F ) est le sous-ensemble dePeau(F ) formé des prévisions
normalisées linéairescontinues. On définit comme ci-dessus lapeau normaliséePeau1(F ), la
peau sous-normaliséePeau≤1(F ), la peau continue normaliséeCPeau1(F ) = CPeau(F ) ∩
P

△
1 (X), et lapeau continue sous-normaliséeCPeau≤1(F ) = Cenvℓ(F ) ∩P

△
≤1(X).

Cette définition est conçue de sorte à correspondre à peu de choses près aux notions d’âme
et d’écorce de capacités, voir les définitions 10.3.7 et 10.3.16. Lorsqueν est un jeu continu,
F = αC(ν) est une prévision continue, et alorsCCoeur(F ), qui consiste en toutes les prévisions
linéaires continuesG telles queF ≤ G, contient en particulier toutes celles telles queF (χX) =
G(χX). Ces dernières sont de la formeG = αC(p), où p est une valuation continue telle que
p(X) = ν(X) et ν ≤ p (p est dans l’âme deν). Modulo l’isomorphisme donné parαC, le cœur
continu contient donc l’âme continue. De même, la peau continue contient l’écorce continue.

Lorsqueν est un jeu continunormalisé, alors son cœur continu normalisé consiste en toutes
les prévisions linéaires continues normaliséesG telles queF ≤ G. On a alors automatiquement
F (χX) = G(χX) = 1. En somme, le cœur continu normalisé d’un jeu continu normalisé est
exactement son âme continue. De même, sa peau continue normalisée coïncide avec son écorce
continue.

Nous obtenons ainsi une extension du théorème de Rosenmuller (corollaire 10.3.13) au cas
non colinéaire mais normalisé :

Théorème 11.7.3 (Rosenmuller, cas non colinéaire, normalisé) SoitX un espace topologique,
et F une prévision normalisée surX. AlorsF est basse si et seulement si, d’une part, le cœur
normaliséCoeur1(F ) deF est non vide, et d’autre part, pour toute fonction continue bornée
f : X → R+,

F (f) = inf
G∈Coeur1(F )

G(f)
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De plus, la borne inférieure est atteinte.
Si X est stablement localement relativement compact, etF est une prévision normalisée

continue surX, alors F est basse si et seulement si, d’une part, le cœur continu normalisé
CCoeur1(F ) deF est non vide, et d’autre part, pour toute fonction continue bornéef : X →
R+,

F (f) = inf
G∈CCoeur1(F )

G(f)

De plus, la borne inférieure est atteinte.

Démonstration.Si F est basse, alorsCoeur1(F ) est non vide par le théorème 11.3.10. De plus,
il existeG ∈ Coeur1(F ) telle queF (f) = G(f), d’où le fait queF (f) = infG∈Coeur1(F )G(f)
et que la borne inférieure soit atteinte.

Réciproquement, siCoeur1(F ) est non vide etF (f) = infG∈Coeur1(F )G(f) pour toutf ∈
〈X → R+〉, alorsF est sur-additive, donc basse. En effet,

F (f + f ′) = inf
G∈Coeur1(F )

G(f + f ′) = inf
G∈Coeur1(F )

(G(f) +G(f ′)) puisqueG est additive

≥ inf
G∈Coeur1(F )

G(f) + inf
G∈Coeur1(F )

G(f ′) = F (f) + F (f ′)

On raisonne de même lorsqueF est continue,X est stablement localement relativement
compact,G variant alors dansCCoeur1(F ). ⊓⊔

On en déduit un théorème similaire dans le cas sous-normalisé :

Théorème 11.7.4 (Rosenmuller, cas non colinéaire, sous-normalisé) SoitX un espace topo-
logique, etF une prévision sous-normalisée surX. AlorsF est basse si et seulement si, d’une
part, le cœur sous-normaliséCoeur≤1(F ) deF est non vide, et d’autre part, pour toute fonction
continue bornéef : X → R+,

F (f) = inf
G∈Coeur≤1(F )

G(f)

De plus, la borne inférieure est atteinte.
SiX est stablement localement relativement compact, etF est une prévision sous-normalisée

continue surX, alorsF est basse si et seulement si, d’une part, le cœur continu sous-normalisé
CCoeur≤1(F ) deF est non vide, et d’autre part, pour toute fonction continue bornéef : X →
R+,

F (f) = inf
G∈CCoeur≤1(F )

G(f)

De plus, la borne inférieure est atteinte.

Démonstration.Même démonstration qu’au théorème 11.7.3, en invoquant le théorème 11.4.9
au lieu du théorème 11.3.10. ⊓⊔

On a aussi le cas dual :
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Théorème 11.7.5 (Rosenmuller, cas dual, continu, non colinéaire, normalisé) SoitX un es-
pace stablement compact,F une prévision haute continue normalisée surX. AlorsCPeau1(F ) 6=
∅. Pour toute fonction continue bornéef deX versR+,

F (f) = sup
G∈CPeau1(F )

G(f)

Réciproquement, soitF une fonctionnelle de〈X → R+〉 versX telle queCPeau1(F ) 6= ∅ et
vérifiant l’équation ci-dessus pour toute fonction continue bornéef deX versR+. AlorsF est
une prévision haute continue normalisée.

Démonstration. La première partie est le théorème 11.5.22. Réciproquement, si CPeau1(F )
est non vide etF (f) = supG∈CPeau1(F )G(f), montrons queF est une prévision haute continue
normalisée.

D’abord,F est positivement homogène et croissante, car tous les éléments deCPeau1(F )
le sont. Ensuite,F est continue : si(fi)i∈I est une famille dirigée de fonctions continues bornées
deX dansR+ de borne supérieuref , alors

F (f) = sup
G∈CPeau1(F )

G(f) = sup
G∈CPeau1(F )

G(sup
i∈I

fi)

= sup
G∈CPeau1(F )

sup
i∈I

G(fi) puisque toutG ∈ CPeau1(F ) est continu

= sup
i∈I

sup
G∈CPeau1(F )

G(fi) = sup
i∈I

F (fi)

F est haute, car

F (f + f ′) = sup
G∈CPeau1(F )

G(f + f ′) = sup
G∈CPeau1(F )

(G(f) +G(f ′)) puisqueG est linéaire

≤ sup
G∈CPeau1(F )

G(f) + sup
G∈CPeau1(F )

G(f ′) = F (f) + F (f ′)

Finalement,F est normalisée, carF (aχX +f) = supG∈CPeau1(F )G(aχX +f) = supG∈CPeau1(F )

(a+G(f)) = a+ supG∈CPeau1(F )G(f) = a+ F (f). ⊓⊔
Théorème 11.7.6 (Rosenmuller, cas dual, continu, non colinéaire, sous-normalisé)SoitX un
espace stablement localement compact,F une prévision haute continue sous-normalisée surX.
AlorsCPeau≤1(F ) 6= ∅. Pour toute fonction continue bornéef deX versR+,

F (f) = sup
G∈CPeau≤1(F )

G(f)

Réciproquement, soitF une fonctionnelle de〈X → R+〉 versX telle queCPeau≤1(F ) 6= ∅ et
vérifiant l’équation ci-dessus pour toute fonction continue bornéef deX versR+. AlorsF est
une prévision haute continue sous-normalisée.

Démonstration.L’argument est essentiellement le même qu’au théorème 11.7.5. La principale
différence est que l’on utilise le théorème 11.5.23 au lieu du théorème 11.5.22. Noter que ceci
nous permet de supposer queX est seulement stablement localement compact, et pas nécessai-
rement stablement compact. ⊓⊔
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11.7.1 Le cas démoniaque : le cœur

Le cœur et la peau ont des propriétés remarquables de compacité dans la topologie faible. Le
résultat suivant est une extension au cas non colinéaire de la proposition 10.3.15. La convexité
est facile à observer, la compacité est plus difficile. Rappelons que l’on peut (presque) la démon-
trer à partir de la version de Plotkin (2006) du théorème de Banach-Alaoglu. À la place, nous
utiliserons la machinerie de la section 11.6.

Proposition 11.7.7 (Le cœur est convexe compact)Soit X un espace topologique, etF une
prévision basse surX. Les cœursCoeur(F ), Coeur1(F ) etCoeur≤1(F ) deF sontconvexes:
siG1, G2 sont dans un de ces ensembles, etα ∈ [0, 1], alorsαG1 + (1− α)G2 est dans le même
ensemble.

SiF est sous-normalisée, alorsCoeur≤1(F ) est compact dans l’espace des prévisions sous-
normalisées, des prévisions basses sous-normalisées, ou des prévisions linéaires sous-normalisées
surX munis de la topologie faible.

Coeur1(F ) est aussi compact dans l’espace des prévisions (sous-)normalisées, des prévi-
sions basses (sous-)normalisées, ou des prévisions linéaires (sous-)normalisées surX, munis de
la topologie faible.

Démonstration.La convexité deCoeur(F ), Coeur1(F ) etCoeur≤1(X) est évidente.
Fixons une prévision sous-normaliséeF . SoitP l’un quelconque des espaces de prévisions

sous-normalisées (P≤1 wk(X)), de prévisions basses sous-normalisées (notons-le
`
P≤1 wk(X)),

ou de prévisions linéaires sous-normalisées surX (notons-leP∆
≤1 wk(X)). Par la proposition 11.6.3,

P est stablement compact. Par l’homéomorphisme du lemme 11.6.2 et le lemme 11.6.1,P∆
≤1 wk(X)

est patch-fermé dansP .
Par définition,Coeur≤1(F ) est l’intersection deP∆

≤1 wk(X) et de↑ F = {G ∈ P≤1 wk(X)|F ≤
G}. Ce dernier est un compact finitaire, donc un compact saturé,donc un patch-fermé deP≤1 wk(X).
DoncCoeur≤1(F ) est patch-fermé dansP≤1 wk(X), donc compact par le lemme 10.3.14.

On raisonne de même pour démontrer queCoeur1(F ) est compact. L’unique changement est
que nous autorisons maintenant aussiP à représenter l’espace des prévisions normalisées, des
prévisions basses normalisées, ou des prévisions linéaires normalisées surX (notons ce dernier
P∆

1 wk(X)), et que nous remplaçons l’usage deP∆
≤1 wk(X) par celui de l’espaceP∆

1 wk(X) des
prévisions linéaires normalisées, et

`
P≤1 wk(X) par l’espace

`
P1 wk(X) des prévisions basses

normalisées. ⊓⊔
Notons que l’on n’a pas besoin de supposer queF est normalisée pour établir queCoeur1(F )
est convexe et compact. On n’en a besoin, ainsi que du fait queF soit basse, que pour s’assurer
qu’il est non vide.

Proposition 11.7.8 (Le cœur continu est convexe compact)SiX est stablement localement re-
lativement compact, etF est une prévision sous-normalisée continue surX, alorsCCoeur≤1(F )
est un convexe compact deP≤1 wk(X), de

`
P≤1 wk(X), et deP△

≤1 wk(X).
SiX est stablement relativement compact etF est une prévision normalisée continue, alors

CCoeur1(F ) est un convexe compact deP≤1 wk(X), de
`

P≤1 wk(X), deP
△
≤1 wk(X), deP1 wk(X),

de
`

P1 wk(X), et deP△
1 wk(X).
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Démonstration.De nouveau, la convexité des cœurs continus est évidente.
On remarque queCCoeur≤1(F ) est exactement l’image par la rétractionr du lemme 11.2.18

deCoeur≤1(F ). En effet, siG ∈ Coeur≤1(F ), alorsF ≤ G, doncF = r(F ) ≤ r(G), c’est-
à-dire r(G) ∈ CCoeur≤1(F ). Réciproquement, siG ∈ CCoeur≤1(F ), alorsF ≤ G, donc
F = r(F ) ≤ r(G) = G, c’est-à-dire queG est l’image parr d’un élément (G lui-même) de
Coeur≤1(F ). L’image d’un compact par une fonction continue étant compact, on conclut que
CCoeur≤1(F ) est compact.

De même,CCoeur1(F ) est l’image parr deCoeur1(F ), à condition queF soit normalisée
etX soit compact, par le lemme 11.2.18. Il est donc compact lui aussi. ⊓⊔

La proposition 11.7.8 admet une réciproque, que voici. Notons que malgré la ressemblance
avec la proposition 10.3.15, cette dernière n’a pas de réciproque évidente, car il n’y a pas de
condition facile sur les convexes compacts deP

△
≤1 wk(X) ou deP△

1 wk(X) qui assure la colinéa-
rité de la fonctionnelle

d
C ci-dessous.

Lemme 11.7.9SoitX un espace topologique. SoitK un sous-ensemble compact non vide de
l’espace des prévisions linéaires sous-normalisées surX, équipé de la topologie faible. Posons :

l
K(f) = inf

G∈K
G(f)

pour toutf ∈ 〈X → R+〉. Alors la borne inférieure est atteinte : pour chaquef ∈ 〈X → R+〉,
il existeG ∈ K tel que

d
K(f) = G(f). De plus,

d
K est une prévision basse sous-normalisée,

et siK est un sous-ensemble de l’espace des prévisions linéaires normalisées surX, alors
d
K

est normalisée.
SiK est un compact non vide deP△

≤1 wk(X), alors
d
K est une prévision basse continue

sous-normalisée. SiK est un compact non vide deP△
1 wk(X), alors

d
K est une prévision basse

continue normalisée.
Enfin, la fonction qui àQ associe

d
Q est continue deQ(P∆

≤1 wk(X)) vers
`
P≤1(X), de

Q(P∆
1 wk(X)) vers

`
P1(X), deQ(P△

≤1 wk(X)) vers
`

P≤1(X), et deQ(P△
1 wk(X)) vers

`
P1(X).

Démonstration.On pourrait vérifier le fait que la borne inférieure est atteinte à la main, mais on
a en réalité déjà fait le travail. Il suffit de remarquer que :

l
K(f) = C

∫

G∈P∆
≤1 wk(X)

G(f)duK = C

∫

G∈P∆
≤1 wk(X)

G(f)du↑K

par la proposition 4.2.2. Le jeuu↑K est continu par la proposition 5.1.1. Par le fait 5.4.2, la borne
inférieure est donc atteinte dans↑ K, donc dansK.

On déduit de la formulation ci-dessus que
d
K(f) = αC(u↑K)(λG · G(f)), donc

d
K =

αC(u↑K);ϑ, où ϑ(G)(g) = G(g), c’est-à-direϑ(G) = G. Ceci a un sens carϑ est bien conti-
nue et bornée. De plus,u↑K est un jeu convexe, doncαC(u↑K) est une prévision basse par le
fait 10.1.2. C’est clairement une prévision basse normalisée. Commeϑ(G) est une prévision
basse (en fait linéaire) sous-normalisée pour toutG ∈ P∆

≤1 wk(X),
d
K est une prévision basse

sous-normalisée par la proposition 11.3.3. Elle est normalisée dès queK est un sous-ensemble de
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l’espace des prévisions linéaires normalisées, car alorsϑ(G) = G ∈ K sera toujours normalisée,
et l’on applique alors la proposition 11.4.3.

LorsqueK ⊆ P
△
≤1 wk(X), la prévision

d
K est continue : appliquer la proposition 11.1.4,

sachant queαC(u↑K) est continue par la proposition 5.1.1 et la proposition 4.2.1, et sachant que
ϑ(G) = G ∈ K sera toujours continue. SiK ⊆ P

△
1 wk(X), l’argument est similaire.

Enfin, la continuité deQ 7→ d
Q vient du fait que, pour toute famille filtrante(Qi)i∈I de

compacts de l’espace adéquat,

l
(
⋂

i∈I

Qi

)
(f) = C

∫

G∈P∆
≤1 wk(X)

G(f)duT

i∈I Qi

= C

∫

G∈P∆
≤1 wk(X)

G(f)d sup
i∈I

uQi
par la proposition 5.5.7

= sup
i∈I

C

∫

G∈P∆
≤1 wk(X)

G(f)duQi
par la proposition 4.2.5

= sup
i∈I

l
Qi(f)

On notera que c’est la continuité de Scott que nous obtenons ainsi, pas la continuité pour la
topologie faible sur l’espace d’arrivée. ⊓⊔

Nous aurons besoin d’une variante de la construction de l’espace de Smyth, qui prenne en
compte la notion de convexité.

Définition 11.7.10 Pour tout sous-espace convexeZ d’un cône topologiqueC, notonsQcvx(Z)
l’espace des compacts saturés non videsconvexesdeZ, c’est-à-dire desQ ∈ Q(Z) tels que pour
tousa, b ∈ Q, pour toutr ∈ [0, 1], r · a + (1 − r) · b ∈ Q. Qcvx(Z) est ordonné, commeQ(Z),
par inclusion inverse⊇.

Nous utiliserons cette construction avec typiquementC = P
△
wk(X), l’espace des prévisions

linéaires continues surX, avec la topologie faible ; etZ = P
△
≤1 wk(X) par exemple. Notons que

Z n’estpasun cône topologique, et n’est en fait même pas un cône : le produit scalaire deαC(δx)
(pour n’importe quelx ∈ X) par2, par exemple, n’est pas dansZ. C’est la raison pour laquelle
on ne définit pasQcvx(Z) uniquement dans le cas oùZ est un cône, mais oùZ est une partie
convexe d’un cône.

Rappelons qu’une Scott-rétraction est une surrection de Galois dont les deux composantes
sont Scott-continues (définition 10.1.6). C’est en particulier une rétraction.

Théorème 11.7.11SoitX un espace topologique. Le coupleCoeur1 ⊣
d

(resp.Coeur≤1 ⊣
d

)
forme une Scott-rétraction :

– de l’espace
`
P1 wk(X) (resp.

`
P≤1 wk(X)) des prévisions basses normalisées (resp.

sous-normalisées) surX ;
– dansQ(P∆

1 wk(X)) (resp.Q(P∆
≤1 wk(X))), oùP∆

1 wk(X) est l’espace des prévisions linéaires
normalisées, etP∆

≤1 wk(X) est celui des prévisions linéaires sous-normalisées, tousdeux
munis de la topologie faible.
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Coeur1 ⊣
d

(resp.Coeur≤1 ⊣
d

) est aussi une Scott-rétraction de
`
P1 wk(X) (resp.`

P≤1 wk(X)) dansQcvx(P∆
1 wk(X)) (resp.Qcvx(P∆

≤1 wk(X))).
SiX est stablement localement relativement compact,CCoeur≤1 ⊣

d
est une Scott-rétraction

de
`

P≤1(X) dansQ(P△
≤1 wk(X)), ainsi que dansQcvx(P△

≤1 wk(X)).
SiX est stablement relativement compact,CCoeur1 ⊣

d
est une Scott-rétraction de

`
P1(X)

dansQ(P△
1 wk(X)), ainsi que dansQcvx(P△

1 wk(X)).

Démonstration. Soit F une prévision basse normalisée (resp. sous-normalisée) sur X. Alors
Coeur1(F ) (resp.Coeur≤1(F )) est un convexe compact dans l’espace des prévisions bassesli-
néaires normalisées surX par la proposition 11.7.7, il est non vide etF (f) = infG∈Coeur1(F )G(f)
(resp.F (f) = infG∈Coeur≤1(F )G(f)) par le théorème 11.7.3 (resp. le théorème 11.7.4), donc :

l
Coeur1(F )(f) = inf

G∈Coeur1(F )
G(f) = F (f) (11.4)

resp.
l

Coeur≤1(F )(f) = inf
G∈Coeur≤1(F )

G(f) = F (f) (11.5)

Il est de plus clair queCoeur1(F ) (resp.Coeur≤1(F )) est clos par le haut dans l’espace des
prévisions linéaires normalisées (resp. sous-normalisées) surX.

On observe ensuite queCoeur1, Coeur≤1 et
d

préservent l’ordre. Il suffit de faire attention
au fait que l’ordre sur les espaces de parties compactes saturées (éventuellement convexes) est
l’inclusion inverse : siF ≤ F ′, alorsCoeur1(F ) ⊇ Coeur1(F

′) etCoeur≤1(F ) ⊇ Coeur≤1(F
′),

et siQ ⊇ Q′ alors
d
Q ≤ d

Q′.
SiF ≤ d

Q, pour toutf ∈ 〈X → R+〉, F (f) ≤ G(f) pour toutG ∈ Q. Autrement dit, pour
toutG ∈ Q, F ≤ G, c’est-à-direQ ⊆ Coeur≤1(F ). De plus, siQ consiste en des prévisions
linéaires normalisées,Q ⊆ Coeur1(F ).

Réciproquement, siQ ⊆ Coeur≤1(F ) (resp. siF est normalisée etQ ⊆ Coeur1(F )), par
définition pour toutG ∈ Q, F ≤ G. DoncF ≤ d

Q.
On a ainsi une correspondance de Galois. Pour montrer qu’il s’agit d’une surrection de Ga-

lois, il reste à montrer que
d
Coeur≤1(F ) = F , et que

d
Coeur1(F ) = F si F est normalisée.

Ce sont les équations (11.4) et (11.5).
La fonction

d
est Scott-continue par le lemme 11.7.9. Pour démontrer queCoeur≤1 est Scott-

continue, soitF la borne supérieure d’une famille dirigée(Fi)i∈I , alorsCoeur≤1(F ) = {G ∈
P∆
≤1 wk(X)|F ≤ G} = {G ∈ P∆

≤1 wk(X)|∀i ∈ I · Fi ≤ G} =
⋂

i∈I Coeur≤1(Fi). Coeur≤1 ⊣
d

est donc une Scott-rétraction. De même pourCoeur1 ⊣
d

.
Les cas de prévisions continues sous-normalisées, lorsqueX est stablement localement re-

lativement compact, ou des prévisions continues normalisées, avecX stablement relativement
compact, procèdent de façon similaire. ⊓⊔
Corollaire 11.7.12 L’espace des prévisions basses normalisées

`
P1(X) (resp., sous-normalisées`

P≤1(X)) est un rétract deQ(P∆
1 wk(X)) et deQcvx(P∆

1 wk(X)) (resp. deQ(P∆
≤1 wk(X)) et de

Qcvx(P∆
≤1 wk(X))).

LorsqueX est stablement localement relativement compact (resp. et compact),
`

P≤1(X)
(resp.

`
P1(X)) est un rétract deQ(P△

≤1 wk(X)) et deQcvx(P△
≤1 wk(X)) (resp. deQ(P△

1 wk(X))

et deQcvx(P△
1 wk(X))).

518 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Prévisions générales Le cœur et la peau

Le modèle du cône convexe haut (“convex upper powercone”) deTix et al. (2005, section 4.2)
fournit, du coup, un modèle très proche de notre modèle des prévisions basses continues. Tix et al.
(2005, section 4.4) proposent en effet comme domaine mêlantprobabilités et non-déterminisme
démoniaque le cpoQcvx(V(X)), où V(X) est l’espace des valuations continuesétenduessur
X, c’est-à-dire à valeurs dansR

+
. Il est naturel, dans une optique probabiliste, de remplacer le

d-côneV(X) parV1(X) ou V≤1(X). Il semble que la plupart des propriétés deQcvx(V(X))
soit héritées parQcvx(V≤1(X)). D’un autre côté, nous aurions aussi pu développer notre théorie
des cœurs et des peaux de prévisions non nécessairement colinéaires dans un cadre non norma-
lisé. Les éléments des cœurs et des peaux auraient été des fonctionnelles linéaires croissantes,
c’est-à-dire des valuations étendues. C’est ce que nous ditle théorème 11.2.9 pour les prévisions
basses, et le théorème 11.2.19 dans le cas continu.

Vu l’isomorphisme entreV≤1(X) etP△
≤1(X), par la proposition 11.4.2, (resp. entreV1(X) et

P
△
1 (X), par la proposition 11.3.2), l’espaceQcvx(V≤1(X)) (resp.Qcvx(V1(X))) est isomorphe

à Qcvx(P△
≤1(X)) (resp.Qcvx(P△

1 (X))). Ceci n’est pas exactement l’espace mentionné dans les
deux dernières parties du théorème 11.7.11, qui estQcvx(P△

≤1 wk(X)) (resp.Qcvx(P△
1 wk(X))) :

de plus près,P△
≤1 wk(X) est équipé de la topologie faible, pas de la topologie de Scott. Ceci n’est

pas une différence dès queX est un cpo continu, qui est essentiellement le cadre dans lequel la
théorie de Tix et al. fonctionne sans accroc. Dans ce cas en effet, V≤1(X) et V≤1 wk(X) (resp.
V1(X) etV1 wk(X), à condition queX ait aussi un plus petit élément) coïncident par la propo-
sition 3.7.12. Comme d’autre partV≤1 wk(X) (resp.V1 wk(X)) est homéomorphe àP△

≤1 wk(X)

(resp.P△
1 wk(X)) par le théorème 11.1.2, l’espaceQcvx(V≤1(X)) (resp.Qcvx(V1(X))) est donc

isomorphe à l’espaceQcvx(P△
≤1 wk(X)) (resp.Qcvx(P△

1 wk(X))).
La dernière différence avec le modèle de Tix et al. est donc que

`
P≤1 wk(X) (resp.̀ P1 wk(X))

n’est pas a priori homéomorphe àQcvx(P△
≤1 wk(X)) (resp.Qcvx(P△

1 wk(X))). Le théorème 11.7.11
n’établit en effet que l’existence d’une surrection de Galois dont les deux composantes sont
continues, pas d’un homéomorphisme, de notre modèle dans celui de Tix et al. — si l’on ignore
la différence entre valuations étendues et probabilités. Nous montrons maintenant dans le reste de
cette section que les deux modèles sont effectivement isomorphes, dès queX est un cpo continu,
le cadre dans lequel se placent Tix et al..

Pour ceci, nous commençons par caractériser quels compactsdeP
△
≤1 wk(X) sont les cœurs

de prévisions basses continues. On sait que tous ces compacts sont convexes. Ils vérifient une
propriété de convexité plus forte, que nous définissons plusbas, et qui est en quelque sorte une
forme de “convexité infinie”. Nous avons déjà vu une telle forme de convexité infinie à la pro-
position 3.12.23 et suivantes. L’idée est similaire à la théorie dite de Choquet, laquelle culmine
au théorème de Choquet, qui énonce que pour toute partieQ compacte et convexe d’un espace
vectoriel norméE, tout point deQ est le barycentre (dans un sens proche de celui de la proposi-
tion 3.12.23) d’une probabilité (au sens de la théorie de la mesure) à support dans l’ensemble des
points extrêmes deQ. (Un pointz deQ estextrêmesi et seulement si, dès que l’on peut écrire
z = α ·x+(1−α) ·y, avec0 < α < 1, alorsx ouy n’est pas dansQ.) Notre notion de barycentre
et de “convexité infinie” sera définie de façon différente, etpeut-être plus élémentaire.

Définition 11.7.13 (Barycentre) Pour toute probabilitéP sur Y = P∆
wk(X) (resp.,P△

wk(X),
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P∆
≤1 wk(X), P△

≤1 wk(X), P∆
1 wk(X), P△

1 wk(X)), le barycentredeP est la fonction qui à toutf ∈
〈X → R+〉 associe :

Bary(P)(f) = C

∫

G∈Y

G(f)dP

LorsqueP =
∑n

i=1 aiδGi
,Bary(P)(f) =

∑n
i=1 aiGi(f). CommeP est une probabilité,

∑n
i=1 ai =

1, doncBary(P) est effectivement un barycentre, au sens du lemme 3.12.20, deG1, . . . ,Gn.
Les espaces usuels de prévisions linéaires sont stables parcette notion plus générale de bary-

centre.

Lemme 11.7.14SoitY = P∆
wk(X) (resp.,P∆

≤1 wk(X), P∆
1 wk(X), P△

1 wk(X)). Pour toute proba-
bilité P surY , Bary(P) est dansY .

SoitY = P
△
wk(X) (resp.,P△

≤1 wk(X), P
△
1 wk(X)). Pour toute probabilité continueP sur Y ,

Bary(P) est dansY .

Démonstration. On vérifie queBary(P) est positivement homogène : c’est parce queG est
positivement homogène pour toutG ∈ Y , et la proposition 4.2.12. Elle est croissante, car tout
G ∈ Y l’est, et par le lemme 4.1.2. Elle est linéaire :

Bary(P)(f + g) = C

∫

G∈Y

G(f + g)dP

= C

∫

G∈Y

[G(f) +G(g)]dP puisque toutG ∈ Y est linéaire

= C

∫

G∈Y

G(f)dP + C

∫

G∈Y

G(g)dP = Bary(P)(f) +Bary(P)(g)

par le corollaire 4.3.3, puisqueP est une valuation.
LorsqueP est une probabilité continue etY est un espace de prévisions continues (deuxième

partie du lemme), pour toute famille dirigée(fi)i∈I de fonctions continues bornées deX vers
R+, de borne supérieuref ,

Bary(P)(f) = C

∫

G∈Y

G(f)dP

= C

∫

G∈Y

sup
i∈I

G(fi)dP puisque toutG ∈ Y est continu

= sup
i∈I

C

∫

G∈Y

G(fi)dP = sup
i∈I

Bary(P)(fi)

par la proposition 4.2.1, commeP est continue. DoncBary(P) est une prévision continue.
LorsqueY est un espace de prévisions sous-normalisées, pour toutf et touta ∈ R+,

Bary(P)(a + f) = C

∫

G∈Y

G(a+ f)dP

≤ C

∫

G∈Y

[a+G(f)]dP
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puisque toutG ∈ Y est sous-normalisé, et l’intégrale de Choquet est croissante en la fonction
intégrée (lemme 4.1.2). Cette dernière intégrale vaut :

aP(Y ) + C

∫

G∈Y

G(f)dP = a+Bary(P)(f)

en utilisant le fait queP est une probabilité. DoncBary(P) est sous-normalisée. De même,
lorsqueY est un espace de prévisions normalisées,Bary(P)(a + f) = a + Bary(P)(f), et
Bary(P) est donc normalisée. ⊓⊔

Définissons maintenant comme à la proposition 3.12.32 une notion de barycentre. Commen-
çons par faire quelques remarques sur la notion de support d’un jeu.

Fait 11.7.15 Un jeuν surX est à support dans une partieA deX si et seulement siν†(A) =
ν(X), ou de façon équivalenteν⊥(X \A) = 0.

C’est une conséquence directe de la définition deν† (définition 6.2.1).
Nous avons remarqué peu après la définition 3.12.24 que la notion de support par elle-même

n’avait en général aucun sens. Elle en a cependant un dans le cas des jeux convexes :

Proposition 11.7.16 (Support)SoitX un espace stablement compact. Pour tout jeu convexeν
surX, il existe un plus petit compact saturéQ tel queν soit à support dansQ.

On appelle ce compact saturéQ le supportdeν.

Démonstration.Soit (Qi)i∈I la famille des compacts saturés deX tels queν soit à support dans
Qi. Cette famille est non vide, carX étant compact en fait partie. Elle est filtrante : siν est à
support à la fois dansQi et dansQj, alors, en utilisant le point 2 du théorème 6.2.6 et le fait
queν est convexe,ν⊥(X \ (Qi ∩ Qj)) = ν⊥((X \ Qi) ∪ (X \ Qj)) ≤ ν⊥(X \ Qi) + ν⊥(X \
Qj) − ν⊥((X \ Qi) ∩ (X \ Qj)). Or ν⊥(X \ Qi) et ν⊥(X \ Qj) sont nuls par hypothèse, et
ν⊥((X \Qi) ∩ (X \Qj)) ≥ 0, doncν⊥(X \ (Qi ∩ Qj)) = 0. On en déduit queν est à support
dansQi ∩Qj, lequel est compact saturé puisqueX est cohérent.

PuisqueX est bien filtrant,
⋂

i∈I Qi est alors un compact saturé, et par le point 1 du théo-
rème 6.2.6,

ν⊥

(
X \

⋂

i∈I

Qi

)
= ν⊥

(
⋃

i∈I

(X \Qi)

)
= sup

i∈I
ν⊥(X \Qi) = 0

Doncν est à support dans
⋂

i∈I Qi, qui est alors clairement le plus petit compact saturéQ tel que
ν soit à support dansQ. ⊓⊔

⊲ Exercice 11.1
SoitX un espace stablement compact. Calculer le support de la crédibilité simpleν =

∑n
i=1 aiuQi

.

Lemme 11.7.17Soitν un jeu sur un espace topologiqueX, etQ un compact saturé deX. Alors
ν est à support dansQ si et seulement si, pour toute fonction continuef deX versR+,

C

∫

x∈X

f(x)dν ≥ ν(X).min
x∈Q

f(x) = ν(X).f∗(Q) (11.6)
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Démonstration.Si (11.6) est valide, alors pour tout ouvertU contenantQ, en posantf = χU ,
on obtientν(U) ≥ ν(X), doncν(U) = ν(X). Réciproquement, supposons queν soit à support
dansQ. Posonsa = minx∈Q f(x). Notons quea est bien défini, par le fait 5.4.2. De plus, si
t < a, alorsf−1]t,+∞[ contientQ, doncν(f−1]t,+∞[) = ν(X). Alors :

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

≥
∫ a

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

=

∫ a

0

ν(X)dt = aν(X)

On a ici utilisé le fait que puisqueν(f−1]t,+∞[) et ν(X) ne diffèrent qu’en un nombre fini de
valeurs det (t = a au plus), leurs intégrales de Riemann sont égales. ⊓⊔

Nous pouvons maintenant définir la notion de “convexité infinie” dont nous avons parlé plus
haut.

Définition 11.7.18 (Fortement convexe)SoitY = P∆
wk(X) ouY = P∆

≤1 wk(X) ouY = P∆
1 wk(X)

(resp.,Y = P
△
wk(X), ou Y = P

△
≤1 wk(X) ou Y = P

△
1 wk(X)). Une partieA deY est forte-

ment convexesi et seulement si, pour toute probabilité (resp., et continue)P à support dansA,
Bary(P) est dansA.

On noteraConv(A) l’espace de tous les barycentresBary(P) de probabilités (resp., et conti-
nues)P à support dansA.

Ceci généralise la notion de convexité usuelle surY . Le fait queA soit fortement convexe im-
plique que, en particulier, pour toute probabilitésimpleP à support dansA, Bary(P) est dans
A. Or P =

∑n
i=1 aiδGi

est à support dansA si et seulement si tout lesGi sont dansA (voir le
lemme 3.12.25), et alorsBary(P) =

∑n
i=1 aiGi est un barycentre (au sens du lemme 3.12.20),

deG1, . . . ,Gn. Le lemme 3.12.20 implique donc queA soit convexe :

Fait 11.7.19 Toute partie fortement convexe est convexe. Pour toute partieA, conv(A) ⊆ Conv(A).

Proposition 11.7.20 (Le cœur est fortement convexe)Soit X un espace topologique,F une
prévision basse surX. Les cœursCoeur1(F ) et Coeur≤1(F ) de F sont fortement convexes
dansY , oùY estP∆

≤1 wk(X), ouP∆
1 wk(X) selon le cas.

SiF est de plus continue etX est stablement localement relativement compact, alorsCCoeur≤1(F )
est fortement convexe dansY = P

△
≤1 wk(X).

SiF est continue etX est stablement relativement compact, alorsCCoeur1(F ) est fortement
convexe dansY = P

△
1 wk(X).

Démonstration. Soit Q l’un quelconque des cœurs mentionnés. Considérons une probabilité
P (continue dans les deuxième et troisième parties de la proposition) à support dansQ. Par le
lemme 11.7.17,

C

∫

G∈Y

ϕ(G)dP ≥ min
G∈Q

ϕ(G)
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pour toute fonction continue bornéeϕ deY versR+. Soitf ∈ 〈X → R+〉 arbitraire, et posons
ϕ(G) = G(f). On observe queϕ est continue, par la définition de la topologie faible (défi-
nition 11.1.1). Elle est bornée carG étant (sous-)normalisée,ϕ(G) ≤ supx∈X f(x). L’inéga-
lité ci-dessus se lit alorsBary(P)(f) ≥ d

Q(f). Commef est arbitraire,
d

Q ≤ Bary(P),
doncBary(P) est dans le cœur (continu, sous-normalisé, normalisé, selon le cas, grâce au
lemme 11.7.14) de

d
Q. Or, par le théorème 11.7.11,

d
Q = F . ⊓⊔

Le lemme clé permettant de démontrer la réciproque est le suivant.

Lemme 11.7.21SoitX un espace stablement localement relativement compact (resp., et com-
pact), etY l’espaceP△

≤1 wk(X) (resp.,P△
1 wk(X)). SoitQ un compact saturé non vide deY , et

G ∈ Y tel que
d

Q ≤ G. Alors il existe une probabilité continueP surY , à support dansQ, telle
queBary(P) ≤ G.

Démonstration.Éliminons d’abord un cas trivial, celui où
d

Q(χX) = 0. Dans ce cas, en effet, le
minimum étant atteint (puisqueQ est compact), il existeG′ ∈ Q tel queG′(χX) = 0. Ceci est im-
possible dans le cas normalisé (Y = P

△
1 wk(X)). Dans le cas sous-normalisé, la prévisionG′ ainsi

obtenue est identiquement nulle : pour toutf ∈ 〈X → R+〉, G′(f) ≤ G′(supx∈X f(x).χX) =
supx∈X f(x).G′(χX) = 0. La probabilité simpleP = δG′ convient alors : en effet,Bary(P)(f)
vaut alorsG′(f) = 0, ce qui est bien inférieur ou égal àG(f).

Supposons donc
d

Q(χX) 6= 0. Nous allons utiliser, de nouveau, le théorème du sandwich
de Roth 3.12.2, en nous plaçant dans le cône ordonné〈Y → R+〉. Pour toutϕ ∈ 〈Y → R+〉,
posonsq(ϕ) = minG∈Qϕ(G) = ϕ∗(Q). Ceci est bien défini, par le fait 5.4.2. La fonctionq est
sur-linéaire :q(aϕ) = aq(ϕ) est clair, etq(ϕ + ϕ′) ≥ q(ϕ) + q(ϕ′) est une inégalité facile. De
plus,q est croissante, de façon évidente.

Posons maintenantp(ϕ) = inf f∈〈X→R+〉
∀G′∈Q·ϕ(G′)≤G′(f)

G(f). S’il n’existe aucunf ∈ 〈X → R+〉 tel

que cette condition soit vérifiée,p(ϕ) vaut+∞.

Montrons quep(aϕ) = ap(ϕ) pour touta ∈ R+. Si a = 0, p(0) = 0 car lorsqueϕ = 0, on
peut prendref = 0, et alors on a bienϕ(G′) ≤ G′(f) pour toutG′ ∈ Q. Sinon,

p(aϕ) = inf
f∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·aϕ(G′)≤G′(f)

G(f)

= inf
f∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·ϕ(G′)≤G′(f/a)

G(f)

= a inf
f∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·ϕ(G′)≤G′(f/a)

G(f/a) = ap(ϕ)
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Montrons ensuite quep est sous-additive. On a :

p(ϕ) + p(ϕ′) = inf
f∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·ϕ(G′)≤G′(f)

G(f) + inf
g∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·ϕ′(G′)≤G′(g)

G(g)

= inf
f,g∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·ϕ(G′)≤G′(f),ϕ′(G′)≤G′(g)

G(f + g)

puisqueG est linéaire

≥ inf
f,g∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·(ϕ+ϕ′)(G′)≤G′(f+g)

G(f + g)

puisque toutG′ ∈ Y est linéaire

≥ inf
h∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·(ϕ+ϕ′)(G′)≤G′(h)

G(h) = p(ϕ+ ϕ′)

Doncp est sous-linéaire. Il se trouve quep est aussi croissante. Finalement,q ≤ p. En effet, et
c’est ici que nous utilisons l’hypothèse

d
Q ≤ G, fixonsϕ ; alors pour toutf ∈ 〈X → R+〉 tel

que∀G′ ∈ Q·ϕ(G′) ≤ G′(f), on aG(f) ≥ d
Q(f) = minG′∈QG

′(f) ≥ minG′∈Qϕ(G′) = q(ϕ).
Commef est quelconque, on peut prendre les bornes inférieures de chaque côté, et l’on en
conclutp(ϕ) ≥ q(ϕ).

On peut donc appliquer le théorème du sandwich de Roth 3.12.2: il existe une fonction
linéaire croissanteG0 de〈Y → R+〉 versR

+
telle queq ≤ G0 ≤ p.

Montrons qu’alorsG0 est à valeurs dansR+. Rappelons que
d

Q(χX) 6= 0, donc il existe
une constanteǫ > 0 telle queG′(χX) ≥ ǫ pour toutG′ ∈ Q. Pourϕ = χY , il existe alors une
fonction f ∈ 〈X → R+〉 telle queG′(f) ≥ ϕ(G′) pour toutG′ ∈ Q, à savoirf = 1/ǫ.χX .
Donc p(ϕ) = p(χY ) ne vaut pas+∞. Ceci impliqueG0(χY ) 6= +∞, puisqueG0 ≤ p. Pour
toutϕ ∈ 〈Y → R+〉, G0(ϕ) ≤ supG′∈Y ϕ(G′).G0(χY ) est donc différent de+∞. DoncG0 est à
valeurs dansR+, et est en conséquence une prévision linéaire surY .

Posonsa = infU⊇Q G0(χU), où U parcourt les ouverts deY contenantQ. On note que,
commeq ≤ G0, en particulier pour tout ouvertU contenantQ, q(χU) ≤ G0(χU). Or q(χU) =
minG′∈QχU(G′) = 1, doncG0(χU) ≥ 1. On en déduit quea ≥ 1. PosonsG1 = 1/a.G0. Alors
G1(χY ) = 1, en particulierG1 est une prévision linéaire normalisée ; etG1 ≤ G0 ≤ p.

PosonsG = r(G1). CommeX est stablement localement relativement compact (resp., et
compact dans le cas normalisé), par le théorème 4.5.11,V≤1 wk(X) (resp.,V1 wk(X)) est stable-
ment compact, doncP△

≤1 wk(X) (resp.P△
1 wk(X)) aussi, par la proposition 11.4.2 (resp. 11.3.2)..

PuisqueY est stablement compact, il est stablement relativement compact, et l’on peut appliquer
le lemme 11.2.18 :G est une prévision linéaire continue normalisée surY . Il existe donc une
probabilité continueP surY telle queG = αC(P), à savoirP = γC(G).

D’autre part,G ≤ G1 ≤ G0 ≤ p. Pour toutf ∈ 〈X → R+〉, en posantϕ = λG′ ∈ Y ·G′(f)
on a :

G(ϕ) = C

∫

G′∈Y

ϕ(G′)dP = C

∫

G′∈Y

G′(f)dP = Bary(P)(f)

p(ϕ) = inf
g∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·ϕ(G′)≤G′(g)

G(g) = inf
g∈〈X→R+〉

∀G′∈Q·G′(f)≤G′(g)

G(g) ≤ G(f)
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DoncBary(P) ≤ G, comme annoncé.
Il ne reste plus qu’à montrer queP est à support dansQ. Pour tout ouvertU contenantQ,

on rappelle que par définitiona ≤ G0(χU), doncG1(χU) ≥ 1, doncG1(χU) = 1 puisqueG1 est
normalisée, et ce pour tout ouvertU contenantQ. Par définition deG = r(G1), et en rappelant
que la baseB a été définie à la proposition 11.2.11 (en remplaçant iciX parY ),

G(χU) = sup
h∈B,h≪χU

G1(h)

Pour touth ∈ B, écrivonsh = 1/2K
∑N

k=1 χUk
, où lesUk forment une suite décroissante

d’ouverts. Par le lemme 11.2.10,h ≪ χU si et seulement si pour toutk, 1 ≤ k ≤ N , Uk ⋐

χ−1
U

]k/2K ,+∞[. PuisqueQ ⊆ U, et queY est stablement compact, donc en particulier lo-

calement compact, il existe un compact saturéQ1 tel queQ ⊆
◦

Q1 ⊆ Q1 ⊆ U. Définissons

h de sorte queN = 2K − 1, U1 = U2 = . . . = UN =
◦

Q1. Alors h ∈ B, h ≪ χU, et
G1(h) = 1/2K

∑N
k=1 G1(χUk

) = 1 − 1/2K : en effet,G1(χUk
) = 1 puisqueQ ⊆ Uk. Donc

G(χU) ≥ 1 − 1/2K . CommeK est arbitraire, etG est normalisée,G(χU) = 1. Autrement dit,
P(U) = 1. CommeU est un ouvert arbitraire contenantQ, P est bien à support dansQ. ⊓⊔
Corollaire 11.7.22 SoitX un espace stablement localement relativement compact. Pour tout
compact saturé non videQ deP

△
≤1 wk(X), CCoeur≤1(

d
Q) = ↑ Conv(Q).

SiX est de plus compact, alors pour tout compact saturé non videQ deP
△
1 wk(X),CCoeur1(

d
Q) =

↑ Conv(Q).

Démonstration.SoitQ un compact saturé non videQ deP
△
≤1 wk(X). Par le théorème 11.7.11, on

aQ ⊆ CCoeur≤1(
d

Q). Par la proposition 11.7.20, on en déduitConv(Q) ⊆ CCoeur≤1(
d

Q).
CommeCCoeur≤1(

d
Q) est clos par le haut,↑ Conv(Q) ⊆ CCoeur≤1(

d
Q). Réciproque-

ment, siG ∈ CCoeur≤1(
d

Q), c’est-à-dire si
d

Q ≤ G, alors par le lemme 11.7.21, il existe
une probabilité continueP sur Y , à support dansQ, telle queBary(P) ≤ G. Par définition,
Bary(P) ∈ Conv(Q), doncG ∈ ↑ Conv(Q). Ceci établit l’inclusion inverse, donc l’égalité. Le
cas normalisé se démontre de manière similaire. ⊓⊔

On en déduit unisomorphismeentre les espaces adéquats de prévisions basses continues et
d’ensembles fortement convexes de valuations continues.

Théorème 11.7.23 (Isomorphisme)SoitX un espace stablement localement relativement com-
pact (resp., et compact).CCoeur≤1 (resp.,CCoeur1) et

d
définissent un isomorphisme entre`

P≤1(X) (resp.,
`

P1(X)) et l’espace des compacts saturés non vides et fortement convexes
deP

△
≤1 wk(X) (resp.,P△

1 wk(X)), ordonné par inclusion inverse⊇.

Démonstration.Traitons du cas sous-normalisé, le cas normalisé étant similaire. D’abord,CCoeur≤1

est bien à valeurs dans l’espace des compacts saturés non vides fortement convexes deP△
≤1 wk(X),

par le théorème 11.7.11 et la proposition 11.7.20. Le fait que
d

soit à valeurs dans les prévisions
basses continues sous-normalisées est aussi une conséquence du théorème 11.7.11. Ce même
théorème établit aussi que

d
etCCoeur≤1 préservent l’ordre et

d ◦CCoeur≤1 égale l’identité.
Dans l’autre sens, pour tout compact saturé non vide fortement convexeQ, ↑ Conv(Q) = Q,
doncCCoeur≤1(

d
Q) = Q par le corollaire 11.7.22. ⊓⊔
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11.7.2 Le cas angélique : la peau

Tix et al. proposent aussi des modèles traitant du mélange detirages probabilistes et de choix
angéliques (Hcvx(V(X)), fondé sur le cône convexe basHcvx) d’une part, et du mélange de
tirages probabilistes et de choix chaotiques (Pℓcvx(V(X)), fondé sur le cône biconvexePℓcvx).

La relation des prévisions hautes au cône convexe bas, en premier, est duale de celle des pré-
visions basses au cône convexe haut. Nous montrons ci-dessous que ce n’est plus une surrection
de Galois de l’espace des prévisions vers l’espace des fermés convexes de prévisions linéaires,
mais une insertion de Galois en sens inverse.

On remarque d’abord que les peaux sont fermées dans la topologie faible.

Lemme 11.7.24Pour toute fonctionnelleF de〈X → R+〉 versR+,
– Peau(F ) est fermé dans l’espace des fonctionnelles linéaires de〈X → R+〉 versR+,

muni de la topologie faible ;
– CPeau(F ) est fermé dans l’espace des fonctionnelles linéaires continues de〈X → R+〉

versR+, muni de la topologie faible ;
– Peau1(F ) est fermé dans l’espaceP∆

1 wk(X) des prévisions linéaires normalisées surX,
muni de la topologie faible ;

– CPeau1(F ) est fermé dansP△
1 wk(X) ;

– Peau≤1(F ) est fermé dans l’espaceP∆
≤1 wk(X) des prévisions linéaires sous-normalisées

surX, muni de la topologie faible ;
– CPeau≤1(F ) est fermé dansP△

≤1 wk(X).

Démonstration.Pour chaque cas, soitP l’espace de peaux concerné, etE l’espace environnant.
On a alors

P = {G ∈ E|G ≤ F} =
⋂

f∈〈X→R+〉

{G ∈ E|G(f) ≤ F (f)}

=
⋂

f∈〈X→R+〉

(E \ [f > F (f)])

qui est donc fermé. ⊓⊔

Définition 11.7.25 Pour tout sous-espace convexeZ d’un cône topologiqueC, notonsHcvx(Z)
l’espace des fermés non videsconvexesdeZ. Hcvx(Z) est ordonné, commeH(Z), par inclusion
⊆.

Théorème 11.7.26Soit X un espace topologique. Pour tout fermé non videC de l’espace
P∆
≤1 wk(X) des prévisions linéaires sous-normalisées surX, équipé de la topologie faible, po-

sons :
⊔

C(f) = sup
G∈C

G(f)

pour tout f ∈ 〈X → R+〉. Alors
⊔
C est une prévision haute sous-normalisée, et siC est

un sous-ensemble de l’espaceP∆
1 (X) des prévisions linéaires normalisées surX, alors

⊔
C
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est normalisée. SiC est un fermé non vide deP△
≤1 wk(X), alors

⊔
C est une prévision haute

continue sous-normalisée. SiC est un fermé non vide deP△
1 wk(X), alors

⊔
C est une prévision

haute continue normalisée.
SiX est stablement localement compact,

⊔ ⊣ CPeau≤1 définit une insertion de Galois de
H(P△

≤1 wk(X)), ainsi que deHcvx(P△
≤1 wk(X)), sur

a
P≤1(X).

SiX est stablement compact,
⊔ ⊣ CPeau1 est une insertion de Galois deHcvx(P△

1 wk(X))

ainsi que deH(P△
1 wk(X)), sur

a
P1(X).

Démonstration.De façon similaire au lemme 11.7.9, on note que

⊔
C(f) = C

∫

G∈P∆
≤1 wk(X)

G(f)deC par le lemme 6.1.6

= (αC(eC);ϑ)(f)

oùϑ(G) = G pour toutG. CommeeC est une plausibilité continue, donc concave,αC(eC) est une
prévision haute continue, par le fait 10.1.3. Elle est de plus normalisée. Par la proposition 11.1.4
et la proposition 11.3.3,

⊔
C = αC(eC);ϑ est donc une prévision haute sous-normalisée, continue

dès queC ne contient que des prévisions continues, normalisée dès queC ne contient que des
prévisions normalisées.

Supposons maintenantX stablement localement compact. Pour toute prévision hauteconti-
nue sous-normaliséeF ,CPeau≤1(F ) est non vide par le théorème 11.7.6. Il est facile de vérifier
queCPeau≤1(F ) est convexe.CPeau≤1(F ) est aussi fermé par le lemme 11.7.24, donc bien
dansHcvx(P∆

1 wk(X)).
Si F ≤ F ′, il est d’autre part clair queCPeau≤1(F ) ⊆ CPeau≤1(F

′). Si C ⊆ C ′, il est
aussi clair que

⊔
C ≤ ⊔C ′.

Finalement, pour vérifier que l’on a une insertion de Galois
⊔ ⊣ CPeau≤1, nous devons

vérifier que
⊔
CPeau≤1(F ) = F pour toutF ∈ a

P≤1(X), etC ⊆ CPeau≤1(
⊔
C) pour tout

C ∈ Hcvx(P∆
≤1 wk(X)). Or on a bien

⊔
CPeau≤1(F )(f) = supG∈CPeau≤1(F )G(f) = F (f) par

le théorème 11.7.6. D’autre part, pour toutG ∈ C,
⊔
C(f) = supG′∈C G

′(f) ≥ G(f), donc
G ∈ CPeau≤1(

⊔
C). On en déduitC ⊆ CPeau≤1(

⊔
C).

On raisonne de même dans le cas de prévisions normalisées, enutilisant le théorème 11.7.5
au lieu du théorème 11.7.6. ⊓⊔

Dans le cas démoniaque,
d

et CCoeur≤1 (resp.,CCoeur1) étaient continues. Ici, nous
avons :

Lemme 11.7.27La fonction
⊔

est continue deH(P△
≤1 wk(X)) vers

a
P≤1(X), et deH(P△

1 wk(X))
vers

a
P1(X).

Démonstration.Soit(Ci)i∈I une famille dirigée d’éléments deH(P△
≤1 wk(X)). Par le lemme 3.4.1,

sa borne supérieureC estcl(
⋃

i∈I Ci). Or, par le lemme 6.1.6,

⊔
C(f) = C

∫

G∈P
△
≤1 wk(X)

G(f)deC
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Ceci a un sens, car la fonction qui àG associeG(f) est continue : c’est la définition même de
la topologie faible (définition 11.1.1). Par la proposition6.3.19, la fonctionC 7→ eC est Scott-
continue, donceC est la borne supérieure de la famille dirigée deseCi

, i ∈ I. Donc :

⊔
C(f) = C

∫

G∈P
△
≤1 wk(X)

G(f)d sup
i∈I

eCi

= sup
i∈I

C

∫

G∈P
△
≤1 wk(X)

G(f)deCi

= sup
i∈I

⊔
Ci(f)

en utilisant la proposition 4.2.5 et le lemme 6.1.6 de nouveau. On raisonne de même dans le cas
normalisé. ⊓⊔

Il ne semble pas qu’en généralCPeau≤1 ouCPeau1 soient Scott-continues, ce qui empêche
de conclure directement que

a
P≤1(X) est un rétract deH(P△

≤1 wk(X)) ou deHcvx(P△
≤1 wk(X)),

contrairement au cas des prévisions basses (corollaire 11.7.12). Nous y reviendrons à la sec-
tion 11.9.

Si les différentes variantes de peaux sont convexes, elles ne seront pas nécessairement for-
tement convexes. La raison est que nous devons remplacer la notion de support par celle de
co-support. Rappelons queν est à co-support dans une partieA deX si et seulement siν(X \
cl(A)) = 0 (définition 3.12.26).

Lemme 11.7.28SoitX un espace stablement compact. Pour tout jeuν surX,
– ν est à support dans le compact saturéQ deX si et seulement siν⊥ est à co-support dans

le ferméQ deXd ;
– ν est à co-support dans le ferméF deX si et seulement siν⊥ est à support dans le compact

saturéF deXd.

Démonstration.Par le fait 11.7.15,ν est à support dansQ si et seulement siν⊥(X \Q) = 0, ce
qui revient à dire queν⊥ est à co-support dans dansQ. Pour la deuxième partie du lemme,ν⊥

est à support dansF si et seulement siν⊥⊥(X \ F ) = 0, si et seulement siν(X \ F ) = 0, par le
lemme 6.2.7. ⊓⊔

Proposition 11.7.29 (Co-support)SoitX un espace stablement compact. Pour tout jeu concave
ν surX, il existe un plus petit ferméF tel queν soit à co-support dansF .

On appelle ce ferméF le co-supportdeν.

Démonstration.Par le lemme 11.7.28, deuxième partie, et la proposition 11.7.16. ⊓⊔
⊲ Exercice 11.2

SoitX un espace stablement compact. Pour toute valuation continue ν surX, notonsL l’inter-
section du supportQ et du co-supportF deν. Montrer queν est à support et à co-support dans
L. De plus, siν n’est pas la valuation nulle, alorsL est une lentille.
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Le lemme suivant est analogue au lemme 11.7.17 pour les co-supports.

Lemme 11.7.30Soitν un jeu sur un espace topologiqueX, etF un fermé deX. Alorsν est à
co-support dansQ si et seulement si, pour toute fonction continuef deX versR+,

C

∫

x∈X

f(x)dν ≤ ν(X). sup
x∈F

f(x) = ν(X).f∗(F ) (11.7)

Démonstration.Si (11.7) est valide, alors en posantf = χX\F , on obtientν(X \ F ) ≤ 0, donc
ν est à co-support dansF . Réciproquement, supposons queν soit à co-support dansF . Posons
a = supx∈F f(x). Pour toutt ≥ a, f−1]t,+∞[ n’intersecte pasF , sinon il existerait unx ∈ F
tel quef(x) > t ≥ a ≥ f(x), une contradiction. Doncf−1]t,+∞[⊆ X \ F pour toutt ≥ a,
d’où ν(f−1]t,+∞[) = 0. Alors :

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

=

∫ a

0

ν(f−1]t,+∞[)dt

≤
∫ a

0

ν(X)dt = aν(X)

⊓⊔

Définition 11.7.31 (Co-fortement convexe)Soit Y = P∆
wk(X) ou Y = P∆

≤1 wk(X) ou Y =

P∆
1 wk(X) (resp.,Y = P

△
wk(X), ouY = P

△
≤1 wk(X) ouY = P

△
1 wk(X)). Une partieA deY est

co-fortement convexesi et seulement si, pour toute probabilité (resp., et continue)P à co-support
dansA,Bary(P) est dansA.

On noteraConv∗(A) l’espace de tous les barycentresBary(P) de probabilités (resp., et
continues)P à co-support dansA.

LorsqueA est co-fortement convexe, toute probabilité simpleP =
∑n

i=1 aiδGi
à co-support

dansA doit avoir un barycentre dansA. Ce barycentre est
∑n

i=1 aiGi. Le lemme 3.12.27 et le
lemme 3.12.20 impliquent donc queA soit convexe :

Fait 11.7.32 Toute partie co-fortement convexe est convexe. Pour toute partie A, conv(A) ⊆
Conv∗(A).

Proposition 11.7.33 (La peau est co-fortement convexe)SoitX un espace topologique,F une
prévision haute surX. Les peauxPeau1(F ) et Peau≤1(F ) deF sont co-fortement convexes
dansY , oùY estP∆

≤1 wk(X), ouP∆
1 wk(X) selon le cas.

SiF est de plus continue etX est stablement localement relativement compact, alorsCPeau≤1(F )
est co-fortement convexe dansY = P

△
≤1 wk(X).

SiF est continue etX est stablement relativement compact, alorsCPeau1(F ) est co-fortement
convexe dansY = P

△
1 wk(X).
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Démonstration.Soit F l’une quelconque des peaux mentionnées. Considérons une probabilité
P (continue dans les deuxième et troisième parties de la proposition) à support dansF. Par le
lemme 11.7.30,

C

∫

G∈Y

ϕ(G)dP ≤ sup
G∈F

ϕ(G)

pour toute fonction continue bornéeϕ de Y versR+. Soit f ∈ 〈X → R+〉 arbitraire, et po-
sonsϕ(G) = G(f). On observe queϕ est continue, par la définition de la topologie faible
(définition 11.1.1). Elle est bornée carG étant (sous-)normalisée,ϕ(G) ≤ supx∈X f(x). L’in-
égalité ci-dessus se lit alorsBary(P)(f) ≤ ⊔F(f). Commef est arbitraire,Bary(P) ≤ ⊔F,
doncBary(P) est dans la peau (continue, sous-normalisée, normalisée, selon le cas, grâce au
lemme 11.7.14) de

⊔
F. Or, par le théorème 11.7.26,

⊔
F = F . ⊓⊔

L’étude du cas angélique est, comme d’habitude, plus compliquée que celle du cas démo-
niaque. Nous opérons par dualité convexe-concave. Notons d’abord que, lorsqueX est stable-
ment compact,P△

1 wk(X) est stablement compact par le théorème 11.6.5. La fonction _⊥ qui à
G′ ∈ P

△
1 wk(X)d associeG′⊥ a donc un sens. Par la proposition 11.3.2,αC et γC fournissent un

hoéomorphisme entreP△
1 wk(X) et V1 wk(X), donc aussi entreP△

1 wk(X)d et V1 wk(X)d. No-
tons temporairementΦ la fonctionλν ′ ∈ V1 wk(X)d · ν ′⊥. Par le théorème 11.5.19, point 5,
αC(ν ′)⊥ = αC(ν ′⊥), donc _⊥ = αC ◦ Φ ◦ γC. Or Φ est un homéomorphisme deV1 wk(X)d sur
V1 wk(X

d) par le corollaire 6.4.9. On en déduit que :

Fait 11.7.34 SoitX un espace stablement compact. _⊥ est un homéomorphisme deP
△
1 wk(X)d

surP△
1 wk(X

d). Son inverse est _⊥ elle-même.

La dernière partie vient de la proposition 11.5.18.

Lemme 11.7.35SoitX un espace stablement compact. Notons _⊥ l’homéomorphisme deP△
1 wk(X)d

surP△
1 wk(X

d) qui àG′ associeG′⊥. Pour toute probabilité continueP surP△
1 wk(X),

(Bary(_⊥[P⊥]))
⊥

= Bary(P)

Démonstration. Faisons un peu de typage. D’abord,P est un élément deV1(P
△
1 wk(X)). Par

le théorème 6.2.11, la fonction qui àP associeP⊥ est un isomorphisme deV1(P
△
1 wk(X)) sur

V
op
1 (P△

1 wk(X)d). En particulier,P⊥ ∈ V1(P
△
1;wk(X))d. On en déduit que _⊥[P⊥] ∈ V1(P

△
1 wk(X

d)),

par le lemme 4.2.9. DoncBary(_⊥[P⊥]) ∈ P
△
1 wk(X

d), d’où (Bary(_⊥[P⊥]))
⊥ ∈ P

△
1 wk(X). Le

côté droitBary(P) est lui aussi dansP△
1 wk(X). Les deux côtés de l’égalité sont donc bien dans

le même espace.
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Calculons :

Bary(_⊥[P⊥]) = λg ∈ 〈Xd → R+〉 · C

∫

G′∈P
△
1 wk(Xd)

G′(g)d_⊥[P⊥]

= λg ∈ 〈Xd → R+〉 · C

∫

G∈P
△
1 wk(X)d

G⊥(g)dP⊥ par la proposition 4.2.11

= λg ∈ 〈Xd → R+〉 · − inf
ϕ∈〈P△

1 wk(X)→R〉

ϕ⊒λG∈P
△
1 wk(X)d·−G⊥(g)

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ(G)dP

Pour toutg ∈ 〈Xd → R〉, et toute constantea ≥ − infx∈X g(x), on a donc par le lemme 11.5.1 :

̂Bary(_⊥[P⊥])(g) = − inf
ϕ∈〈P△

1 wk(X)→R〉

ϕ⊒λG∈P
△
1 wk(X)d·−G⊥(g+a)

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ(G)dP− a

On en déduit que, pour touth ∈ 〈X → R+〉, aveca ≥ supx∈X h(x) :

(Bary(_⊥[P⊥]))
⊥
(h) = sup

g∈〈Xd→R〉
g⊒d−h


 inf

ϕ∈〈P△
1 wk(X)→R〉

ϕ⊒λG∈P
△
1 wk(X)d·−G⊥(g+a)

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ(G)dP + a




Pour tout ouvertU deX, montrons d’abord que(Bary(_⊥[P⊥]))
⊥
(χU) ≤ Bary(P)(χU ). Pour

toutg ∈ 〈Xd → R〉 avecg ⊒d −χU , on aχU ⊒ −g par le fait 11.5.6. Donc :

G⊥(g + a) = G⊥(g) + a puisqueG⊥ est normalisée

= sup
f⊒−g)

−G(f) + a

≥ −G(χU) + a

Pour toutϕ′ ∈ 〈P△
1 wk(X)→ R〉 avecϕ′ ≥ λG ∈ P

△
1 wk(X)d ·G(χU )− a, on a doncϕ′ ≥ λG ∈

P
△
1 wk(X)d ·−G⊥(g+a). Par le lemme 11.5.7, il existe alors une fonctionϕ ∈ 〈P△

1 wk(X)→ R〉
telle queϕ′ ≥ ϕ ⊒ λG ∈ P

△
1 wk(X)d · −G⊥(g + a). Donc :

inf
ϕ′∈〈P△

1 wk(X)→R〉

ϕ′≥λG∈P
△
1 wk(X)d·G(χU )−a

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ′(G)dP ≥ inf
ϕ∈〈P△

1 wk(X)→R〉

ϕ⊒λG∈P
△
1 wk(X)d·−G⊥(g+a)

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ(G)dP

Le côté gauche de cette égalité vaut exactementBary(P)(χU) − a. Il suffit de prendreϕ′ =
λG ∈ P

△
1 wk(X)d ·G(χU) + a, et de réaliser queBary(P) est normalisé. Donc :

(Bary(_⊥[P⊥]))
⊥
(χU) ≤ sup

g∈〈Xd→R〉
g⊒d−χU

Bary(P)(χU)− a+ a

= Bary(P)(χU)
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Réciproquement, montrons que pour tous ouvertsV etU deX tels queV ⋐ U ,Bary(P)(χV ) ≤
(Bary(_⊥[P⊥]))

⊥
(χU). CommeX est localement compact, il existe un compact saturéQ deX

tel queV ⊆ Q ⊆ U par le lemme 3.4.11. Alorsg = −χQ est telle queg ⊒ −χU par la
définition 11.5.4. Donc :

(Bary(_⊥[P⊥]))
⊥
(χU) ≥ inf

ϕ∈〈P△
1 wk(X)→R〉

ϕ⊒λG∈P
△
1 wk(X)d·−G⊥(a−χQ)

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ(G)dP + a

Estimons−G⊥(a−χQ) = inf f∈〈X→R+〉
f⊒−(a−χQ)

G(f). Dès quef ⊒ −(a−χQ), on af ≥ −(a−χQ) =

χQ−a ≥ χV −a, donc−G⊥(a−χQ) ≥ inff∈〈X→R+〉
f≥χV −a

G(f) ≥ G(χV −a) = G(χV )−a, puisque

G est normalisée. On en déduit que :

(Bary(_⊥[P⊥]))
⊥
(χU) ≥ inf

ϕ∈〈P△
1 wk(X)→R〉

ϕ≥λG∈P
△
1 wk(X)d·G(χV )−a

C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

ϕ(G)dP + a

= C

∫

G∈P
△
1 wk(X)

G(χV )dP− a+ a = Bary(P)(χV )

Soit ν = γC(Bary(P)), ν ′ = γC((Bary(_⊥[P⊥]))
⊥
). Nous avons établi que pour tout ouvert

U deX, ν ′(U) ≤ ν(U), et d’autre part queν ′(U) ≥ ν(V ) pour toutV ⋐ U . CommeX est
localement relativement compact, tout ouvertU deX est l’union de la famille dirigée des ouverts
V tels queV ⋐ U . Puisqueν est une valuation continue,ν(U) = supV ⋐U ν(V ) ≤ ν ′(U). Donc
ν = ν ′. CommeαC et γC forment un isomorphisme par la proposition 11.3.2, on en déduit
Bary(P) = αC(ν) = αC(ν ′) = (Bary(_⊥[P⊥]))

⊥
. ⊓⊔

Lemme 11.7.36Soitf une fonction continue deX versY , etν un jeu à support dansA ⊆ X.
Alorsf [ν] est à support dans l’image directef(A) ⊆ Y .

Démonstration. Pour tout ouvertV de Y contenantf(A), on aA ⊆ f−1(V ). Commeν est
à support dansA, ν(f−1(V )) = ν(X). Or ν(f−1(V )) = f [ν](V ) par définition, etν(X) =
ν(f−1(Y )) = f [ν](Y ), doncf [ν](V ) = f [ν](Y ). ⊓⊔

Lemme 11.7.37Soit f une fonction continue deX versY , et ν un jeu surX. Si f [ν] est à
co-support dans le ferméF deY , alorsν est à co-support dansf−1(F ) ⊆ X.

Démonstration.D’abord,f−1(F ) est fermé dansX, doncν(X\cl(f−1(F )) = ν(X\f−1(F )) =
ν(f−1(X \ F )) = f [ν](X \ F ) = 0. ⊓⊔

On en déduit :

Lemme 11.7.38SoitX un espace stablement compact, etF un fermé deY = P
△
1 wk(X). Notons

F⊥ = {P⊥|P ∈ F}. Alors :

Conv∗(F) = Conv(F⊥)⊥
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Démonstration.Notons queY est stablement compact par le théorème 11.6.5, et que, puisque
_⊥ est un homéomorphisme deP△

1 wk(X)d sur P△
1 wk(X

d) (fait 11.7.34), donc aussi deY sur
P

△
1 wk(X

d)d, F⊥ est un fermé deP△
1 wk(X

d)d, donc un compact saturé deP△
1 wk(X

d). Alors
Conv(F⊥) est un élément deP△

1 wk(X
d), doncConv(F⊥)⊥ est un élément deP△

1 wk(X)d, donc
deP

△
1 wk(X), commeConv∗(F).

Montrons d’abord l’inclusionConv∗(F) ⊆ Conv(F⊥)⊥. Soit ν un élément quelconque de
Conv∗(F). Il existe par définition une probabilité continueP à co-support dansF, telle que
ν = Bary(P). Par le lemme 11.7.35,ν = (Bary(_⊥[P⊥]))

⊥
. PuisqueP est à co-support dans

F, P⊥ est à support dansF par le lemme 11.7.28. En utilisant le lemme 11.7.36, _⊥[P⊥] est à
support dansF⊥. DoncBary(_⊥[P⊥]) ∈ Conv(F⊥), d’où l’on déduit queν ∈ Conv(F⊥)⊥.

Pour l’inclusion inverseConv(F⊥)⊥ ⊆ Conv∗(F), soitν un élément quelconque deConv(F⊥)⊥,
que nous écrivons en conséquenceν⊥ = Bary(P), oùP est une probabilité continue à support
dansF⊥. Par le lemme 11.7.28,P⊥ est à co-support dansF⊥. Puisque _⊥ est son propre inverse
(fait 11.7.34),P⊥ = _⊥[_⊥[P⊥]]. Le lemme 11.7.37 implique donc que _⊥[P⊥] est à co-support
dansF. Or ν⊥ = Bary(P), doncν = Bary(_⊥[P⊥]) en utilisant le lemme 11.7.35 et le fait que
_⊥ soit son propre inverse. Doncν ∈ Conv∗(F). ⊓⊔

Lemme 11.7.39SoitX un espace stablement compact. Pour toute prévision haute continue
normaliséeF surX, CPeau1(F )⊥ = CCoeur1(F

⊥).

Démonstration. Pour toute prévision linéaire continue normaliséeG sur X, G appartient à
CPeau1(F )⊥ si et seulement siG est de la formeG′⊥, avecG′ ≤ F . Puisque _⊥ renverse l’ordre
(lemme 11.5.20),G ∈ CPeau1(F )⊥ si et seulement siG = G′⊥ avecF⊥ ≤ G′⊥, c’est-à-dire si
et seulement siF⊥ ≤ G, autrement ditG ∈ CCoeur1(F⊥). ⊓⊔

Proposition 11.7.40Soit X un espace stablement compact. Pour tout fermé non videF de
P

△
1 wk(X), CPeau1(

⊔
F) = ↓ Conv∗(F).

Démonstration.On a :

CPeau1(
⊔

F)⊥ = CCoeur1(
(⊔

F

)⊥
) par le lemme 11.7.39

= CCoeur1(
l

F⊥) puisque _⊥ renverse l’ordre, par le lemme 11.5.20

= ↑ Conv(F⊥)

par le corollaire 11.7.22. En appliquant _⊥ (qui est son propre inverse), on obtient :

CPeau1(
⊔

F) = ↑ Conv(F⊥)
⊥

= ↓ Conv(F⊥)⊥ puisque _⊥ renverse l’ordre

= ↓ Conv∗(F)

par le lemme 11.7.38. ⊓⊔
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Pour passer au cas sous-normalisé, on utilise l’astuce d’Alvarez-Manilla. Rappelons que
X⊥ est l’espaceX avec un nouvel élément⊥, et X⊥ comme unique nouvel ouvert ajouté
(lemme 6.3.8), queν1

⊥ est le jeu tel queν1
⊥(X⊥) = 1, ν1

⊥(U) = ν(U) pour tout ouvertU de
X (lemme 6.3.9). On rappelle aussi que,X étant un ouvert deX⊥, pour tout jeuν surX⊥ la
restrictionν|X est bien définie (lemme 3.12.29).

Lemme 11.7.41SoitX un espace stablement localement compact. La fonction qui àν ∈ V≤1 wk(X)
associeν1

⊥ ∈ V1 wk(X⊥) est un homéomorphisme, d’inverse la fonction qui àν ∈ V1 wk(X⊥)
associeν|X .

Démonstration. D’abord, pour toutν ∈ V≤1 wk(X), ν1
⊥ est bien dansV1 wk(X⊥). C’est une

valuation continue par le lemme 6.3.9, et elle est clairement normalisée. La fonction qui àν
associeν1

⊥ est continue, car l’image réciproque de l’ouvert[U > r] deV1 wk(X⊥) vaut l’ouvert
[U > r] deV≤1 wk(X) siU est un ouvert deX ; sinonU estX⊥ tout entier, et l’image réciproque
estV≤1 wk(X) tout entier sir < 1, le vide sir ≥ 1.

Réciproquement, pour toutν ∈ V1 wk(X⊥), ν|X est une valuation continue par le lemme 3.12.29,
qui est sous-normalisée de façon évidente. L’image réciproque de[U > r] par la fonction qui à
ν associeν|X est juste l’ouvert[U > r] deV1 wk(X⊥), donc cette fonction est continue.

Ces deux fonctions sont ensuite inverses l’une de l’autre : pour ν ∈ V≤1 wk(X), (ν1
⊥)|X

envoie tout ouvertU deX versν1
⊥(U) = ν(U), et est donc identique àν, et pour toutν ∈

V1 wk(X⊥), (ν|X)1

⊥
envoie l’ouvertXbot vers1 = ν(X⊥), et tout ouvertU deX versν|X(U) =

ν(U), donc coïncide avecν. ⊓⊔

Lemme 11.7.42SoitX un espace stablement localement compact. La fonctionǫ△ qui à tout
G ∈ P

△
≤1 wk(X) associer(G⊥) est un homéomorphisme deP△

≤1 wk(X) sur P
△
1 wk(X⊥), dont

l’inverse est donné par la fonctionη△ qui à toutG ∈ P
△
1 wk(X⊥) associeG 6⊥.

Démonstration.D’abord, pour toutG ∈ P
△
≤1 wk(X), r(G⊥) est une prévision linéaire continue

normalisée surX⊥ par le lemme 11.4.6. En utilisant l’homéomorphismeαC, γC donné à la pro-
position 11.3.2,G s’écritαC(ν), oùν est une valuation continue sous-normalisée surX, et alors
r(G⊥) = G⊥ = αC(ν1

⊥), toujours par le lemme 11.4.6. La fonction qui àG associer(F⊥) est
donc la composée deαC, de l’homéomorphisme donné au lemme 11.7.41 qui àν associeν1

⊥, et
deγC. C’est donc aussi un homéomorphisme.

Son inverse est la fonction qui àG ∈ P
△
1 wk(X⊥) associeαC(γC(G)|X). Cependant, on peut

montrer directement que cet inverse est la fonction qui à tout G ∈ P
△
1 wk(X⊥) associeG 6⊥. Dans

une direction, pour toutG ∈ P
△
1 wk(X⊥), (G 6⊥)⊥ est la fonction qui à toutf ′ ∈ 〈X⊥ → R+〉

associef ′(⊥) + G 6⊥(f ′
|X − f ′(⊥)χX) ; en posantf = f ′

|X − f ′(⊥)χX , on réalise quef0 =

f ′ − f ′(⊥), donc queG 6⊥(f) = G(f0) = G(f ′ − f ′(⊥)). CommeG est normalisée,f ′(⊥) +
G 6⊥(f ′

|X − f ′(⊥)χX) = f ′(⊥) + G(f ′ − f ′(⊥)) = G(f ′), donc(G 6⊥)⊥ = G. PuisqueG est

continue,r((G 6⊥)⊥) = G. Réciproquement, pour toutG ∈ P
△
≤1 wk(X), on a(r(G⊥)) 6⊥ = G.par

le lemme 11.4.8. ⊓⊔

Lemme 11.7.43SoitX un espace stablement localement compact. Pour toute probabilité conti-
nueP surP△

≤1 wk(X),Bary(ǫ△[P]) = ǫ△(Bary(P)).
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Démonstration.Pour toutf ∈ 〈X → R+〉, rappelons quef0 est la fonction deX⊥ versR+ qui
àx ∈ X associef(x), et à⊥ associe0. De plus,G′(f0) = G′

6⊥(f) = η△(G′)(f). On a :

Bary(ǫ△[P])(f0) = C

∫

G′∈P
△
1 wk(X⊥)

G′(f0)dǫ
△[P]

= C

∫

G∈P
△
≤1 wk(X)

ǫ△(G)(f0)dP par la proposition 4.2.11

= C

∫

G∈P
△
≤1 wk(X)

η△(ǫ△(G))(f)dP = Bary(P)(f)

puisqueη△ est l’inverse deǫ△. On en déduit queη△(Bary(ǫ△[P])) = Bary(P), c’est-à-dire
Bary(ǫ△[P]) = ǫ△(Bary(P)). ⊓⊔

On en déduit l’analogue de la proposition 11.7.40 dans le cassous-normalisé.

Proposition 11.7.44SoitX un espace stablement localement compact. Pour tout fermé non vide
F deP

△
≤1 wk(X), CPeau≤1(

⊔
F) = ↓ Conv∗(F).

Démonstration. Notons temporairementǫ△ l’homéomorphisme qui àG ∈ P
△
1 wk(X) asso-

cie r(G⊥) ∈ P
△
≤1 wk(X⊥), et η△ celui qui à toutG ∈ P

△
1 wk(X⊥) associeG 6⊥ ∈ P

△
≤1 wk(X)

(lemme 11.7.42).
Notons queǫ△ étant continue est croissante, et de même pourη△, doncǫ△ et η△ forment

aussi un isomorphisme d’ordre, pour les ordres de spécialisation sous-jacents. Il est facile de voir
que l’ordre de spécialisation deP△

1 wk(X⊥), comme celui deP△
≤1 wk(X), est l’ordre≤ usuel :G

est plus petit ou égal queG′ dans l’ordre de spécialisation si et seulement si, pour tousf et r,
G(f) > r impliqueG′(f) > r, si et seulement siG(f) ≤ G′(f) pour toutf .

On a donc :

ǫ△(CPeau≤1(
⊔

F)) = ǫ△{G ∈ P
△
≤1 wk(X)|G ≤

⊔
F}

= {ǫ△(G) ∈ P
△
1 wk(X⊥)|ǫ△(G) ≤

⊔
ǫ△(F)}

= CPeau1(
⊔

ǫ△(F))

= ↓ Conv∗(ǫ△(F))

par la proposition 11.7.40, sachant queX⊥ est stablement compact, par le lemme 6.3.8.
D’autre part, toujours parce queǫ△ est un isomorphisme d’ordre, on aǫ△(↓ Conv∗(F)) =

↓ ǫ△(Conv∗(F)). Il ne reste plus qu’à établir queǫ△(Conv∗(F)) = Conv∗(ǫ△(F)), ce qui ter-
minera de démontrer la proposition.

Tout élémentG deǫ△(Conv∗(F)) est de la formeG = ǫ△(Bary(P)), oùP est une probabi-
lité continue surP△

≤1 wk(X) à co-support dansF. Par le lemme 4.2.9,ǫ△[P] est une probabilité

continue surP△
1 wk(X⊥). CommeP = η△[ǫ△[P]] est à co-support dansF, ǫ△[P] est à co-support

dansη△
−1

(F) = ǫ△(F) par le lemme 11.7.37. De plus,Bary(ǫ△[P]) = G par le lemme 11.7.43,
doncG est dansConv∗(ǫ△(F)).
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Réciproquement, tout élémentG deConv∗(ǫ△(F)) s’écrit Bary(P), où P est une proba-
bilité continue surP△

1 wk(X⊥) à co-support dansǫ△(F). Par le lemme 4.2.9,η△[P] est une
probabilité continue surP△

≤1 wk(X). Par le lemme 11.7.36,P = ǫ△[η△[P]] étant à co-support
dansǫ△(F), η△[P] est à co-support dansF. De plus,G = Bary(P) = Bary(ǫ△[η△[P]]) =
ǫ△(Bary(η△[P])) par le lemme 11.7.43, doncG ∈ ǫ△(Conv∗(F)). Ceci termine de démontrer
queǫ△(Conv∗(F)) = Conv∗(ǫ△(F)), et donc la démonstration de la proposition. ⊓⊔

Théorème 11.7.45 (Isomorphisme)SoitX un espace stablement localement compact (resp.,
et compact).CPeau≤1 (resp.,CPeau1) et

⊔
définissent un isomorphisme entre

a
P≤1(X)

(resp.,
a

P1(X)) et l’espace des fermés non vides et co-fortement convexes deP
△
≤1 wk(X) (resp.,

P
△
1 wk(X)), ordonné par inclusion.

Démonstration.Traitons du cas sous-normalisé en premier. D’abord,CPeau≤1 est bien à va-
leurs dans l’espace des fermés non vides co-fortement convexes deP△

≤1 wk(X), par la proposi-
tion 11.7.33. Le fait que

⊔
soit à valeurs dans les prévisions basses continues sous-normalisées

est aussi une conséquence du théorème 11.7.26. Ce même théorème établit aussi que
⊔

et
CPeau≤1 préservent l’ordre et

⊔ ◦CPeau≤1 égale l’identité. Dans l’autre sens, pour tout fermé
non vide co-fortement convexeF, ↓ Conv∗(F) = F, doncCPeau≤1(

⊔
F) = F par la proposi-

tion 11.7.44. Dans le cas normalisé, on utilise la proposition 11.7.40 à la place de cette dernière.
⊓⊔

⊲ Exercice 11.3
Montrer l’analogue suivant du lemme 11.7.21 pour les peaux.Soit X un espace stablement

localement compact (resp., et compact), etY l’espaceP△
≤1 wk(X) (resp.,P△

1 wk(X)). Soit F un
fermé non vide deY , etG ∈ Y tel queG ≤ ⊔F. Montrer qu’il existe alors une probabilité
continueP surY , à co-support dansF, telle queG ≤ Bary(P).

11.7.3 Le cas chaotique : fourchettes, et le corps

Par imitation de la proposition 7.5.9, on définit :

Définition 11.7.46 (Fourchette)UnefourchettesurX est un coupleF = (F−, F+), oùF− est
une prévision basse,F+ est une prévision haute, et :

F−(h+ h′) ≤ F−(h) + F+(h′) ≤ F+(h+ h′) (11.8)

pour toutes fonctions continues bornéesh eth′ deX versR+.
Cette fourchette estcontinuesi et seulement siF− et F+ sont continues,colinéairesi et

seulement siF− et F+ sont colinéaires,linéaire si et seulement siF− et F+ sont linéaires.
Elle estnormalisée, resp.sous-normalisée, si et seulement siF− etF+ sont normalisées, resp.
sous-normalisées.

L’espaceF(X) est l’espace des fourchettes continues surX, ordonné par l’ordre≤ × ≤.
L’espaceF1(X), resp.F≤1(X), est le sous-espace des fourchettes continues normalisées, resp.
sous-normalisées, surX.
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On appellera topologiefaible sur un espace de fourchettes surX la trace sur cet espace
de la topologie produit dePwk(X) × Pwk(X). On noteraFwk(X), F1 wk(X), et F≤1 wk(X)
respectivement les espacesF(X), F1(X) etF≤1(X) munis de leur topologie faible.

La définition est formée de sorte que, pour toute estimation continueν surX, (αC(ν↑), αC(ν↓))
soit une fourchette continue. C’est une conséquence facilede la proposition 7.5.9 et du théo-
rème 10.1.8. La condition (11.8), avec le fait queF−(h)+F−(h′) ≤ F−(h+h′) etF+(h+h′) ≤
F+(h)+F+(h′), est exactement la condition (c) de Walley (1991, section 2). Cependant, nous au-
torisons n’importe quel couple(F−, F+) vérifiant ces conditions à définir une fourchette. Walley
se contente d’observer que siF− est une prévision cohérente (au sens de Walley), on peut poser
F+(h) = −F−(−h), et alors(F−, F+) est une fourchette.

Pour toute prévisionF , on peut voirF (h) comme une sorte de moyenne généralisée de
la fonctionh. Pour toute fourchetteF = (F−, F+), on peut penser àF− comme à la partie
pessimiste deF , telle queF−(h) sera la plus petite moyenne deh envisageable, etF+(h) sera
la plus grande. Si l’on prendh′ = 0 dans (11.8), on voit en effet queF−(h) ≤ F+(h) pour tout
h ∈ 〈X → R+〉.

Il est facile de voir queF1(X) et F≤1(X) sont des cpos.F≤1(X) a un plus petit élé-
ment, (0, 0). Si X a un plus petit élément⊥, F1(X) a aussi un plus petit élément, qui est
(αC(δ⊥), αC(δ⊥)), oùαC(δ⊥)(h) = h(⊥).

Voici quelques exemples de fourchettes (continues). D’abord, siF est une prévision linéaire
(continue), alors(F, F ) est une fourchette (continue). Plus généralement, les fourchettes linéaires
sont simples à décrire :

Lemme 11.7.47SoientF−, F+ deux prévisions linéaires. Alors(F−, F+) est une fourchette si
et seulement siF− ≤ F+.

Démonstration.Si (F−, F+) est une fourchette, on a vu plus haut queF− ≤ F+. Réciproque-
ment, siF− ≤ F+,

F−(h+ h′) = F−(h) + F−(h′) ≤ F−(h) + F+(h′) ≤ F+(h) + F+(h′) = F+(h+ h′)

par linéarité. ⊓⊔
Plus généralement, siν est une estimation continue, alors, comme on l’a rappelé plus haut,

(αC(ν↑), αC(ν↓)) est une fourchette continue. De plus, cette fourchette seratoujours colinéaire.
La construction suivante fournit encore un autre moyen de construire des fourchettes. Nous ver-
rons plus loin que c’est en fait le cas général. Rappelons (corollaire 3.5.11) qu’une lentille forte
est une lentilleL = Q∩C avec non seulementQ = ↑ L (comme pour toute lentille) mais encore
C = ↓ L, autrement dit, telle que↓ L soit fermée. L’espacePL(X) est l’espace des lentilles
fortes.

Lemme 11.7.48Pour toute lentilleL = Q∩C, oùQ = ↑ L etC = cl(L), de l’espaceP∆
≤1 wk(X)

(resp.,P∆
1 wk(X)) des prévisions linéaires sous-normalisées (resp., normalisées) surX, équipé

de la topologie faible, posons :
l⊔

L = (
l

Q,
⊔

C)
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SiL est une lentille forte, alors
d⊔

L est une fourchette sous-normalisée (resp., normalisée). Si
L est une lentille forte deP△

≤1 wk(X) (resp., deP△
1 wk(X)), alors c’est une fourchette continue

sous-normalisée (resp., normalisée).

Démonstration.SoitL une lentille deP∆
≤1 wk(X), resp.P△

≤1 wk(X), resp.P∆
1 wk(X), resp.P△

1 wk(X).
Par le théorème 11.7.26,

⊔
C est une prévision haute sous-normalisée (resp. normalisée, resp. et

continue). Par le lemme 11.7.9,
d

Q est une prévision basse sous-normalisée (resp. normalisée,
resp. et continue). Ensuite, on note que :

(
l

Q)(h) = inf
G∈Q

G(h) = inf
G∈L

G(h)

puisqueQ = ↑ L. D’autre part,

(
⊔

C)(h) = sup
G∈C

G(h) = sup
G∈L

G(h)

parce queC = ↓ L ; ceci n’est vrai que parce queL est une lentille forte.
Alors :

(
l

Q)(h+ h′) = inf
G∈L

G(h+ h′) = inf
G∈L

[G(h) +G(h′)]

≤ inf
G∈L

[G(h) + sup
G∈L

G(h′)] = inf
G∈L

G(h) + sup
G∈L

G(h′)

= (
l

Q)(h) + (
⊔

C)(h)

et :

(
l

Q)(h) + (
⊔

C)(h) = inf
G∈L

G(h) + sup
G∈L

G(h′) = sup
G∈L

[ inf
G∈L

G(h) +G(h′)]

≤ sup
G∈L

[G(h) +G(h′)] = sup
G∈L

G(h+ h′) = (
⊔

C)(h+ h′)

d’où la validité des inégalités (11.8). ⊓⊔
La réciproque est donnée par la notion de corps d’une fourchette, et ses variantes.

Définition 11.7.49 (Corps) SoitX un espace topologique. Pour toute fourchetteF = (F−, F+)
surX, on appellecorpsCorps(F ) deF l’intersectionCoeur(F−) ∩ Peau(F+).

On définit de même lecorps continuCCorps(F ) = CCoeur(F−) ∩ CPeau(F+), le corps
normaliséCorps1(F ) = Coeur1(F

−)∩Peau1(F
+), lecorps continu normaliséCCorps1(F ) =

CCoeur1(F
−)∩CPeau1(F

+), lecorps sous-normaliséCorps≤1(F ) = Coeur≤1(F
−)∩Peau≤1(F

+),
le corps continu sous-normaliséCCorps≤1(F ) = CCoeur≤1(F

−) ∩ CPeau≤1(F
+).

Proposition 11.7.50 (Le corps est une lentille forte convexe) Soit X un espace topologique,
et F une fourchette surX. Les ensemblesCorps(F ), CCorps(F ), Corps1(F ), Corps≤1(F ),
CCorps1(F ), CCorps≤1(F ) sont convexes : siG1, G2 sont dans un de ces ensembles, etα ∈
[0, 1], alorsαG1 + (1− α)G2 est dans le même ensemble.
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SiF est sous-normalisée, alorsCorps≤1(F ) est une lentille forte deP∆
≤1 wk(X),Coeur≤1(F ) =

↑ Corps≤1(F ) etPeau≤1(F ) = ↓ Corps≤1(F ). SiF est normalisée,Corps1(F ) est une lentille
forte deP∆

1 wk(X), Coeur1(F ) = ↑ Corps1(F ) etPeau1(F ) = ↓ Corps1(F ).
Si X est stablement localement relativement compact, alorsCCorps≤1(F ) est une len-

tille forte deP
△
≤1 wk(X) pour toute fourchette continue sous-normaliséeF , CCoeur≤1(F ) =

↑ CCorps≤1(F ) etCPeau≤1(F ) = ↓ CCorps≤1(F ).
SiX est stablement relativement compact, alorsCCorps1(F ) est une lentille forte deP△

1 wk(X)
pour toute fourchette continue normaliséeF , CCoeur1(F ) = ↑ CCorps1(F ) etCPeau1(F ) =
↓ CCorps1(F ).

Démonstration.La convexité du corps et de ses variantes est évidente, commeintersection de
deux convexes.

SupposonsF = (F−, F+) sous-normalisée. On aCorps≤1(F ) = Coeur≤1(F
−)∩Peau≤1(F

+).
Pour montrer que ceci est une lentille forte, nous montrons d’abord que :(∗) pour toutG ∈
Coeur≤1(F

−), on peut trouverG0 ∈ Corps≤1(F ) avecG0 ≤ G.
SoitF ′(h) = inff,g∈〈X→R+〉

f+g≥h

(F+(f) + G(g)). Ceci est bien défini, car il existe toujoursf, g

telles quef + g ≥ h, par exemplef = 0 et g = h. Ceci implique notamment queF ′ ≤ G.
D’autre part, pour toutes fonctionsf, g ∈ 〈X → R+〉 telles quef + g ≥ h, F+(f) + G(g) ≥
F+(f) + F−(g) (puisqueG ∈ Coeur≤1(F

−)) ≥ F−(f + g) (par (11.8))≥ F−(h). Donc
F− ≤ F ′ ≤ G.

On observe maintenant queF ′ est une prévision haute. D’abord,F ′(0) = 0 (en prenant
f = g = 0), et pourα > 0, F ′(αh) = inff+g≥αh(F

+(f) + G(g)) = inff ′+g′≥h(F
+(αf ′) +

G(αg)) = αF ′(h). Ensuite,F ′ est clairement croissante, et :

F ′(h) + F ′(h′) = inf
f+g≥h,f ′+g′≥h′

(F+(f) +G(g) + F+(f ′) +G(g′))

≥ inf
f+g≥h,f ′+g′≥h′

(F+(f + f ′) +G(g + g′))

(puisqueF+ est haute etG est linéaire)

≥ inf
f ′′+g′′≥h+h′

(F+(f ′′) +G(g′′)) = F ′(h+ h′)

DoncF ′ est haute.
Rappelons queF− ≤ F ′ ≤ G. Par le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, il existe une

fonctionnelle linéaire croissanteG0 telle queF− ≤ G0 ≤ F ′. PuisqueG0 ≤ F ′, G0 n’atteint
pas la valeur+∞, doncG0 est une prévision linéaire. Elle est sous-normalisée :G0(χX) ≤
F ′(χX) ≤ G(χX) ≤ 1 puisqueG est sous-normalisée, doncG0(a + f) = aG0(χX) +G0(f) ≤
a+G0(f), puisqueG0 est linéaire. CommeF− ≤ G0,G0 est dansCoeur≤1(F

−). D’autre part,
G0 ≤ F ′ ; il est facile de voir queF ′ ≤ F+ (prendreg = 0 dans la définition), doncG0 ≤ F+,
c’est-à-direG0 ∈ Peau≤1(F

+). DoncG0 ∈ Corps≤1(F ) = Coeur≤1(F
−) ∩ Peau≤1(F

+).
PuisqueG0 ≤ F ′ ≤ G, on obtient(∗).

On démontre de même que :(∗∗) pour toutG ∈ Peau≤1(F
+), il existeG0 ∈ Corps≤1(F )

avecG ≤ G0. La démonstation est similaire. PosonsF ′′(h) = supf,g∈〈X→R+〉
f+g≤h

(F−(f) + G(g)).

Ceci est bien défini, carF−(f) + G(g) est majoré, par exemple parF−(h) + G(h). En prenant
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f = 0, et g = h quelconque, on obtientF ′′ ≥ G. D’autre part, sif + g ≤ h alorsF−(f) +
G(g) ≤ F−(f)+F+(g) (puisqueG ∈ Peau≤1(F

+))≤ F+(f + g) ≤ F+(h) (par (11.8)). Donc
G ≤ F ′′ ≤ F+.

On observe ensuite queF ′′ est une prévision basse. Lorsqueh = 0, les seules fonctionsf
et g telles quef + h ≤ h sontf = g = 0, doncF ′′(0) = 0 ; et pourα > 0, F ′′(αh) =
supf+g≤αh(F

−(f) +G(g)) = supf ′+g′≤h(F
−(αf ′) +G(αg′)) = αF ′′(h). DoncF ′′ est positive-

ment homogène. CommeF ′′ est clairement croissante,F ′′ est une prévision. De plus,

F ′′(h) + F ′′(h′) = sup
f+g≤h,f ′+g′≤h′

(F−(f) +G(g) + F−(f ′) +G(g′))

≤ sup
f+g≤h,f ′+g′≤h′

(F−(f + f ′) +G(g + g′))

(puisqueF− est basse etG linéaire)

≤ sup
f ′′+g′′≤h+h′

(F−(f ′′) +G(g′′)) = F ′′(h+ h′)

DoncF ′′ est basse.
Rappelons queG ≤ F ′′ ≤ F+. Par le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, il existe une

fonctionnelle linéaire croissanteG0 telle queF ′′ ≤ G0 ≤ F+. PuisqueG0 ≤ F+, G0 ne prend
pas la valeur+∞, doncG0 est une prévision linéaire. Elle est sous-linéaire, carG0(χX) ≤
F+(χX) ≤ 1, F+ étant sous-normalisée. PuisqueG0 ≤ F+, G0 ∈ Peau≤1(F

+). D’autre part,
G0 ≥ F ′′ et F ′′ ≥ F− (prendreg = 0 dans la définition), doncG0 ∈ Coeur≤1(F

−), d’où
G0 ∈ Corps≤1(F ). On obtient(∗∗) en rappelant queG ≤ F ′′ ≤ G0.

Par(∗), on obtient en particulier queCorps≤1(F ) est non vide, sachant queCoeur≤1(F
−) est

non vide par le théorème 11.4.9. De plus,Coeur≤1(F
−) = ↑ Corps≤1(F ). En effet,(∗) énonce

l’inclusion⊆, et l’inclusion réciproque⊇ est évidente. Enfin,Peau≤1(F
+) = ↓ Corps≤1(F ) :

(∗∗) énonce l’inclusion⊆, et l’inclusion réciproque est évidente. En particulier, puisqueCoeur≤1(F
−)

est compact saturé (proposition 11.7.7), et quePeau≤1(F
+) est fermé (lemme 11.7.24),Corps≤1(F )

est une lentille forte deP∆
≤1 wk(X).

LorsqueF est normalisée, le raisonnement est similaire, en remplaçant partout les indices
≤ 1 par1, et en utilisant le théorème 11.3.10 au lieu du théorème 11.4.9. En démontrant(∗) et
(∗∗), nous devons maintenant vérifier queG0 est normalisée. Dans le cas de(∗), on a comme plus
hautG0(χX) ≤ 1 ; de plus,G0(χX) ≥ F−(χX) = 1, doncG0(χX) = 1 ; commeG0 est linéaire,
G0(a + f) = G0(a) + G0(f) = a + G0(f), doncG0 est normalisée. Pour(∗∗), on a comme
plus hautG0(χX) ≤ 1 ; de plus, l’hypothèse de(∗∗) est maintenant queG ∈ Peau1(F

+) ; or
G0 ≥ F ′′ ≥ G, doncG0(χX) ≥ 1, etG0 est encore normalisée.

Dans le cas oùF est une fourchette continue, sous-normalisée ou normalisée, on remplace
G0 par r(G0). Reprenons la démonstration en détail, par exemple dans le cas de fourchette
continues normalisées. On démontre :(∗) pour toutG ∈ CCoeur1(F−), on peut trouverG′ ∈
CCorps1(F ) avecG′ ≤ G.

SoitF ′(h) = inff,g∈〈X→R+〉
f+g≥h

(F+(f) + G(g)). Comme plus haut,F ′ est une prévision haute,

etF− ≤ F ′ ≤ G. Par le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, on produit une prévision linéaire
G0 telle queF− ≤ G0 ≤ F ′. G0 est normalisée :F− ≤ G0 ≤ F ′ ≤ G, donc1 = F−(χX) ≤
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G0(χX) ≤ G(χX) = 1, doncG0(a + f) = G0(a) + G0(f) = a + G0(f). PosonsG′ = r(G0).
Par le lemme 11.2.18, commeX est stablement localement relativement compact et compact,
G′ est une prévision linéaire continue normalisée. De plus, commeF− ≤ G0 ≤ F ′ etF− etF ′

sont continues, on a aussiF− ≤ G′ ≤ F ′. CommeF− ≤ G′, G′ ∈ CCoeur1(F
−). Comme

G′ ≤ F ′ ≤ F+, G′ ∈ CPeau1(F
+), doncG′ ∈ CCorps1(F ). De plus,G′ ≤ F ′ ≤ G. On

obtient ainsi(∗).
On démontre de même(∗∗) pour toutG ∈ CPeau1(F

+), il existeG′ ∈ CCorps1(F ) avec
G ≤ G′, en construisantF ′′ etG0, puisG′ = r(G0), comme plus haut.

On en déduit, comme plus haut, queCCoeur1(F−) = ↑ CCorps1(F ) etCPeau1(F
+) =

↓ CCorps1(F ). Par la proposition 11.7.8,CCoeur1(F−) est compact saturé, et par le lemme 11.7.24,
CPeau1(F

+) est fermé. De plus,(∗) implique queCCorps1(F ) est non vide, carCCoeur1(F−)
est non vide par le théorème 11.3.10, sachant queX est stablement localement relativement com-
pact.

Le raisonnement est similaire dans le cas sous-normalisé, en utilisant le théorème 11.4.9 au
lieu du théorème 11.3.10, et le lemme 11.4.4 au lieu du lemme 11.2.18 dans la démonstration de
la version adéquate de(∗) et de(∗∗). ⊓⊔

Les résultats précédents tendent à montrer une relation forte entre fourchettes et lentilles
fortesde valuations surX. On peut cependant étendre la construction du lemme 11.7.48non
seulement au cas des lentilles, mais même desA-valuations continues. Soitα uneA-valuation
continue surP△

≤1 wk(X), resp.P△
1 wk(X). On peut alors définir l’A-estimationueα (définition 7.2.4

par ueα(U \ V) = 1 si α(U) = 1 et α(V) = 0, et ueα(U \ V) = 1 sinon, pour tous ouvertsU
et V deZ — en posantZ = P

△
≤1 wk(X), resp.Z = P

△
1 wk(X). Par le lemme 7.4.8, siZ est

stablement compact, alors$ueα% = δα. Grâce aux propositions 7.5.4 et 7.5.6, on déduit deue↑α et
ue↓α la fourchette continueFα = (F−

α , F
+
α ) = (αC(ue↑α), αC(ue↓α)), où :

F−
α (H) = C

∫

G∈Z

H(G)due↑α = C

∫

α′∈PV(Z)

min α′H d$ueα%

= C

∫

α′∈PV(Z)

min α′H dδα = min αH

F+
α (H) = C

∫

G∈Z

H(G)due↓α = C

∫

α′∈PV(Z)

sup α′H d$ueα%

= C

∫

α′∈PV(Z)

sup α′H dδα = sup αH

Ensuite, on observe que, de même que les prévisions basses etles prévisions hautes, les four-
chettes admettent une notion de composition séquentielle.

Proposition 11.7.51 (Composition séquentielle)SoientX, Y deux espaces topologiques. Soit
F = (F−, F+) une fourchette surX, et ϑ une fonction continue bornée deX vers l’espace
des fourchettes surY , muni de la topologie faible. Autrement dit,ϑ est définie par le fait que
pour toutx ∈ X, ϑ(x) est une fourchette(ϑ−(x), ϑ+(x)), et de plusϑ− etϑ+ sont continues et
bornées, au sens de la définition 11.1.3.
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La composition séquentielleF ;ϑ est la fonctionnelle(F−;ϑ−, F+;ϑ+). AlorsF ;ϑ est une
fourchette, elle est continue (resp. sous-normalisée, resp. normalisée) dès queF et toutes les
ϑ(x), x ∈ X, le sont.

Démonstration.D’abord,F−;ϑ− est une prévision basse (resp., et continue) etF+;ϑ+ est une
prévision haute (resp., et continue), toujours (resp., à condition queF et lesϑ(x) soient conti-
nues), par la proposition 11.1.4. Le cas normalisé s’obtient en appliquant la proposition 11.3.3,
et le cas sous-normalisé par la proposition 11.4.3. Il resteà montrer queF ;ϑ est une fourchette :

(F−;ϑ−)(h+ h′) = F−(λx · ϑ−(x)(h+ h′))

≤ F−(λx · ϑ−(x)(h) + ϑ+(x)(h′))

puisque(ϑ−(x), ϑ+(x)) est une fourchette etF− est croissante

= F−
(
(λx · ϑ−(x)(h)) + (λx · ϑ+(x)(h′))

)

≤ F−(λx · ϑ−(x)(h)) + F+(λx · ϑ+(x)(h′))

puisque(F−, F+) est une fourchette

= (F−;ϑ−)(h) + (F+;ϑ+)(h′)

La deuxième inégalité(F−;ϑ−)(h)+ (F+;ϑ+)(h′) ≤ (F+;ϑ+)(h+h′) se démontre de manière
similaire. ⊓⊔

On a alors :

Proposition 11.7.52SoitX un espace stablement localement relativement compact (resp., et
compact). Pour touteA-valuation continueα surP△

≤1 wk(X) (resp.,P△
1 wk(X)), posons :

l⊔
α = (λh ∈ 〈X → R+〉 ·min α(λG ·G(h)),

λh ∈ 〈X → R+〉 · sup α(λG ·G(h)))

Alors
d⊔

α est une fourchette continue sous-normalisée (resp., normalisée).

Démonstration.Par le théorème 11.6.5, l’espaceZ = P
△
≤1 wk(X) (resp.,Z = P

△
1 wk(X)) est

stablement compact.
On remarque maintenant que

d⊔
α(h) = Fα;ϑ, oùϑ = (ϑ−, ϑ+) est définie parϑ−(G) =

ϑ+(G) = G, et oùFα = (F−
α , F

+
α ) a été introduite dans la discussion précédant la propo-

sition 11.7.51. En effet,(F−
α ;ϑ−)(h) = F−

α (λG · G(h)) = min α(λG · G(h)), et de même
(F+

α ;ϑ+)(h) = sup α(λG ·G(h)).
Clairement, et en rappelant queG est une prévision linéaire continue (puisqueG ∈ Z) sous-

normalisée (resp., normalisée),ϑ(G) est une fourchette continue sous-normalisée (resp., norma-
lisée). De plus,ϑ est bornée puisque pour touth, la fonction qui àG associeG(f) est majorée
par supx∈X f(x), G étant sous-normalisée. On a vu queFα était aussi une fourchette continue.
Elle est clairement normalisée. Par la proposition 11.7.51, Fα;ϑ est donc une fourchette continue
sous-normalisée, resp. normalisée. ⊓⊔

Notons que la confusion de notation entre
d⊔

α et
d⊔

L est bénigne : par la propo-
sition 3.6.3, toutα donne naissance à un élément(Q,C) de P′

V(Z), où Q est l’intersection
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de tous les ouvertsU de Z tels queα(U) = 1, et C est le complémentaire dansZ de l’in-
tersection de tous les ouvertsV tels queα(V) = 0. De plus,L = Q ∩ C est une lentille,
sup α(λG · G(h)) = supG∈CG(h) =

⊔
C(h) (voir le lemme 7.5.5, et le théorème 11.7.26),

etmin α(λG ·G(h)) = minG∈QG(h) =
d

Q(h) (voir le lemme 7.5.3, et le lemme 11.7.9), doncd⊔
α =

d⊔
L. On en déduit :

Corollaire 11.7.53 Soit X un espace stablement localement relativement compact (resp., et
compact). Pour tout(Q,C) ∈ P′

V(P△
≤1 wk(X)) (resp.,(Q,C) ∈ P′

V(P△
1 wk(X))), posons :

l⊔
(Q,C) = (

l
Q,
⊔

C)

Alors
d⊔

(Q,C) est une fourchette continue sous-normalisée (resp., normalisée).

On a plusieurs opérations
d⊔

, qui opèrent sur des lentilles fortes, sur desA-valuations, ou
sur des couples(Q,F) vérifiant les propriétés de la proposition 3.6.3. Les relations entre ces dif-
férentes variantes et les corps correspondants ne sont apparemment pas suffisantes pour affirmer
l’existence d’une correspondance de Galois. Définissons donc la notion plus faible suivante, qui
est juste la notion de rétract adaptée aux ensembles ordonnés, ou de façon équivalente un rétract
d’espaces Alexandroff-discrets.

Définition 11.7.54 Un rétract d’ordred’un ensemble ordonnéY est un ensemble ordonnéZ tel
qu’il existe deux fonctions croissantess : Z → Y (la section d’ordre) etr : Y → Z (la rétraction
d’ordre) telles quer(s(z)) = z pour toutz ∈ Z.

Si s, r forment un couple d’une section et d’une rétraction d’ordre, il faut et il suffit ques(r(y)) ≤
y pour touty ∈ Y pour ques ⊣ r soit une surrection de Galois ; il faut et il suffit quey ≤ s(r(y))
pour touty ∈ Y pour quer ⊣ s soit une insertion de Galois.

On note que le corollaire 11.7.12 énonce en particulier que
`
P1 wk(X) est un rétract (donc

aussi un rétract d’ordre) deQ(P∆
1 wk(X)) et deQcvx(P∆

1 wk(X)), que
`

P1(X) est un rétract (donc
aussi un rétract d’ordre) deQ(P△

1 wk(X)) et deQcvx(P△
1 wk(X)), dès queX est stablement rela-

tivement compact. Le théorème 11.7.26 implique lui que
a

P1(X) est un rétract d’ordre de
Hcvx(P△

1 wk(X)) et deHcvx(P△
1 wk(X)), dès queX est stablement compact. On a des résultats

similaires dans le cas sous-normalisé lorsqueX est stablement localement relativement compact,
resp. stablement localement compact.

Définition 11.7.55 Pour tout sous-espace convexeZ d’un cône topologiqueC, notonsPLcvx(Z)
le sous-espace dePL(Z) formé des lentilles fortesL qui sont convexes, etPℓcvx(Z) le sous-
espace dePℓ(Z) formé des lentillesL qui sont convexes, au sens où pour tousa, b ∈ L, pour
tout r ∈ [0, 1], r · a + (1 − r) · b ∈ L. Pℓcvx(Z) et PLcvx(Z) sont ordonnés, commePℓ(X) et
PL(X), par⊑EM.

Théorème 11.7.56Si X est un espace stablement compact, alorsCCorps1 est une section
d’ordre deF1(X) dansPL(P△

1 wk(X)), dansPLcvx(P△
1 wk(X)), dansPℓ(P△

1 wk(X)), et dans
Pℓcvx(P△

1 wk(X)). La rétraction d’ordre associée est
d⊔

.
SiX est un espace stablement localement compact, alorsCCorps≤1 est une section d’ordre

deF≤1(X) dansPL(P△
≤1 wk(X)), dansPLcvx(P△

≤1 wk(X)), dansPℓ(P△
≤1 wk(X)), et enfin dans

Pℓcvx(P△
≤1 wk(X)). La rétraction d’ordre associée est

d⊔
.

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 543



Le cœur et la peau Prévisions générales

Démonstration.Nous ne traitons que le cas normalisé, le cas sous-normaliséétant entièrement
similaire.

D’abord, par la proposition 11.7.50,CCorps1 est une fonction deF1(X) versPLcvx(P△
1 wk(X)),

donc aussi vers n’importe lequel des autres espaces de lentilles mentionné dans l’énoncé. Si
F = (F−, F+) est une fourchette inférieure ou égaleF ′ = (F ′−, F ′+), c’est-à-direF− ≤ F ′− et
F+ ≤ F ′+, alorsCCoeur1(F−) ⊇ CCoeur1(F

′−) par le théorème 11.7.11 etCPeau1(F
+) ⊆

CPeau1(F
′+) par le théorème 11.7.26. PuisqueCCoeur1(F ) = ↑ CCorps1(F ) etCPeau1(F ) =

↓ CCorps1(F ) par la proposition 11.7.50, on en déduitCCorps1(F ) ⊑EM CCorps1(F
′). Donc

CCorps1 est croissante.
Réciproquement,

d⊔
est une fonction dePLcvx(P△

1 wk(X)) ou Pℓ(P△
1 wk(X)) versF1(X)

par le lemme 11.7.48. Plus généralement, pour toute lentilleL, pas nécessairement forte,(↑ L,
cl(L)) est dansP′

V(P△
1 wk(X)) par le lemme 3.6.4,

d⊔
L =

d⊔
(↑ L, cl(L)) est une fourchette

continue normalisée par le corollaire 11.7.53. Donc
d⊔

est une fonction de n’importe lequel
des espaces de lentilles mentionné dans l’énoncé versF1(X). De plus,

d⊔
est croissante : si

L ⊑EM L′, alors↑ L ⊇ ↑ L′ donc
d ↑ L ≤ d ↑ L′, etcl(L) ⊆ cl(L′) donc

⊔
cl(L) ≤ ⊔ cl(L′) ;

donc
d⊔

L (≤ × ≤)
d⊔

L′.
Le fait queCCoeur1 ⊣

d
soit une surrection de Galois (théorème 11.7.11) énonce en par-

ticulier que
d
CCoeur1(F

−) = F− pour toute fourchette continue normaliséeF = (F−, F+).
Le fait que

⊔ ⊣ CPeau1 soit une insertion de Galois (théorème 11.7.26) implique lui que⊔
CPeau1(F

+) = F+. On en déduit
d⊔

CCorps1(F ) = F pour toute fourchette continue
normalisée. ⊓⊔

⊲ Exercice 11.4
Essayez de démontrer queCCorps1 ⊣

d⊔
est une surrection de Galois, ou bien que

d⊔ ⊣
CCorps1 est une insertion de Galois, en étendant la démonstration duthéorème 11.7.56, dans le
cas oùX est stablement compact. Qu’est-ce qui ne fonctionne pas ?

On retrouve ainsi, modulo les petites différences déjà présentes entre nos modèles et ceux
de Tix et al. (2005) dans les cas démoniaque et angélique, unecorrespondance entre le mo-
dèle biconvexe de Tix et al., formé des lentilles convexes deV(X), et notre modèle formé de
fourchettes continues normalisées. Comme plus haut, notremodèle est en un sens plus fin que
celui de Tix et al.. Cette finesse est cependant capturée par la notion moins précise de rétraction
d’ordre. En passant à des notions de convexité similaires à celles de convexité forte et co-forte,
on obtiendra un isomorphisme. C’est une application directe des résultats des sections 11.7.1
et 11.7.2.

Définition 11.7.57 (Bi-fortement convexe)Soit Y = P∆
wk(X) ou Y = P∆

≤1 wk(X) ou Y =

P∆
1 wk(X) (resp.,Y = P

△
wk(X), ouY = P

△
≤1 wk(X) ouY = P

△
1 wk(X)). Une partieA deY est

bi-fortement convexesi et seulement si, pour toute probabilité (resp., et continue)P à support
dansA,Bary(P) est dans↑ A, et pour toute probabilité (resp., et continue)P à co-support dans
A,Bary(P) est dans↓ A.

Proposition 11.7.58SoitX un espace stablement localement compact (resp., et compact). Pour
toute lentilleL deP

△
≤1 wk(X) (resp., deP△

1 wk(X)),CCorps≤1(
d⊔

L) = ↑ Conv(L)∩↓ Conv∗(L)
(resp.,CCorps1(

d⊔
L) = ↑ Conv(L) ∩ ↓ Conv∗(L)).
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Démonstration.On commence par réaliser que, pour toute probabilité continueP, P est à support
dansL si et seulement siP est à support dans↑ L. En effet, les ouvertsU contenantL sont
exactement ceux contenant↑ L, tout ouvert étant clos par le haut. On en déduit queConv(L) =
Conv(↑ L). D’autre part, par définition même du co-support,Conv∗(L) = Conv∗(cl(L)).

Par le corollaire 11.7.22 et la proposition 11.7.44,↑ Conv(L)∩↓ Conv∗(L) = CCoeur≤1(
d ↑ L)∩

CPeau≤1(
⊔
cl(L)) = CCorps≤1(

d⊔
(L)). On raisonne de même dans le cas normalisé, en uti-

lisant la proposition 11.7.40 au lieu de la proposition 11.7.44. ⊓⊔

Théorème 11.7.59 (Isomorphisme)SoitX un espace stablement localement compact (resp., et
compact).CCorps≤1 (resp.,CCorps1) et

d⊔
définissent un isomorphisme entreF≤1(X) (resp.,

F1(X)) et l’espace des lentilles fortes bi-fortement convexes deP
△
≤1 wk(X) (resp.,P△

1 wk(X)),
ordonné par⊑EM.

Démonstration.Par les théorèmes 11.7.23 et 11.7.45, ou bien directement enutilisant la propo-
sition 11.7.58. ⊓⊔

11.8 Complétude

Nous avons démontré un résultat de correction à la section 11.1, qui exprime que toute com-
position séquentielle de coups entre le joueur probabilisteP et l’adversaire démoniaqueC résul-
tait en une prévision basse continue. C’est la conséquence principale de la proposition 11.1.4.

Soit en effetX0, X1, . . . ,Xk, . . . , une suite d’espaces d’états. Ceci généralise la vue que
nous avions au chapitre 8, où nous n’avions qu’un espace d’étatsX. (Mais nous ne considérons
pas d’étiquettesℓ ∈ L ici, par souci de simplification.) Une partie entreP et C consiste en une
fonction de transitionϑk continue bornée deXk versPwk(Xk+1). Par exemple,ϑk(x) peut être
la fonctionnelle d’intégrationαC(νk) d’une crédibilité continue surXk+1, représentant un tirage
probabiliste parP suivi d’un choix démoniaquement non déterministe parC.

La proposition 11.1.4 implique qu’alors, pour tout état initial x0 ∈ X0, pour toutk ∈ N, pour
toute fonctionf ∈ 〈Xk → R+〉, la composition séquentielle :

F (f) = ϑ0(x0)(λx1 · ϑ1(x1)(. . . , λxk · ϑ(xk)(f) . . .)) (11.9)

définit une prévision basse continue surXk. On peut lire cette définition, intuitivement, comme
suit. Supposons queP affiche ses préférences, en affirmant qu’il gagneraf(xk) euros s’il arrive
à atteindre l’étatxk, dans une partie à2k coups. AlorsF (f) décrit le plus petit gain moyen qu’il
pourra prétendre obtenir :C cherche à minimiser ce gain moyen, et une fois la stratégie deC

établie, le gain moyen est obtenu en intégrant sur tous les choix probabilistes deP.
L’existence d’unplus petitgain moyen est garantie par le théorème 11.7.4, ou par le théo-

rème 11.7.3 dans le cas normalisé. En effet, ce théorème dit que, quelle que soit la fonction de
gainf affichée parP, on peut trouver une prévision linéaire sous-normaliséeG ∈ Coeur≤1(F )
telle queF (f) = G(f). Moyennant quelques détails inessentiels à ce stade, une prévision li-
néaireG est une fonctionnelle d’intégration par rapport à une valuation sous-normaliséeν ; voir
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la proposition 10.1.7. LorsqueG est normalisée, calculerG(f) revient exactement à calculer la
moyenne des valeurs def le long de la probabilitéν. (LorsqueF est sous-normalisée, ce qui
représente typiquement la possibilité de ne pas pouvoir sortir de certains états,G(f) est aussi
une moyenne, à renormalisation près.)

Les détails inessentiels plus haut tiennent au fait qu’il n’y a pas réellement de bijection entre
prévisions linéaires et valuations. Mais ceci se répare facilement puisqueF est continue. Lorsque
Xk est stablement localement relativement compact, on pourraalors choisirG continue, ce qui
garantira qu’il existe effectivement une valuation continueν telle queG = αC(ν).

L’existence d’une prévision linéaireG (resp. continue, resp. normalisée) assurant le plus petit
gain moyen est établie, mais il n’est pas clair queC puisse la trouver. Notre hypothèse de travail,
au cours des chapitres précédents, a toujours été en effet queC devait choisir parmi un ensemble
compactd’états successeurs.

C’est ici que les propositions 11.7.7 et 11.7.8 interviennent. Elles énoncent en effet que l’en-
semble des choix possibles pourC, qui est l’une des formes de cœurs, est compact, à condition
d’équiper l’espace desG possibles de la topologie faible. Lorsqu’on insiste pour que G soit
continue, on doit en plus supposer queXk soit stablement localement relativement compact, ou
même stablement relativement compact dans le cas normalisé.

On peut donc simulerF en juste deux coups :C choisit un élémentG du cœur (resp. continu,
resp. normalisé siF est normalisée), etP tire au hasard selon (la valuation associée à)G. Notons
que ce résultat est vrai lorsqueF est de la forme (11.9), mais aussi lorsqueF est n’importe quelle
prévision basse continue.

On a donc le résultat remarquable suivant, qui exprime en particulier que toute partie peut
être simulée par une partie en deux coups seulement. Dans le premier coup,ϑ0(∗), P ne joue pas,
et seulC choisit un élémentG ∈ X1 dans le compactQ = CCoeur1(F ). Au deuxième coup,P
se contente de tirer au hasard selonγC(G), etC ne fait rien.

Proposition 11.8.1 (Complétude, démoniaque, normalisée)SoitX un espace stablement re-
lativement compact. PosonsX0 = {∗}, X2 = X. Pour toute prévision basse continue nor-
maliséeF sur X, il existe un espaceX1 = P

△
1 wk(X), et deux fonctions continues bornées

ϑi : Xi →
`

P∗△1 wk(Xi+1) telles queF = ϑ0(∗);ϑ1.
Explicitement,
– ϑ0(∗) = αC(uQ), oùQ = CCoeur1(F ) ;
– ϑ1(G) = G.

Démonstration.D’abord,ϑ0 etϑ1 sont continues, trivialement. Clairement,ϑ0(∗) etϑ1(G) sont
des prévisions basses colinéaires continues et normalisées pour toutG. Finalement,

(ϑ0(∗);ϑ1)(f) = ϑ0(∗)(λG · ϑ1(G)(f)) = ϑ0(∗)(λG ·G(f))

= αC(uQ)(λG ·G(f)) = C

∫

G∈X1

G(f)duQ

= inf
G∈Q

G(f) par la proposition 4.2.2

= F (f)
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par le théorème 11.7.3, puisqueQ = CCoeur1(F ). ⊓⊔
On a de même le résultat suivant dans le cas sous-normalisé, en utilisant le théorème 11.7.4

à la place du théorème 11.7.3.

Proposition 11.8.2 (Complétude, démoniaque, sous-normalisée) SoitX un espace stablement
localement relativement compact. PosonsX0 = {∗},X2 = X. Pour toute prévision basse conti-
nue sous-normaliséeF surX, il existe un espaceX1 = P

△
≤1 wk(X), et deux fonctions continues

bornéesϑi : Xi →
`

P∗△≤1 wk(Xi+1) telles queF = ϑ0(∗);ϑ1.
Explicitement,
– ϑ0(∗) = αC(uQ), oùQ = CCoeur≤1(F ) ;
– ϑ1(G) = G.

Dans le cas angélique, on obtient un résultat de même nature,en utilisant cette fois-ci les
théorèmes 11.7.5 et 11.7.6. D’autre part, on utilise le lemme 6.1.6 au lieu de la proposition 4.2.2.

Proposition 11.8.3 (Complétude, angélique, normalisée)SoitX un espace stablement com-
pact. PosonsX0 = {∗}, X2 = X. Pour toute prévision basse continue normaliséeF surX, il
existe un espaceX1 = P

△
1 wk(X), et deux fonctions continues bornéesϑi : Xi →

a
P∗△1 wk(Xi+1)

telles queF = ϑ0(∗);ϑ1.
Explicitement,
– ϑ0(∗) = αC(eC), oùC = CPeau1(F ) ;
– ϑ1(G) = G.

Proposition 11.8.4 (Complétude, angélique, sous-normalisée) Soit X un espace stablement
localement compact. PosonsX0 = {∗}, X2 = X. Pour toute prévision basse continue nor-
maliséeF surX, il existe un espaceX1 = P

△
≤1 wk(X), et deux fonctions continuesϑi : Xi →a

P∗△≤1 wk(Xi+1) telles queF = ϑ0(∗);ϑ1.
Explicitement,
– ϑ0(∗) = αC(eC), oùC = CPeau1(F ) ;
– ϑ1(G) = G.

Dans le cas chaotique finalement, on a le pendant du théorème de correction qu’est la propo-
sition 11.7.51.

Proposition 11.8.5 (Complétude, chaotique, normalisée)SoitX un espace stablement com-
pact. PosonsX0 = {∗},X2 = X. Pour toute fourchette continue normaliséeF surX, il existe un
espaceX1 = P

△
1 wk(X), et deux fonctions continues bornéesϑi deXi vers l’espaceF∆

1 wk(Xi+1)
des fourchettes colinéaires continues normalisées surXi+1 avec la topologie faible, telles que
F = ϑ0(∗);ϑ1.

Explicitement,
– ϑ0(∗) = (αC(uQ), αC(eC)), oùQ = Coeur1(F ), etC = CPeau1(F ) ;
– ϑ1(G) = (G,G).
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Démonstration.On vérifieϑ0(∗) est une fourchette continue normalisée. Il est clair queαC(uQ)
est une prévision basse continue normalisée et queαC(eC) est une prévision haute continue nor-
malisée, par la proposition 11.3.2. Pour vérifier l’équation (11.8), on note que par la proposi-
tion 11.7.50,Q = ↑ L etC = ↓ L, oùL = CCorps1(F ). Donc :

αC(uQ)(H +H ′) = min
G∈Q

(H(G) +H ′(G)) = min
G∈L

(H(G) +H ′(G))

≤ min
G∈L

H(G) + sup
G∈L

H ′(G)

= min
G∈Q

H(G) + sup
G∈C

H ′(G) = αC(uQ)(H) + αC(eC)(H ′)

et de mêmeαC(uQ)(H) + αC(eC)(H ′) ≤ maxG∈L(H(G) +H ′(G)) = αC(eC)(H +H ′).
La vérification du fait queF = ϑ0(∗);ϑ1 est ensuite une conséquence facile de la proposi-

tion 11.8.1 et de la proposition 11.8.3. ⊓⊔

Proposition 11.8.6 (Complétude, chaotique, sous-normalisée) SoitX un espace stablement
localement compact. PosonsX0 = {∗}, X2 = X. Pour toute fourchette continue normalisée
F surX, il existe un espaceX1 = P

△
≤1 wk(X), et deux fonctions continues bornéesϑi deXi

vers l’espaceF∆
≤1 wk(Xi+1) des fourchettes colinéaires continues normalisées surXi+1 avec la

topologie faible, telles queF = ϑ0(∗);ϑ1.
Explicitement,
– ϑ0(∗) = (αC(uQ), αC(eC)), oùQ = Coeur≤1(F ), etC = CPeau≤1(F ) ;
– ϑ1(G) = (G,G).

Démonstration.Comme pour la proposition 11.8.5, en utilisant la proposition 11.4.2 au lieu de la
proposition 11.3.2, la proposition 11.8.2 au lieu de la proposition 11.8.1, et la proposition 11.8.4
au lieu de la proposition 11.8.3. ⊓⊔

Ces résultats montrent que les notions de prévisions basses, de prévisions hautes, et de four-
chettes, sont des notions qui représentent de façon adéquate et minimale des mélanges de choix
probabilistes et non déterministes en nombre quelconque. Les théorèmes de complétude sont
spectaculaires : toute alternance d’un nombre quelconque de coups deP et C peut être résumée
en seulement deux coups, deC d’abord, deP ensuite. . . mais dans un jeu beaucoup plus gros, où
l’espace des états entre les deux coups estP

△
1 wk(X) (ouP

△
≤1 wk(X)) plutôt queX.

On pouvait conjecturer un tel résultat. Intuitivement, il suffit pour simuler une partie à nombre
quelconque de coups, de laisserC jouer quel sera sastratégiede jeu. On ne laissera plusC
jouer :C s’est engagé sur une stratégie, en avance, et on appliquera la stratégie en question pour
simuler les coups queC aurait joués. On peut alors jouer la partie complète en laissant jouerP
aléatoirement, comme avant, mais en appliquant la stratégie deC de façon déterministe. Ceci fait
du système de transitions ludique sous-jacent un système deMarkov — les coups déterministes
sont des coups probabilistes triviaux, tirés selon une valuation de Dirac. Or, n’importe quelle
composition séquentiels de coups probabilistes est encoreun coup probabiliste, queP peut donc
simuler en juste un coup.

Les constructions des propositions 11.8.1 à 11.8.6 sont relativement simples, une fois l’exis-
tence et les propriétés des cœurs, peaux, et corps établies.Un défaut de ces constructions est qu’il
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est nécessaire de considérer des fonctions de transition passant deX0 àX1 et deX1 àX2, où les
espacesX0,X1, etX2 sont relativement disparates, et surtout où les fonctions de transitionϑ0 et
ϑ1 sont complètement différentes. En somme, nous avons changéles règles du jeu en cours de
route. Nous verrons une construction plus compliquée à la section 12.4, qui évite ce défaut.

11.9 Domaines de prévisions continues

En prévision du chapitre 12, où nous chercherons à décrire des sémantiques de langages de
programmation d’ordre supérieur présentant des choix non-déterministes et probabilistes, nous
examinons les structures de cpo ou de domaine que peuvent avoir les différents espaces de prévi-
sions continues que nous considérons. Nous obtiendrons desthéorèmes de structure d’autant plus
fin que nous en saurons plus sur l’espace de baseX, et nous concentrerons donc en particulier
sur le cas oùX est un cpo continu, possiblement cohérent, voire un domainecontinu. Comme
d’habitude, nous examinons les cas démoniaque, angélique,et chaotique dans l’ordre.

11.9.1 Domaines de prévisions basses

Nous savions déjà que l’espace
`
P≤1 wk(X) de prévisions basses, continues et sous-norma-

lisées était stablement compact (proposition 11.6.3), que
`

P≤1 wk(X) était stablement compact
siX était stablement localement relativement compact et que

`
P1 wk(X) était stablement com-

pact siX était stablement relativement compact (théorème 11.6.5).Ces résultats s’appliquent
aux espaces de prévisions basses continues, munies de leur topologie faible. Dans le cas de la
topologie de Scott, on a des résultats du même type, et un peu plus.

Théorème 11.9.1SoitX un espace topologique. L’espace des prévisions basses normalisées`
P1(X) (resp. sous-normalisées

`
P≤1(X)) surX est un domaine stablement compact.

SiX est stablement localement relativement compact,
`

P≤1(X) est un domaine stablement
compact, avec comme plus petit élément la fonctionnelle quià toutf associe0.

SiX est stablement relativement compact,
`

P1(X) est un domaine stablement compact, de
plus petit élément la prévision basseαC(uX), qui àf associeminx∈X f(x).

Démonstration. Par la proposition 11.6.3,P∆
1 wk(X) et P∆

≤1 wk(X) sont stablement compacts.
Par la proposition 3.3.2,Q(P∆

1 wk(X)) et Q(P∆
≤1 wk(X)) sont donc des domaines stablement

compacts. Par le corollaire 11.7.12,
`
P1(X) (resp.,

`
P≤1(X)) est un rétract deQ(P∆

1 wk(X))
(resp.,Q(P∆

≤1 wk(X))), et est donc stablement compact, par le lemme 3.2.2, et un domaine par le
lemme 3.2.5.

LorsqueX est stablement localement relativement compact (resp. et compact),P△
≤1 wk(X)

(resp.,P△
1 wk(X)) est stablement compact, par le théorème 11.6.5. Comme ci-dessus, on en déduit

grâce à la proposition 3.3.2 queQ(P△
≤1 wk(X)) (resp.Q(P△

1 wk(X))) est un domaine stablement

compact. Par le corollaire 11.7.12,̀P≤1(X) (resp.
`

P1(X)) est un rétract deQ(P△
≤1 wk(X))

(resp.Q(P△
1 wk(X))), donc un domaine stablement compact par le lemme 3.2.5 et lelemme 3.2.2.
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De plus,
`

P≤1(X) a un élément minimal, la prévisionαC(0) qui à toutf ∈ 〈X → R+〉 associe
0.

LorsqueX est stablement relativement compact,
`

P1(X) a un plus petit élément, qui est
l’image par la rétraction

d
du plus petit élémentP△

1 wk(X) deQ(P△
1 wk(X)) — en effet,P△

1 wk(X)
est un compact (saturé) par le théorème 11.6.5. On peut vérifier directement que ce plus petit
élément est la fonctionnelle qui àf associeminx∈X f(x), c’est-à-direαC(uX). CommeX est
compact,αC(uX) est bien une prévision basse continue normalisée. D’autre part, toute prévision
basse continue normaliséeF est telle queF (f) ≥ F (minx∈X f(x)χX + 0) = minx∈X f(x) +
F (0) = minx∈X f(x). ⊓⊔
Notons que la borne supérieure de deux prévisions bassesF etG n’est pas la fonctionnelle qui
à f ∈ 〈X → R+〉 associesupx∈X(F (x), G(x)), laquelle n’est pas concave en général. La borne
supérieure est donnée par la construction du lemme 3.2.5 : onconstruit le cœur deF , celui deG,
on prend leur union, puis on projette par

d
.

Dans le cas oùX est un cpo continu, on peut en dire bien plus. Commençons par définir une
notion utile, le pendant de la notion de valuation simple dans le monde des prévisions.

Définition 11.9.2 (Prévision linéaire simple)Une prévision linéaire simplesur un espace to-
pologiqueX est une fonctionnelle de la formeαC(ν), oùν est une valuation simple surX.

Lorsqueν est de la forme
∑n

i=1 aiδxi
, αC(ν) est la fonctionnelle qui à toutf ∈ 〈X → R+〉

associe
∑n

i=1 aif(xi). C’est une simple combinaison linéaire den valeurs prises par la fonction
f . On peut en particulier voir ceci comme un procédé d’échantillonnage def , suivi d’un calcul
de moyenne.

Fait 11.9.3 Les prévisions linéaires simples surX sont les fonctionnelles de la formeλf ∈
〈X → R+〉 ·∑n

i=1 aif(xi), oùa1, . . . , an ∈ R+ etx1, . . . , xn ∈ X.

On note que :

Lemme 11.9.4SoitX un cpo continu (resp., et avec un plus petit élément⊥). AlorsP
△
≤1(X) =

P
△
≤1 wk(X) (resp.,P△

1 (X) = P
△
1 wk(X)) est un cpo continu, et une base en est donnée par les

prévisions linéaires simples sous-normalisées (resp., normalisées).

Démonstration.Par la proposition 3.7.12,V≤1 wk(X) = V≤1(X) (resp.,V1 wk(X) = V1(X))
est un cpo continu, dont une base est formée des valuations simples sous-normalisées par le
théorème de Jones (resp., des valuations simples normalisées par le théorème d’Edalat). On en
déduit le résultat via l’isomorphismeαC, γC (proposition 11.4.2, resp. 11.3.2). ⊓⊔

Ceci signifie que l’on peut approcher la valeur de n’importe quelle prévision linéaire continue
F , par le bas, par des fonctions de la formeλf ∈ 〈X → R+〉 ·∑n

i=1 aif(xi) inférieures ou égales
àF .

On peut de même fournir des approximations finies de n’importe quelle prévision basse conti-
nue, lorsqueX est un cpo continu cohérent.
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Théorème 11.9.5SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément⊥).
L’espace

`
P≤1(X) (resp.,

`
P1(X)) des prévisions basses continues sous-normalisées

(resp., normalisées) est un domaine stablement compact avec un plus petit élément. Une base
en est donnée par les prévisions de la forme

d
E, où E est un ensemble fini de prévisions li-

néaires simples sous-normalisées (resp., normalisées).

Démonstration.Par le lemme 11.9.4 et le lemme 3.3.3, l’espaceQ(P△
≤1(X)) = Q(P△

≤1 wk(X))

(resp.,Q(P△
1 (X)) = Q(P△

1 wk(X))) est un cpo continu, dont une base est formée par les com-
pacts finitaires↑ E, où E est un ensemble fini de prévisions linéaires simples sous-normalisées
(resp., normalisées).

CommeX est un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément),X est stablement
localement compact (resp., et compact). Par le théorème 11.7.11,CCoeur≤1 (resp.,CCoeur1)
et

d
forment respectivement une section et une rétraction deQ(P△

≤1(X)) (resp.,Q(P△
1 (X))) sur`

P≤1(X) (resp.,
`

P1(X)). On peut alors utiliser le lemme 3.2.4 et en déduire que
`

P≤1(X)
(resp.,

`
P1(X)) est un cpo continu, dont une base est donnée par les

d ↑ E =
d

E, oùE est un
ensemble fini de prévisions linéaires simples sous-normalisées (resp., normalisées). Il est de plus
stablement compact par le théorème 11.6.5.

Ensuite, c’est un domaine : tout couple de prévisions bassescontinuesF1 etF2 a une borne
inférieureF , qui est juste la fonctionnelle qui à toutf associemin(F1(f), F2(f)). On peut soit
vérifier directement que c’est bien une prévision basse continue, ou bien invoquer le fait que
F =

d
(CCoeur≤1(F1) ∪ CCoeur≤1(F2)) (dans le cas sous-normalisé ; remplacerCCoeur≤1

parCoeur1 dans le cas normalisé).
Finalement, le plus petit élément de

`
P≤1(X) est la prévision nulle, et celui de

a
P1(X)

estαC(δ⊥), la fonctionnelle qui à toutf associef(⊥). ⊓⊔
En particulier, siX est un domaine continu, alors̀ P≤1(X) aussi, et siX est un domaine
continu avec un plus petit éléments, alors

`
P≤1(X) et

`
P1(X) aussi. On peut approcher par le

bas n’importe quel élément par des minima d’un nombre fini de prévisions simples. Ceci fournit
une représentation effective des prévisions basses continues.

On note finalement que le théorème d’isomorphisme 11.7.23 sesimplifie dans le cas oùX
est un cpo continu cohérent, au sens où l’on peut remplacer lacondition relativement complexe
de convexité forte par celle plus simple, de convexité. Ce sera la proposition 11.9.9. La notion de
cône continu additif a été définie à la définition 3.12.5.

Lemme 11.9.6SoitX un cpo continu. AlorsP△(X) est un cône continu additif.

Démonstration.P△(X) est clairement un cône ordonné. Par le théorème 10.1.8, il est isomorphe
à V(X), lequel est un ensemble ordonné continu puisqueX est un cpo continu. Pour toute fa-
mille dirigée(Gi, G

′
i)i∈I de couples de prévisions linéaires continues ayant une borne supérieure

(G,G′), on a pour toutf : supi∈I(Gi +G′
i)(f) = supi∈I Gi(f)+ supj∈I G

′
j(f) = G(f)+G′(f),

puisque l’addition des réels positifs ou nuls est Scott continue. Donc l’addition des prévisions li-
néaires continues est Scott-continue. On conclut de même que la multiplication scalaire·, définie
par(a ·G)(f) = aG(f), est Scott-continue elle aussi. DoncP△(X) est un cône continu.

Montrons maintenant que ce cône continu est additif. Il est équivalent de démontrer que le
cône continuV(X) est additif.
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Supposonsν1 ≪ ν ′1 et ν2 ≪ ν ′2. Par la propriété d’interpolation raffinée, on peut trouver
deux valuations simples telles queν1 ≤

∑
x∈A axδx ≪ ν ′1 et ν2 ≤

∑
x∈A bxδx ≪ ν ′2, oùA est

une partie finie deX (etA est le même ensemble dans les deux séries d’inégalités, sansqu’on y
perde en généralité). Pour toute partieB close par le haut dansA, on a

∑
x∈B ax < ν ′1(

⋃
x∈B ↑↑x)

et
∑

x∈B bx < ν ′2(
⋃

x∈B ↑↑x) par le lemme 3.7.7, donc
∑

x∈B(ax + bx) < (ν ′1 + ν ′2)(
⋃

x∈B ↑↑x).
De nouveau, par le lemme 3.7.7 on en déduit

∑
x∈A(ax + bx)δx ≪ ν ′1 + ν ′2. Puisque clairement

ν1 + ν2 ≤
∑

x∈A(ax + bx)δx, il s’ensuit queν1 + ν2 ≪ ν ′1 + ν ′2. ⊓⊔
On rappelle qu’un sous-ensemble linéairement saturé est l’intersection de la famille des ou-

verts convexes qui le contiennent (corollaire 3.12.17).

Lemme 11.9.7SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément⊥). Tout
compact saturé convexe deP

△
≤1(X) (resp.,P△

1 (X)) est linéairement saturé.

Démonstration. Soit C = P△(X). Par le lemme 11.9.6,C est un cône continu additif. Soit
Z = P

△
≤1(X) (resp.,Z = P

△
1 (X)). Z est clairement convexe, et nous prétendons queZ est un

sous-espace topologique deC. Il y a une subtilité ici : ceci revient à dire que la topologie(de
Scott) deZ est la topologie induite par la topologie (de Scott encore) de C. Or une topologie
induite par une topologie de Scott n’est en général pas une topologie de Scott. Dans le cas qui
nous occupe, cependant, les topologies de Scott surC et surZ coïncident avec les topologies
faibles par la proposition 3.7.12, et la topologie induite par une topologie faible est encore la
topologie faible.

On peut donc appliquer le corollaire 3.12.17 : tout compact saturé convexeQ deZ est linéai-
rement saturé. ⊓⊔

Lemme 11.9.8SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément⊥). Tout
compact saturé convexe deP

△
≤1(X) (resp.,P△

1 (X)) est fortement convexe.

Démonstration.SoitC = P△(X). Nous voyons maintenantC comme un simple cône ordonné.
Soit Z = P

△
≤1(X) (resp.,Z = P

△
1 (X)). Par la proposition 11.4.2 (resp., 11.3.2),Z est iso-

morphe àV≤1(X) (resp.,V1(X)), lequel est un cpo continu par le théorème de Jones (resp., le
théorème d’Edalat). Pour tout compact saturé convexeQ deZ, Q est linéairement saturé par le
lemme 11.9.7. On peut donc appliquer la proposition 3.12.35, et définir l’application barycentre
baryQ.

Pour tout ouvertU0 deZ contenantQ, pour toute probabilité simpleP =
∑n

i=0 siδGi
surZ

avecG0, G1, . . . , Gn ∈ U0, on a :

Bary(P)(f) = C

∫

G∈Z

G(f)dP =
n∑

i=0

siGi(f)

Donc :

Bary(P) =
n∑

i=0

siGi = baryU0(P)
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Par unicité debaryU0 (proposition 3.12.32),baryU0 et Bary coïncident en tant que fonctions
deV1(Z;U0) versU0. Par la proposition 3.12.35, pour toute probabilité continue P à support
dansQ, baryQ(P) = baryU0(P), où U0 est n’importe quel ouvert convexeU0 contenantU0,
doncbaryQ(P) = Bary(P). Toujours par la proposition 3.12.35,baryQ est à valeurs dansQ,
doncBary(P) ∈ Q. CommeP est une probabilité continue arbitraire à support dansQ, Q est
fortement convexe. ⊓⊔

Proposition 11.9.9 (Isomorphisme)SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus pe-
tit élément⊥). CCoeur≤1 (resp.,CCoeur1) et

d
définissent un isomorphisme entrèP≤1(X)

(resp.,
`

P1(X)) et l’espaceQcvx(P△
≤1 wk(X)) = Qcvx(P△

≤1(X)) (resp.,Qcvx(P△
1 wk(X)) =

Qcvx(P△
1 (X))), ordonné par inclusion inverse⊇.

Démonstration.D’abord, on rappelle queP△
≤1(X) = P

△
≤1 wk(X) (resp.,P△

1 (X) = P
△
1 wk(X)),

par le lemme 11.9.4.X, muni de sa topologie de Scott, est stablement localement compact (resp.,
stablement compact). On peut donc appliquer le théorème 11.7.23. Mais il est équivalent pour un
compact saturé (non vide) d’être convexe ou d’être fortement convexe : la direction facile est le
fait 11.7.19, la réciproque est le lemme 11.9.8. ⊓⊔

La seule différence entre le modèles des prévisions basses continues sous-normalisées (resp.,
normalisées) et celui de Tix et al. (2005), dans le cadre des cpos — plus restreint que celui des
espaces topologiques qui nous occupait jusqu’alors — est donc que ce dernier estQcvx(V(X)),
et que le nôtre est essentiellementQcvx(V≤1(X)) (resp.,Qcvx(V1(X))). De plus, nous avons
besoin de supposer queX est cohérent pour ceci, ce que ne supposent pas Tix et al..

11.9.2 Domaines de prévisions hautes

La situation est plus complexe dans le cas du mélange de probabilités et de non-déterminisme
angélique, c’est-à-dire dans le cas des prévisions hautes.Pour être précis, le cas de la topo-
logie faible est tout aussi simple :

a
P≤1 wk(X) est stablement compact (proposition 11.6.3),a

P≤1 wk(X) est stablement compact siX est stablement localement relativement compact, eta
P1 wk(X) est stablement compact siX est stablement relativement compact (théorème 11.6.5).

Mais qu’en est-il de la topologie de Scott ?
Par le lemme 3.2.4 et le lemme 3.2.2, pour montrer qu’un espace de prévisions basses est

un cpo continu, resp. stablement compact, il suffit de montrer que c’est un rétract d’un espace
Y ayant les mêmes propriétés. Un candidat naturel pourY est l’espace de Hoare au-dessus d’un
espace des prévisions linéaires continues, par le théorème11.7.26. La section seraitCPeau≤1,
CPeau1, et la rétraction serait

⊔
.

Le hic est que l’on ne sait pas siCPeau≤1, resp.CPeau1, est continue. Le but des résultats
qui suivent est de montrer que ces fonctions sont effectivement continues, à condition queX soit
un cpo continu.

On commence par observer un résultat de structure.

Proposition 11.9.10Si X est un cpo continu (resp., et avec un plus petit élément⊥), alors
H(P△

≤1 wk(X)) (resp.,H(P△
1 wk(X))) aussi.

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 553



Domaines de prévisions continues Prévisions générales

Une base deH(P△
≤1 wk(X)) (resp.,H(P△

1 wk(X))) est donnée par l’ensembleBa(X) des

fermés finitaires non vides de prévisions linéaires simples(sous-normalisées, resp. normalisées)
surX.

Démonstration.Application directe du lemme 11.9.4 et de la proposition 3.4.5. ⊓⊔

Proposition 11.9.11SoitX un cpo continu cohérent. La fonctionCPeau≤1 est continue dea
P≤1(X) versH(P△

≤1 wk(X)).
SiX est un cpo continu coérent, avec un plus petit élément⊥, alorsCPeau1 est continue dea

P1(X) versH(P△
1 wk(X)).

Démonstration.Soit(Fi)i∈I une famille dirigée de prévisions hautes continues sous-normalisées
surX, nous devons montrer queCPeau≤1(supi∈I Fi) = cl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)). L’inclusion

cl(
⋃

i∈I CPeau≤1(Fi)) ⊆ CPeau≤1(supi∈I Fi) est claire,CPeau≤1 étant croissante, et comme
CPeau≤1(supi∈I Fi) est fermé par le lemme 11.7.24.

Réciproquement, pour toutG ∈ CPeau≤1(supi∈I Fi), c’est-à-direG ≤ supi∈I Fi, montrons
queG ∈ cl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)). À ce point, notons que l’argument suivant est faux : en écri-

vantG sous la forme de la borne supérieure d’une famille dirigée deprévisions linéaires sous-
normalisés simplesGj, j ∈ J , avecGj ≪ G, puisqueG ≤ supi∈I Fi on déduit queGj ≤ Fi

pour un certaini, doncGj ∈ cl(
⋃

i∈I CPeau≤1(Fi)), et le fermécl(
⋃

i∈I CPeau≤1(Fi)) étant
stable par bornes supérieures dirigées,G = supj∈J Gj est danscl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)). Cet ar-

gument est faux car on aGj ≪ G dansP△
≤1(X), maisG ≤ supi∈I Fi dans

a
P≤1(X) — un

autreespace — et l’on ne peut donc pas en conclure qu’il existe uni ∈ I tel queGj ≤ Fi.
À la place, on remarque queG ≤ supi∈I Fi, etFi =

⊔
CPeau≤1(Fi) par le théorème 11.7.26,

doncG ≤ ⊔⋃i∈I CPeau≤1(Fi). En particulier,G ≤ ⊔F, oùF est le fermécl(
⋃

i∈I CPeau≤1(Fi))

dansP△
≤1 wk(X). Mais ceci signifie queG ∈ CPeau≤1(

⊔
F), donc queG ∈ ↓ Conv∗(F) par

la proposition 11.7.44. En d’autres termes, il existe une probabilité continueP surP△
≤1 wk(X), à

co-support dansF, telle queG ≤ Bary(P).
Or Y = P

△
≤1(X) = P

△
≤1 wk(X) est un cpo continu par le lemme 11.9.4, et a un plus petit

élément, la prévision nulle. Par le lemme 11.9.4 de nouveau,Y étant un cpo continu ayant un
plus petit élément,P△

1 wk(Y ) = P
△
1 (Y ) est un cpo continu, et une base en est donnée par les

prévisions linéaires simples normalisées. Soit doncPj, j ∈ J , une famille dirigée de prévisions
linéaires simples normalisées bien en-dessous deP dansP△

1 (Y ), et de borne supérieure égale à
P.

Montrons que pour toutj ∈ J , il existe uni ∈ I tel quePj soit à co-support dansCPeau≤1(Fi).
ÉcrivonsPj = a0δ⊥ +

∑n
k=1 akδGk

, tous lesak, k ≥ 1, étant non nuls, et tous lesGk étant diffé-
rents de l’élément le plus petit deY , que nous notons⊥. PuisquePj ≪ P, par la propriété d’in-
terpolation raffinée, il existe une probabilité simple normaliséeP′ de la formeb0δ⊥ +

∑p
ℓ=1 bℓδG′

ℓ

(tous lesbℓ étant non nuls) telle quePj ≪ P′ ≪ P. PuisqueP′ ≤ P et P est à co-support dans
F, P′(Y \ F) ≤ P(Y \ F) = 0, doncP′ est à co-support dansF. Par le lemme 3.12.27, tous les
G′

ℓ sont donc dansF. PuisquePj ≪ P′, par le lemme 3.7.8, il existe une matrice(tkℓ)1≤k≤n
1≤ℓ≤p

dans
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R+ telle que :
∑

1≤ℓ≤p

tkℓ = ak pour toutk, 1 ≤ k ≤ n

∑

1≤k≤n

tij < bℓ pour toutℓ, 1 ≤ ℓ ≤ p

et telle que les seules entréestij non nulles de la matrice sont telles queGk ≪ G′
ℓ. On note alors

que :

Pj = a0δ⊥ +
n∑

k=1

akδGk
= a0δ⊥ +

n∑

k=1

p∑

ℓ=1

tkℓδGk

= a0δ⊥ +
∑

1≤k≤n
1≤ℓ≤p
Gk≪G′

ℓ

tkℓδGk

Les seuls coefficientsak non nuls aveck ≥ 2 sont donc ceux pour lesquels il existe unℓ, 1 ≤ ℓ ≤
p, tel queGk ≪ G′

ℓ. Comme par hypothèse tous lesak sont non nuls, et queG′
ℓ ∈ F, c’est que

Gk ∈ ↓↓F, pour toutk, 1 ≤ k ≤ n. Comme⊥ est le plus petit élément deY , on a⊥ ≪ ⊥, donc
⊥ ∈ ↓↓F. On en déduit que{⊥, G1, . . . , Gn} ⊆ ↓↓F, c’est-à-dire↓ {⊥, G1, . . . , Gn} ≪ F dans
H(Y ), par la proposition 3.4.5. PuisqueF = cl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)) est la borne supérieure de

la famille dirigée(Fi)i∈I dansH(Y ), il existe donc uni ∈ I tel que↓ {⊥, G1, . . . , Gn} ⊆
CPeau≤1(Fi). Donc⊥, G1, . . . , Gn ∈ CPeau≤1(Fi). Par le lemme 3.12.27,Pj = a0δ⊥ +∑n

k=1 akδGk
est donc à co-support dansCPeau≤1(Fi).

Nous avons établi que pour toutj ∈ J , il existe unij = i ∈ I tel quePj soit à co-support dans
CPeau≤1(Fij ). AlorsBary(Pj) ∈ CPeau≤1(Fij), puisque la peau est convexe. En particulier,
Bary(Pj) ∈ cl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)). Or :

Bary(P)(f) = C

∫

G∈Y

G(f)dP

= sup
j∈J

C

∫

G∈Y

G(f)dPj par la proposition 4.2.5

DoncBary(P) est la borne supérieure de la famille dirigée desBary(Pj), lesquels sont tous dans
le Scott-fermécl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)). DoncBary(P) est aussi danscl(

⋃
i∈I CPeau≤1(Fi)).

CommeG ≤ Bary(P) etcl(
⋃

i∈I CPeau≤1(Fi)) est clos par le bas,G ∈ cl(⋃i∈I CPeau≤1(Fi)).
L’argument est similaire dans le cas normalisé, en utilisant la proposition 11.7.40 au lieu

de la proposition 11.7.44. De plus, au lieu d’invoquer queP
△
≤1(X) = P

△
≤1 wk(X) a un plus

petit élément, la prévision nulle, nous utilisons le fait que αC(δ⊥) est le plus petit élément de
P

△
1 (X) = P

△
1 wk(X). ⊓⊔

Soit↓ E un fermé finitaire non vide deP△
≤1 wk(X).E est donc un ensemble fini{F1, . . . , Fm},

de prévisions simples sous-normalisées, disons définies par Fj(f) =
∑nj

i=1 ajif(xji). L’image de
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↓ E par
⊔

est la prévision haute sous-normalisée qui àf associesupm
j=1

∑nj

i=1 ajif(xji). Nous
allons démontrer que de telles prévisions hautes forment une base de

a
P≤1(X), ce qui est le

pendant dans le cadre angélique du théorème 11.9.1.

Théorème 11.9.12SoitX un cpo continu cohérent. La fonctionCPeau≤1 forme une section
et
⊔

une rétraction deH(P△
≤1 wk(X)) sur

a
P≤1(X). H(P△

≤1 wk(X)) et
a

P≤1(X) sont des
domaines stablement compacts.

Si de plusX a un plus petit élément⊥, alorsCPeau1 forme une section et
⊔

une rétrac-
tion deH(P△

1 wk(X)) sur
a

P1(X). H(P△
1 wk(X)) et

a
P1(X) sont des domaines stablement

compacts.

Démonstration.De nouveau, traitons du cas sous-normalisé, le cas normalisé est entièrement
similaire. Par la proposition 11.9.11,CPeau≤1 est continue. CommeX est un cpo continu,
il est sobre et localement compact. CommeX est cohérent, il est donc stablement localement
compact. Par le théorème 11.7.26,CPeau≤1 et

⊔
forment donc respectivement une section et

une rétraction.
CommeX est stablement localement compact (stablement compact dans le cas normalisé),

par le théorème 4.5.11,V≤1 wk(X) est stablement compact, doncP
△
≤1 wk(X) aussi, par le théo-

rème 11.1.2. Par le lemme 11.9.4, commeX est un cpo continu,P△
≤1 wk(X) = P

△
≤1(X) est un

cpo continu. DoncH(P△
≤1 wk(X)) est aussi un domaine, par la proposition 3.4.5, etH(P△

≤1 wk(X)) =

Hu(P
△
≤1 wk(X)) (par la proposition 3.4.19)= Hop(P△

≤1 wk(X))d (par le proposition 3.4.17) est

le dual de de Groot de l’espaceHop(P△
≤1 wk(X)), qui est stablement compact par la proposi-

tion 3.4.13. DoncH(P△
≤1 wk(X)) est un domaine stablement compact.

Puisque
a

P≤1(X) en est un rétract, c’est donc aussi un domaine stablement compact, par le
lemme 3.2.5 et le lemme 3.2.2. ⊓⊔

On peut de nouveau simplifier le théorème d’isomorphisme 11.7.45, et remplacer la condition
de convexité co-forte par la notion plus simple de convexité.

Lemme 11.9.13SoitX un cpo continu (resp., et avec un plus petit élément⊥). Tout fermé
convexe deP△

≤1(X) (resp.,P△
1 (X)) est co-fortement convexe.

Démonstration.Soit Z = P
△
≤1(X) (resp.,P△

1 (X)), F un fermé convexe deZ, et P une pro-
babilité continue quelconque surZ, à co-support dansF. Autrement dit,P(Z \ F) = 0. Par le
lemme 11.9.4, on peut écrireP sous forme de borne supérieure d’une famille dirigée(Pi)i∈I bien
en-dessous deP. PuisquePi ≤ P, en particulierPi(Z \F) = 0, doncPi est à co-support dansF.
Par le lemme 3.12.27, on peut donc écrirePi sous la forme

∑n
j=1 ajδGj

, où tous lesGj sont dans
F, eta1 + . . .+ an = 1. CommeF est convexe,Bary(Pi) =

∑n
j=1 ajGj est dansF. Par la défi-

nition deBary et la proposition 4.2.5,(Bary(Pi))i∈I est une famille dirigée de borne supérieure
égale àBary(P). Bary(P) est donc borne supérieure d’une famille dirigée d’élémentsde F.
Comme ce dernier est (Scott-)fermé,Bary(P) ∈ F. PuisqueP est arbitraire,F est co-fortement
convexe. ⊓⊔
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Proposition 11.9.14 (Isomorphisme)SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus
petit élément⊥). CPeau≤1 (resp.,CPeau1) et

⊔
définissent un isomorphisme entre

a
P≤1(X)

(resp.,
a

P1(X)) et l’espaceHcvx(P△
≤1 wk(X)) = Hcvx(P△

≤1(X)) (resp.,Hcvx(P△
1 wk(X)) =

Hcvx(P△
1 (X))), ordonné par inclusion⊆.

Démonstration.D’abord, on rappelle queP△
≤1(X) = P

△
≤1 wk(X) (resp.,P△

1 (X) = P
△
1 wk(X)),

par le lemme 11.9.4.X, muni de sa topologie de Scott, est stablement localement compact (resp.,
stablement compact). On peut donc appliquer le théorème 11.7.45. Mais il est équivalent pour
un fermé (non vide) d’être convexe ou d’être cofortement convexe : la direction facile est le
fait 11.7.32, la réciproque est le lemme 11.9.13. ⊓⊔

De nouveau, la seule différence entre le modèles des prévisions hautes continues sous-norma-
lisées (resp., normalisées) et celui de Tix et al. (2005), dans le cadre des cpos est donc que ce der-
nier estHcvx(V(X)), et que le nôtre est essentiellementHcvx(V≤1(X)) (resp.,Hcvx(V1(X))).
De plus, nous avons besoin de nouveau de supposer queX est cohérent pour ceci, ce que ne
supposent pas Tix et al..

11.9.3 Domaines de fourchettes

Le cas du mélange de tirages probabilistes et de non-déterminisme chaotique est maintenant
simple à traiter.

Théorème 11.9.15SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément⊥).
La fonctionCCorps≤1 (resp.,CCorps1) forme une section et

d⊔
une rétraction de l’espace

F≤1(X) (resp.,F1(X)) dans l’espacePℓ(Z) = PL(Z), oùZ = P
△
≤1 wk(X) = P

△
≤1(X) (resp.,

Z = P
△
1 wk(X) = P

△
1 (X)).

L’espaceF≤1(X) (resp.,F1(X)) est un cpo continu cohérent et compact, et une base en est
donnée par les fourchettes continues de la forme(

d
E,
⊔

E), où E parcourt les ensembles finis
non vides de prévisions linéaires simples. Son plus petit élément est(P△

≤1(X), {λf · 0}) (resp.,

(P△
1 (X), {λf · f(⊥)})).

Démonstration. Rappelons queP△
≤1 wk(X) = P

△
≤1(X), resp.P△

1 wk(X) = P
△
1 (X), par le

lemme 11.9.4. L’espaceZ indiqué est, toujours par ce lemme, est cpo continu. PuisqueX est
un cpo continu cohérent (resp., et compact), il est stablement localement compact (resp., stable-
ment compact). DoncZ est stablement compact par le théorème 11.6.5. C’est en particulier un
cpo continu cohérent, doncPℓ(Z) = PL(Z) par la proposition 3.5.12.

Une des conséquences du théorème 11.7.56 est queCCorps≤1 (resp.,CCorps1) est une
fonction croissante deF≤1(X) (resp.,F1(X)) dans l’un quelconque des espacesPℓ(Z) =
PL(Z) ou Pℓcvx(Z) = PLcvx(Z), et que

d⊔
est une fonction croissante de ces derniers es-

paces versF≤1(X) (resp.,F1(X)).
Montrons queCCorps≤1 est continue deF≤1(X) versPℓ(Z). Le cas normalisé, c’est-à-dire

de CCorps1 sera similaire. Par le théorème 11.7.11,CCoeur≤1 (resp.,CCoeur1) est conti-
nue. La proposition 11.9.11 nous garantit queCPeau≤1 (resp.,CPeau1) est elle aussi continue.
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Soit donc((F−
i , F

+
i ))i∈I une famille dirigée de fourchettes continues sous-normalisées (resp.,

normalisées), de borne supérieure(F−, F+). Alors CCorps≤1(F
−, F+) = CCoeur≤1(F

−) ∩
CPeau≤1(F

+) =
⋂

i∈I CCoeur≤1(F
−
i ) ∩ cl(⋃i∈I CPeau≤1(F

+
i )). Par la proposition 11.7.50,

Li = CCorps≤1(F
−
i , F

+
i ) est une lentille forte (convexe), et telle que si l’on poseQi = ↑ Li

et Fi = ↓ Li, alorsQi = Coeur≤1(F
−
i ) et Fi = CPeau≤1(F

+
i ) (en particulier,Fi est fermé

et égal àcl(Li)). On en déduitCCorps≤1(F
−, F+) =

⋂
i∈I Qi ∩ cl(

⋃
i∈I Fi), autrement dit

queCCorps≤1(F
−, F+) est la borne supérieure dansPℓ(P△

≤1 wk(X)) desLi, i ∈ I, par le
lemme 3.5.4, c’est-à-dire desCCorps≤1(F

−
i , F

+
i ), i ∈ I.

Par le théorème 11.7.11,
d

est continue deQ(P△
≤1 wk(X)) vers

`
P≤1(X), et le lemme 11.7.27

énonce que
⊔

est continue deH(P△
≤1 wk(X)) vers

a
P≤1(X). Pour toute famille dirigée de len-

tilles Li ∈ Pℓ(P△
≤1 wk(X)), i ∈ I, notonsQi = ↑ Li, Fi = cl(Li). La borne supérieure de

cette famille estL = Q ∩ F, où Q =
⋂

i∈I Qi et F = cl(
⋃

i∈I Fi) par le lemme 3.5.4. Alorsd⊔
(L) = (

d
Q,
⊔

F) = (supi∈I

d
Qi, supi∈I

⊔
Fi) = supi∈I

d⊔
Li. Donc

d⊔
est elle aussi

continue. (Le cas normalisé est similaire.)
DoncCCorps≤1 (resp.,CCorps1) forme une section et

d⊔
une rétraction, comme annoncé.

Rappelons queZ est un cpo continu cohérent. On peut donc appliquer la proposition 3.5.13 :
Pℓ(Z) est un cpo continu, et une base en est donnée par les lentillesfinitaires〈E〉, oùE est un en-
semble fini non vide de prévisions linéaires simples. Par le lemme 3.2.4,F≤1(X) (resp.,F1(X)),
qui en est un rétract, est aussi un cpo continu, et une base en est donnée par les fourchettes de la
forme

d⊔〈E〉 = (
d ↑ E,

⊔ ↓ E) (en utilisant le lemme 3.5.6)= (
d

E,
⊔

E).
Rappelons queZ est aussi stablement compact, et est donc un cpo continu cohérent et com-

pact.Z a de plus un plus petit élément, la prévision nulle (resp., lafonction qui àf associef(⊥)),
et que nous noterons⊥Z . Par le théorème 3.5.30,Pℓ(Z) est donc aussi cohérent et compact, et
a un plus petit élément,{⊥Z}. PuisquePℓ(Z) est un cpo continu, cohérent et compact, il est
stablement compact, donc son rétractF≤1(Z) (resp.F1(Z)) l’est aussi, par le lemme 3.2.2. C’est
donc un cpo continu, cohérent et compact. De plus, l’image par la rétraction du plus petit élément
dePℓ(Z), c’est-à-dire(P△

≤1(X), {λf ·0}) (resp.,(P△
1 (X), {λf ·f(⊥)})) est le plus petit élément

deF≤1(Z) (resp.F1(Z)). ⊓⊔
Finalement, on peut de nouveau simplifier l’énoncé du théorème d’isomorphisme 11.7.59 en

remplaçant la condition complexe de convexité bi-forte parcelle de convexité.

Lemme 11.9.16SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément⊥). Toute
lentille forte convexe deP△

≤1(X) (resp.,P△
1 (X)) est bi-fortement convexe.

Démonstration.Soit L une lentille forte convexe. Notamment,Q = ↑ L est un compact saturé,
F = ↓ L est fermé (et doncF = cl(L)), et L = Q ∩ F. Il est facile de voir queQ et F sont
convexes. Par exemple, pour tousG1, G2 ∈ Q, etα ∈ [0, 1], par définition il existeG′

1, G
′
2 ∈ L

tels queG′
1 ≤ G1 etG′

2 ≤ G2. PuisqueL est convexe,αG′
1 +(1−α)G′

2 est dansL. Mais comme
αG′

1 + (1− α)G′
2 ≤ αG1 + (1− α)G2, on a doncαG1 + (1− α)G2 ∈ Q, doncmathcalQ est

convexe. On procède de même pourF. Par le lemme 11.9.8,Q est donc fortement convexe, et le
lemme 11.9.13 nous indique queF est co-fortement convexe. On en déduit aisément queL est
bi-fortement convexe. ⊓⊔
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Proposition 11.9.17SoitX un cpo continu cohérent (resp., et avec un plus petit élément⊥). Soit
Z = P

△
≤1 wk(X) = P

△
≤1(X) (resp.,Z = P

△
1 wk(X) = P

△
1 (X)). CCorps≤1 (resp.,CCorps1) etd⊔

définissent un isomorphisme entreF≤1(X) (resp.,F1(X)) et l’espacePℓcvx(Z) = PLcvx(Z)
des lentilles (fortes) convexes surZ, ordonné par⊑EM.

Démonstration. Par le théorème 11.7.59, et en observant que les notions de convexité et de
convexité bi-forte coïncident pour les lentilles fortes. Toute lentille forte convexe est en effet bi-
fortement convexe par le lemme 11.9.16, et réciproquement,pour toute lentilleL bi-fortement
convexe, pour tout probabilité simpleP =

∑n
i=0 siδGi

telle queGi ∈ L pour touti ∈ I, P est à
la fois à support dansL et à co-support dansL, donc

∑n
i=0 siGi = Bary(P) est à la fois dans

↑ L et dans↓ L, donc dansL. ⊓⊔
De nouveau, la seule différence entre le modèles des fourchettes continues sous-normalisées

(resp., normalisées) et celui de Tix et al. (2005), dans le cadre des cpos est donc que ce dernier
estPℓcvx(V(X)), et que le nôtre est essentiellementPℓcvx(V≤1(X)) (resp.,Pℓcvx(V1(X))).
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Chapitre 12

Monades de prévisions continues

Nous utilisons maintenant tout ce que nous savons pour donner une sémantique dénotation-
nelle à un langage de programmation fonctionnel riche, qui inclut des primitives de choix non dé-
terministe et probabiliste. Nous utiliserons pour ceci uneapproche à base demonade. Le concept
de monade est fondamental en théorie des catégories (Mac Lane, 1971). En informatique, c’est
Moggi (Moggi, 1991) qui a remarqué que le concept de monade (forte) permettait d’intégrer de
façon naturelle grand nombre de notions d’effets de bord dans unλ-calcul typé.

Nous commençons par présenter la notion de monade, et de monade forte, sur quelques
exemples relevant de notre sujet à la section 12.1. Nous présentons ensuite leλ-calcul mona-
dique de Moggi à la section 12.2. Ces deux sections présentent des définitions et des résultats
connus ; seuls les exemples que nous prenons sont nouveaux. Il n’aurait donc pas été a priori
déraisonnable de faire ces présentations au chapitre 2, à part que nous n’aurions pas utilisé ces
notions pendant une dizaine de chapitres.

— MANQUE UN PLAN DU CHAPITRE.

12.1 Les monades par l’exemple

12.1.1 Catégories

D’abord, le concept de monade ne s’explique que dans une catégorie donnée. Définissons
rapidement la notion.

Un grapheGGG est la donnée d’une collection de choses appeléesobjetset d’un ensemble de
choses appeléesmorphismes. Tout morphismef a un objetsourceA et un objetdestinationB.
On dira aussi quef vadeA versB, et l’on noteraf : A→ B.

UnecatégorieCCC est un graphe muni d’une opération partielle, dite decompositionet notée
◦, telle que sif : A → B et g : B → C alorsg ◦ f est définie et va deA versC, et vérifiant
quelques lois évidentes. En premier, il existe pour chaque objetA un morphismeidA : A → A
tel quef ◦ idA = idB ◦ f = f pour toutf : A → B. En second, la composition est associative
lorsqu’elle est définie : sif : A→ B, g : B → C, h : C → D, alorsh ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .
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Par exemple, étant donné un grapheGGG, le graphe dont les morphismes sont tous les chemins
A0 → A1 → . . . → An (n ≥ 0) obtenus en concaténant des morphismesf1 : A0 → A1,
f1 : A1 → A2, . . . , fn : An−1 → An, idA étant le chemin de longueur0 deA versA, et la
composition étant la concaténation, est une catégorie. C’est la catégorie libre surGGG.

Il existe des catégories bien plus grosses. La catégorieSetSetSet, par exemple, a pour objets tous
les ensembles, et comme morphismesf : A → B toutes les applications deA versB. La
catégorieTopTopTop, qui nous intéressera davantage, a pour objets les espaces topologiques, et comme
morphismes les fonctions continues. La catégorieCpoCpoCpo est celle des cpos et des fonctions Scott-
continues. La catégorieOrdOrdOrd est celle des ensembles partiellement ordonnées, et des fonctions
croissantes.

Un isomorphismedans une catégorieCCC, entreA et B, ou en abrégé uniso, est un couple
formé de deux morphismesf : A→ B et g : B → A tels queg ◦ f = idA et f ◦ g = idB. Il est
fréquent de mentionner juste l’une des deux composantes, etde dire quef , ou bieng, est un iso.
On dit alors queA etB sontisomorphes. DansTopTopTop, les isos sont les homéomorphismes. Dans
CpoCpoCpo etOrdOrdOrd, ce sont les isomorphismes d’ordre. Notons que les isomorphismes d’ordre dansCpoCpoCpo
sont aussi automatiquement des homéomorphismes pour les espaces topologiques sous-jacents.

Un morphisme de graphes, du grapheGGG1 versGGG2, est la donnée de deux fonctions,FFF 0 qui à
tout objet deGGG1 associe un objet deGGG2, etFFF 1 qui à tout morphisme deGGG1 associe un morphisme
deGGG2, de sorte que :

– sif : A→ B dansGGG1, alorsFFF 1(f) : FFF 0(A)→ FFF 0(B) ;
– FFF 1(idA) = idFFF 0 ;
– sif : A→ B et g : B → C dansGGG1, alorsFFF 1(g ◦ f) = FFF 1(g) ◦FFF 1(f).

On notera en général de la même façonFFF 0 etFFF 1, par exempleFFF . Un foncteurde la catégorieCCC
vers la catégorieC est un morphisme de graphes deCCC versC. Les foncteurs abondent dans la
nature. En voici un lié à notre propos.

Lemme 12.1.1La fonction qui à tout objetX deTopTopTop associeCd(X), muni de sa topologie
de Scott, et à tout morphismef : X → Y associeCd(f) : Cd(X) → Cd(Y ) défini par
Cd(f)(ν) = f [ν], est un foncteur.

Démonstration. (Voir la définition 4.2.8 pour la notationf [ν].) On doit d’abord vérifier que
Cd(f) envoie bien toute crédibilité vers une crédibilité : c’est le lemme 4.2.9. Puis, queCd(f)
est bien une fonction continue deCd(X) vers Cd(Y ) : c’est le lemme 4.2.10. On doit en-
suite vérifier queCd(f)(idX) = idCd(X), c’est-à-dire quef [idX ] est la fonction identité. Or
f [idX ](ν)(U) = idX [ν](U) = ν(id−1

X (U)) = ν(U) , doncf [idX ](ν) = ν. On doit finale-
ment vérifier queCd(g) ◦ Cd(f) = Cd(g ◦ f) si f : A → B et g : B → C : or pour
toutν ∈ Cd(A), pour tout ouvertU deC, [Cd(g) ◦Cd(f)](ν)(U) = Cd(g)(Cd(f)(ν))(U) =
g[Cd(f)(ν)](U) = Cd(f)(ν)(g−1(U)) = f [ν](g−1(U)) = ν(f−1(g−1(U))) = ν((g ◦ f)−1(U)) =
(g ◦ f)[ν](U) = Cd(g ◦ f)(ν)(U). ⊓⊔
On peut définir de même des foncteursCd1, Cd≤1, Cdwk, Cd1 wk, Cd≤1 wk, J, J1, . . . ,V, V1,
. . . ,Pb, Pb1, . . . ,F, . . . ,Q, H, Hu, Pℓ, QH. Ceci est laissé en exercice au lecteur.

Tous ces foncteurs vont deTopTopTop dansTopTopTop. Un foncteur d’une catégorieCCC dans la même
catégorieCCC est appelé unendofoncteurdeCCC.
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12.1.2 Monades

Regardons de plus près le foncteurQ par exemple. Son action sur les morphismesf : A→ B
est donnée parQ(f)(Q) =↑ f(Q), pour tout compact saturé non vide deA. Notons quef(Q) est
alors compact, puisquef est continue, et que↑ f(Q) est donc compact et saturé. Ce foncteur est
remarquable en ce qu’il existe :

– une famille de morphismesηηηA : A → Q(A), qui àx ∈ A associe le compact finitaire
↑ x ∈ Q(A) ;

– et une opération d’extensionqui produit un morphismef † : Q(A)→ Q(B) à partir de tout
morphismef : A→ Q(B), définie parf †(Q) =

⋃
x∈Q f(x) ;

vérifiant une série de conditions, que nous détaillerons ci-avant. Notons d’abord quef † est bien
définie. Le point le plus délicat consiste à vérifier que, pourtout compact saturéQ deA, f †(Q)
est compact. Soit donc(Ui)i∈I un recouvrement ouvert def †(Q) dansB. C’est aussi un recou-
vrement ouvert def(x) pour toutx ∈ Q. Commef(x) est compact, il existe un ensemble fini
Ix tel que(Ui)i∈Ix

recouvre déjàf(x). PosonsVx =
⋃

i∈Ix
Ui, doncf(x) ⊆ Vx, c’est-à-dire

x ∈ f−1(Vx). La famille des(f−1(Vx))x∈Q est donc un recouvrement ouvert deQ. CommeQ
est compact, il existe un ensemble finiE de points deQ tel que(f−1(Vx))x∈E recouvreQ. Ceci
signifie que(Ui)i∈

S

x∈E Ix
est un recouvrement fini def †(Q). Doncf †(Q) est compact.

La première propriété remarquable est queηηηA est définie sans faire référence àA. En termes
de langages de programmation, et plus précisément en faisant référence au polymorphisme de
langages comme ML,ηηηA est polymorphe enA : pour calculerηηηA(x), on regardex, mais pas
l’espaceA. Pour définir la notion par la négative,ηηηA(x) ne calcule pas en se demandant siA
est compact, ou siA est fini, ou siA a telle ou telle autre propriété, pour déterminer comment
calculerηηηA(x). Cette propriété porte un nom :ηηηA estnaturelleenA.

Formellement, soientF et G deux foncteurs deCCC versC. Une collection de morphismes
fA : F (A)→ G(A), indexée par les objetsA deCCC, est appelée unetransformationdeF versG.
(On notera que ceci est encore bien défini lorsqueF etG ne sont que des fonctions des objets de
CCC vers ceux deC.) Elle estnaturellesi et seulement si, pour tout morphismeg : A → B dans
CCC,G(g) ◦ fA = fB ◦ F (g). On dira aussi quefA est naturelleenA. Il est pratique d’utiliser une
notation diagrammatique, très classique en théorie des catégories, pour représenter cette formule.
La naturalité defA est exprimée par le fait que le diagramme de droitecommute, c’est-à-dire que
toute composée de morphismes partant du même objet et arrivant au même objet doit fournir le
même morphisme :

A

g

F (A)
fA

F (g)

G(A)

G(g)

B F (B)
fB

G(B)

Dans le casfA = ηηηA, le foncteurF est le foncteur identité (F (A) = A, F (g) = g), le foncteur
G estQ, et la naturalité exprime que si l’on part dex ∈ A, que l’on calculeηηηA(x) =↑ x ∈ Q(A)
(flèche allant à droite), puis l’image de ce dernier parQ(g), soit ↑ g(↑ x) ∈ Q(B) (en bas),
on obtient le même résultat que si commence par appliquerg à x puis on appliqueηηηB à g(x),
donnant↑ g(x).
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Les autres propriétés remarquables deηηη. et de _† sont :
– ηηηX

† = idQ(X). En effet,ηηηX
†(Q) =

⋃
x∈Q ↑ x = Q.

– Pour tout morphismef : X → Q(Y ), f † ◦ ηηηX = f . En effet,f †(ηηηX(x)) = f †(↑ x) =⋃
y∈↑x f(y) = f(x), puisque toute fonction continuef est croissante pour l’ordre de spé-

cialisation sous-jacent.
– Pour tous morphismesf : Y → Q(Z) etg : X → Q(Y ), f †◦g† = (f † ◦ g)†. En effet,(f †◦
g†)(Q) = f †(

⋃
x∈Q g(x)) =

⋃
y∈

S

x∈Q g(x) f(y) =
⋃

∃x∈Q·y∈g(x) f(y) =
⋃

x∈Q

⋃
y∈g(x) f(y)

alors que(f † ◦ g)†(Q) =
⋃

x∈Q f
†(g(x)) =

⋃
x∈Q

⋃
y∈g(x) f(y).

– Pour tout morphismeg : X → Y , Q(g) = (ηηηY ◦ g)†. En effet,(ηηηY ◦ g)†(Q) =
⋃

x∈Q ηηηY

(g(x)) =
⋃

x∈Q ↑ g(x) =↑ g(Q) = Q(g)(Q).
Ces propriétés s’interprètent intuitivement. Un compact saturéQ ∈ Q(X) est un ensemble de
choix x ∈ Q pour un adversaire non-déterministe démoniaqueC. Un morphismef : X →
Q(Y ) dénote une relation de transition, qui à chaque étatX associe un ensemble (compact)
de successeurs possibles. La fonctionηηηX : X → Q(X) code tout élémentx sous forme d’un
ensemble de choix qui est essentiellement déterministe. C’est clair lorsqueX estT1, c’est-à-dire
que son préordre de spécialisation est l’égalité, auquel casηηηX(x) = {x} : le seul choix possible
est de prendrex lui-même. (Dans le cas général, le choix inclut aussi tous les élémentsx′ tels que
x ≤ x′.) Lorsquef : X → Q(Y ), le morphismef † : Q(X) → Q(X) dit quels seront les choix
deC en partant d’un ensembleQ ∈ Q(X) de possibilités de départ. Ceci sert pour représenter
la composition séquentielle : si l’on peut passer deX à Y via f : X → Q(Y ), puis deY àZ
via g : Y → Q(Z), alors on peut passer deX à Z via g† ◦ f , qui calcule d’abord l’ensemble
f(x) des successeurs possibles dex ∈ X, puis appliqueg† pour trouver tous les successeurs
possibles de ces successeurs. À l’opposé,ηηηX : X → Q(X) représente la transition “ne rien
faire”. La propriétéηηηX

† = idQ(X) exprime que “ne rien faire” ne change rien à l’ensembleQ
des choix possibles initialement. La propriétéf † ◦ ηηηX = f énonce que si l’on ne fait rien dans
une première étape, puis que l’on fait un choix selonf , on obtient la même chose que si l’on
fait directement un choix selonf . La propriétéf † ◦ g† = (f † ◦ g)† se lit peut-être mieux si l’on
considère la formulation équivalentef † ◦ g† ◦ h = (f † ◦ g)† ◦ h (pour touth) : elle énoncé que
si l’on fait [un choix suivanth, puis un suivantg], puis un suivantf , on obtient le même résultat
que si l’on fait un choix suivanth, puis [un choix suivantg, puis un suivantf ]. Finalement, la
propriétéQ(g) = (ηηηY ◦ g)† définit l’action du foncteurQ sur les morphismesg : X → Y . Cette
action consiste à convertirg en une fonction de transition deX versQ(Y ), puis à l’étendre aux
ensemblesQ ∈ Q(X) de choix surX.

Ce style de structure porte un nom : c’est untriplet de Kleisli(Manes, 1976).

Définition 12.1.2 (Triplet de Kleisli) Un triplet de Kleisli sur une catégorieCCC est un triplet
(TTT ,ηηη.,_†), oùTTT est une fonction des objets deCCC vers les objets deCCC, ηηη. est une transformation
du foncteur identité versTTT , etf † est un morphisme deTTT (X) versTTT (Y ) pour toutf : X → TTT (Y ),
tel que :

1. ηηηX
† = idTTT (X) pour tout objetX ;

2. f † ◦ ηηηX = f pour tout morphismef : X → TTT (Y ) ;
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3. f † ◦ g† = (f † ◦ g)† pour tous morphismesf : Y → TTT (Z) et g : X → TTT (Y ) ;

On notera que l’on ne demande pas, ci-dessus, queTTT soit un endofoncteur, ou queηηη. soit une
transformation naturelle. C’est parce que ces deux propriétés sont des conséquences de la dé-
finition. Comme suggéré plus haut, on peut étendreTTT en un endofoncteur en posantTTT (g) =
(ηηηY ◦ g)† pour tout g : X → Y . On vérifie queTTT (idX) = idTTT (X), par la propriété 1, et
queTTT (f) ◦ TTT (g) = TTT (f ◦ g) par les propriétés 3 et 2. Alorsηηη. est naturelle, c’est-à-dire
TTT (g) ◦ ηηηX = ηηηY ◦ g pour tout morphismeg : X → Y , par la propriété 2.

La transformation naturelleηηη. est appelée l’unitédu triplet de Kleisli.

Étant donné un triplet de Kleisli(TTT ,ηηη.,_†), on peut définir une nouvelle catégorieKleisli(TTT ),
sacatégorie de Kleisli, dont les objets sont les mêmes que ceux deCCC, mais dont les morphismes
f : X → Y sont les morphismesf : X → TTT (Y ) deCCC. L’identité id′

X surX dansKleisli(TTT ) est
l’unité du tripletηηηX , et la composition◦′ dansKleisli(TTT ) est définie parg ◦′ f = g† ◦ f , pour
tousf : X → TTT (Y ), g : Y → TTT (Z) dansCCC.

On peut penser à la catégorieKleisli(TTT ) comme à une catégorie dont les morphismes deX
versY sont desrelationsentre éléments deX et éléments deY , lorsque que les morphismes de
X versY dansCCC sont vus comme des fonctions.

Notons qu’on peut appliquer l’opérateur d’extension à l’identité surTTT (X). Le morphisme
résultantµµµX = id†

TTTX : TTT 2(X) → TTT (X) s’appelle lamultiplicationdu triplet de Kleisli. L’inter-
prétation de ce que fait la multiplication n’est pas toujours des plus faciles. Dans le casTTT = Q,
la multiplication est l’union distribuée : pour tout compact saturé non videQ dont les éléments
sont des compacts saturés non vides,µµµX(Q) =

⋃
Q∈Q

Q. La multiplication a quatre propriétés
intéressantes :

– µµµX est naturelle enX, c’est-à-direTTT (g) ◦ µµµX = µµµY ◦ TTT 2(g) pour toutg : X → Y ;
– µµµX ◦ ηηηTTT (X) = idTTT (X) (neutre à gauche) ;
– µµµX ◦ TTT (ηηηX) = idTTT (X) (neutre à droite) ;
– µµµX ◦ µµµTTT (X) = µµµX ◦ TTT (µµµX) (associativité).

On vérifie la naturalité deµµµ. : TTT (g)◦µµµX = (ηηηY ◦ g)†◦ id†
TTT (X) = ((ηηηY ◦ g)†)

†
par la propriété 3, et

µµµY ◦TTT 2(g) = id†
TTT (Y )◦(ηηηTTT (Y ) ◦ (ηηηY ◦ g)†)

†
= (id†

TTT (Y ) ◦ ηηηTTT (Y ) ◦ (ηηηY ◦ g)†)
†
= (idTTT (Y ) ◦ (ηηηY ◦ g)†)

†

= ((ηηηY ◦ g)†)
†

par les propriétés 3, 2. On montre la propriété de neutre à gauche :µµµX ◦ ηηηTTT (X) =

id†
TTT (X) ◦ ηηηTTT (X) = idTTT (X) par la propriété 2 ; de neutre à droite :µµµX ◦ TTT (ηηηX) = id†

TTT (X) ◦
(ηηηTTT (X) ◦ ηηηX)† = (id†

TTT (X) ◦ ηηηTTT (X) ◦ ηηηX)
†

= ηηηX
† = idTTT (X) par les propriétés 3, 2, et 1 ; enfin

l’associativité :µµµX ◦ µµµTTT (X) = id†
TTT (X) ◦ id†

TTT 2(X)
= (id†

TTT (X))
†

par la propriété 3, etµµµX ◦ TTT (µµµX) =

id†
TTT (X) ◦ (ηηηTTT (X) ◦ id†

TTT (X))
†
= (id†

TTT (X) ◦ ηηηTTT (X) ◦ id†
TTT (X))

†
= (id†

TTT (X))
†

par les propriétés 3 et 2.

Cette nouvelle structure porte elle aussi un nom :

Définition 12.1.3 (Monade) Une monadesur une catégorieCCC est un triplet(TTT ,ηηη.,µµµ.) formé
d’un endofoncteurTTT surCCC, d’une transformation naturelleηηη. : . → TTT (.), et d’une transforma-
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tion naturelleµµµ. : TTT 2(.)→ TTT (.) tels que les diagrammes suivants commutent :

TTT (X) TTT 3(X)
µµµTTT (X)

TTT (µµµX)

TTT 2(X)

µµµX

TTT (X)
ηηηTTT (X)

idTTT (X)

TTT 2(X)

µµµX

TTT (X)
TTT (ηηηX)

idTTT (X)

TTT 2(X) µµµX
TTT (X)

Il se trouve que monades et triplets de Kleisli sont fondamentalement la même structure. On a
vu que tout triplet de Kleisli engendrait une monade. Réciproquement, étant donnée une monade
(TTT ,ηηη.,µµµ.), on peut définir un triplet de Kleisli en posantf † = µµµY ◦TTT (f) pour toutf : X → TTT (Y ).
Les vérifications des propriétés des triplets de Kleisli sont laissées en exercice.

12.1.3 Limites

La plupart des catégories qui nous intéresseront seront équipées de structures supplémen-
taires. Unobjet terminal1 est un objet tel qu’il existe un unique morphisme! : A → 1 de
n’importe quel objetA vers1. DansTopTopTop, les objets terminaux sont les singletons{∗}, équipés
de l’unique topologie possible. En général, les objets terminaux sont définisà isomorphisme
près, c’est-à-dire que tout objet isomorphe à un objet terminal est encore terminal, et que deux
objets terminaux sont toujours isomorphes. De plus, l’isomorphisme est unique.

Un produitde deux objetsA etB est un objetA×B muni de deux morphismesπ1 : A×B →
A et π2 : A × B → B (la première et la second projection, respectivement) telsque pour tous
morphismesf1 : C → A et f2 : C → B, il existe un unique morphisme〈f1, f2〉 : C → A × B
tel queπ1 ◦ 〈f1, f2〉 = f1 et π2 ◦ 〈f1, f2〉 = f2. L’unicité implique (et est en fait équivalente à)
l’équation〈π1, π2〉 = idA×B. DansTopTopTop, un produit est le produit cartésien usuel :A × B est
l’ensemble des couples(x, y) avecx ∈ A, y ∈ B, équipé de la topologie produit, engendrée par
les produitsU × V d’ouvertsU deA etV deB. La première projectionπ1 envoie(x, y) versx,
π2 envoie(x, y) versy, et〈f1, f2〉(z) = (f1(z), f2(z)). Ceci est résumé par le triple diagramme :

C

∃!〈f1,f2〉
f1

f2
A A× B π1

π2

A A×B π1

π2

A

B B B

qui se lit comme suit : étant donnés juste deux objets (à gauche), l’objetA×B existe, ainsi que les
deux projectionsπ1 etπ2 (diagramme du milieu), de plus dans toute situation dessinée à droite,
en ne regardant que les flèches continues, il existe un uniquemorphisme en pointillés qui rend
les triangles ainsi créés commutatifs. Encore une fois, lesproduits sont uniques à isomorphisme
près.

Ces constructions sont des cas particuliers de limites. Soit JJJ une catégorie quelconque, typi-
quement la catégorie libre sur un graphGGG. On peut penser àJJJ comme à une forme de diagramme.
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Un foncteurF deJJJ versCCC est un modèle de ce diagramme à l’intérieur de la catégorieCCC. Un
cône1 pourF est un objetA deCCC, ainsi qu’une famille de morphismesπJ , un pour chaque objet
J deJJJ , tels que pour tout morphismej : J → J ′ dansJJJ , F (j) ◦ πJ = πJ ′ . Une limite limF
deF est un cône universel(A, (πJ)J objet deJJJ , c’est-à-dire un cône tel que pour tout autre cône
(A′, (π′

J)J objet deJJJ , il existe un unique morphismeh : A′ → A dansCCC tel queπ′
J = πJ ◦ h pour

tout objetJ deJJJ . Cette propriété d’universalité dit en gros queA est “le plus gros” objet qui soit
sommet d’un cône.

Par exemple, les produits deA et deB sont obtenus comme les limites de foncteursF tels
queF (∗1) = A, F (∗2) = B, de la catégorie libre au-dessus du grapheGGG à deux objets∗1 et ∗2
et aucun morphisme. Les objets terminaux sont les limites del’unique foncteur de la catégorie
vide versCCC. Si l’objet terminal et le produit sont uniques à isomorphisme près, c’est parce que
c’est en fait le cas pour toute limite. On parlera donc dela limite deF , par un abus traditionnel
de langage, sachant que ceci est à isomorphisme (unique) près.

Si l’on considère la catégorie libre au-dessus du graphe∗1 → ∗2 ← ∗3, et le foncteur qui
envoie ce graphe vers la situation décrite dans le diagrammede gauche ci-dessous :

C

∃!〈f1,f2〉X
f1

f2
A

g2

A×X B
π1

π2

A

g2

A×X B
π1

π2

A

g2

B g1
X B g1

X B g1
X

alors une limite de ce foncteur est appelé unproduit fibré(“pullback” en anglais) deA et deB
au-dessus deX, et est notéA×X B, les morphismesg1 etg2 étant usuellement laissés implicites.
Le cône caractéristique est donné dans le diagramme du milieu, et la propriété universelle est
donnée par l’existence d’un unique morphisme〈f1, f2〉X dans le diagramme de droite. DansTopTopTop,
le produit fibré canonique est l’espace{(x, y) ∈ A × B|g1(x) = g2(y)}, équipé de la topologie
induite par l’inclusion dansA × B. Si f1 et f2 rendent le diagramme du milieu commutatif,
c’est-à-dire sif1(z) = f2(z) pour toutz ∈ C, alors〈f1, f2〉X est la fonction qui àz ∈ C associe
(f1(z), f2(z)) ∈ A×X B.

12.1.4 Monades monoïdales, commutatives

Supposons queCCC est une catégorie équipée d’un objet terminal et où les produitsA × B de
deux objetsA etB existent toujours. Étant donnée une monade(TTT ,ηηη.,µµµ.) surCCC, un médiateur
ddd.,. est une famille de morphismesdddA,B : TTTA × TTTB → TTT (A × B) qui est naturelle en ses deux
argumentsA etB, et qui rend les diagrammes suivants commutatifs. On noteℓℓℓA : 1 × A → A
la seconde projection,rrrA : A × 1 → A la première projection, etαααA,B,C : (A × B) × C →
A × (B × C) le morphisme〈π1 ◦ π1, 〈π2 ◦ π1, π2 ◦ π2〉〉. Ce sont toujours des isos. (DansTopTopTop,
ℓℓℓA envoie(∗, x) versx, rrrA envoie(x, ∗) versx, etαααA,B,C envoie((x, y), z) vers(x, (y, z)).)

1Rien à voir avec la notion de cône de la section 2.9.
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1× TTTB
ℓℓℓTTTB

ηηη1×idTTTB

TTT (1)× TTTB
ddd1,B

TTT (1×B)
TTTℓℓℓB

TTTB

(12.1)

TTTA× 1

rrrTTTA

idTTTA×ηηη1

TTTA× TTT1
dddA,1

TTT (A× 1)
TTTrrrA

TTTA

(12.2)

A×B ηηηA×ηηηB

ηηηA×B

TTTA× TTTB
dddA,B

TTT (A×B)

(12.3)

(TTTA× TTTB)× TTTC
αααTTTA,TTTB,TTTC

dddA,B×idTTTC
TTT (A×B)× TTTC dddA×B,C

TTT ((A×B)× C)

TTTαααA,B,C

TTTA× (TTTB × TTTC)
idTTTA×dddB,C

TTTA× TTT (B × C)
dddA,B×C

TTT (A× (B × C))

(12.4)

TTT 2A× TTT 2B
dddTTTA,TTTB

µµµA×µµµB

TTT (TTTA× TTTB)
TTTdddA,B

TTT 2(A×B)

µµµA×B

TTTA× TTTB
dddA,B

TTT (A×B)

(12.5)

Une monade munie d’un médiateur est appelée une monademonoïdale. Par exemple, la mo-
nadeQ, munie du médiateurdddA,B : Q(X)×Q(Y )→ Q(X×Y ) qui à(Q1, Q2) associeQ1×Q2,
est monoïdale. Le diagramme (12.1) énonce que, pour toutQ ∈ TTTB, ↑ ℓℓℓB(↑ ∗ ×Q) = Q, c’est-
à-dire↑ Q = Q. Le diagramme (12.2) exprime une condition symétrique. Le diagramme (12.3)
énonce que le médiateur est compatible avec l’unité, ici↑ x× ↑ y =↑ (x, y). (12.4) requiert que
le médiateur soit compatible avec l’associativité du produit ; ici, que pour tous compacts saturés
Q1 deA,Q2 deB,Q3 deC, l’image parαααA,B,C de(Q1×Q2)×Q3 coïncide avecQ1×(Q2×Q3).
Finalement, (12.5) demande que le médiateur soit compatible avec la multiplication ; ici, que
pour tous compacts de compactsQ1 ∈ TTT 2A et Q2 ∈ TTT 2B,

⋃
Q∈↑{Q1×Q2|Q1∈Q1,Q2∈Q2}

Q =(⋃
Q1∈Q1

Q1

)
×
(⋃

Q2∈Q2
Q2

)
. (Indication : rappelons que, comme l’ordre sur les espacesde

compacts est l’inclusion inverse,↑ {Q1 × Q2|Q1 ∈ Q1, Q2 ∈ Q2} est l’ensemble de tous les
compacts saturés non videsinclusdans un produitQ1 ×Q2, avecQ1 ∈ Q1,Q2 ∈ Q2.)

En somme,Q définit une monade monoïdale surTopTopTop.
Une monadecommutativeest une monade monoïdale dont le médiateur est compatible avec

le commutateurcccA,B : A × B → B × A, défini parcccA,B = 〈π2, π1〉, c’est-à-dire telle que le
diagramme suivant commute. (DansTopTopTop, cccA,B envoie(x, y) vers(y, x).)

TTTA× TTTB
cccTTTA,TTTB

dddA,B
TTT (A× B)

TTTcccA,B

TTTB × TTTA
dddB,A

TTT (B × A)

(12.6)

La monadeQ est commutative. Le diagramme (12.6) exprime que, partant de (Q1, Q2),
on calcule la même chose en calculantQ1 × Q2 puis en appliquantTTTcccA,B, ce qui donne↑
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{(y, x)|(x, y) ∈ Q1 × Q2} = Q2 × Q1, ou en calculant d’abord(Q2, Q1) puis en appliquant
dddB,A, ce qui donneQ2 ×Q1.

Une autre monade commutative est celle,V, des valuations continues surTopTopTop. L’unité de la
monadeηηηA envoiex ∈ A vers la valuation de Diracδx. L’extension def : X → VY est calculée
par intégration :

f †(ν)(U) = C

∫

x∈X

f(x)(U)dν

pour toutν ∈ V(X), et tout ouvertU deY . La mesure de l’ouvertU est calculée en faisant la
moyenne le long deν de la mesure deU par la valuationf(x), lorsquex parcourt toutX. Le
médiateurdddA,B envoieν1 ∈ V(A) et ν2 ∈ V(B) vers la valuationproduit ν1 ⊗ ν2, dont nous
avons rappelé la définition à la section 3.8.

Vérifions-le, pour comprendre quelles propriétés sont en jeu. La propriété 1 des triplets de
Kleisli est vraie parce que :

ηηηX
†(ν)(U) = C

∫

x∈X

ηηηX(x)(U)dν = C

∫

x∈X

δx(U)dν = C

∫

x∈X

χU(x)dν = ν(U)

La propriété 2 vient de ce que :

(f † ◦ ηηηX)(x)(U) = f †(δx)(U) = C

∫

y∈X

f(y)(U)dδx = f(x)(U)

c’est-à-dire du fait qu’intégrer une fonctiong par rapport àδx calculeg(x). La propriété 3 est
plus complexe. On a d’une part :

(f † ◦ g†)(ν)(U) = C

∫

y∈Y

f(x)(U)dg†(ν)

(f † ◦ g)†(ν)(U) = C

∫

x∈X

f †(g(x))(U)dν = C

∫

x∈X

(
C

∫

y∈Y

f(y)(U)dg(x)

)
dν

Pour montrer que ces deux quantités sont égales, nous devonscomprendre ce que vaut l’inté-
grale d’une fonctionh par rapport à une extensiong†(ν). On commence par la calculer lorsque
h est une fonction étagée à valeurs dansR+, de la forme donnée au lemme 4.1.6, soith =
1/2K

∑N
k=1 χUk

, avecU1 ⊇ . . . ⊇ Uk. On a d’abord :

C

∫

y∈Y

h(y)dg†(ν) =
1

2K

N∑

k=1

g†(ν)(Uk) =
1

2K

N∑

k=1

C

∫

x∈X

g(x)(Uk)dν

= C

∫

x∈X

1

2K

N∑

k=1

g(x)(Uk)dν

parce que l’intégration par rapport à une valuation est additive

= C

∫

x∈X

(
C

∫

y∈Y

h(y)dg(x)

)
dν
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On conclut ensuite par le lemme 4.1.6 pour établir cette égalité pour n’importe quelle fonction
continue bornéeh, en particulier pourh(y) = f(y)(U). La propriété 3 dépend donc, crucialement
en fait, du fait que l’intégration par rapport à une valuation ν est additive (une conséquence facile
des propositions 4.3.1 et 4.3.2, par exemple). C’est l’échec de cette propriété dans le cas des
jeux, des jeux convexes, des jeux totalement convexes, des jeux concaves, et des jeux totalement
concaves, qui est responsable du fait qu’aucun des foncteurs J, J1, J≤1, Cd, Cd1, Cd≤1, Pb,
Pb1, Pb≤1 entre autres ne donne lieu à une monade. (Noter au passage quel’action du foncteur
V sur les morphismesg : X → Y est donnée parV(g)(ν) = (ηηηY ◦ g)†(ν) = g[ν], comme au
lemme 12.1.1. La vérification est laissée au lecteur. Nous n’avons donc pas triché en changeant
l’action du foncteur sur les morphismes.)

Une autre façon de voir ceci est de se rappeler que la propriété 3 énonce essentiellement
l’associativité de la composition séquentielle. C’était le cas pour la monadeQ. C’est encore le cas
pour la monadeV. Mais ce n’est plus le cas pour les foncteurs de jeux. On peut expliquer ceci en
rappelant que la composition séquentielle de deux prévisions colinéaires n’est pas une prévision
colinéaire. La composition séquentiellef † ◦ g de deux fonctions de transitionsf : Y → J(Z) et
g : X → J(Y ) fournit elle toujours une fonction de transition deX versJ(Z). Cette dernière
ne fournit donc qu’une approximation de la composition séquentielle obtenue dans le monde des
prévisions. Mais cette approximation de composition n’estpas associative.

Passons maintenant à la vérification du fait queV est une monade commutative surTopTopTop. Le
diagramme (12.1) exprime que, en rappelant que1 = {∗}, pour toutν ∈ TTTB, ℓℓℓB[δ∗ ⊗ ν] =
ν. Le diagramme (12.2) exprime querrrA[ν ⊗ δ∗] = ν. (12.3) énonce queδx ⊗ δy = δ(x,y),
c’est un cas particulier du lemme 3.8.1. (12.4) énonce l’associativité du produit de valuations :
V(αααA,B,C)((ν ⊗ ν ′) ⊗ ν ′′) = ν ⊗ (ν ′ ⊗ ν ′′). Ceci résulte de l’unicité des valuations produits,
et du fait que pour tous ouvertsU deA, V deB, W deC, ((ν ⊗ ν ′) ⊗ ν ′′)((U × V ) ×W ) =
ν(U)ν ′(V )ν ′′(W ) = (ν ⊗ (ν ′ ⊗ ν ′′))(U × (V ×W )). Le diagramme (12.6) est justifié par un
argument similaire.

Le diagramme (12.5) est plus complexe à interpréter. Comme souvent en matière de catégo-
ries, le plus simple est de raisonner de façon abstraite, sans chercher tout de suite à comprendre
ce que l’on calcule. Notons d’abord que pour toute valuationννν ∈ V2(A),

µµµA(ννν)(U) = C

∫

ν∈V(A)

ν(U)dννν

Partant deννν ∈ V2(A) et deννν ′ ∈ V2(B), dddV(A),V(B) fabriqueννν ⊗ ννν ′ ∈ V2(A) × V2(B), puis
V(dddA,B) l’envoie vers la valuationdddA,B[ννν ⊗ννν ′], enfinµµµA×B l’envoie vers la valuation surA×B
qui à tout ouvertW ⊆ A×B associe :

C

∫

ν′′∈V(A×B)

ν ′′(W )ddddA,B[ννν ⊗ ννν ′] = C

∫

(ν,ν′)∈V(A)×V(B)

dddA,B(ν, ν ′)(W )d(ννν ⊗ ννν ′)

par le théorème de changement de variables

(proposition 4.2.11)

= C

∫

(ν,ν′)∈V(A)×V(B)

(ν ⊗ ν ′)(W )d(ννν ⊗ ννν ′)
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En particulier, lorsqueW est un ouvert de la formeU × V , ceci est égal à :

C

∫

(ν,ν′)∈V(A)×V(B)

ν(U)ν ′(V )d(ννν ⊗ ννν ′) = C

∫

ν∈V(A)

ν(U)dννν. C

∫

ν′∈V(B)

ν ′(V )dννν ′

= µµµA(ννν)(U).µµµB(ννν ′)(V ) = (µµµA(ννν)⊗µµµB(ννν ′))(W )

par le théorème de Jones-Fubini 4.6.2. Par unicité des valuations produits, donc,µµµ(A×B(dddA,B[ννν⊗
ννν ′]) = µµµA(ννν) ⊗ µµµB(ννν ′), c’est-à-dire que le diagramme (12.5) commute. On notera que ceci
dépend crucialement de la validité du théorème de Fubini et de l’unicité des valuations produits.
Ces deux propriétés sont fausses dans le cas des jeux, des crédibilités et des plausibilités, comme
on l’a vu pour la première fois à la section 5.7.

12.1.5 Monades fortes, continuations ; catégories cartésiennes closes

Il existe des monades non commutatives, même non monoïdales, mais qui ont quand même
un degré suffisant de compatibilité avec la structure des produits deCCC, ce sont les monadesfortes.
Un exemple typique de telles monades sont les monades decontinuations.

La catégorieTopTopTop ne fournit pas un exemple de catégorie bien adapté à l’illustration de ces
notions. Nous allons donc à la place nous placer dans la catégorieCpoCpoCpo des cpo et des fonctions
continues. Pour tous cpoX etY , notons〈X → Y 〉 l’espace des fonctions continues deX versY ,
ordonné par l’ordre point à point :f ≤ g si et seulement sif(x) ≤ g(x) pour toutx ∈ X. Alors
〈X → Y 〉 est encore un cpo, comme il est aisé de le vérifier. C’est donc un objet deCpoCpoCpo. Mais il
y a clairement un rapport entre cet objet et l’ensemble des morphismes deX versY . D’un point
de vue catégorique,〈X → Y 〉 est ce qu’on appelle un objetexponentiel. Il a la particularité qu’il
existe :

– un morphisme d’application App : 〈X → Y 〉 × X → Y , à savoir celui qui à(f, x)
associef(x) ; notons queApp est bien une fonction continue, car pour toute famille dirigée
de couples(fi, xi)i∈I , App(supi∈I(fi, xi)) = supi∈I fi(supj∈I xj) = supi∈I supj∈I fi(xj)
(car chaquefi est continue)= supk∈I fk(xk) (en exploitant que la famille est dirigée)
= supi∈I App(fi, xi) ;

– pour tout objetZ, et tout morphismef : Z ×X → Y , un morphismeΛ(f) : Z → 〈X →
Y 〉 dit de currification; ici, Λ(f)(z) est la fonction qui àx associef(z, x) ; on peut de
nouveau vérifier queΛ(f) est définie et continue pour toute fonction continuef ;

vérifiant les équations suivantes :

Z ×X Λ(f)×idX

f

〈X → Y 〉 ×X
App

Y

(12.7)

pour tout morphismef : Z ×X → Y (c’est laβ-équivalence), et

Λ

(
Z ×X g×idX 〈X → Y 〉 ×X App

Y

)
= g (12.8)
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pour tout morphismeg : Z → 〈X → Y 〉 (η-équivalence). Ceci a un sens dans toute catégorie où
tout couple d’objetsZ,X a un produitZ ×X. La notationg1 × g2, pour deux morphismesg1 et
g2, signifie〈g1 ◦π1, g2 ◦π2〉. DansCpoCpoCpo par exemple,g1× g2 est la fonction qui à(x1, x2) associe
(g1(x1), g2(x2)).

Une définition plus traditionnelle de l’exponentielle est de requérir l’existence d’un unique
morphismeΛ(f) faisant commuter le diagramme (12.7). L’unicité est alors exactement équiva-
lente à la commutation du diagramme (12.8). Comme pour les limites, si un objet exponentiel
existe, il est unique à isomorphisme près, etApp et Λ(f) sont déterminés de façon unique. Une
catégorie dans laquelle〈X → Y 〉 existe pour tous objetsX etY est appeléecartésienne close.

Nous avons dit plus haut queTopTopTop ne serait pas une catégorie adéquate pour illustrer les no-
tions de cette section. Le principal défaut deTopTopTop est qu’elle n’est pas cartésienne close. Disons
qu’un objetX estexponentiabledans une catégorieCCC si et seulement si〈X → Y 〉 existe pour
tout objetY deCCC. On sait que les objets exponentiables deTopTopTop sont les espaces localement rela-
tivement compacts (Escardó and Heckmann, 2002). En général, on peut fabriquer de nombreuses
sous-catégoriesTopTopTopC deTopTopTop qui sont cartésiennes closes, voir Escardó et al. (2004).

CpoCpoCpo est beaucoup plus agréable de ce point de vue, et est cartésienne close.
On peut définir une monade dite de continuations dans toute catégorie cartésienne close.

Fixons un objetAns. DansCpoCpoCpo,Ans sera le cpo desréponses. L’espace〈X → Ans〉 est appelé
espace descontinuationssurX.

Alors KAns(X) = 〈〈X → Ans〉 → Ans〉 définit un foncteur, le foncteur des continuations
surX à réponses dansAns. L’action sur les morphismesf : X → Y est donnée parKAns(f) =
Λ(App ◦ (idKAns(X) × Λ(App ◦ (id〈Y →Ans〉 × f)))). De façon plus explicite, dansCpoCpoCpo,

KAns(f) = λF ∈ KAns(X) · λκ ∈ 〈Y → Ans〉 · F (κ ◦ f)

Ceci est utilisé en sémantique des langages de programmation. Alors que les sémantiques
en style direct permettent de décrire la sémantique d’une expressione comme une expression
JeK dans un espaceX, les sémantiques en style de passage à la continuation prennent un autre
argumentκ ∈ 〈X → Ans〉, qui décrit quelle sera la réponse que fournira l’environnement dans
lequel s’exécutee une fois quee aura terminé. La fonction sémantique prendκ en argument, et
JeKκ est alors la réponse de l’environnement dans lequel on calcule e. On note queJeK envoie
toute continuationκ vers une réponse, et est donc dans〈〈X → Ans〉 → Ans〉.

On a déjà vu des foncteurs similaires. Par exemple,P(X) est un espace de fonctionnelles
continues de〈X → R+〉 versR+. Ce sont des cas où les réponses fournies par les prévisions
sont des valeurs numériques, typiquement un gain effectué àla fin du calcul.

LorsqueAns = S, l’espace de Sierpiński,κ est un test, un prédicat portant sur la valeur de
e, etJeKκ ∈ S est vrai si et seulement si le calcul dee réussit le testκ. On peut alors remarquer,
comme Heckmann (1990, chapitre 19) que l’espace des fontionnelles continues, linéaires et non

trivialesU∗(X) = 〈〈X → S〉lin∗→S〉, c’est-à-dire des fonctionnelles continuesF : 〈X → S〉 → S

qui préservent les bornes inférieures finies (F (infn
i=1 fi) = infn

i=1 F (fi), où dans le casn = 0
ceci signifieF (χX) = 1) et qui ne sont pas identiquement nulles, est isomorphe à l’espace des
filtres Scott-ouverts d’ouverts deX. En effet, une fonctionf ∈ 〈X → S〉 est de la formeχU pour
un unique ouvertU deX, d’où un isomorphisme clair entre〈X → S〉 et O(X). Une fonction
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Scott-continue de〈X → S〉, c’est alors un Scott-ouvert d’O(X), et une fonction linéaire est un
filtre d’O(X). Rappelons que, siX est sobre (par exemple siX est un cpo continu), l’espace des
filtres Scott-ouverts non triviaux d’ouverts est isomorpheàQ(X). DoncU∗(X) est isomorphe à
Q(X) dès queX est sobre.

Un exemple similaire est celui de l’isomorphisme entre l’espaceP△
wk(X) des prévisions li-

néaires continues surX et l’espaceVwk(X) des valuations continues surX. C’est l’un des cas
du théorème de représentation 11.1.2.

Tous ces foncteurs donnent naissance à des monades. On le montre sur le prototype de ces
foncteurs,KAns. Il est remarquable que l’unité et la multiplication de toutes ces monades seront
définies par les mêmes formules, aux types des variables près. PourKAns, on a :

ηηηX(x) = λκ ∈ 〈X → Ans〉 · κ(x) pour toutx ∈ X
µµµX(F) = λκ ∈ 〈X → Ans〉 · F(λF ∈ KAns(X) · F (κ)) pourF ∈ K2

Ans(X)

f †(F ) = λκ ∈ 〈Y → Ans〉 · F (λx ∈ X · f(x)(κ))

pourf : X → KAns(Y ), F ∈ KAns(X)

Ces formules sont valables dansCpoCpoCpo. Dans une catégorie cartésienne close générale, on devrait
écrire :

ηηηX : X → KAns(X) = Λ(App ◦ 〈π2, π1〉)
µµµX : KAns(KAns(X))→ KAns(X) = Λ(App ◦ (idKAns(KAns(X)) × Λ(App ◦ 〈π2, π1〉)))

f † = Λ(App ◦ (KAns(f)× Λ(App ◦ 〈π2, π1〉)))
pourf : X → KAns(Y )

Nous ne raisonnerons pas avec ces dernières formules, qui sont relativement absconses. On
notera seulement que, si dans la formule (du groupe supérieur) pour f †(F ) l’on renommef
en δ et κ en f , l’on obtient la formuleδ†(F ) = λf · F (λx · δ(x)(f)). Ceci estexactementla
formule définissant la composition séquentielle deF avecδ, voir la définition 11.1.3. Ce n’est
pas un hasard. Dans une monade de continuation ou similaire (de filtres Scott-ouverts d’ouverts
à la Heckmann, de prévisions continues — basses, hautes, linéaires, peu importe — sauf les
prévisions colinéaires, qui ne forment pas une monade), ce sera toujours le cas.

Nous avons dit que les monades de continuations ne seraient pas monoidales en général. Mais
elles seront toujours fortes :

Définition 12.1.4 (Force tensorielle)Soit (TTT ,ηηη.,µµµ.) une monade surCCC. Une force tensorielle
pour cette monade est une transformationtttX,B : X ×TTTB → TTT (X ×B) naturelle enX et enB,
telle que les diagrammes suivants commutent.

1× TTTY
tttIII,Y

ℓℓℓTTTY

TTT (1× Y )

TTTℓℓℓY

TTTY

(12.9) X × Y idX×ηηηY

ηηηX×Y

X × TTTY
tttX,Y

TTT (X × Y )

(12.10)
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(X × Y )× TTTZ
αααX,Y,TTT Z

tttX×Y ,Z
TTT ((X × Y )× Z)

TTTαααX,Y,Z

X × (Y × TTTZ)
idX×tttY,Z

X × TTT (Y × Z)
tttX,Y ×Z

TTT (X × (Y × Z))

(12.11)

X × TTT 2Y
tttX,TTTY

idX×µµµY

TTT (X × TTTY )
TTTtttX,Y

TTT 2(X × Y )

µµµX×Y

X × TTTY
tttX,Y

TTT (X × Y )

(12.12)

Lorsque c’est le cas, on dit que(TTT ,ηηη.,µµµ., ttt.,.) est une monadeforte.

On dira, par abus de langage, queTTT elle-même est une monade forte. On vérifie queTTT = KAns

est une monade forte. La force tensorielle est

tttX,Y (x, F ) = λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(x, y)) pourx ∈ X,F ∈ KAns(Y )

Nous n’écrirons pas la forme detttX,Y dans une catégorie cartésienne close générale, par souci de
lisibilité. Le diagramme (12.9) se lit comme suit. On note queℓℓℓY envoie(∗, y) versy. Le chemin
allant à droite puis en bas envoie(∗, F ) versλκ ∈ 〈1 × Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(∗, y)), puis
via TTT (ℓℓℓY ) versλκ ∈ 〈Y → Ans〉 · (λκ ∈ 〈1 × Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(∗, y)))(κ ◦ ℓℓℓY ) =
λκ ∈ 〈Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(ℓℓℓY (∗, y))) = λκ ∈ 〈Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(y)) = λκ ∈
〈Y → Ans〉 · F (κ) = F = ℓℓℓTTTY (∗, F ). Pour le diagramme (12.10), partons de(x, y) ∈ X × Y ,
si l’on voyage vers la droite, on obtient(x, λκ ∈ 〈Y → Ans〉 · κ(y)), puis en allant vers le bas
on obtientλκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · (λκ ∈ 〈Y → Ans〉 · κ(y))(λy ∈ Y · κ(x, y)) = λκ ∈
〈X × Y → Ans〉 · κ(x, y), ce qui est bien ce qu’on obtient en franchissant la flèche diagonale.
Le diagramme (12.11) exprime une autre évidence, la compatibilité entre la force tensorielle et
l’associativitéαααX,Y,Z , qui à ((x, y), z) associe(x, (y, z)). En partant de((x, y), F ) (en haut à
gauche), la flèche de droite calculeλκ ∈ 〈(X × Y ) × Z → Ans〉 · F (λz ∈ Z · κ((x, y), z)), et
TTT (αααX,Y,Z) l’envoie versλκ ∈ 〈X × (Y × Z)→ Ans〉 · F (λz ∈ Z · κ(x, (y, z))). En partant de
nouveau de((x, y), F ) mais en suivant la flèche vers le bas, on obtient(x, (y, F )), puis(x, λκ ∈
〈Y ×Z → Ans〉 ·F (λz ∈ Z ·κ(y, z))) via idX×tttY,Z , puisλκ ∈ 〈X× (Y ×Z)→ Ans〉 · (λκ ∈
〈Y ×Z → Ans〉 ·F (λz ∈ Z ·κ(y, z)))(λ(y, z) ∈ Y ×Z ·κ(x, (y, z))) = λκ ∈ 〈X× (Y ×Z)→
Ans〉 ·F (λz ∈ Z ·κ(x, (y, z))). Finalement, vérifions le diagramme (12.12). Partons de(x,F) ∈
X × TTT 2Y . L’image de ceci partttX,TTTY vautλκ ∈ 〈X × TTTY → Ans〉 · F(λF ∈ TTTY · κ(x, F )).
Via TTTtttX,Y , on obtientλK ∈ 〈TTT (X × Y ) → Ans〉 · (λκ ∈ 〈X × TTTY → Ans〉 · F(λF ∈
TTTY · κ(x, F )))(K ◦ tttX,Y ) = λK ∈ 〈TTT (X × Y ) → Ans〉 · F(λF ∈ TTTY · K(tttX,Y (x, F ))) =
λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 · F(λF ∈ TTTY ·K(λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(x, y)))).
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Ensuite, via la flèche vers le basµµµX×Y , on obtient

λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 ·
(λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 ·

F(λF ∈ TTTY ·K(λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(x, y)))))
(λF ∈ TTTX · F (κ))

= λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 ·
F(λF ∈ TTTY · (λF ∈ TTTX · F (κ))(λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λy ∈ Y · κ(x, y))))

= λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F(λF ∈ TTTY · F (λy ∈ Y · κ(x, y)))

Repartant de(x,F), mais en suivant la flècheidX × µµµY vers le bas, on obtient(x, λκ ∈ 〈X →
Ans〉 · F(λF ∈ KAns(X) · F (κ))). En appliquant ensuitetttX,Y , on obtient :

λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 ·
(λκ ∈ 〈X → Ans〉 · F(λF ∈ TTTX · F (κ)))(λy ∈ Y · κ(x, y))

= λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F(λF ∈ TTTX · F (λy ∈ Y · κ(x, y)))

ce qui est bien identique.
Toute monade monoïdale est forte : on peut toujours définir une force tensorielletttX,Y à partir

d’un médiateurdddX,Y partttX,Y = dddX,Y ◦ (ηηηX × idTTTY ). (On laisse la vérification des équations en
exercice.) En fait, toute monade monoïdale est forte de deuxfaçons différentes. On peut définir
en effet uneforce tensorielle dualettt′X,Y = dddX,Y ◦ (idTTTX×ηηηY ) : TTTX×Y → TTT (X×Y ), telle que
TTTcccY,X ◦ttt′Y,X ◦cccX,TTTY est une force tensorielle. On appellera en général force tensorielle duale une
transformation naturellettt′X,Y : TTTX × Y → TTT (X × Y ) vérifiant les symétriques des équations
de force tensorielle (définition 12.1.4).

On peut vérifier qu’une force tensoriellettt et une force tensorielle dualettt′ définissent un
médiateur si et seulement si les deux diagrammes suivants commutent. Le premier exprime que
ttt etttt′ sont compatibles avec l’associativitéααα :

(X × TTTY )× Z tttX,Y ×idZ

αααX,TTTY ,Z

TTT (X × Y )× Z
ttt′X×Y ,Z

TTT ((X × Y )× Z)
TTTαααX,Y,Z

X × (TTTY × Z)
idX×ttt′Y,Z

X × TTT (Y × Z)
tttX,Y ×Z

TTT (X × (Y × Z))

(12.13)

Le second exprime que la force tensorielle et la force tensorielle duale commutent, au sens où :

TTTX × TTTY
tttTTTX,Y

ttt′X,TTTY

TTT (TTTX × Y )
TTTttt′X,Y

TTT 2(X × Y )
µµµX×Y

TTT (X × TTTY )
TTTtttX,Y

TTT 2(X × Y )µµµX×Y
TTT (X × Y )

(12.14)
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Le médiateur est alors la diagonale commune deTTTX × TTTY versTTT (X × Y ).
Lorsquettt′ est définie parttt′X,Y = TTTcccY,X ◦ ttt′Y,X ◦ cccX,TTTY , le diagramme (12.13) commute auto-

matiquement. Mais le diagramme (12.14) peut ne pas commuter. Sans en être une démonstration,
regardons ce que signifierait la commutation de ce diagrammepour la monade forteTTT = KAns.
Notons que dans ce cas,

ttt′X,Y (F, y) = λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λx ∈ X · κ(x, y)) poury ∈ Y, F ∈ KAns(X)

Partant de(F,G) ∈ TTTX × TTTY , tttTTTX,Y produitλκ ∈ 〈TTTX × Y → Ans〉 · G(λy ∈ Y · κ(F, y)).
TTTttt′X,Y envoie ensuite ceci vers

(λF ∈ TTT (TTTX × Y ) · λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 · F(K ◦ ttt′X,Y ))

(λκ ∈ 〈TTTX × Y → Ans〉 ·G(λy ∈ Y · κ(F, y)))
= λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 · (λκ ∈ 〈TTTX × Y → Ans〉 ·G(λy ∈ Y · κ(F, y)))(K ◦ ttt′X,Y )

= λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 ·G(λy ∈ Y ·K(ttt′X,Y (F, y)))

= λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 ·
G(λy ∈ Y ·K(λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λx ∈ X · κ(x, y))))

Enfin,µµµX×Y envoie ceci vers :

λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 ·
(λK ∈ 〈TTT (X × Y )→ Ans〉 ·

G(λy ∈ Y ·K(λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λx ∈ X · κ(x, y)))))
(λF ∈ TTTX · F (κ))

= λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 ·
G(λy ∈ Y · (λF ∈ TTTX · F (κ))(λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λx ∈ X · κ(x, y))))

= λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 ·G(λy ∈ Y · F (λx ∈ X · κ(x, y)))
On peut vérifier que l’autre chemin deTTTX × TTTY versTTT (X × Y ) dans le diagramme (12.14)
envoie(F,G) vers

λκ ∈ 〈X × Y → Ans〉 · F (λx ∈ X ·G(λy ∈ Y · κ(x, y)))
Ces deux formules définissent en général des fonctions différentes. Intuitivement, la première
promet d’effectuer les deux calculsF etG en commençant parG, la seconde les fait en com-
mençant parF . En effet, par exemple,λκ ∈ 〈X×Y → Ans〉 ·G(λy ∈ Y ·F (λx ∈ X ·κ(x, y)))
récupère la continuationκ, calculeG et met son résultat dans la variabley, puis calculeF et met
son résultat dansy, et enfin envoie(x, y) àκ.

La notion de force tensorielle, plus faible que celle de médiateur, est essentiellement ce dont
on a besoin pour disposer d’une notion de monade compatible avec une structure cartésienne
close. Étant donné une force tensoriellettt, on peut définir uneforce fonctoriellestX,Y : 〈X →
Y 〉 → 〈TTTX → TTTY 〉 par stX,Y = Λ(TTTApp ◦ ttt〈X→Y 〉,X). Alors stX,Y est naturelle enX et en
Y , et vérifie quelques autres propriétés, permettant de voir(TTT , st_,_) comme un endofoncteur
CCC-enrichi sur la catégorieCCC (voir Moggi 1991). La correspondance est bijective, et l’onpeut
retrouvertttX,Y à partir destX,Y , partttX,Y = App ◦ ((stY,X×Y ◦ Λ(idX×Y ))× idTTTY ).
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12.1.6 Monades de prévisions continues

— PARLER DES MONADES DE PRÉVISIONS(HAUTES, BASSES, ENCADREMENTS).
MONTRER QU’ ELLES SONT FORTES SUR LA CATÉGORIE DES DOMAINES. (LA

BONNE NOUVELLE C’ EST QUE LES ESPACES DE PRÉVISIONS CORRESPONDANTES

SONT DES DOMAINES, ÇA A ÉTÉ DUR À MONTRER, VOIR LA SECTION 11.9.
MONADE FORTE AUSSI SUR LES CPO? PAS SÛR. ET SURTopTopTop ? PROBLÈME

TYPIQUE DE CONTINUITÉ DE LA FORCE EN SES DEUX ARGUMENTS; ELLE EST

CONTINUE SUR CHACUN SÉPARÉMENT. . . DE TOUTE FAÇON, TopTopTop N’ EST PAS

CARTÉSIENNE CLOSE. Y A-T-IL UNE SOUS-CCCTopTopTopC (VOIR ESCARDÓ ET AL.
2004)DANS LAQUELLE LA FORCE EXISTERAIT?

— AVANT QUE J’ OUBLIE, POURQUOI LES DOMAINES(AVEC ⊥, ZUT J’ AI OUBLIÉ )
SONT UNECCC. UNE FONCTION EN ESCALIER EST[xiրրyi]

n
i=1 ENVOIE x VERS

sup1≤i≤n,xi≤x yi. ON DEMANDE QUE : (∗) POUR TOUTE PARTIEI DE {1, . . . , n}, SI

(xi)i∈I EST MAJORÉE ALORS(xi)i∈I AUSSI. C’EST BIEN DÉFINI CAR SOIT IL N’ Y A

PAS DExi ≤ x, ET ÇA DONNE⊥, SOIT IL Y EN A , TOUS LESxi ≤ x SONT MAJORÉS

PAR x, DONC TOUS LESyi CONCERNÉS AUSSI PAR(∗) ; COMME ON EST DANS UN

DOMAINE , LE SUP DESyi CONCERNÉS EXISTE. TOUT f : X → Y EST LIMITE

D’ UNE FAMILLE DIRIGÉE DE TELLES CHOSES; À SAVOIR LES [xiրրyi]
n
i=1 TELS

QUE yi ≪ f(xi) POUR TOUTi. LA CONDITION (∗) EST VÉRIFIÉE CAR SI LESxi,
i ∈ I SONT MAJORÉS PARx, ALORS LESyi, i ∈ I SONT MAJORÉS PARf(x). DONC

SI f ≪ f ′ C’ EST QU’ IL EXISTE UNE FONCTION EN ESCALIER ENTREf ET f ′. LA

RÉCIPROQUE EST STANDARD(UTILISER LE LEMME D’ INTERPOLATION À UN

MOMENT). DONC L’ ESPACE DES FONCTIONS EST UN CPO CONTINU. C’EST UN

DOMAINE : TRIVIAL . FINALEMENT, L’ APPLICATION EST CONTINUE, CAR ELLE

L’ EST TOUJOURS POUR UNE TOPOLOGIE DESCOTT. LA CURRIFICATION

PRÉSERVE LA CONTINUITÉ, COMME DANS LES CPO AUSSI.

12.2 Leλ-calcul monadique

Le λ-calcul monadique est un langage commode permettant de raisonner dans les catégo-
ries cartésiennes closes munies d’une monade forte. En mêmetemps, c’est aussi un langage de
programmation simple.
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Lesλ-termes monadiquessont décrits par la grammaire :

M,N,P ::= x variable
| MN application
| λx ·M abstraction
| () uplet vide
| (M,N) couple
| fst M première composante
| snd M seconde composante
| valM calcul trivial
| let valx = M inN let-expression

modulo les règles usuelles deα-renommage, exprimant que l’on peut renommer les variables
liées à volonté. Par convention, la variablex est liée dansλx ·M , avec comme portée le terme
M tout entier ; et la variablex est liée danslet valx = M in N , avec comme portée le terme
N . Les règles deα-renommage décrivent une relationα définie par :

λx ·M α λy · (M [x := y])

si x n’est pas liée dansM ety n’est ni liée ni libre dansM

let valx = M inN α let val y = M inN [x := y]

si x n’est pas liée dansN ety n’est ni liée ni libre dansN

Les ensemblesFV(M) de variableslibresetBV(M) de variablesliéesdansM sont définies par
récurrence structurelle surM par :

FV(x) = {x} BV(x) = ∅
FV(MN) = FV(M) ∪ FV(N) BV(MN) = BV(M) ∪ BV(N)

FV(λx ·M) = FV(M) \ {x} BV(λx ·M) = BV(M) ∪ {x}
FV(()) = ∅ BV(()) = ∅

FV((M,N)) = FV(M) ∪ FV(N) BV((M,N)) = BV(M) ∪ BV(N)

FV(fst M) = FV(M) BV(fst M) = BV(M)

FV(snd M) = FV(M) BV(snd M) = BV(M)

FV(valM) = FV(M) BV(valM) = BV(M)

FV(let valx = M inN) = BV(let valx = M inN) =

FV(M) ∪ (FV(N) \ {x}) BV(M) ∪ BV(N) ∪ {x}

On définit laα-équivalence=α comme la plus petite congruence contenantα. Une congruence
est une relation d’équivalence compatible aux contextes. De façon explicite, siM =α M ′ et
N =α N

′, on demande queMN =α M
′N ′, siM =α M

′ alorsλx ·M =α λx ·M ′, etc.
On notera, comme il est l’usage, un termeM pour dénoter sa classe d’équivalence modulo

=α. On s’autorisera àα-renommer les termes tacitement. De plus, on fera des récurrences non
pas sur la structure deM , qui n’est pas invariante modulo=α, mais sur lataille |M | deM , qui,
elle, l’est : siM =α M

′ alors|M | = |M ′|.
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La lecture intuitive desλ-termes monadiques est la suivante : siM dénote une fonction, alors
MN dénote le résultat de l’application deM à son argumentN ; λx ·M est la fonction qui àx
associe la valeur deM (qui dépend en général dex) ; () est len-uplet vide, et(M,N) le couple
dont les deux composantes sontM etN , tandis quefst M extrait la première composante du
coupleM et snd M en extrait la seconde composante ; les constructionsval etlet sont un peu
plus compliquées. Typiquement,valM fabrique un processus de calcul qui termine trivialement
en retournantM comme valeur. A contrario,let valx = M inN prend un processusM , l’exé-
cute, met sa valeur finale dansx, et continue en évaluant le processusN (qui dépend en général
dex).

Une façon de distinguer les rôles des termes : valeurs, fonctions, processus, est d’attribuer
des types aux termes. Lestypes monadiquessont :

τ ::= α types de base
| u type de()
| τ × τ produit : type des couples
| τ → τ types de fonctions
| Tτ types de processus

oùα prend ses valeurs dans un ensemble fixéΣ de types de base.
L’attribution des types aux termes reflète l’intuition. On ne peut pas en général dire qu’un

termeM a un typeτ dans l’absolu ; par exemple, une variablex n’a pas de type dans l’absolu.
Nous aurons besoin decontextesde typesΓ pour exprimer les hypothèses que nous faisons sur
les types des variables. Un contexte est une liste finie d’associationsx : τ d’un typeτ à une
variablex, lesx étant deux à deux distinctes dansΓ. On noteraΓ,∆ la concaténation de deux
contextes n’ayant aucune variable en commun, etx : τ le contexte contenant juste l’association
x : τ .

On dira alors que lejugementΓ ⊢ M : τ estdérivablesi et seulement si on peut le produira
par un nombre fini d’applications desrègles de typagedécrites ci-dessous.

(V ar)
Γ, x : τ,∆ ⊢ x : τ

Γ ⊢M : τ1 → τ2 Γ ⊢ N : τ1
(App)

Γ ⊢MN : τ2

Γ, x : τ1 ⊢M : τ2
(Lam)

Γ ⊢ λx ·M : τ1 → τ2

(Unit)
Γ ⊢ () : u

Γ ⊢M1 : τ1 Γ ⊢M2 : τ2
(Pair)

Γ ⊢ (M1,M2) : τ1 × τ2
Γ ⊢M : τ1 × τ2

(Fst)
Γ ⊢ fst M : τ1

Γ ⊢M : τ1 × τ2
(Snd)

Γ ⊢ snd M : τ2

Γ ⊢M : Tτ1 Γ, x : τ1 ⊢ N : Tτ2
(Let)

Γ ⊢ let valx = M inN : Tτ2

Γ ⊢M : τ
(V al)

Γ ⊢ valM : Tτ

Finalement, lesλ-termes monadiques forment un langage de programmation, etl’on peut
donc calculer. Le calcul correspond, via lacorrespondance de Curry-Howard, à une opération
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de simplification des dérivations de typage. Par exemple, l’une des règles de ce calcul, la règle
(β), transforme toute sous-dérivation de la forme :

··· π1

Γ, x : τ1 ⊢M : τ2
(Lam)

Γ ⊢ λx ·M : τ1 → τ2

··· π2

Γ ⊢ N : τ1
(App)

Γ ⊢ (λx ·M)N : τ2

en la dérivation : ··· π1[x := π2]

Γ ⊢M [x := N ] : τ2
oùM [x := N ] désigne le résultat du remplacement dex parN dansM , etπ1[x := π2] désigne
la preuveπ1 dans laquelle toute instance de la règle(V ar) de la formeΓ, x : τ1,∆ ⊢ x : τ1 est
remplacée par une copieπ′

2 de la preuveπ2 (qui dériveΓ ⊢ N : τ2) dans laquelle on a ajouté
systématiquement à gauche de tout jugement les hypothèses de ∆ (π′

2 a donc pour conclusion
Γ,∆ ⊢ N : τ1) ; et dans laquelle tous les autres jugementsΓ, x : τ1,∆ ⊢ P : τ sont remplacés
parΓ,∆ ⊢ P [x := N ] : τ .

La notationM [x := N ] est intuitivement bien définie, mais a causé historiquementde nom-
breuses difficultés de nature formelle. Une définition correcte est de définir une première no-
tion de substitutionM [x := N ]0 de la façon évidente lorsquex est remplaçableparN dans
M , c’est-à-dire lorsquex n’est pas liée dansM et aucune variable libre dansN n’est liée
dansM . LorsqueM =α M ′, N =α N ′ et x est remplaçable parN ′ dansM ′, alors on pose
M [x := N ] = M ′[x := N ′]0. Ceci est bien défini, d’une part parce qu’on peut toujours trouver
de telsM ′ etN ′, d’autre part parce que tous les termes obtenusM ′[x := N ′]0 sontα-équivalents.

Par souci de lisibilité, les règles seront écrites en omettant la dérivation de typage et en ne
gardant que le jugement qui en est la conclusion. La règle(β) s’écrira donc :

Γ ⊢ (λx ·M)N : τ2 → Γ ⊢M [x := N ] : τ2

Toutes les règles s’écriront alorsΓ ⊢M1 : τ → Γ ⊢M2 : τ pour certains termesM1 etM2, et le
mêmeΓ et le mêmeτ . Nous écrirons donc ces règles le plus souventM1 →M2. Par exemple, la
règle(β) s’écrit (λx ·M)N → M [x := N ]. La seule écritureM1 → M2 permettra de retrouver
la forme des jugements et des dérivations impliquées sans ambiguïté. Les règles duλ-calcul
monadique sont alors les suivantes, écrites en format simplifié (sauf pour(P0), pour laquelle
nous avons besoin d’expliciter que le type deM estu) :

(β) (λx ·M)N → M [x := N ]
(η) λx ·Mx → M si x 6∈ FV(M)
(P0) Γ ⊢M : u → Γ ⊢ () : u
(Pβ1) fst (M1,M2) → M1

(Pβ2) snd (M1,M2) → M2

(Pη) (fst M, snd M) → M
(Tβ) let valx = valM inN → N [x := M ]
(Tη) let valx = M in valx → M
(Ass) let valx = (let val y = M inN) in P → let val y = M in let valx = N in P
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Un exercice instructif consiste à montrer que pour toute règleM1 →M2, ou plutôtΓ ⊢M1 : τ →
Γ ⊢ M2 : τ , si Γ ⊢ M1 : τ est dérivable, alorsΓ ⊢ M2 : τ aussi. Ce résultat, appeléthéorème
d’auto-réduction, exprime que le calcul (la réduction) ne change pas le type d’un terme. SiM
doit calculer un entier, etM →M ′, alorsM ′ aussi calculera un entier.

Le lien entre leλ-calcul monadique et les catégories est donné par la sémantique catégorique
desλ-termes monadiques. Étant donnée une catégorieCCC cartésienne close, et une monade forte
(TTT ,ηηη.,µµµ., ttt) surCCC, on peut d’abord interpréter tout typeτ comme un objet deCCC, modulo la
donnée d’un environnement de typageρ, qui à chaque variable de typeα ∈ Σ associe un objet :

JαK ρ = ρ(α) (12.15)

JuK ρ = 1

Jτ1 × τ2K ρ = Jτ1K ρ× Jτ2K ρ
Jτ1 → τ2K ρ = 〈Jτ1K ρ→ Jτ2K ρ〉

JTτK ρ = TTT JτK ρ

On peut ensuite étendre cette sémantique aux contextesΓ par :

Jxn : τn, xn−1 : τn−1, . . . , x1 : τ1K ρ = (. . . ((1× JτnK ρ)× Jτn−1K ρ)× . . .)× Jτ1K ρ

Notonsπi la projection de((. . . (A′×Ai)× . . .)×A2)×A1 versAi, ∆ le morphisme codiagonal
〈idA, idA〉 deA versA × A. Notons aussif † l’extension def : A → TTTB, c’est-à-diref † =
µµµB ◦ TTTf . Alors on peut interpréter toutλ-terme monadiqueM comme un morphisme dansCCC.
Plus précisément, on peut interpréter toute dérivationπ d’un jugement de la formeΓ ⊢ M : τ
comme un morphisme deJΓK ρ vers JτK ρ par les clauses suivantes, voir la figure 12.1. Nous
avons abrégéπ enΓ ⊢M : τ , voire justeM , par souci de lisibilité.

On peut démontrer que cette sémantique estcorrecte, quelles que soient la catégorie carté-
sienne closeCCC et la monade forte(TTT ,ηηη.,µµµ., ttt), au sens où, siΓ ⊢ M : τ → Γ ⊢ M ′ : τ , alors
JΓ ⊢M : τK ρ = JΓ ⊢M ′ : τK ρ. Si l’on note≡ la relation deconvertibilité, c’est-à-dire la plus
petite relation d’équivalence contenant→, ceci exprime que deux termes convertibles,M ≡ N ,
ont la même sémantique :JMK ρ = JNK ρ.

Cette sémantique est en fait aussicomplète: il existe une catégorie cartésienne closeCCC, une
monade forte(TTT ,ηηη.,µµµ., ttt), et un environnement de typageρ tels que siJMK ρ = JNK ρ, alors
M ≡ N . La construction est ce qu’on appelle unmodèle syntaxique. Fixons une variablex. Les
objets deCCC sont les typesτ , et les morphismes deτ1 versτ2 sont les classes d’équivalence de
termesM tels quex : τ1 ⊢ M : τ2 soit dérivable, modulo convertibilité≡. L’identité surτ est
x : τ ⊢ x : τ , la composition est donnée par substitution :M ◦ N est le termeM [x := N ], à≡
près. Le typeu est un object terminal, à cause de la règle(P0). Le typeτ1 × τ2 est un produit de
τ1 et τ2, avec comme première projectionx : τ1 × τ2 ⊢ fst x : τ1 et comme seconde projection
x : τ1 × τ2 ⊢ snd x : τ2. Le morphisme〈M,N〉 est juste le couple(M,N). L’exponentielle
〈τ1 → τ2〉 est le typeτ1 → τ2, l’applicationApp est formée par application syntaxique, à savoir
x : (τ1 → τ2) × τ1 ⊢ fst x(snd x) : τ2, et la currificationΛ(M) dex : τ1 × τ2 ⊢ M : τ3 est
x : τ1 ⊢ λy · M [x := (x, y)] : τ2 → τ3. L’action de la monade est définie parTTT (τ) = Tτ .
L’unité ηηητ sur τ estx : τ ⊢ valx : Tτ , et l’extensionM † de x : τ1 ⊢ M : Tτ2 estx :
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JΓ, x : τ,∆ ⊢ x : τK ρ = πi où |∆| = i

JΓ ⊢MN : τ2K ρ = JΓK ρ ∆ JΓK ρ× JΓK ρ
JMKρ×JNKρ

〈Jτ1K ρ→ Jτ2K ρ〉 × Jτ1K ρ
App

Jτ2K ρ

JΓ ⊢ λx ·M : τ1 → τ2K ρ = Λ

(
JΓK ρ× Jτ1K ρ

JMKρ Jτ2K ρ
)

JΓ ⊢ () : uK ρ = JΓK ρ !−→1

JΓ ⊢ (M,N) : τ1 × τ2K ρ = 〈JΓ ⊢M : τ1K ρ, JΓ ⊢ N : τ2K ρ〉

JΓ ⊢ fst M : τ1K ρ = JΓK ρJMKρ Jτ1 × τ2K ρ π1 Jτ1K ρ

JΓ ⊢ snd M : τ1K ρ = JΓK ρJMKρ Jτ1 × τ2K ρ π2 Jτ2K ρ

JΓ ⊢ let valx = M inN : Tτ2K ρ = JΓK ρ ∆ JΓK ρ× JΓK ρ
id×JMKρ

JΓK ρ× TTT Jτ1K ρ
tttJΓKρ,Jτ1Kρ

TTT (JΓK ρ× Jτ1K ρ)

(JNKρ)†

TTT Jτ2K ρ

JΓ ⊢ valM : TτK ρ = JΓK ρ JMKρ JτK ρ
ηηηJτKρ

TTT JτK ρ

FIG. 12.1 – Sémantique duλ-calcul monadique
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Tτ1 ⊢ let val y = x in (M [x := y]). On peut vérifier queηηηX
† ≡ idTTT (X) (c’est la règle(Tη)),

queM † ◦ ηηηX ≡ M (c’est la règle(Tβ)), queM † ◦ N † ≡ (M † ◦N)
†

(c’est la règle(TAss)),
donc(TTT ,ηηη.,_†) est bien un triplet de Kleisli. L’action du foncteurTTT surx : τ1 ⊢ M : τ2 est
x : Tτ1 ⊢ let val y = x in val(M [x := y]), et la multiplication associéµµµτ est définie comme
x : TTτ ⊢ let val y = x in y : Tτ .

Cette monade, finalement, est forte. La force tensorielletttτ1,τ2 est donnée par la formule
x : τ1 × Tτ2 ⊢ let val y = snd x in val(fst x, y) : T (τ1 × τ2). Vu que ℓY est le terme
x : 1 × Y ⊢ snd x : Y , l’équation (12.9) énonce que(let val y = x in val(snd y))[x :=
let val y = snd x in val(fst x, y)] ≡ snd x ; moduloα-conversion, le côté gauche est

let val y = (let val z = snd x in val(fst x, z)) in val(snd y)

≡ let val z = snd x in let val y = val(fst x, z) in val(snd y) (par(Ass))

≡ let val z = snd x in val(snd (fst x, z)) (par(Tβ))

≡ let val z = snd x in val z (par(Pβ2))

≡ snd x par(Tη)

L’équation (12.10) exprime quelet val y = snd (fst x, val(snd y)) in val(fst x, y) ≡ valx,
une conséquence des règles(Pβ2), (Tη), et(Pη). L’équation (12.11) exprime que

let val y = (let val z = snd x in val(fst x, z)) in val(fst (fst y), (snd (fst y), snd y))

≡ (let val z = snd (fst x, let val y = snd (snd x) in val(fst (snd x), y)) in val(fst x, z))

[x := (fst (fst x), (snd (fst x), snd x))]

ce que l’on peut vérifier : en utilisant(Ass), (Tβ), (Pβ1) et (Pβ2) sur le côté gauche, et(Pβ1),
(Pβ2), (Ass), (Tη) sur le côté droit, les deux côtés se réduisent à :

let val z = snd x in val(fst (fst x), (snd (fst x), z))

L’équation (12.12) exprime que

let val y = (let val z = x in val(let valu = snd z in val(fst z, u))) in y

[x := let val v = snd x in val(fst x, v)]

≡ let val y = snd (fst x, let val z = snd x in z) in val(fst x, y)

En réduisant par(Ass), (Tβ), (Pβ1), (Pβ2) à gauche et par(Pβ2), et(Ass) à droite, on obtient
en effet le même terme :

let val v = snd x in let valu = v in val(fst x, u)

12.3 Approximation simpliciale et colinéarité

— ICI, ÇA DEVIENT LE BAZAR . CE SONT DE VIEILLES IDÉES, MAIS JE NE SAIS

PAS OÙ ELLES MÈNENT(QUOIQUE : VOIR LE COMMENTAIRE À LA FIN DE LA

SECTION12.4).
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Dans le cas fini, c’est encore l’approche géométrique qui va nous éclairer. PosonsY = [n],
de sorte que les élémentsf de 〈Y → R+〉 sont les(n + 1)-uplets(f(0), f(1), . . . , f(n)). Les
éléments normalisés par

∑n
i=0 f(i) = 1 sont les points du simplexe standard∆n, et les prévisions

colinéaires continuesF (basses, hautes) sont identifiables aux fonctions Scott-continues de∆n

versR+ (concaves, convexes).
Imaginons queδ(x,−) soit une prévision colinéaire surY pour toutx ∈ X = [m], et queF

soit une prévision surX. Toute prévision colinéaireδ(x,−) surY = [n] est déterminée de façon
unique par ses valeursF (I) ∈ R+ en chacun des sommetsI, I ∈ P∗([n]), de la subdivision
barycentriqueSD(∆n) de∆n. (Voir la figure 10.3.)

Voyons comment l’on calculeF ; δ. Soitf un point de∆n. Il existe une face maximale (non
nécessairement unique) deSD(∆n) à laquellef appartient, disonsI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In, c’est-à-
dire

f = α0I0 + α1I1 + . . .+ αnIn

avecα0, α1, . . . , αn ∈ R+, α0 + α1 + . . . + αn = 1. Alors, puisqueδ(x,−) est une prévision
colinéaire,

δ(x, f) = α0δ(x, I0) + α1δ(x, I1) + . . .+ αnδ(x, In)

Donc

(F ; δ)(f) = F (

n∑

i=0

αiλx · δ(x, I i))

Considérons un autre pointg sur la même faceI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In quef ,

g = β0I0 + β1I1 + . . .+ βnIn

Alors

(F ; δ)(g) = F (
n∑

i=0

βiλx · δ(x, I i))

SiF est linéaire sur l’enveloppe convexe des pointsλx · δ(x, I0), λx · δ(x, I1), . . . ,λx · δ(x, In)
dans∆m, on a donc

(F ; δ)(f) =
n∑

i=0

αiF (λx · δ(x, I i))

(F ; δ)(g) =

n∑

i=0

βiF (λx · δ(x, I i))

(F ; δ)(αf + βg) =
n∑

i=0

(ααi + ββi)F (λx · δ(x, I i))
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λx .δ(x, I )0

λx .δ(x, I )1

λx .δ(x, I )2

λx .δ(x, I )3

λx .δ(x, I )4

FIG. 12.2 –F ; δ est linéaire sur un polygone inclus dans une face deSD(∆m)

et donc(F ; δ)(αf + βg) = α(F ; δ)(f) + β(F ; δ)(g). Ceci est par exemple le cas siF est
colinéaire et tous les pointsλx · δ(x, I0), λx · δ(x, I1), . . . ,λx · δ(x, In) sont sur la même face
deSD(∆m), comme en figure 12.2, oùm = 2 etn = 4.

Si l’enveloppe convexe desλx · δ(x, I i), 0 ≤ i ≤ n, n’est pas entièrement contenue dans une
face unique de∆m, la situation est plus compliquée en général. Regardons le cas où chacun des
pointsλx · δ(x, I i) est un sommet deSD(∆m).

Plus précisément, posonsm = 2n+1 − 2, le nombre de sommets deSD(∆n) moins 1.
(Lorsquen = 2, alorsm = 6. Comme∆6 est difficile à dessiner, nous considérerons comme
exemple le casn = 1, m = 2.) Pour chaque sommetI, I ∈ P∗([n]), de la subdivision barycen-
triqueSD(∆n), posonŝI l’unique fonctionnelle colinéaire telle quêI(I) = 1, et Î(J) = 0 pour
toutJ 6= I. Les élémentsx deX = [m] peuvent être identifiés avec lesI ∈ P∗([n]), par exemple
en posantx = pIq, où pIq =

∑
y∈I 2y − 1, c’est-à-dire en voyantx + 1 comme l’ensembleI

des positions dans l’écriture en binaire dex où l’on trouve un1. Posonsδ(I, f) = Î(f).
AlorsλI ·δ(I, I i) = λI · Î(I i) est la fonction qui àIi associe1 et à tous les autresJ ∈ P∗([n])

associe0. C’est donc le(m + 1)-uplet ayant un1 à la positionpIiq, et des0 à toutes les autres
positions, c’est le sommet numéropIiq de ∆m. Dans le casn = 1, m = 2, ceci revient à ce
qui est représenté sur la figure 12.3. Intuitivement, on prend ∆1, on ajoute un point au milieu
du segment pour obtenirSD(∆1), puis on plie le segment en prenant ce nouveau point comme
charnière. Ceci fait, on remplit le coin∧ obtenu par un triangle, c’est-à-dire un∆2.

SD(    )∆1 ∆2

1

0

{0,1}

0 1

2

FIG. 12.3 – Repliage deSD(∆n) sur le bord de∆m pourn = 1,m = 2

Lorsquen = 2,m = 6, SD(∆2) a6 faces, que l’on replie sous forme des6 faces adjacentes
à un sommet donné (le centre deSD(∆2)) de∆6. Ceci est bien sûr plus difficile à imaginer,∆6

étant un objet à6 dimensions, à7 faces de dimension5, 21 faces de dimension4, 35 faces de di-
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mension3, 35 faces de dimension2, 21 de dimension1, et7 sommets de dimension0. Une façon
de projeter∆6 sur un plan, en dimension2, est de le représenter sous forme du graphe complet à
7 sommets, voir la figure 12.4. On y a indiqué par des courbes pointillées la correspondance entre
les sommets deSD(∆2), en bas à gauche, et ceux de∆6, en haut à droite. On a aussi reporté les
motifs décorant les faces deSD(∆2) sur les face correspondantes de∆6 (sauf la face 6, 3, 4 de
∆6, correspondant à{2} ⊂ {0, 2} ⊂ {0, 1, 2} deSD(∆2), et qui est cachée).
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FIG. 12.4 – Repliage deSD(∆n) sur le bord de∆m pourn = 2,m = 6

Revenons àF ; δ. Pour chaque face maximaleI0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In de ∆n, les pointsλx ·
δ(x, I i), 0 ≤ i ≤ n, sont donc les sommets de∆m, m = 2n+1 − 2. Si F est colinéaire sur
X = [m], elle est linéaire sur chacune des faces maximales deSD(∆m). DoncF ; δ sera linéaire
sur chacune des faces de la subdivision barycentriquedoubleSD2(∆n), obtenue en reformant la
subdivision barycentrique de chacune des faces maximales deSD(∆n). (Voir la figure 12.5 dans
le casn = 2.)

En somme, le graphe deF ; δ ressemblera à ce qui est dessiné en figure 12.6.
En général, on peut soupçonner queF ; δ1; δ2; . . . ; δk, oùF est colinéaire surX = [m], où

nk−1 = 2nk+1−2,nk−2 = 2nk−1+1−2 = 22nk+1−1−2, . . . ,n1 = 2n2+1−2 = 22...22
nk+1−1−1...−1−2,

etm = 2n1+1 − 2 = 222...22
nk+1−1−1...−1−1 − 2, et δ1 est une prévision colinéaire surY1 = [n1],

δ2 est une prévision colinéaire surY2 = [n2], . . . , δk est une prévision colinéaire surYk = [nk],
sera une fonction linéaire par morceaux, qui seront les faces de la subdivision barycentrique
SDk+1(∆n) itéréek + 1 fois, oùn = nk.

Ce faisant, et si lesδ1, δ2, . . . ,δk, . . . , sont bien choisis, on peut imaginer queF ; δ1; δ2; . . . ; δk
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FIG. 12.5 –SD2(∆n) dans le casn = 2

FIG. 12.6 –F ; δ dans un cas remarquable
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convergera lorsquek tend vers+∞ vers n’importe quelle fonctionG de∆n versR+. Pour être
précis, ceci ne sera vrai que siG est continue en tant que fonction de∆n muni de sa topologie
métrique usuelle versR+ muni lui aussi de sa topologie métrique usuelle. Il suffira dechoisir
δ1, . . . , δk comme plus haut de sorte queG et F ; δ1; δ2; . . . ; δk coïncident sur les sommets de
SDk+1(∆n), et l’on pourra conclure à la convergence, car le diamètre des faces deSDk+1(∆n)

tend vers0 lorsquek tend vers+∞, comme un
(

n
n+1

)k+1
. C’est la construction fondamentale

sous-jacente authéorème d’approximation simpliciale, bien connu en topologie algébrique.
La construction géométrique ci-dessus donne l’intuition fondamentale, mais pêche par plu-

sieurs aspects. D’abord, dans les cas qui nous intéressent,G sera continue de∆n versR+ muni
de sa topologie de Scott, et non de sa topologie métrique. D’autre part,G sera concave (resp.
convexe), ce que nous n’avons pas utilisé, malgré ce que peuvent faire croire les figures. La plus
grande infidélité que nous avons faite à la théorie des prévisions est cependant que nous avons
considéréδ(I, f) = Î(f), maisÎ n’est en général ni convexe ni concave.

Réparons ces défauts, en étudiant l’analogue de(F ; δ)(f) = F (λI ∈ P∗([n]) · Î(f)) lorsque
δ(I, f) = Î(f), ceci dans le cas général oùX n’est plus nécessairement fini. Rappelons le
typage utilisé dans les expressions ci-dessus. D’abord,f ∈ 〈X → R+〉, et Î ∈ P∗△(X), d’où
Î(f) ∈ R+. La fonctionλI ∈ P∗([n]) · Î(f) s’étend en une fonction deP∗△(X) versR+, qui
àG =

∑
I αI Î associe

∑
I αI Î(f) = G(f). Ceci s’étend donc en la fonctionλG · G(f), qui

est dans〈P(X) → R+〉. F peut donc être vue comme une prévision colinéaire surP(X), et la
compositionF ; δ pour leδ particulier ci-dessus, que nous noteronsµµµX(F ), est une prévision, qui
n’est pas en général colinéaire, surX.

En général, définissons :

Définition 12.3.1 Pour toute fonction continueh : X → Y , notonsP(h) : P(X) → P(Y ) la
fonction qui àF ∈ P(X) associeλf ∈ 〈Y → R+〉 · F (f ◦ h). SoitηηηX : X → P(X) la fonction
qui à x ∈ X associeλf ∈ 〈X → R+〉 · f(x). SoitµµµX : P2(X) → P(X) la fonction qui à
F ∈ P2(X) associeλf ∈ 〈X → R+〉 · F (λG ∈ P(X) ·G(f)).

Pour toute fonction continueh : X → P(Y ), sonextensionh† : P(X) → P(Y ) estµµµY ◦
P(h), c’est-à-dire :

h†(F ) = λf ∈ 〈Y → R+〉 · F (λx ∈ X · h(x)(f))

pour toutF ∈ P(X).

Ceci définit unemonade. P vérifie en effetP(idX) = idP(X) etP(h◦h′) = P(h)◦P(h′), c’est
donc unfoncteur. On a d’autre partµµµX ◦P(ηηηX) = ηηηX

† = idP(X),µµµX ◦ ηηηP(X) = idP(X), etµµµX ◦
µµµP(X) = µµµX ◦P(µµµX), ce qui sont les trois équations reliant l’unitéηηη à lamultiplicationµµµ d’une
monade. (En toute rigueur, nous devrions vérifier queηηη_ et µµµ_ définissent des transformations
naturelles.)

Il est bien connu que ces trois conditions sont équivalentesaux conditions suivantes, qui ne
mentionnent cette fois-ci que l’unitéηηη et l’opération d’extension :(ηηηX)† = idP(X) ; pour tout

h : X → P(Y ), h† ◦ ηηηX = h ; pour toush : X → P(Y ), h′ : Y → P(Z), h′† ◦ h† = (h′† ◦ h)†.
On passe de l’un à l’autre en définissanth† : P(X) → P(Y ) comme étantµµµY ◦ P(h), et

réciproquementµµµX = idP(X)
†. Ceci est, de nouveau, standard.
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La fonctionnelleF

Approximation surSD(∆n) Approximation surSD2(∆n)

FIG. 12.7 – Approximation simpliciale
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Ce que nous avions notéF ; δ, pourF ∈ P(X) et δ : X × 〈Y → R+〉 → R+ tel que
δ(x,−) ∈ P(Y ) pour toutx ∈ X, s’écrit (λx · δ(x,−))†(F ). La construction̂I ci-dessus est le
cas particulier oùλx · δ(x,−) et l’identité deP∗△(X) versP(X). Si l’on ignore temporairement
la différence entreP∗△(X) etP(X), F ; δ a donc des parentés avecid†

P(X)(F ) = µµµX(F ).

En général,F ; δ1; . . . ; δn s’écrit(λx · δn(x,−))†[. . . (λx · δ1(x,−))†(F )]. Ceci a un sens lorsque
F ∈ P(X0), et δi(x,−) ∈ P(Xi) pour toutx ∈ Xi−1, 1 ≤ i ≤ n. Si l’on accepte des espaces
d’étatsXi suffisamment gros, à savoirXi de la formeP(Xi−1) ouP∗△(Xi−1), on pourra comme
ci-dessus regarder le cas plus simple oùλx · δi(x,−) est l’identité. AlorsF ; δ1; . . . ; δn s’écrira
µµµXn−1µµµXn−2 . . . µµµX0(F ).

Rappelons la question posée au début de la section 12.3 : l’espaceP(X) des prévisions
continues (resp. l’espacè P(X) des prévisions basses continues, resp. l’espace

a
P(X) des

prévisions hautes continues) est-il le plus petit cpoCX qui contienne l’espaceP∗△(X) des pré-
visions colinéaires continues (resp.

`
P∗△(X),

a
P∗△(X)) et qui soit stable par composition

séquentielle ?

12.4 La transformée d’une prévision

Définition 12.4.1 SoitY un espace de jeux continus surX, muni de la topologie faible, et conte-
nant le jeu nul et tous lesaδx, a ∈ R+, x ∈ X. Soite une bijection croissante deR− sur ]0, 1].
On définit pour tout ouvertU deY , la fonction[e]U deX vers[0, 1] par :

[e]U(x) = sup
r∈R+

∃U∈O(X)·
x∈U et

[U>r]⊆U

e(−r)

où la borne supérieure vaut0 s’il n’existe pas de réelr ∈ R+, et d’ouvertU tel quex ∈ U et
[U > r] ⊆ U.

Typiquement,e sera la fonction exponentielle :e(−r) = e−r.

Lemme 12.4.2Sous les hypothèses de la définition 12.4.1,[e]U est une fonction continue deX
versR+.

Démonstration.Lorsquet ≥ 0, l’image réciproque par[e]U de l’ouvert]t,+∞[ est :

[e]−1
U

]t,+∞[ = {x ∈ X|∃r ∈ R+, U ∈ O(X) · x ∈ U, [U > r] ⊆ U, e(−r) > t}
=

⋃

r∈R+

e(−r)>t
U∈O(X)
[U>r]⊆U

U

C’est une union d’ouvertsU deX, donc un ouvert. Lorsquet < 0, [e]−1
U ]t,+∞[ estX tout entier,

qui est encore ouvert. ⊓⊔
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Lemme 12.4.3Sous les hypothèses de la définition 12.4.1, pour toutr ∈ R+ et tout ouvertU de
X, [e][U>r] = e(−r)χU . D’autre part,[e]∅ = 0, et [e]Y = χX .

Démonstration.Par définition,

[e][U>r](x) = sup
s∈R+

∃V ∈O(X)·
x∈V et

[V >s]⊆[U>r]

e(−s)

= sup
s∈R+

∃V ∈O(X)·
x∈V

V ⊆U,s≥r

e(−s) par le lemme 8.3.3

= sup
∃V ∈O(X)·

x∈V
V ⊆U

e(−r) puisquee est croissante

et ceci vaute(−r) si x ∈ U , et0 sinon. D’autre part, pours ∈ R+, [V > s] ⊆ ∅ si et seulement
si V = ∅, sinon(s+ 1)δx serait dans[V > s] pour n’importe quelx ∈ V . Donc

[e]∅(x) = sup
s∈R+

∃V ∈O(X)·
x∈V et
V =∅

e(−s) = 0

de par notre convention que la borne supérieure sur une famille vide de réels positifs ou nuls vaut
0. Finalement,

[e]Y (x) = sup
s∈R+

∃V ∈O(X)·
x∈V

e(−s) = 1

puiquee est une bijection sur]0, 1]. ⊓⊔
On peut généraliser un peu ce lemme en généralisant d’abord le lemme 8.3.3.

Lemme 12.4.4SoitY un espace de jeux continus surX, muni de la topologie faible, et conte-
nant le jeu nul et tous lesaδx, a ∈ R+, x ∈ X.

Soientn+1 ouverts faibles[U > r], [V1 > s1], . . . ,[Vn > sn], oùU est non vide, et supposons
queV1 ⊇ . . . ⊇ Vn et s1 ≥ . . . ≥ sn ≥ 0. Alors [U > r] ⊆ ⋃n

i=1[Vi > si] si et seulement s’il
existei, 1 ≤ i ≤ n, tel que[U > r] ⊆ [Vi > si], c’est-à-dire tel queU ⊆ Vi et r ≥ si.

Démonstration.La direction si est évidente. Réciproquement, supposons[U > r] ⊆ ⋃n
i=1[Vi >

si].
Fixonsa > r. Pour touty ∈ U , aδy est dans[U > r], donc il existei, 1 ≤ i ≤ n, tel que

aδy ∈ [Vi > si]. Commesi ≥ 0, ceci impliquea > si et y ∈ Vi. En particulier, touty ∈ U est
dans l’un desVi, donc dansV1. DoncU ⊆ V1. Soit i l’entier le plus grand,1 ≤ i ≤ n, tel que
U ⊆ Vi. Ceci a un sens carV1 ⊇ . . . ⊇ Vn.
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PosonsVn+1 = ∅. CommeU est non vide, il existe un élémenty deU qui n’est pas dans
Vi+1 ; fixons-le. Par le même raisonnement que plus haut, pour touta > r, il existe un indicej,
1 ≤ j ≤ n, tel quea > sj et y ∈ Vj. Commey ∈ Vi et y 6∈ Vi+1, nécessairementj ≤ i. Puisque
s1 ≥ . . . ≥ sn, a > si. Tout a > r est donc supérieur strictement àsi, d’où r ≥ si. Puisque
U ⊆ Vi et r ≥ si, par le lemme 8.3.3,[U > r] ⊆ [V > si]. ⊓⊔

Lemme 12.4.5Sous les hypothèses de la définition 12.4.1, pour toutr ∈ R+ et tout ouvertU de
Y de la forme

⋃n
i=1[Ui > ri], avecU1 ⊇ . . . ⊇ Un et r1 ≥ . . . ≥ rn ≥ 0,

[e]U =
n∑

i=1

(e(−ri)− e(−ri−1))χUi

où par extension l’on poser0 = +∞, ce qui signifie par conventione(−r0) = 0.

Démonstration.Par calcul :

[e]U(x) = sup
r∈R+

∃U∈O(X)·
x∈U et

[U>r]⊆U

e(−r)

= sup
r∈R+

∃U∈O(X)·
x∈U et

∃i,1≤i≤n·U⊆Ui,r≥ri]⊆U

e(−r) par le lemme 12.4.4

= sup
r∈R+

∃i,1≤i≤n·
x∈Ui,r≥ri]⊆U

e(−r)

PuisqueU1 ⊇ . . . ⊇ Un, r1 ≥ . . . ≥ rn, et quee est croissante, la borne supérieure est atteinte
pour i maximal tel quex ∈ Ui et r = ri, auquel cas[e]U(x) = e(−ri) ; ou bienx n’est dans
aucunUi et [e]U(x) = 0. Donc [e]U est la fonction étagée qui associee(−rn) aux éléments de
Un, e(−rn−1) à ceux deUn−1 \ Un, . . . ,e(−r1) à ceux deU1 \ U2, et0 aux autres. Mais ceci est
exactement la fonction

∑n
i=1(e(−ri)− e(−ri−1))χUi

. ⊓⊔
On peut donc écrire n’importe quelle fonction étagée à valeurs dans[0, 1] sous la forme[e]U. De
plus, on peut demander queU soit de la forme spéciale

⋃n
i=1[Ui > ri], avecU1 ⊇ . . . ⊇ Un et

r1 ≥ . . . ≥ rn ≥ 0. De façon explicite, sif est une fonction étagée
∑n

i=1 aiχUi
à valeurs dans

[0, 1], avecU1 ⊇ . . . ⊇ Un 6= ∅, a1, . . . , an ∈ R+, alorsa1 + . . . + an ≤ 1. Soitℓ (“logarithme”)
l’inverse dee. Posonsr1 = −ℓ(a1), r2 = −ℓ(a1 + a2), . . . , rn = −ℓ(a1 + . . . + an), et U =⋃n

i=1[Ui > ri]. Alors le lemme 12.4.5 nous indique que[e]U = f . Écrivons ceci proprement, en
le généralisant aux fonctions non étagées.

Lemme 12.4.6Sous les hypothèses de la définition 12.4.1, soitℓ la fonction inverse dee. Pour
toute fonction continuef deX versR+ à valeurs dans[0, 1], définissons〈e〉f comme valant
l’ouvert faible

⋃
t∈R

[f−1]t,+∞[> −ℓ(t)]. Alors [e]〈e〉f = f .
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Démonstration.Commençons par montrer que, pour tout ouvertU non vide,[U > r] ⊆ 〈e〉f si et
seulement siU ⊆ f−1]e(−r),+∞[. SiU ⊆ f−1]e(−r),+∞[, alors pour toutν ∈ [U > r], on a
ν(U) > r, doncν(f−1]e(−r),+∞[) > r, c’est-à-direν ∈ [f−1]t,+∞[> −ℓ(t)] pourt = e(−r).
Réciproquement, si[U > r] ⊆ 〈e〉f , fixonsa > r et y ∈ U . Alors aδy est dans[U > r], donc il
existe un réelt tel queaδy ∈ [f−1]t,+∞[> −ℓ(t)]. Ceci revient à dire, puisque−ℓ(t) ≥ 0, que
y ∈ f−1]t,+∞[ eta > −ℓ(t). En faisant variera, on obtientr ≥ −ℓ(t), c’est-à-diret ≥ e(−r).
En faisant variery, on obtientU ⊆ ⋃t≥e(−r) f

−1]t,+∞[= f−1]e(−r),+∞[.
On a alors :

[e]〈e〉f (x) = sup
r∈R+

∃U∈O(X)·
x∈U,[U>r]⊆〈e〉f

e(−r)

= sup
r∈R+

x∈f−1]e(−r),+∞[

e(−r)

= sup
t∈]0,1]

x∈f−1]t,+∞[

t en posantt = e(−r)

= sup
t∈]0,1]
t<f(x)

t = f(x)

puisquef est à valeurs dans[0, 1]. ⊓⊔

Fait 12.4.7 Sous les hypothèses de la définition 12.4.1, siU ⊆ V, alors [e]U ≤ [e]V.

C’est une conséquence directe de la définition.

Lemme 12.4.8Sous les hypothèses de la définition 12.4.1,[e]U∩V = min([e]U, [e]V).

Démonstration.Par le fait 12.4.7,[e]U∩V ≤ min([e]U, [e]V). Pour montrer l’inégalité réciproque,
remarquons que[U1 > r1]∩ [U2 > r2] ⊇ [U1∩U2 > max(r1, r2)] par le lemme 8.3.3. Donc, pour
tousr1, r2 ∈ R+, si x ∈ U1 et [U1 > r1] ⊆ U, et six ∈ U2 et [U2 > r2] ⊆ V, alorsx ∈ U1 ∩ U2,
et [U1 ∩ U2 > max(r1, r2)] ⊆ U ∩ V. Donc

[e]U∩V(x) = sup
r∈R+

∃U∈O(X)·
x∈U et

[U>r]⊆U∩V

e(−r)

≥ sup
r1,r2∈R+

∃U1,U2∈O(X)·
x∈U1,x∈U2

[U1>r1]⊆U

[U2>r2]⊆V

e(−max(r1, r2))

= sup
r1,r2∈R+

∃U1,U2∈O(X)·
x∈U1,x∈U2

[U1>r1]⊆U

[U2>r2]⊆V

min(e(−r1), e(−r2))
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S’il existe un ouvertU1 tel quex ∈ U1 et [U1 > r1] ⊆ U, et s’il existe aussi un ouvertU2 tel
quex ∈ U2 et [U2 > r2] ⊆ V, alors ceci est bien supérieur ou égal àmin([e]U(x), [e]V(x)). Si en
revanche, par exemple il n’existe pas d’ouvertU1 tel quex ∈ U1 et [U1 > r1] ⊆ U, alors ceci est
trivialement supérieur ou égal àmin([e]U(x), [e]V(x)), qui est nul. ⊓⊔

D’autre part, une conséquence triviale du fait 12.4.7 est que :

Fait 12.4.9 Sous les hypothèses de la définition 12.4.1,[e]U∪V ≥ max([e]U, [e]V).

Nous pouvons maintenant définir la transformée d’une prévision quelconque.

Définition 12.4.10 (Transformée ene) Soit Y un espace de jeux continus surX, muni de la
topologie faible, et contenant le jeu nul et tous lesaδx, a ∈ R+, x ∈ X. Soite une bijection
croissante deR− sur ]0, 1].

Pour toute fonctionnelleF de 〈X → R+〉 versR+, on posee ⊛ F la fonction qui à tout
ouvertU deY associeF ([e]U).

Lemme 12.4.11Sous les hypothèses de la définition 12.4.10, siF est une prévision surX, alors
e ⊛ F est un jeu surY tel que(e ⊛ F )(〈e〉f ) = F (f) pour toute fonction continuef deX vers
R+ à valeurs dans[0, 1]. SiF est≤-convexe (ou pessimiste), alorse ⊛ F est un jeu convexe. Si
F est totalement≤-convexe (ou démoniaque, ou linéaire), alorse ⊛ F est une crédibilité. SiF
est sous-normalisée, resp. normalisée, alorsν aussi.

Démonstration.D’abord,e ⊛ F est monotone : siU ⊆ V, alors[e]U ≤ [e]V par le fait 12.4.7,
et l’on conclut carF est croissante. Pour toute fonction continuef deX versR+ à valeurs dans
[0, 1], de plus,(e⊛ F )(〈e〉f ) = F ([e]〈e〉f ) = F (f) par le lemme 12.4.6.

Si F est≤-convexe (voir la définition 10.4.1), alors

(e⊛ F )(U ∪ V) + (e⊛ F )(U ∩ V) = F ([e]U∪V) + F ([e]U∩V)

≥ F (max([e]U, [e]V)) + F (min([e]U, [e]V))

par le fait 12.4.9 et le lemme 12.4.8

≥ F ([e]U) + F ([e]V) puisqueF est≤-convexe

= (e⊛ F )(U) + (e⊛ F )(V)

Si F est totalement≤-convexe, alors pour toutn ≥ 1,

(e⊛ F )

(
n⋃

i=1

Ui

)
≥ F

(
n

max
i=1

[e]Ui

)
par le fait 12.4.9

≥
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1F (min
i∈I

[e]Ui
)

puisqueF est totalement≤-convexe

=
∑

I⊆{1,...,n},I 6=∅

(−1)|I|+1(e⊛ F )

(
⋂

i∈I

Ui

)
par le lemme 12.4.8
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Finalement,(e ⊛ F )(Y ) = F ([e]Y ) = F (χX) par le lemme 12.4.3, et ceci vaut au plus1 si
F est sous-normalisée, et exactement1 si F est normalisée. ⊓⊔

Le contenu du dernier lemme est que l’on peut retrouver la prévisionF complètement à partir
de la donnée de sa transforméee⊛ F : pour calculerF (f), il suffit de calculer(e⊛ F )(〈e〉f ).

Le jeue⊛F donne lieu à un jeu surY , etY est pratiquement n’importe quel espace de jeux,
par exempleJwk(X), J≤1 wk(X) si F est sous-normalisée, ouJ1 wk(X) si F est normalisée. Il
donne donc naissance à une prévision colinéaire (sous-normalisée siF l’est, normalisée siF
l’est) sur l’espaceY , à savoirαC(e⊛ F ).

Il est donc sensé d’évaluerµµµX(αC(e ⊛ F )), oùµµµX est la multiplication de la monade des
prévisions (resp. sous-normalisées, resp. normalisées).

— À FINIR DE RÉDIGER. (J’AI LA PREUVE COMPLÈTE, MAIS ELLE N ’ EST PAS

RÉDIGÉE. . . ) LE RÉSULTAT C’ EST QUE COMME POUR L’ APPROXIMATION

SIMPLICIALE , ON PEUT APPROCHER AUSSI PRÈS QU’ ON VEUT N’ IMPORTE

QUELLE PRÉVISION BASSE CONTINUE NORMALISÉE PAR UNE MULTIPLICATION

ITÉRÉE D’ UNE PRÉVISION BASSE CONTINUE NORMALISÉEcolinéaire. LE GROS DU

TRAVAIL EST DE MONTRER DES MAJORATIONS ET DES MINORATIONS, ASSEZ

DIFFICILES MA FOI. . .

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 595



La transformée d’une prévision Monades de prévisions continues

596 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Cinquième partie

Annexes

Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007 597





Solutions des exercices

⊲2.1. X n’est pas un cpo continu, parce qu’aucun élément n’est bien en-dessous deω. Soit en
effet x ∈ X, et supposonsx ≪ ω. À symétrie près, on peut supposer quex ∈ {0, 1, 2, . . . , ω}.
Or la suite0∗, 1∗, 2∗, . . . aω pour borne supérieure, mais aucun éément de la suite n’est supérieur
ou égal àx. Puisqu’aucun élément n’est bien en-dessous deω, en particulierω n’est pas la borne
supérieure des éléments qui sont bien en-dessous de lui. ⊓⊔

⊲3.1. La direction seulement si est évidente. Montrons la direction si. Nous devons montrer que
de tout recouvrement ouvert(Vk)k∈K de V , on peut extraire un sous-recouvrement fini. Nous
disposons de l’hypothèse, notons-la (H), selon laquelle c’est déjà vrai si tous lesVk proviennent
de la familleB.

Pour toutk ∈ K, Vk s’écrit
⋃

i∈Ik

⋂
j∈Ji

Vij, où tous lesVij sont dansB, et chaqueJi est fini.
On suppose ici que les famillesIk sont deux à deux disjointes, ce qui nous permet de choisir
Ji et Vij indépendants dek ∈ K, et allège un peu la notation. L’union

⋃
k∈K Vk s’écrit alors⋃

i∈I

⋂
j∈Ji

Vij, avecI =
⋃

k∈K Ik.
Considérons l’ensembleJ =

∏
i∈I Ji. Les éléments deJ sont les fonctions qui à chaquei ∈ I

associent un élémentj ∈ Ji. V est inclus dans
⋃

k∈K Vk =
⋂

f∈J

⋃
i∈I Vif(i). En particulier, pour

tout f ∈ J, V ⊆ ⋃i∈I Vif(i). Par l’hypothèse (H), puisqueVif(i) ∈ B pour touti ∈ I, on a :(∗),
pour toutf ∈ J, il existe une sous-famille finieIf deI telle queU ⊆ ⋃i∈If

Vif(i).
On peut équiper chaque ensembleJi de la topologie discrète, ce qui en fait un espace com-

pact, puisqueJi est fini. Par le théorème de Tychonoff,J, muni de la topologie produit, est
compact. Pour toute partie finieI0 de I, l’ensembleĨ0 desf ∈ J tels queU ⊆ ⋃

i∈I0
Vif(i)

est un ouvert fermé deJ. En effet, c’est l’ensemble desf vérifiant une propriété ne dépendant
que des valeurs def(i) pour un nombre fini de valeurs dei. Plus précisément, si l’on pose
I0 = {i1, . . . , in}, alors Ĩ0 =

⋃
f1∈Ji1

,...,fn∈Jin

U⊆
Sn

j=1 Vijfj

{f ∈ J|f(i1) = f1 et . . . etf(in) = fn}, une

union finie d’ouverts fermés deJ. (Nous utilisons ici que{f1} est un ouvert fermé deJ1, . . . ,
{fn} est un ouvert fermé deJn.) Par(∗), pour toutf ∈ J, il existe une partie finieI0 = If deI
telle quef ∈ Ĩ0. Donc lesĨ0, I0 fini inclus dansI, forment un recouvrement ouvert deJ. Puisque
I0 ⊆ I ′0 implique Ĩ0 ⊆ Ĩ ′0, cette famille est dirigée. CommeJ est compact, il existe donc une
partie finieI0 deI telle queJ ⊆ Ĩ0. Ceci signifie que pour toutf ∈ J, U ⊆ ⋃i∈I0

Vif(i). Donc
U ⊆ ⋂f∈J

⋃
i∈I0

Vif(i) =
⋃

i∈I0

⋂
j∈Ji

Vij.
Puisque lesIk ont été choisis disjoints deux à deux, touti ∈ I appartient à un unique

Ik : soit k(i) la valeur dek correspondante. L’ensembleK0 = {k(i)|i ∈ I0} est alors fini,
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et U ⊆ ⋃i∈I0

⋂
j∈Ji

Vij ⊆
⋃

i∈I0
Vk(i) (puisqueVk(i) =

⋃
i′∈Ik(i)

⋂
j∈Ji′

Vi′j contient
⋂

j∈Ji
Vij)

=
⋃

k∈K0
Vk. La famille (Vk)k∈K est le sous-recouvrement fini deU cherché. ⊓⊔

⊲3.2. Le fait quePV(f)(α) est stricte et monotone est clair. On aPV(f)(α)(Y ) = α(f−1(Y )) =
α(X) = 1. Si PV(f)(α)(U) = 0, c’est queα(f−1(U)) = 0, donc PV(f)(α)(U ∪ V ) =
α(f−1(U ∪ V )) = α(f−1(U)∪ f−1(V )) = α(f−1(V )) = PV(f)(α)(V ). On démontre de même
que siPV(f)(α)(U) = 1, alorsPV(f)(α)(U ∩ V ) = PV(f)(α)(V ). ⊓⊔

⊲3.3. La bouleB
d≤
x,<ǫ est l’ensemble des pointsy tels qued≤(x, y) < ǫ, c’est-à-dired≤(x, y) = 0.

Cette boule ouverte est donc l’ensemble↑ x. C’est un ouvert d’Alexandroff. Réciproquement,
tout ouvert d’AlexandroffU est l’union des↑ x, x ∈ U . ⊓⊔

⊲3.4. Le trouT
d≤
x,>ǫ est l’ensemble des pointsy tels qued≤(y, x) > ǫ, c’est-à-dired≤(y, x) =

+∞. Ce trou est donc le complémentaire de↓ x. Or la topologie engendrée par ces complé-
mentaires est par définition la topologie haute de≤. La topologie haute d’un préordre≤ étant
en général strictement plus fine que la topologie d’Alexandroff, la topologie creuse d’une hémi-
distance est en général strictement plus fine que la topologie de cette hémi-distance. ⊓⊔

⊲3.5. Si X est fini,Xsym aussi, doncXsym est compact : (3) implique donc (2). L’implication
(2)⇒ (1) est le fait 3.10.26. Pour (1)⇒ (3), fixonsǫ > 0. Par hypothèse, il existe un nombre
fini d’élémentsx1, . . . , xn deX tels que pour toutx ∈ X, il existe i, 1 ≤ i ≤ n, tel que
dsym(xi, x) < ǫ. Or dsym(xi, x) < ǫ si et seulement sixi = x. DoncX = {x1, . . . , xn} est fini.
⊓⊔

⊲3.6. X est Kurzweil-Henstock-borné si et seulement si de tout recouvrement ouvert de la forme
(Bdsym

x,<δ(x))x∈X
on peut extraire un sous-recouvrement fini. Cette formulation montre queX est

Kurzweil-Henstock-borné dès queXsym est compact. Pour la réciproque lorsqued est bornée,
utilisons le lemme d’Alexander, et montrons que l’on peut extraire un sous-recouvrement fini
de n’importe quel recouvrement deX par des boules ouvertesBdsym

xi,<ǫi
, i ∈ I. Pour toutx ∈

X, choisissons uni ∈ I tel quex ∈ Bdsym

xi,<ǫi
. Par le corollaire 3.10.5, il existeǫ > 0 tel que

Bdsym

x,<ǫ ⊆ Bdsym

xi,<ǫi
: posonsδ(x) = ǫ. (Le fait que l’on puisse définir une telle fonctionδ, où δ(x)

est choisi parmi un certain nombre de possibilités pour chaquex, est possible par l’axiome du
choix.) CommeX est Kurzweil-Henstock-borné, il existe une partie finieE deX telle queX est
inclus dans l’union desBdsym

x,<δ(x), x ∈ E. Par construction, pour chaquex ∈ E, il existe une boule
Bdsym

xi,<ǫi
contenantBdsym

x,<δ(x). Ceci fournit une famille finie de boulesBdsym

xi,<ǫi
dont l’union contient

X. DoncXsym est compact.
Pour montrer que siX est Kurzweil-Henstock-borné alorsX est totalement borné, il suffit de

voir queXsym est compact, et d’utiliser le fait 3.10.26. Pour montrer quela réciproque est fausse,
considéronsX = {1/(n+ 1)|n ∈ N}, muni de la distance usuelled surR.X = Xsym n’est pas
compact, puisque l’on peut recouvrirX par l’union disjointe des boulesBd

1/(n+1),<1/((n+1)(n+2)).
L’union étant disjointe, il n’existe aucun sous-recouvrement strict (à fortiori fini) recouvrantX.
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En revanche, pour toutǫ > 0, il existeN ∈ N tel que1/(n + 1) < ǫ pour toutn ≥ N . On peut
alors recouvrirX par les boulesBd

1/(n+1),<ǫ, n < N , et la bouleBd
1/(N+1),ǫ, contenant tous les

points1/(n+ 1) pour toutn ≥ N . DoncX est totalement borné. ⊓⊔

⊲3.7. L’argument est le même que celui de la proposition 3.10.57, àceci près qu’ici c’est la
fonction identité qui est un plongement deP′

V(X) dansQ′(X) ×Hu(X), soit topologique, soit
isométrique. ⊓⊔

⊲3.8. PuisqueX a un élément le plus petit (0), C est un cpo continu par le théorème d’Edalat.
Pour toute famille dirigée(νi, ν

′
i)i∈I de couples de probabilités continues surX, supi∈I νi + ν ′i =

supi∈I νi +supi∈I ν
′
i puisque l’addition est Scott-continue deR+×R+ dansR+. Donc l’addition

des probabilités continues est continue. On raisonne de même pour établir que le produit scalaire
est continu.

Montrons queC est additif. Siν1 ≪ ν ′1 et ν2 ≪ ν ′2, par la propriété d’interpolation raffinée,
il existe deux probabilités simples

∑
x∈A axδx et

∑
x∈A bxδx (où l’on peut supposer sans perdre

en généralité que les deux sommes sont indexées par le même ensemble finiA) telles queν1 ≪∑
x∈A axδx ≪ ν ′1 et ν2 ≪

∑
x∈A bxδx ≪ ν ′2. En particulier,ν1 + ν2 ≤

∑
x∈A(ax + bx)δx.

Montrons que
∑

x∈A(ax + bx)δx ≪ ν ′1 + ν ′2. On en déduiraν1 + ν2 ≪ ν ′1 + ν ′2, donc queC sera
additif. Utilisons le lemme 3.7.11 : pour toutB clos par le haut dansA\{0},∑x∈B ax < ν ′1(↑↑B),∑

x∈B bx < ν ′2(↑↑B), donc
∑

x∈B(ax + bx) < (ν ′1 + ν ′2)(↑↑B), c’est-à-dire
∑

x∈A(ax + bx)δx ≪
ν ′1 + ν ′2, de nouveau par le lemme 3.7.11.

Montrons queδδω est une probabilité continue à support dansA. Pour tout ouvertU contenant
A, U étant clos par le haut contientδω, puisqueδk ≤ δω pour n’importe quelk ∈ N. Mais alors
δδω(U) = 1. Donc δδω est à support dansA. Or bary(δδω) = δω, qui n’est pas dansA. En
effet, tout élément

∑n
i=0 siδki

deA appliqué à un ouvert↑ ℓ, pourℓ ∈ N suffisamment grand
(strictement plus grand que tous leski), retourne0. Or δω(↑ ℓ) = 1 pour toutℓ ∈ N. ⊓⊔

⊲4.1. On note d’abord que les intégrales de Riemann-Stieltjes utilisées dans la définition de
l’intégrale de Choquet-Stieltjes sont bien définies, commeintégrales de fonctions décroissantes
par rapport à une fonctionG croissante et patch-continue.

Disons quet estsur le plateaudeG si et seulement s’il existes > t tel queG(s) = G(t).
Si t n’est pas sur le plateau deG, x ∈ (G ◦ f)−1]G(t),+∞[ si et seulement siG(f(x)) > G(t).
Ceci impliquef(x) > t, et réciproquementf(x) > t impliqueG(f(x)) > G(t), sinont serait
sur le plateau deG. Doncx ∈ (G ◦ f)−1]G(t),+∞[ si et seulement sif(x) ∈]t,+∞[, autrement
dit (G ◦ f)−1]G(t),+∞[=]t,+∞[.

AppelonsplateaudeG l’ensemble des élémentst qui sont sur un plateau deG, au sens ci-
dessus. Pour tout élémentt du plateau deG, G−1{G(t)} est un patch-fermé, et commeG est
croissante, c’est un intervalle fermé, notons-le[t−, t+].

Montrons ensuite que sif etg sont deux fonctionsG-intégrables (sur un intervalle[a, b]) qui
ne diffèrent que sur le plateau deG, alors leursG-intégrales coïncident. En effet, soitIf la G-
intégrale def , Ig celle deg. Pour toute subdivision pointéeD de [a, b], il existe une subdivision
pointéeD′ de[a, b] telle queD �D′, et telle que si l’on écritD′ = a0, t1, a1, . . . , an−1, tn−1, an,
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alors pour touti, si ti est sur le plateau deG, alors[ai−1, ai] ⊆ [t−i , t
+
i ]. En effet, il suffit pour

cela de redécouperD en y insérantt−i et t+i pour tous lesi tels queti est sur le plateau deG. Par
construction, pour touti, 1 ≤ i ≤ n, f(ti)(G(ai) − G(ai−1)) = g(ti)(G(ai) − G(ai−1)) : si ti
est sur le plateau deG, et alorsG(ai) − G(ai−1) = 0 par construction, sinonf(ti) = g(ti) par
hypothèse. Donc

∫
D′ f(t)dG(t) =

∫
D′ g(t)dG(t).

Or pour toutǫ > 0, il existe une subdivision pointéeD0 de [a, b] telle que pour touteD telle
queD0 �D,

∣∣∫
D
f(t)dG(t)− If

∣∣ < ǫ/2 et
∣∣∫

D
g(t)dG(t)− Ig

∣∣ < ǫ/2. C’est en particulier vrai
pourD′ construit comme ci-dessus à partir deD, donc|If − Ig| < ǫ. Commeǫ est arbitraire,
If = Ig.

Rappelons maintenant que les fonctions qui àt associent(G ◦ f)−1]G(t),+∞[ et ]t,+∞[
respectivement ne diffèrent que sur le plateau deG. Donc :

C

∫

x∈X

f(x)dνG =

∫ +∞

0

ν((G ◦ f)−1]G(t),+∞[)dG(t) +

∫ 0

−∞

[ν((G ◦ f)−1]G(t),+∞[)− ν(X)]dG(t)

=

∫ +∞

0

ν((G ◦ f)−1]s,+∞[)ds+

∫ 0

−∞

[ν((G ◦ f)−1]s,+∞[)− ν(X)]ds

= C

∫

x∈X

G(f(x))dν

en utilisant la formule de changement de variables pour les intégrales de Riemann-Stieltjes, qui
s’applique carG est croissante et patch-continue. ⊓⊔

⊲4.2. Par la formule d’intégration par parties de l’intégrale de Riemann-Stieltjes,

C

∫

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

ν(f−1]t,+∞[)dt+

∫ 0

−∞

[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]dt

=
[
tν(f−1]t,+∞[)

]+∞

t=0
−
∫ +∞

0

tdν(f−1]t,+∞[)

+
[
t(ν(f−1]t,+∞[)− ν(X))

]0
t=−∞

−
∫ +∞

0

td[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]

= −
∫ +∞

0

tdν(f−1]t,+∞[)−
∫ +∞

0

td[ν(f−1]t,+∞[)− ν(X)]

⊓⊔

⊲4.3. On commence par démontrer que, pour tout ouvert de ScottU de[a, b], G̃(U) =
∫ b

a
χU (t)dG(t).

SiU est vide, c’est évident. SiU = [a, b], l’intégrale de droite vaut
∫ b

a
1dG(t) = G(b)−G(a) =

G̃(U). Considérons finalement le cas oùU est de la forme]s, b]. Alors l’intégrale de droite vaut∫ s

a
χU(t)dG(t) +

∫ b

s
χU(t)dG(t) par la relation de Chasles. Sur l’intervalle[a, s], χU(t) = 0 ;

sur [s, b], χU(t) ne diffère de la fonction constante égale à un qu’en un nombrefini de points (à
savoir ent = s), donc son intégrale coïncide avec celle de cette dernière fonction ; on en déduit
que l’intégrale de droite vaut0 +G(b)−G(s) = G̃(U).
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Lorsquef est une fonction étagée de la forme
∑n

i=0 aiχUi
, oùX = U0 ⊇ U1 ⊇ . . . ⊇ Un

est une suite décroissante d’ouverts, eta0 ∈ R, a1, . . . , an ∈ R+, l’intégrale de gauche vaut∑n
i=0 aiG̃(Ui) =

∑n
i=0

∫ b

a
χUi

(t)dG(t) =
∫ b

a
f(t)dG(t) par linéarité de l’intégrale de Riemann-

Stieltjes en la fonction intégrée.
Plaçons-nous maintenant dans le cas général. Commef est Scott-continue, elle est borne

supérieure d’une famille de fonctions étagéesfK ,K ∈ N, définies au lemme 4.1.6. Comme l’in-
tégrale de Riemann-Stieltjes est Scott-cocontinue en la fonction décroissante intégrée (G étant
patch-continue), elle est aussi Scott-continue en la fonction croissante intégrée (remplacerfK

par−fK), donc
∫ b

a
f(t)dG(t) = supK∈N

∫ b

a
fK(t)dG(t) est la borne supérieure des intégrales de

Choquet defK par rapport à̃G. Mais ceci est l’intégrale de Choquet def par rapport à̃G, par le
lemme 4.1.6. ⊓⊔

⊲4.4. Les seuls ouverts non triviaux deA, muni de la topologie de Scott (ou d’Alexandroff, ou
haute) de l’ordre⊑ sont{1} et {M, 1}. La topologie de la convergence simple sur[O(X) →
A]p est donc engendrée par les ensembles[U 7→ {1}] = {f |f(U) = 1} et [U 7→ {M, 1}] =
{f |f(U) 6= 0}. La trace de ces ensemble sur le sous-ensemblePV(X) est2U , resp.3U . ⊓⊔

⊲4.5. C’est un résultat dû à Tix (1995, lemme 5.3). Supposons que l’on puisse trouver deux
parties ferméesF ′

1 etF ′
2 non vides deZ ′ telles quecl(g(A)) ⊆ F ′

1 ∪ F ′
2, c’est-à-dire telles que

g(A) ⊆ F ′
1 ∪ F ′

2. Alors A ⊆ g−1(F ′
1) ∪ g−1(F ′

2), donccl(A) ⊆ g−1(F ′
1) ∪ g−1(F ′

2). Puisque
cl(A) est irréductible,cl(A) ⊆ g−1(F ′

1) oucl(A) ⊆ g−1(F ′
2). Dans le premier cas,A ⊆ g−1(F ′

1),
doncg(A) ⊆ F ′

1, donccl(g(A)) ⊆ F ′
1. Dans le deuxième cas,cl(g(A)) ⊆ F ′

2. Donccl(g(A)) est
irréductible. ⊓⊔

⊲4.6. C’est le lemme 5.8 de Tix (1995). SoitF un fermé irréductible de[X → Y ]p. Fixons
x ∈ X, Z = [X → Y ]p, Z ′ = Y et g la fonctionprx qui àf associef(x). Par l’exercice 4.5,
l’ensembleFx = {f(x)|f ∈ F} est d’adhérence irréductible dansY . PuisqueY est sobre,cl(Fx)
est donc l’adhérence d’un unique point, notons-leh(x). Ceci définit une fonctionh deX versY .
Montrons queh est continue, en montrant que l’image réciproque parh de tout ferméF deY
est fermée dansX. Or h−1(F ) = {x ∈ X|h(x) ∈ F} = {x ∈ X|cl(Fx) ⊆ F} = {x ∈ X|Fx ⊆
F} = {x ∈ X|∀f ∈ F ·f(x) ∈ F} =

⋂
f∈F

f−1(F ) est fermé, en tant qu’intersection de fermés.
Donch est continue.

Puisquecl(Fx) = cl{h(x)} = ↓ h(x) pour toutx ∈ X, pour toutf ∈ F on af(x) ≤ h(x)
pour toutx ∈ X. Par le lemme 4.5.19,f ≤ h, c’est-à-diref ∈ ↓ h = cl{h}. DoncF ⊆ cl{h}.

Pour tout ouvertV =
⋃

i∈I

⋂ni

j=1[xij 7→ Vij] (ni ≥ 1) de [X → Y ]p contenanth, il existe
un i ∈ I tel queh(xij) ∈ Vij pour chaquej, 1 ≤ j ≤ ni. Puisqueh(xij) ∈ Vij et cl(h(xij) =
cl(Fxij

), Vij intersectecl(Fxij
), donc aussiFxij

: soit fij un élément deF tel quefij(xij) ∈ Vij,
1 ≤ j ≤ ni. Alors inf1≤j≤ni

fij est une fonction continue, en tant que borne inférieure d’une
famille finie de fonctions continues. CommeF est clos par le bas, etni ≥ 1, inf1≤j≤ni

fij est
dansF. Nous venons de montrer que l’ouvertV intersectaitF. Ceci étant vrai pour tout ouvertV

contenanth, h appartient à l’adhérence deF, c’est-à-dire àF puisqueF est fermé.
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En résumé,F ⊆ cl{h} eth ∈ F, doncF = cl{h}. Il ne reste qu’à montrer que[X → Y ]p est
T0. Or par le lemme 4.5.19, son préordre de spécialisation est le préordre point à point, qui est
un ordre car le préordre de spécialisation deY est un ordre, puisqueY est sobre doncT0. ⊓⊔

⊲4.7. C’est le lemme 5.9 de Tix (1995). SoitF un fermé irréductible de[f = g]. SoitF ′ l’adhé-
rence deF dansX. SiF ′ est inclus dans l’unionF ′

1∪F ′
2 de deux fermés deX, alorsF est inclus

dans l’union des deux fermés[f = g] ∩ F ′
1 et [f = g] ∩ F ′

2 de [f = g]. PuisqueF est irréduc-
tible, il est inclus dans l’un des deux, disons[f = g] ∩ F ′

1. On a alorsF ⊆ F ′
1, doncF ′ ⊆ F ′

1

puisqueF ′
1 est fermé dansX. DoncF ′ est un fermé irréductible deX. PuisqueX est sobre,F ′

est l’adhérence dansX d’un unique pointx.
Montrons quex ∈ [f = g]. Supposons quef(x) 6= g(x). En notant≤ l’ordre de spécia-

lisation deY (qui est un ordre carY estT0), on af(x) 6≤ g(x) ou g(x) 6≤ f(x). Supposons
f(x) 6≤ g(x), c’est-à-diref(x) n’est pas dans l’adhérence↓ g(x) de g(x) dansX. Doncx est
dansf−1(X \↓ g(x)), qui est un ouvert deX. Cet ouvert intersecteF ′ (enx), donc aussiF , dont
F ′ est l’adhérence dansX. Soitx′ ∈ f−1(X \ ↓ g(x))∩F . PuisqueF ⊆ [f = g], f(x′) = g(x′).
Or f(x′) ∈ X \ ↓ g(x), doncg(x′) 6≤ g(x). Maisx′ ∈ F ⊆ F ′ etF ′ est l’adhérence dex dans
X, doncx′ ≤ x, ce qui impliqueg(x′) ≤ g(x), une contradiction. Doncx ∈ [f = g].

Tout ferméF1 de [f = g] s’écrit comme l’intersection d’un ferméF ′
1 deX et de[f = g].

C’est en particulier le cas deF . PuisqueF = F ′
1 ∩ [f = g], F ′

1 contientF , doncF ′. PuisqueF ′

est l’adhérence dex dansX, F ′
1 contientx. Puisquex ∈ [f = g], F contientx. Réciproquement,

si F1 = F ′
1 ∩ [f = g] est un fermé quelconque de[f = g] contenantx, alorsF ′

1 contientx donc
aussiF ′. DoncF1 contientF ′ ∩ [f = g], doncF . F est donc inclus dans l’adhérence dex dans
[f = g]. Puisquex ∈ F , F est exactement cette adhérence.

Il ne reste qu’à montrer que[f = g] estT0. C’est évident, tout sous-espace d’un espaceT0

(etX est sobre, doncT0) étantT0. ⊓⊔

⊲4.8. C’est un résultat de Heckmann (1997). Une fonctionα de O(X) vers A est uneA-
valuation si et seulement siα(∅) = 0, α(X) = 1, α(U)∗α(U ∪V ) = α(U)∗α(V ) pour tous ou-
vertsU etV (où∗ est la fonction croissante donc continue définie par0∗y = y, M∗y = 1∗y = 1),
α(U)∗̄α(U ∩ V ) = α(U)∗̄α(V ) pour tous ouvertsU etV (où ∗̄ est la fonction croissante définie
par1∗̄y = y, M∗̄y = 0∗̄y = 0). PV(X) est alors le sous-espace[f = g] de [O(X) → A]p, oùf
etg sont les deux fonctions de[O(X)→ A]p versA×A×AO(X)2 ×AO(X)2 qui à toutα asso-
cient respectivement(α(∅), α(X), (α(U) ∗ α(U ∪ V ))U,V ∈O(X), (α(U)∗̄α(U ∩ V ))U,V ∈O(X)) et
(0, 1, (α(U) ∗ α(V ))U, V ∈ O(X), (α(U)∗̄α(V ))U,V ∈O(X)). On conclut par l’exercice 4.6 et l’exer-
cice 4.7. ⊓⊔

⊲4.9. Intégrer une fonctiong à valeurs dansR+ le long deν revient à calculermin(g(1), g(2)).
En effet,ν(g−1]t,+∞[) vaut 1 si et seulement sig(1) > t et g(2) > t, si et seulement sit <
min(g(1), g(2)). Alors, en utilisant la définition, c’est-à-dire l’équation (4.1) :

C

∫

x∈X

g(x)dν =

∫ min(g(1),g(2))

0

1dt+ 0 = min(g(1), g(2))
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On a alors :

(ν ⋉ ν ′)(W ) = min
x∈X

(
1

2
χW (x, 1) +

1

2
χW (x, 2))

(ν ⋊ ν ′)(W ) =
1

2
min
x∈X

χW (x, 1) +
1

2
min
x∈X

χX(x, 2)

Explicitement, voici deux contre-exemples :

W (ν ⋉ ν ′)(W ) (ν ⋊ ν ′)(W )
{(1, 1), (2, 2)} 1

2
0

{(1, 2), (2, 1)} 1
2

0

⊓⊔

⊲4.10. On a vu à l’exercice 4.9 que l’intégrale deg selonν valaitmin(g(1), g(2)). Donc :

C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = min
x∈{1,2}

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′

= min
x∈{1,2}

1

2
(f(x, 1) + f(x, 2)) = min(1, 1) = 1

D’autre part,f = χW1 + χW2 , oùW1 = {(1, 1), (2, 1), (2, 2)} etW2 = {(1, 1)}. Donc :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f(x, y)d(ν ⋉ ν ′) = (ν ⋉ ν ′)(W1) + (ν ⋉ ν ′)(W2)

= min
x∈{1,2}

ν ′{y|(x, y) ∈W1}+ min
x∈{1,2}

ν ′{y|(x, y) ∈W1}

= min(
1

2
, 1) + min(

1

2
, 0) =

1

2

Donc (4.4) n’est pas vérifiée. L’équation (4.5) est cependant valide, carν ′ est une valuation
continue, ou parce quef est comonotone en son second argument, comme nous le verronsaux
propositions 4.6.7 et 4.6.10 respectivement. En revanche,si l’on échange les rôles deν et deν ′,
et que l’on posef ′(x, y) = f(y, x), on aura :

C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

f ′(x, y)dν ′dν = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

f(x, y)dν ′dν = 1

maisg = χW ′
1
+ χW ′

2
, oùW ′

1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2)} etW ′
2 = {(1, 1)}, donc, en notant que :

(ν ′ ⋊ ν)(W ) = C

∫

y∈Y

C

∫

x∈X

χW (x, y)dν ′dν

= min
y∈{1,2}

(
1

2
χW (1, y) +

1

2
χW (2, y))
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on en déduit :

C

∫

(x,y)∈X×Y

f ′(x, y)d(ν ′ ⋊ ν) = (ν ′ ⋊ ν)(W ′
1) + (ν ⋊ ν ′)(W ′

2)

= min
y∈{1,2}

(
1

2
, 1) + min

y∈{1,2}
(
1

2
, 0) =

1

2

ce qui fournit le contre-exemple souhaité. ⊓⊔

⊲4.11. Rappelons que(ν⋉ν ′)(W ) = minx∈{1,2} 1/2χW (x, 1)+1/2χW (x, 2). La table deν⋉ν ′

est donc donnée par :
W (ν ⋉ ν ′)(W )
∅ 0

{(1, 1)} 0
{(1, 2)} 0
{(2, 1)} 0
{(2, 2)} 0

{(1, 1), (1, 2)} 0
{(1, 1), (2, 1)} 1

2

{(1, 1), (2, 2)} 1
2

{(1, 2), (2, 1)} 1
2

{(1, 2), (2, 2)} 1
2

{(2, 1), (2, 2)} 0
{(1, 1), (1, 2), (2, 1)} 1

2

{(1, 1), (1, 2), (2, 2)} 1
2

{(1, 1), (2, 1), (2, 2)} 1
2

{(1, 2), (2, 1), (2, 2)} 1
2

X × Y 1

En particulier, si l’on choisitW1 = {(1, 1), (2, 1)} etW2 = {(1, 1), (2, 2)}, on a(ν ⋉ ν ′)(W1 ∪
W2) = 1/2, (ν ⋉ ν ′)(W1 ∩W2) = 0, (ν ⋉ ν ′)(W1) = 1/2, (ν ⋉ ν ′)(W2) = 1/2, montrant ainsi
queν ⋉ ν ′ n’est pas convexe. De même,ν ′ ⋊ ν, qui a une table similaire à celle deν ⋉ ν ′, n’est
pas convexe. ⊓⊔

⊲4.12. Soit x un point hors de(Ud,−(ǫ))
d,−(ǫ′)

. Alors d(x,X \ Ud,−(ǫ)) ≤ ǫ′. Pour toutǫ′′ > 0,
il existe donc un pointy deX \ Ud,−(ǫ) tel qued(x, y) ≤ ǫ′ + ǫ′′. Commey n’est pas dans
Ud,−(ǫ), d(y,X \ U) ≤ ǫ. Or, par le lemme 3.10.42,d(x,X \ U) ≤ d(x, y) + d(y,X \ U) ≤
ǫ+ ǫ′ + ǫ′′. Commeǫ′′ est un réel strictement positif arbitraire,d(x,X \U) ≤ ǫ+ ǫ′, c’est-à-dire
x 6∈ Ud,−(ǫ+ǫ′). ⊓⊔

⊲4.13. Supposons quex 6∈ (f−1]t,+∞[)
d,−(ǫ). Alors d(x,X \ f−1]t,+∞[) ≤ ǫ, donc pour tout

ǫ′ > 0, il existey ∈ X \ f−1]t,+∞[ tel qued(x, y) ≤ ǫ + ǫ′. Puisquey ∈ X \ f−1]t,+∞[,
f(y) ≤ t. Commef est1-lipschitzienne,f(x) ≤ d(x, y) + f(y) ≤ t + ǫ + ǫ′. Commeǫ′ est
arbitraire,f(x) ≤ t+ ǫ, doncx 6∈ f−1]t+ ǫ,+∞[. ⊓⊔
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⊲5.1. Notons que pour toutx ∈ X, f∗(↑ x) = f(x). Supposonsf∗ et g∗ comonotones. S’il
existait un couple de pointsx, x′ ∈ X tels quef(x) < f(x′) et g(x) > g(x′), alors on aurait
f∗(↑ x) < f∗(↑ x′) etg∗(↑ x) > g∗(↑ x′), ce qui contredirait la comonotonie def∗ et deg∗. Donc
f et g sont comonotones.

Réciproquement, sif et g sont comonotones, par le lemme 4.4.2 il existe une fonction
continue bornéeh : X → R et deux fonctions Scott-continues bornéesf ′, g′ : R → R

telles quef = f ′ ◦ h et g = g′ ◦ h. Alors pour tout compact saturé non videQ de X,
f∗(Q) = minx∈Q f

′(h(x)) = f ′(minx∈Q h(x)), f ′ étant croissante. (De manière explicite, soit
x0 ∈ Q tel queh(x0) soit minimal. Pour toutx ∈ Q, h(x0) ≤ h(x), doncf ′(h(x0)) ≤ f ′(h(x)) ;
doncf ′(h(x0)) ≤ minx∈Q f

′(h(x)). Or x0 ∈ Q, d’où l’égalité.) Nous avons donc démontré
f∗ = f ′ ◦ h∗ ; de mêmeg∗ = g′ ◦ h∗. Puisqueh∗ est continue par le lemme 5.4.3, et que
f ′, g′ : R→ R sont croissantes, on conclut par le lemme 4.4.2 quef∗ et g∗ sont comonotones.⊓⊔

⊲5.2. Si ν est une crédibilité continue surX, il existe par la proposition 5.4.7 une unique valua-
tion continueν∗ surQ(X) telle queν(U) = ν∗(2U) pour tout ouvertU deX. Si ν∗ ne prend
qu’un nombre fini de valeurs surQ(X), alors par Tix (1995, Satz 2.2)ν∗ est une valuation simple∑n

i=1 aiδQi
, et il est alors facile de voir queν est la crédibilité simple

∑n
i=1 aiuQi

. La difficulté
est qu’il ne semble pas queν∗ doive ne prendre qu’un nombre fini de valeurs, même lorsqueν
ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

La valuationP = ν∗ vérifie l’équation (5.5), doncν∗ (
⋃n

i=1 2Ui) est multiple dea. Or comme
ν∗ (
⋃n

i=1 2Ui) est majoré parν∗(Q(X)) = ν(X), ν∗ (
⋃n

i=1 2Ui) ne peut prendre qu’au plus
⌊ν(X)/a⌋ valeurs distinctes non nulles. CommeP = ν∗ vérifie l’équation (5.4),ν∗(U) ne prend
pas plus de valeurs quandU parcourt les ouverts deQ(X). On conclut par le théorème de Tix
(1995, Satz 2.2). ⊓⊔

⊲5.3.

(uQ ⋉ uQ′)(W ) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χW (x, y)duQ′duQ

= min
x∈Q

min
y∈Q′

χW (x, y) = min
(x,y)∈Q×Q′

χW (x, y)

et cette quantité vaut0 s’il existe un(x, y) ∈ Q×Q′ tel que(x, y) 6∈W , 1 sinon. DoncuQ⋉u′
Q =

uQ×Q′. On calcule de même pour établiruQ ⋊ u′
Q = uQ×Q′. ⊓⊔

⊲5.4. Queν ⋉ ν ′ et ν ⋊ ν ′ ne coïncident pas est une conséquence de l’exercice 4.9, où l’on
notera que les jeuxν et ν ′ choisis sont des crédibilités simples. Ensuite, l’exercice 4.11 montre
que ν ⋉ ν ′ et ν ⋊ ν ′ ne sont pas en général des crédibilités, même lorsqueν et ν ′ sont des
crédibilités simples, alors queν ⊗ ν ′ est toujours une crédibilité simple dans ce cas.
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⊲6.1.

(eF ⋉ eF ′)(W ) = C

∫

x∈X

C

∫

y∈Y

χW (x, y)deF ′deF

= sup
x∈F

sup
y∈F ′

χW (x, y) = sup
(x,y)∈F×F ′

χW (x, y)

et cette quantité vaut1 s’il existe un(x, y) ∈ F ×F ′ tel que(x, y) ∈W , 1 sinon. DonceF ⋉e′F =
eF×F ′. On calcule de même pour établireQ ⋊ e′Q = eQ×Q′. ⊓⊔

⊲7.1. L’inclusion 2C ∩⋂m
i=1 3Gi ⊆ 2C ′ ∩⋂n

j=1 3G′
j est équivalente à la conjonction de :(a)

2C ∩⋂m
i=1 3Gi ⊆ 2C ′, et de :(b) 2C ∩⋂m

i=1 3Gi ⊆ 3G′
j pour toutj, 1 ≤ j ≤ n. Or (b) est

équivalent à2C ∩ ⋂m
i=1 3Gi ∩ 2(X \G′

j) = ∅, puisque2(X \G′
j) est le complémentaire de

3G′
j. Par le lemme 7.1.4,2C∩2(X \G′

j) = 2(C \G′
j), donc(b) est équivalent à2(C \G′

j)∩⋂m
i=1 3Gi = ∅. Par le lemme 7.3.11, ceci est équivalent à l’existence d’uni, 1 ≤ i ≤ m, tel

queC \ G′
j n’intersecte pasGi, c’est-à-dire tel queC ∩ Gi ⊆ G′

j : (b) est donc équivalent à la
condition 1 de l’exercice.

Montrons que(a) est équivalent à la condition 2 de l’exercice. Le côté gauche2C∩⋂m
i=1 3Gi

est vide si et seulement siC ∩ Gi est vide pour un certaini, par le lemme 7.3.11. Il reste à
démontrer que si2C ∩ ⋂m

i=1 3Gi est non vide, alors(a) est équivalent àC ⊆ C ′. Clairement,
C ⊆ C ′ implique(a), montrons donc la réciproque : si2C ∩⋂m

i=1 3Gi est non vide et est inclus
dans2C ′, alorsC ⊆ C ′.

Commençons par le cas dePℓV(X). Soitx un élément quelconque deC. Par le lemme 7.3.11,
puisque2C ∩ ⋂m

i=1 3Gi est non vide, on peut choisir un élémentxi deC ∩ Gi pour touti,
1 ≤ i ≤ m. PosonsE = {x, x1, . . . , xm}, etL la lentille〈E〉. Par construction,E ⊆ C. Écrivons
C = U \V , alors↑ E ⊆ U etcl(E) ⊆ X\V , donc〈E〉 = ↑ E∩cl(E) ⊆ U∩(X\V ) = C. Donc
〈E〉 ∈ 2C. Par construction,〈E〉 est dans3Gi pour touti, 1 ≤ i ≤ m, puisquexi ∈ 〈E〉 ∩Gi.
Donc〈E〉 ∈ 2C ∩⋂m

i=1 3Gi ⊆ 2C ′. On en déduit quex ∈ 〈E〉 ⊆ C ′. Commex est arbitraire
dansC, C ⊆ C ′.

DansPV(X), on construit de mêmeL = 〈E〉. On aL∗(U) = 1 car 〈E〉 ⊆ ↑ E ⊆ U
et L∗(V ) = 0 car 〈E〉 ⊆ cl(E) ne rencontre pasV . DoncL∗ ∈ 2C. Par construction,xi ∈
〈E〉 ∩ Gi = L ∩ Gi. SiGi est ouvert, alorsL∗(Gi) 6= 0, doncL∗ ∈ 3Gi. Si Gi est un fermé
X \W , alorsxi ∈ L \W , doncL n’est pas inclus dansW , doncL∗(W ) 6= 1, c’est-à-dire de
nouveauL∗ ∈ 3Gi. On a doncL∗ ∈ 2C ∩ ⋂m

i=1 3Gi ⊆ 2C ′. PosonsC ′ = U ′ \ V ′. Donc
L∗(U ′) = 1 etL∗(V ′) = 0, c’est-à-direL ⊆ U ′ etL ∩ V ′ = ∅. Puisquex ∈ L, x est dansU ′ et
pas dansV ′, doncx ∈ C ′. Commex est arbitraire dansC, de nouveauC ⊆ C ′. ⊓⊔

⊲7.2. Supposons2C ∩⋂m
i=1 3Gi = 2C ′ ∩⋂n

j=1 3G′
j. Si les deux côtés de l’égalité sont vides,

alors on obtient 1 par le lemme 7.3.11. Sinon, chaque côté estinclus dans l’autre, donc par
l’exercice 7.1,C ⊆ C ′,C ′ ⊆ C (doncC = C ′), pour toutj il existei tel queC ∩Gi ⊆ G′

j (donc
C ∩Gi ⊆ C ′ ∩G′

j), et pour touti il existej tel queC ′ ∩G′
j ⊆ C ∩Gi (doncC ′ ∩G′

j ⊆ C ∩Gi).
Notons qu’il est impossible queC ∩ Gi = ∅ ou queC ′ ∩G′

j = ∅, par le lemme 7.3.11, puisque
2C ∩ ⋂m

i=1 3Gi et 2C ′ ∩ ⋂n
j=1 3G′

j sont non vides. On a doncC = C ′, {C ∩ Gi|1 ≤ i ≤
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m} ⊆♭ {C ′ ∩ G′
j|1 ≤ j ≤ n} et {C ′ ∩ G′

j|1 ≤ j ≤ n} ⊆♭ {C ∩ Gi|1 ≤ i ≤ m}. Donc
{C ∩Gi|1 ≤ i ≤ m} = {C ′ ∩G′

j|1 ≤ j ≤ n}, et la condition 2 est vérifiée.

Réciproquement, si la condition 1 est vérifiée, alors2C∩⋂m
i=1 3Gi = 2C ′∩⋂n

j=1 3G′
j = ∅

par le lemme 7.3.11. Si c’est 2 qui est vraie, alors pour toutj il existei tel queC∩Gi = C ′∩G′
j,

doncC ∩Gi ⊆ G′
j, et d’autre partC ⊆ C ′, donc le côté gauche est inclus dans le côté droit par

l’exercice 7.1 ; l’inclusion symétrique est démontrée de manière similaire. ⊓⊔

⊲7.3. D’abord, siν =
∑

A⊆X,A 6=∅ aAueA, il est facile de vérifier queν↑(U) =
∑

A⊆U,A 6=∅ aA,
doncν↑ =

∑
A⊆X,A 6=∅ aAuA, et queν↓(V ) =

∑
A⊆X,A 6=∅ aA−

∑
A 6=∅/A∩V =∅ aA =

∑
A 6=∅/A∩V 6=∅ aA,

doncν↓ = aAeA.

Réciproquement, soitν− =
∑

A⊆X,A 6=∅ aAuA, ν+ =
∑

A⊆X,A 6=∅ bAeA, et supposons queν↑ =

ν− et ν↓ = ν+. D’abord,ν−(X) = ν+(X), donc la somme desaA égale celle desbA ; appelons
s cette somme. Par le lemme 7.5.2 avecV = X \ U , s ≤∑A⊆U,A 6=∅ aA +

∑
A 6=∅/A∩V 6=∅ bA ≤ s.

Comme
∑

A 6=∅/A∩V 6=∅ bA = s−∑A 6=∅/A∩V =∅ bA, on en déduit
∑

A⊆U,A 6=∅ aA =
∑

A 6=∅/A∩V =∅ bA,
c’est-à-dire

∑
A⊆U,A 6=∅ aA =

∑
A⊆U,A 6=∅ bA. Posonsg(U) cette quantité. Par la formule d’inver-

sion de Möbius,aA =
∑

U 6=∅,U⊆A µ(U,A)g(U) = bA. ⊓⊔

⊲7.4. On utilise le théorème 7.3.23. Pour tout croissantC, $f [ν]%%(2C) = f [ν](C) = ν(f−1(C)) =
$ν%%(2f−1(C)). PosonsC = U\V , de sorte quef−1(C) = f−1(U)\f−1(V ). Par le lemme 7.1.2,
on a2f−1(C) = {α ∈ PV(X)|α(f−1(U)) = 1 etα(f−1(V )) = 0} = {α ∈ PV(X)|PV(f)(α)(U) =
1 etPV(f)(α)(V ) = 0} = PV(f)−1(2C). Donc $f [ν]%%(2C) = $ν%%(PV(f)−1(2C)) =
PV(f)[$ν%]%(2C). Donc $f [ν]% et PV(f)[$ν%] sont toutes les deux des valuations continues
(la deuxième par le lemme 4.2.9)P telles queP%(2C) = f [ν](C) pour tout croissantC deX.
CommeP est unique par le théorème 7.3.23,$f [ν]% = PV(f)[$ν%]. ⊓⊔

⊲7.5. 1. On commence par démontrer que, pour touss, t ∈ R+ tels ques ≤ t, s1−βtβ est une
fonction croissante deβ. En effet,log(s1−βtβ) = (1−β) log s+β log t = β(log t− log s)+log s
est croissante.

2. La proposition est facile à démontrer lorsqueν est une estimation simple
∑n

i=1 aiueαi
sur

X. En effet, posonss = min αi
f ett = sup αi

f . L’intégrale def , qui vaut
∑n

i=1 ais
1−β×tβ par la

proposition 7.6.3, est alors croissante enβ : il suffit de vérifier ques ≤ t. Soit(Qi, Fi)
∗ = αi, et

xi ∈ Li = Qi∩Fi un élément tel ques = f(xi). Alors, commexi ∈ Fi, f(xi) ≤ supx∈F f(x) =
t.

3. LorsqueX est un cpo continu, cohérent et compact, toute estimation continueν est borne
supérieure, dans l’ordre⊑Est, d’une famille dirigée(νi)i∈I d’estimations simples, par la propo-
sition 7.4.9. D’autre part, par l’isomorphisme de la proposition 7.4.6,$ν% est la borne supérieure
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supi∈I $νi%. Alors, pour toutβ ∈]0, 1[ :

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

$ν%
(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[ ∩3f−1]t

1
β ,+∞[

)
dt

]
ds

par la proposition 7.6.2

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

sup
i∈I

$νi%

(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[ ∩3f−1]t

1
β ,+∞[

)
dt

]
ds

= sup
i∈I

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

$νi%

(
2f−1]s

1
1−β ,+∞[ ∩3f−1]t

1
β ,+∞[

)
dt

]
ds

par le théorème de Scott-continuité

pour les intégrales de Riemann de fonctions décroissantes

= sup
i∈I

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dνi

Si β ≤ β′, on a donc :

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = sup
i∈I

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dνi

≤ sup
i∈I

C

∫∫ β′

x∈X

f(x)dνi = C

∫∫ β′

x∈X

f(x)dν

en utilisant le point 2.
4. Dans le cas général, on procède comme à la proposition 7.5.9. Pour toute fonction continue

bornéef deX dansR, on peut étendref en une fonctionf̂ continue bornée deSO(X) versR,
telle quef̂(ηS(x)) = f(x) pour toutx ∈ X, par la proposition 3.9.8. Pour toutβ ∈]0, 1[,

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν =

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

[
ν
(
f−1]s

1
1−β ,+∞[

)
− ν

(
f−1]s

1
1−β ,+∞[\f−1]t

1
β ,+∞[

)]
dt

]
ds

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

[
ν
(
η−1

S
(f̂−1]s

1
1−β ,+∞[)

)
− ν

(
η−1

S
(f̂−1]s

1
1−β ,+∞[\f̂−1]t

1
β ,+∞[)

)]
dt

]
ds

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

[
ηS[ν]

(
f̂−1]s

1
1−β ,+∞[

)
− ηS[ν]

(
f̂−1]s

1
1−β ,+∞[\f̂−1]t

1
β ,+∞[

)]
dt

]
ds

= C

∫∫ β

~b∈SO(X)

f̂(~b)dηS[ν]

Mais cette dernière intégrale est croissante enβ par le point 3., puisqueSO(X) est un cpo continu,
cohérent et compact (propositions 3.9.6 et 3.9.7). ⊓⊔

⊲7.6. C’est évident siν est une estimation simple
∑n

i=1 aiueαi
surX, en utilisant la proposi-

tion 7.6.3. En effet, la fonction qui àβ ∈]0, 1[ associe
∑n

i=1 ais
1−β × tβ est patch-continue.

Plus précisément, soita = supx∈X f(x), et supposons sans perte de généralité quea > 0.
Alors la β-intégrale def se calcule sur des valeurs des et det comprises entre0 et a. Lorsque

610 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



0 < s ≤ t ≤ a, la dérivée enβ de
∑n

i=1 ais
1−β × tβ est

∑n
i=1 ai log(t/s)s1−βtβ. Ceci est positif

ou nul, trouvons-en un majorant. D’une part,log t s1−βtβ ≤ a log a. D’autre part, la fonction
qui às associe− log s s1−β tend vers0 lorsques tend vers0, et a pour dérivée ens la quantité
(−(1−β) log s−1)s−β. Elle croît donc des = 0 às = e−1/(1−β), puis décroît pours > e−1/(1−β).
Donc− log s s1−β atteint son maximum ene−1/(1−β), qui vaut donc1/(e(1− β)). On en déduit
que

∑n
i=1 ai log(t/s)s1−βtβ ≤∑n

i=1 ai(a
β/(e(1−β))+a log a) = ν(X)(aβ/(e(1−β))+a log a).

Pour tousβ1, β2 ∈]0, 1[, avecβ1 ≤ β2, on a donc :

C

∫∫ β2

x∈X

f(x)dν − C

∫∫ β1

x∈X

f(x)dν ≤ ν(X)

∫ β2

β1

(
aβ

e(1− β)
+ a log a

)
dβ

≤ ν(X)

∫ β2

β1

(
aβ

e(1− β2)
+ a log a

)
dβ

= ν(X)

[
aβ

e(1− β2) log a
+ aβ log a

]β2

β1

= ν(X)

(
aβ2 − aβ1

e(1− β2) log a
+ a(β2 − β1) log a

)

NotonsBβ1,β2 la quantité(aβ2 − aβ1)/(e(1− β2) log a) + a(β2− β1) log a. Il est clair queBβ1,β2

tend vers0 lorsqueβ2 tend versβ1.
On en déduit la même inégalité lorsqueν est une estimation continue quelconque sur un cpo

continu, cohérent et compactX, en utilisant les propositions 7.4.9 et 7.4.6 : comme au point 3.
de l’exercice 7.5,ν est borne supérieure d’une famille dirigée d’estimations simplesνi, i ∈ I, et
$ν% = supi∈I $νi%. Pour touti ∈ I, on a :

C

∫∫ β2

x∈X

f(x)dνi ≤ C

∫∫ β1

x∈X

f(x)dνi + νi(X)Bβ1,β2

≤ C

∫∫ β1

x∈X

f(x)dνi + ν(X)Bβ1,β2

En prenant les bornes supérieures suri ∈ I de chaque côté :

C

∫∫ β2

x∈X

f(x)dν ≤ C

∫∫ β1

x∈X

f(x)dν + ν(X)Bβ1,β2

Cette inégalité est encore vraie lorsqueX est un espace topologique quelconque, en utilisant le
plongementηS : X → SO(X), comme au point 4. de l’exercice 7.5.

En résumant, on a :

0 ≤ C

∫∫ β2

x∈X

f(x)dν − C

∫∫ β1

x∈X

f(x)dν ≤ ν(X)Bβ1,β2

pour tousβ1, β2 ∈]0, 1[ avecβ1 ≤ β2. L’inégalité de gauche est due à l’exercice 7.5. On en déduit
aisément que laβ-intégrale est patch-continue en toutβ ∈]0, 1[. ⊓⊔
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⊲7.7. Par hypothèse,ν est une estimation simple
∑n

i=1 aiueαi
. Alors :

inf
β∈]0,1[

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = lim
β→0

n∑

i=1

ai min 1−β
αi

f × sup β
αi
f

= lim
β→0

n∑

i=1
sup αif 6=0

ai min 1−β
αi

f × sup β
αi
f

=
n∑

i=1
sup αif 6=0

ai min αi
f =

n∑

i=1

ai min αi
f = C

∫

x∈X

f(x)dν↑

Pour les bornes supérieures, nous aurons besoin du fait quef(x) > 0 pour toutx ∈ X, ce qui
implique que pour touti, min αi

f 6= 0 :

sup
β∈]0,1[

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = lim
β→1

n∑

i=1

ai min 1−β
αi

f × sup β
αi
f

=
n∑

i=1

ai sup αi
f = C

∫

x∈X

f(x)dν↓

Si f s’annule, ceci n’est plus vrai. Par exemple, soitX = {1, 2}, avec la topologie discrète,
ν = ueX , etf telle quef(1) = 0, f(2) = 1. Alors :

C

∫∫ β

x∈X

f(x)dν = 0

Maisν↓ = eX , donc :

C

∫

x∈X

f(x)dν↓ = sup
x∈X

f(x) = 1

⊓⊔

⊲7.8. La formule d’intégration par parties pour les intégrales deRiemann-Stieltjes donne :

∫ b

a

f(s)dχ[a1,b1](s) =
[
fχ[a1,b1]

]b
s=a
−
∫ b

a

χ[a1,b1](s)df(s)

=
[
fχ[a1,b1]

]b
s=a
−
∫ a1

a

χ[a1,b1](s)df(s)−
∫ b1

a1

χ[a1,b1](s)df(s)−
∫ b

b1

χ[a1,b1](s)df(s)

par la relation de Chasles, où sia = a1, une intégrale dea àa1 dénote juste0, et de même pour
l’intégrale deb1 àb si b1 = b. La fonctionχ[a1,b1] ne diffère de0 qu’ena1 sur l’intervalle[a, a1], et
a1 n’est pas un point de discontinuité def , donc l’intégrale dea àa1 est nulle ;χ[a1,b1] ne diffère
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de0 qu’enb1 sur l’intervalle[b1, b], etb1 n’est pas un point de discontinuité def , donc l’intégrale
deb1 à b est elle aussi nulle ; et sur l’intervalle[a1, b1], χ[a1,b1] vaut identiquement1. Donc :

∫ b

a

f(s)dχ[a1,b1](s) =
[
fχ[a1,b1]

]b
s=a

+ f(a1)− f(b1)

⊓⊔

⊲7.9. Fixonsǫ > 0 quelconque. Pour toutη > 0, posonsMη
β(s, t) = Mβ(max(s, η),max(t, η))+

min(0, s−η). Alors, àη > 0 fixé,Mη
β converge uniformément versmax(s, η)+min(0, s−η) = s.

En réutilisant les arguments de la proposition 7.6.30, on endéduit que l’intégrale mixte :

C

∫∫

x∈X

f(x)dνM
η
β

tend vers l’intégrale de Choquet def par rapport àν↑ lorsqueβ tend vers0, et ce pour toutη.
Pour chaqueη > 0, l’écart entre l’intégrale mixte ci-dessus, par rapport àνM

η
β
, et l’intégrale

de Choquet def par rapport àν↑ peut être bornée parǫ/2 pour β suffisamment proche de0,
disonsβ < δ. Nous allons maintenant déterminer une valeur deη (indépendamment deβ) telle
que l’écart entre l’intégrale mixte ci-dessus, par rapportà νM

η
β
, et l’intégrale mixte par rapport

à νMβ
soit d’au plusǫ/2. Ainsi, pourβ < δ, l’écart entre l’intégrale mixte par rapport àνMβ

et
l’intégrale de Choquet def par rapport àν↑ sera bornée parǫ, et nous aurons terminé.

Pour toutc > a, b, η,
∫∫

[0,c]×[0,c]

(Mβ(s, t)−M
η
β(s, t))d2Ff,ν(s, t) =

∫∫

[0,c]×[0,c]

−min(0, s− η)d2Ff,ν(s, t)

Or−min(0, s− η) est positif ou nul, nul dès ques ≥ η, et sinon inférieur ou égal àη, donc :

0 ≤
∫∫

[0,c]×[0,c]

(Mβ(s, t)−M
η
β(s, t))d2Ff,ν(s, t) ≤ η

∫∫

[0,c]×[0,c]

χ[0,η[(s)d
2Ff,ν(s, t)

= η[Ff,ν(s, t)]
η

s=0

c

t=0

soit directement à l’aide de sommes doubles de Darboux-Stieltjes, soit en raisonnant à l’aide de la
proposition 7.6.18 comme au lemme 7.6.26. OrFf,ν(s, c) = 0 pour touts, donc[Ff,ν(s, t)]

η

s=0

c

t=0
=

Ff,ν(0, 0)−Ff,ν(η, 0). PosonsWη = f−1]η,+∞[,W0 = f−1]0,+∞[. Alors [Ff,ν(s, t)]
η

s=0

c

t=0
=

Ff,ν(0, 0) − Ff,ν(η, 0) = ν(W0) − ν(Wη) + ν(Wη \W0) est inférieur, par exemple, à2ν(X),
puisqueν est monotone. Il suffit donc de prendreη < ǫ/(4ν(X)). ⊓⊔

⊲9.1. Il suffit de montrer que la topologie haute coïncide avec la topologie d’Alexandroff, puisque
ce sont respectivement les topologiesO la moins fine et la plus fine telles que�=�O. Pour ceci,
il suffit de montrer que tout fermé d’AlexandroffF (un clos par le bas) est un fermé haut. Mais,
F est par définition l’union des↓ x, x ∈ F , et cette union est finie puisqueX est fini. ⊓⊔
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⊲9.2. D’abord�O est une simulation. En effet, par le lemme 9.1.7, six1 �O x2, alorsθℓ(x1)(U) ≤
θℓ(x2)(U) pour tout ouvertU de la formeq−1

O
(V ), V ouvert deX/O, c’est-à-dire pour tout ou-

vert U deO. Or par l’exercice 9.1,O est exactement la topologie d’Alexandroff de�O, donc
x1 �O x2 impliqueθℓ(x1)(U) ≤ θℓ(x2)(U) pour toutU clos par le haut pour�O : �O est donc
une simulation.

Si x1 �O x2, x1 est donc similaire àx2. Réciproquement, six1 est similaire àx2, alors
il existe une relation de simulation� telle quex1 � x2. Soit O sa topologie d’Alexandroff.
Par définition d’une simulation,O est agglomérante. DoncO est plus fine queO. On en déduit
immédiatement quex1 �O x2. ⊓⊔

⊲9.3. Supposons que� soit une simulation. Six1 � y1 etx1
ℓ−→x2, alors prenons pourU la clô-

ture par le haut (selon�) dex2, et écrivons la condition de simulation :θℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U).
Or θℓ(x1)(U) = eF (U) pour un certainF contenantx2, doncθℓ(x1)(U) = 1. Doncθℓ(y1)(U) =
1, ce qui implique queθℓ(y1) est de la formeeF ′ avecF ′ qui intersecteU . Soity2 un élément de

F ′ ∩ U . Par définition deU , x2 � y2, et par définition deF ′, x2
ℓ−→y2.

Réciproquement, si le diagramme (9.1) est satisfait, alorssupposonsx1 � y1, et montrons
queθℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U) pour toutU clos par la haut pour�. Si θℓ(x1)(U) = 0, c’est clair.

Sinon, soitθℓ(x1) = eF , avecF ∩U 6= ∅. On peut donc choisirx2 ∈ F ∩U , auquel casx1
ℓ−→x2.

Par le diagramme (9.1),θℓ(y1) est de la formee′F , et il existey2 ∈ F ′ tel quex2 � y2. Mais alors
θℓ(y1)(U) = eF ′(U) = 1 puisquey2 est dansF ′ par construction, et dansU puisquex2 ∈ U etU
est clos par le haut. ⊓⊔

⊲9.4. Clairement,≡ est un préordre, qui est une simulation au sens de l’exercice9.2. Donc
x1 ≡ x2 impliquex1 �O x2. Puisque≡ est symétrique,x1 ≡ x2 implique aussix1 �O x2, donc
x1 ≡O x2. Autrement dit, deux états bisimilaires sont semblables.

Le contre-exemple suivant m’a été aimablement fourni par Angelo Troina.

x x’

y y’

z z’

t

b

a

b

aa

Formellement,X = {x, y, z, t, x′, y′, z′},L = {a, b}, θa(x) = e{y,t}, θb(y) = e{z}, θa(x
′) = e{y′},

θb(y
′) = e{z′}, etθℓ vaut0 dans tous les autres cas. Notonsx1

ℓ−→x2 s’il y a une flèche étiquetée
ℓ allant dex1 versx2, autrement dit siθℓ(x1) = eF avecx2 ∈ F . En utilisant l’exercice 9.3, on
vérifie que le plus petit préordre� tel quex � x′, y � y′, t � y′, z � z′ est une simulation telle
quex � x′. On vérifie aussi que le plus petit préordre� tel quex′ � x, y′ � y, etz′ � z (mais
où t n’est supérieur ou égal qu’à lui-même) est une simulation telle quex′ � x. Doncx et x′

sont semblables.
Montrons quex et x′ ne sont pas bisimilaires. Qu’ils le soient reviendrait à dire qu’on peut

trouver une simulation≡ symétriquetelle quex ≡ x′. Or, commex
a−→t, et quex′ ne peut aller

qu’eny′ sur une transitiona, ceci implique quet ≡ y′. Dans le sens inverse,y′ étant simulé par
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t, si l’on regarde la transitiony′
b−→z′, ceci implique qu’il doive exister un étatx2 tel quet

b−→x2

etx2 ≡ z′. Mais c’est impossible. ⊓⊔

⊲9.5. Soit� une simulation. Supposonsx1 � y1. Si ℓ est bloquée eny1, c’est queθℓ(y1) = 0.
Puisque� est une simulation,θℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U) pour tout clos par le hautU (pour�). Pour
tout ensembleA, soitU sa clôture par le haut : alorsθℓ(x1)(A) ≤ θℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U) = 0.
Doncθℓ(x1) = 0, c’est-à-dire queℓ est bloquée enx1. Par contraposée, siℓ est activée enx1, elle
est nécessairement aussi activée eny1.

Si ℓ est activée enx1, alorsθℓ(x1) est de la formeuQ, oùQ est par définition l’ensemble non

vide desx2 tels quex1
ℓ−→x2. Posons alorsU égal à la clôture par le haut (pour�) deQ. Puisque

� est une simulation,θℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U), donc1 ≤ θℓ(y1)(U). Ceci implique queθℓ(y1)

soit de la formeuQ′ avecQ′ ⊆ U , c’est-à-dire que pour touty2 tel quey1
ℓ−→y2 (c’est-à-dire dans

Q′), il existe unx2 dansQ (c’est-à-dire tel quex1
ℓ−→x2) avecx2 � y2.

Réciproquement, supposonsx1 � y1, et montrons queθℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U) pour tout clos
par le hautU . Si ℓ est bloquée enx1, alorsθℓ(x1)(U) = 0 ≤ θℓ(y1)(U). Supposons doncℓ activée
enx1. On peut donc écrireθℓ(x1) = uQ pour un certain ensemble non videQ. De plus, commeℓ
est activée enx1, elle l’est aussi eny1, donc on peut écrireθℓ(y1) = uQ′ pour un certain ensemble

non videQ′. Pour touty2 ∈ Q′, par définitiony1
ℓ−→y2, donc par le diagramme (9.2) il existe

x2 � y2 tel quex1
ℓ−→x2 ; autrement dit il existex2 ∈ Q tel quex2 � y2. DoncQ′ est inclus

dans la clôture par le haut (pour�) deQ. Pour toutU clos par le haut (pour�),Q ⊆ U implique
doncQ′ ⊆ U . DoncuQ(U) = 1 impliqueuQ′(U) = 1, c’est-à-direθℓ(x1)(U) ≤ θℓ(y1)(U). ⊓⊔

⊲9.6. D’après l’énoncé,A =
⋂

x6∈A(X \ ↓O x) =
⋂

x6∈A

⋃
F/x6|=θF JF Kθ, donc :

◦

A =

u
wwv
∧

x6∈A

∨

V ∈B
x6|=θFV

FV

}
��~

θ

On peut donc se contenter de conjonctions infinies de cardinalité |X|, les disjonctions infinies
restant de cardinalité bornée par|B| ≤ |O(X)|. Tout dépend donc si|X| est plus petit ou non
que|O(X)|. En général, on y gagne. ⊓⊔

⊲9.7. Désolé, nous ne referons pas les démonstrations, qui sont entièrement similaires aux cas
déjà vus. ⊓⊔

⊲9.8. Ceci est vrai en général dans tout espace analytique (aussi dit souslinien), voir Danos et al.
(2006). Dans le cas oùX est fini, l’argument est simple.

Si x1 et x2 sont bisimilaires, disonsx1 ≡ x2 où≡ est une bisimulation. La familleT′ des
ensembles≡-saturés est stable par union finie et complémentaires. C’est donc une tribu, puisque
les seules unions que l’on peut former sont finies. Pour toutE ∈ T′, montrons queθ−1

ℓ [E > r]
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est dansT′, c’est-à-dire est≡-saturé. Soit doncx ∈ θ−1
ℓ [E > r] et x ≡ y. Par définition,

θℓ(x)(E) > r. Comme≡ est une bisimulation, etx ≡ y, on aθℓ(y)(E) > r, c’est-à-dire que
y aussi est dansθ−1

ℓ [E > r]. Doncθ−1
ℓ [E > r] est≡-saturé, c’est-à-dire dansT′. DoncT′ est

agglomérante. En particulier,T′ est plus fine queT, doncx1 ≡T x2.
Réciproquement, supposonsx1 ≡T x2, et montrons quex1 et x2 sont bisimilaires. Il suffit

demontrer que≡T est une bisimulation. SoitE un ensemble≡T-saturé. Pour toutr ∈ Q, θ−1
ℓ [E >

r] est dansT. Supposons maintenantx ≡T y. Commeθ−1
ℓ [E > r] ∈ T est≡T-saturé,x ∈

θ−1
ℓ [E > r] si et seulement siy ∈ θ−1

ℓ [E > r]. Doncθℓ(x)(E) > r si et seulement siθℓ(x)(E) >
r, pour toutr ∈ Q. Il s’ensuit queθℓ(x)(E) = θℓ(y)(E). Donc≡T est une bisimulation. ⊓⊔

⊲9.9. Supposons que≡ soit une bisimulation. Six1 ≡ y1 et x1
ℓ−→x2, alors prenons pourE

la classe d’équivalence (pour≡) dex2, et écrivons la condition de bisimulation :θℓ(x1)(E) =
θℓ(y1)(E). Or θℓ(x1)(E) = eF (E) pour un certainF contenantx2, doncθℓ(x1)(E) = 1. Donc
θℓ(y1)(E) = 1, ce qui implique queθℓ(y1) est de la formeeF ′ avecF ′ qui intersecteE. Soit y2

un élément deF ′ ∩ E. Par définition deE, x2 ≡ y2, et par définition deF ′, x2
ℓ−→y2.

Réciproquement, supposonsx1 ≡ y1, et montrons queθℓ(x1)(E) = θℓ(y1)(E) pour toutE
≡-saturé. Siθℓ(x1)(E) = 0 et θℓ(y1)(E) = 0, c’est clair. Sinon,θℓ(x1)(E) ou θℓ(y1)(E) est non
nul. Par symétrie, supposons queθℓ(x1)(E) 6= 0. Alors θℓ(x1) = eF , avecF ∩ E 6= ∅. On peut

donc choisirx2 ∈ F ∩ E, auquel casx1
ℓ−→x2. Par hypothèse, sachant quex1 ≡ y1, il existe

un étaty2 tel quey1
ℓ−→y2 et y1 ≡ y2. En particulier,θℓ(y1) est de la formee′F , avecy2 ∈ F ′.

Mais alorsθℓ(y1)(E) = eF ′(E) = 1 puisquey2 est dansF ′, et dansE puisquex2 ∈ E etE est
≡-saturé. ⊓⊔

⊲9.10. Soit≡ une bisimulation. Supposonsx1 ≡ y1. Si ℓ est bloquée eny1, c’est queθℓ(y1) = 0.
Puisque≡ est une simulation,θℓ(x1)(E) = θℓ(y1)(E) pour toutE ≡-saturé. Pour tout ensemble
A, soitE son≡-saturé : alorsθℓ(x1)(A) ≤ θℓ(x1)(E) = θℓ(y1)(E) = 0. Doncθℓ(x1) = 0, c’est-
à-dire queℓ est bloquée enx1. Par contraposée, siℓ est activée enx1, elle est nécessairement
aussi activée eny1. Comme≡ est symétrique, les actions activées enx1 sont exactement celles
qui sont activées eny1.

Si ℓ est activée enx1, donc aussi eny1, alorsθℓ(x1) est de la formeuQ, oùQ est par définition

l’ensemble non vide desx2 tels quex1
ℓ−→x2. De même,θℓ(y1) est de la formeuQ′, oùQ′ est

l’ensemble non vide desy2 tels quey1
ℓ−→y2. Posons alorsE égal au≡-saturé deQ. Puisque

≡ est une bisimulation,θℓ(x1)(E) = θℓ(y1)(E), donc1 = θℓ(y1)(E). Ceci impliqueQ′ ⊆ E.

Autrement dit, pour touty2 tel quey1
ℓ−→y2 (c’est-à-dire dansQ′), il existe unx2 dansQ (c’est-

à-dire tel quex1
ℓ−→x2) avecx2 ≡ y2.

Réciproquement, supposonsx1 ≡ y1, et montrons queθℓ(x1)(E) = θℓ(y1)(E) pour toutE
≡-saturé. Siℓ est bloquée enx1, donc aussi eny1, alorsθℓ(x1)(E) = 0 = θℓ(y1)(E). Supposons
doncℓ activée enx1 et eny1. On peut donc écrireθℓ(x1) = uQ pour un certain ensemble non

videQ, etθℓ(y1) = uQ′, Q′ 6= ∅. Pour touty2 ∈ Q′, par définitiony1
ℓ−→y2, donc par hypothèse

il existe x2 ≡ y2 tel quex1
ℓ−→x2 ; autrement dit il existex2 ∈ Q tel quex2 ≡ y2. Donc
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Q′ est inclus dans le≡-saturé deQ. Pour toutE ≡-saturé,Q ⊆ E implique doncQ′ ⊆ E.
Donc uQ(E) = 1 implique uQ′(E) = 1, c’est-à-direθℓ(x1)(E) ≤ θℓ(y1)(E). Par symétrie,
θℓ(y1)(E) = θℓ(x1)(E), d’où l’égalité.

Appelons a-bisimulation une bisimulation au sens angélique de l’exercice 9.9, et d-bisimulation
une bisimulation au sens démoniaque qui nous occupe. Il ne reste plus qu’à observer que les
deux notions coïncident. Vu que≡ est symétrique, la seule différence entre les deux notions est
qu’une d-bisimulation est une a-bisimulation≡ telle qu’en plus pour tousx1 ≡ y1, x1 et y1 ont
les mêmes transitions activées. Or cette dernière condition est vérifiée par toute a-bisimulation

≡ : si ℓ est activée enx1 et x1 ≡ y1, par hypothèse il existe un étatx2 tel quex1
ℓ−→x2, donc

comme≡ est une a-bisimulation, il existe un étaty2 tel quey1
ℓ−→y2 etx2 ≡ y2, ce qui implique

queℓ est activée eny1 ; par symétrie, siℓ est activée eny1, elle l’est aussi enx1. ⊓⊔

⊲11.1. On suppose tous lesai non nuls. D’abord,ν est à support dansQ si et seulement si
ν⊥(X \Q) = 0. Or, par le lemme 6.2.8,ν⊥ =

∑n
i=1 aieQi

, doncν⊥(X \Q) = 0 si et seulement
si eQi

(X \ Q) = 0 pour touti, c’est-à-dire si et seulement siQi ⊆ Q. Le support deν est donc
l’union

⋃n
i=1Qi (qui est bien un compact saturé). ⊓⊔

⊲11.2. Si ν est la valuation nulle, alors le support et le co-support deν sont vides, doncL est
vide. Il est alors clair queν est à support et à co-support dansL.

Sinon, notons queν(X \ F ) = 0. Si L était vide,Q serait inclus dansX \ F , doncν†(Q)
serait nul, par définition deν†. Par le fait 11.7.15, on auraitν(X) = 0 : contradiction. DoncL
est non vide.

Pour tout ouvertU contenantL = Q ∩ F , U ∪ (X \ F ) contientQ, doncν(U ∪ (X \ F )) =
ν(X). Puisqueν est une valuation, ceci impliqueν(U) + ν(X \ F )− ν(U ∩ (X \ F )) = ν(X).
Or ν(X \ F ) = 0 puisqueF est le co-support deν. Doncν(U) = ν(X) + ν(U ∩ (X \ F )).
Commeν(U) ≤ ν(X), on en déduitν(U) = ν(X) d’une part, etν(U ∩ (X \ F )) = 0 d’autre
part. La première égalité, lorsqueU varie, implique queν est à support dansL.

En utilisant le lemme 11.7.28,ν⊥ est à support dans l’intersection du supportF deν⊥ et du
co-supportQ deν⊥, c’est-à-direL de nouveau. En remplaçantν parν⊥, nous avons démontré
queν⊥ était alors à support dansL dansXd. Par le fait 11.7.15,ν⊥⊥(X \ L) = 0. Or L ⊆ F ,
doncX\L ⊇ X\F . Il est facile de vérifier queν⊥⊥, qui est définie non seulement sur les ouverts
deX mais sur toutes les parties deX, est monotone. Doncν⊥⊥(X \F ) ≤ ν⊥⊥(X \L) = 0. Par
le lemme 6.2.7,ν(X \ F ) = 0, doncν est à co-support dansF . ⊓⊔

⊲11.3. On peut tenter de le démontrer en utilisant le théorème du sandwich de Roth 3.12.2,
comme au lemme 11.7.21. Pour toutϕ ∈ 〈Y → R+〉, on poserp(ϕ) = supG∈Fϕ(G) = ϕ∗(F).
La fonctionp est sous-linéaire et croissante, et de plus à valeurs dansR+. On pose d’autre part
q(ϕ) = sup f∈〈X→R+〉

∀G′∈F·G′(f)≤ϕ(G′)

G(f). On peut vérifier queq est sur-linéaire et croissante, et que

q ≤ p. Ceci permet d’utiliser le théorème du sandwich de Roth 3.12.2, pour obtenir une prévision
linéaireG0 telle queq ≤ G0 ≤ p. Dans le cas oùG est normalisée, on auraq(χY ) ≥ G(χX) = 1,
et p(χY ) = 1, doncG0 sera normalisée. Cet argument ne fonctionne plus dans le casoùG est
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sous-normalisée. De plus,G0 n’est pas nécessairement continue, et l’utilisation de la formule
de Scott, c’est-à-dire définirG = r(G0), et P = γC(G), ne mène pas directement à la solution
souhaitée. Il n’est notamment pas clair queG soit normalisée.

En revanche, on peut remarquer queG ≤ ⊔
F signifie queG ∈ CPeau≤1(

⊔
F) (resp.,

G ∈ CPeau1(
⊔

F)), donc queG ∈ ↓ Conv∗(F) par la proposition 11.7.44 (resp., la proposi-
tion 11.7.40). Mais ceci est exactement ce que l’on demandait de démontrer. ⊓⊔

⊲11.4. Le fait queCCoeur1 ⊣
d

soit une surrection de Galois (théorème 11.7.11) énonce en
particulier, outre le fait que

d
CCoeur1(F

−) = F− pour toute fourchette continue normalisée
F = (F−, F+), queCCoeur1(

d ↑ L) ⊇ ↑ L pour toute lentilleL. Le fait que
⊔ ⊣ CPeau1 soit

une insertion de Galois (théorème 11.7.26) implique lui quecl(L) ⊆ CPeau1(
⊔
cl(L)). Vu que

CCoeur1(F ) = ↑ CCorps1(F ) et CPeau1(F ) = ↓ CCorps1(F ) = cl(CCorps1(F )) par la
proposition 11.7.50, on en déduit↑ CCorps1(

d⊔
L) ⊇ ↑ L et cl(L) ⊆ cl(CCorps1(

d⊔
L)).

Mais l’une des deux inclusions est, quoi que l’on fasse, dansle mauvais sens. Par exemple, la
condition

d⊔
CCorps1(F ) = F serait↑ CCorps1(

d⊔
L) ⊇ ↑ L et cl(CCorps1(

d⊔
L)) ⊆

cl(L). ⊓⊔
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