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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce document est de donner une introduction ausgilet@mue possible a quelques
extensions de la notion de mesure et de probabilité. Lesipipertantes sont celles deux
convexesde fonctions derédibilité, et via des théoremes de correspondance a la Riesz, de fonc-
tionnelles appeléesrévisions basse$ar dualité, nous considérerons aussi des geurcaves
des fonctions delausibilité, et des prévisionsautes

1.1 [lllustration : jeux stochastiques

La ligne directrice de ce document est que ces notions senégenses adéquates a la ques-
tion de donner une sémantique suffisamment simple aux lasgigprogrammation qui incluent
a la fois la notion de choix non déterministe et de tirage gbiliste. Un cas patrticulier relati-
vement simple est celui dgsux stochastiquesjui sont des automates formés sur un ensemble
d'états(), séparé en deux sous-ensembles disjaihtet ),. Les états d&). sont les états de
choix non déterministe. Tout étate (). est associé a un ensemblg) C (), de successeurs
deg. Lorsqu’on arrive dans un tel état, on peut ensuite voyages R'importe quel état d&q).
Les etats d€),, sont les états probabilistes. Dans ce gas,(), est associé a une distribution de
probabilitésP(q) sur(@.. Lorsqu’on arrive en I'éta, on va voyager ensuite vers I'étgtavec
probabilité P(q)(¢').

La différence entre choix non déterministe et choix prolisbin’est pas extrémement claire
au vu de cette présentation. En voici une autre. Un jeu ssbicju@ peut étre vu comme un jeu
entre deux joueurs; et P. A tout moment, il y a un unique jeton dans le jeu, posé sur an ét
g € Q. C’est au tour deC de jouer lorsque; € Q., et c’est au tour d& de jouer lorsque
q € Q,. Le but du joueuP est d'amener le jeton sur un état final, c’est-a-dire dangatd&in
ensemblel’ C @ précisé a l'avance. S'il y arrive, on dit quiegagneet C perd Si C arrive
a systématiquement détourner le jeton hord'd&€ gagne et perd. (On pourrait choisir des
conditions de gain plus complexes, mais celle-ci suffirarpme introduction.) Maintenan€
et P sont deux joueurs aux possibilités tres différentes : ajaesC peut décider de déplacer le
jeton vers n'importe quel successetir= 6(q), et en particulier vers celui qui I'arrange le plus,
P ne peut que tirer au hasard I'étaisur lequel il déplacera le jeton, avec probabifté;)(¢').
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Travaux connexes Introduction

Cette vision correspond a celle deax contre naturelel Papadimitriou (1994), dans laquelle
on incarne le joueug, et la nature joue le r6le d@. L'intuition est que I'on peut calculer vers
guel état aller pour maximiser nos chances de gagner, maisaguature ne calcule pas, et se
contente de faire évoluer le systeme selon des lois de piit@ginédéterminées.

Une vision duale est utilisée dans la conception de progscolyptographiques. Ici, on in-
carneP, et 'adversaireC peut utiliser tous les moyens pour, par exemple, obtenieares. Notre
seul moyen de se défendre contre I'adversaire est de tisaslgjets au hasard, sachant qu’aucun
moyen calculatoire ne peut prédire un tel objet.

Une idée suggérée par Francois Laviolette et Josée Deshamaillet 2003 pour modeéliser
tant le choix non déterministe que le tirage probabilistedescoder les deux sous forme d’'une
sorte de tirage probabiliste, avec une notion un peu plusteague d’ordinaire de la notion de
probabilité, que nous appellerons pour I'instant une miéabilité. En général, notori3(q)(E)
la préprobabilité que le jeton se déplace vers un état dedimble C (), sachant qu’il est
en ce moment sur I'état. Si P(q) est une probabilitéP(¢)(FE) est simplement la somme des
P(q)(q’) lorsqueq’ parcourtE.

Soit A un ensemble fixé d'états, et définissaRg;)(£) comme valantl si et seulement
si A C E. Clairement,P(q) n'estpasune probabilité. Mais nous prétendons g@g;) code
exactement le choix non déterministe d’'un état succesgeparmi A. Placons-nous dans un
cadre pessimiste, ou nous jouons le rélePdet 'adversaireC peut choisir n'importe quel état
q € 0(q) = A. Si A contient un état/ hors deF, C peut toujours choisir d’aller vers cet état
¢, et ruiner notre espoir d’arriver das Définissons informellement la préprobabilitéq) (E)
comme la probabilité minimale que le jeton arrive dans uhdga. LorsqueE \ A # (), on
vient de voir que I'adversaire peut toujours forcer cetbpbilité a0. En revanche, sit C E,
I'adversaireC est obligé de choisir un état dg donc deF, et la préprobabilité vaduit.

Le parti pris de ce document est de décrire cette construsbas un angle le plus général
possible. Les notions de jeux, de crédibilité, etc., scaditionnellement explicitées dans un
cadre fini. Il semble que le cadre topologique soit bien alapine extension de ces notions et
des principaux résultats afférents dans le cas d’espafieisin

1.2 Travaux connexes

La question de trouver la bonne facon de combiner le nomdéiessme et le choix probabi-
liste en sémantique des langages de programmation ne datéhper. Méme si j'ai des raisons
de croire que les notions de ce document sont un bon choixyge pas jusqu’a prétendre que
c’est 'unique bon choix.

Une construction relativement générale consiste a coml@aeleux monades de non-déter-
minisme et de choix probabiliste, dans une catégorie dorir@éleonne fagon de combiner deux
monades est elle aussi sujette a discussion. Lith (1997 peé dans sa these que la bonne
facon de combiner deux monades était leur coproduit, quitexsous des conditions relative-
ment courantes (Kelly, 1980). Cependant, dans le cas déteiproduit de deux monades
est un objet relativement incompréhensible. Dans des adisipirs, on peut en donner une
description plus simple. C’est notamment le cas pour le auyit de deux monadesgéales
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Introduction Travaux connexes

(Ghani and Uustalu, 2004). En particulier, la combinaiserladmonade de non-déterminisme
non bloquan{ou I'ensemble des choix possibles par le jougesst toujours non vide) et de celle
des probabilités tombe dans ce cas. Comme on peut se l'ieragamrmonade résultante consiste
en celle de toutes les suites de choix tant probabilistesgueéterministes (Ghani and Uustalu,
2004, exemple 4.3).

Varacca|(2002) a lui aussi proposé une monade intégranbtems de choix non détermi-
niste et de choix probabiliste. Ghani and Uustalu remaroges la monade coproduit ci-dessus
est tres proche de la notion d’arbres de synchronisatioVateeca utilise.

En sémantique des langages de programmation, il est smgeggsaire de remplacer 'usage
d’ensembles par ceux de cpo (voir la section 2.3 pour la diéfii Ceci introduit trois notions
de choix non déterministe : le non-déterminisdégnoniaquéa la Smyth), le non-déterminisme
angélique(a la Hoare), et le non-déterminisrobaotique(a la Plotkin-Egli-Milner). Intuitive-
ment, le non-déterminisme démoniaque est celui ou le joGeessaie de faire perdi®, pour
reprendre I'exemple de l'introduction. Il est donc claireguous nous intéresserons davantage a
cette forme de non-déterminisme. Cependant, nous vertomnsous pouvons ramener I'étude
des deux autres formes de non-déterminisme a celle du rtemdgisme démoniaque, notam-
ment grace a la notion de dualité convexe-concave, que nbwsluirons a la sectidn 6.2.

Le non-déterminisme angélique est celui@tau contraire, essaie de choisir un état suivant
qui fera gagneP s'il en existe un. Les valuations indexées de Varacca (2662) une combi-
naison de tirage probabiliste et de non-déterminisme angglcomme l'auteur le remarque.

Tix et al. (2005) étudient des modeles tres généraux reraanpte du mélange du tirage
probabiliste avec les trois formes de non-déterminismep@unrait naturellement se demander
pourquoi nous devrions nous fatiguer a en inventer encangtigds. J'espere que la simplicité et
une certaine clarté des modeles que je propose dans ce daquiaideront en leur faveur. Nous
verrons d’autre part que nos modeles sont en fait trés psodbeeux de Tix et al.. La relation
entre les deux formes de modéles demandera cependant bpaliefforts, et nous n’aurons les
moyens d’en parler qu’a la fin de la section 11.6.
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Chapitre 2
Préliminaires

Nous récapitulons dans ce chapitre toute une série de satiorésultats connus. Le style
est emprunté & Alvarez-Manilla (2000, chapitre 1). En paligr, les notions introduites ici sont
notées non en italigue comme il est 'usage, mais en grasfaaliter la recherche des concepts
importants.

2.1 Topologie

Un espace topologiquest un couplé X, O) formé d’'un ensemblé& et d'un ensemblé® de
parties deX, appelées lesuverts, tel que toute union et toute intersection finie d’ouvertaues
ouvert.O est alors appelé urtepologie On note en général tout court I'espace topologique,
la topologie restant implicite.

LorsqueQ est 'ensemblé X de toutes les parties d¢€, on parle de¢opologie discrete

Un fermé est par définition le complémentaire d’'un ouvert. Touteipattde X contient un

plus grand ouvert, sonintérieur . Symétriquement, il existe un plus petit feraiéA) contenant
A, sonadhérence Une partieA de X estpartout densedansX si et seulement sil(A) = X.

Un voisinaged’un pointz € X est une partiel de X dont I'intérieur A contientz.

Un espace topologique peut avoir des propriétés de sépanltis ou moins fortes. De la

moins forte a la plus forte :

— X estT, oude Kolmogoroff si et seulement si, pour tous # y dansX, il existe un
voisinage de: ne contenant pag ou un voisinage dg ne contenant pas.

— X estT; sietseulement si, pour tous# y dansX, il existe un voisinagel dez, et un
voisinageB dey, tels quer ¢ B ety ¢ A. La dénomination bourbakienne de tels espaces
est “espace accessible”.

— X estT,, oude Hausdorff, si et seulement si, pour tous# y dansX, il existe un
voisinageA dez, et un voisinage devy, tels queAN B = (). C’est le cas de la plupart des
espaces topologiques rencontrés en topologie généradaidourbaki, 1971, 1974). La
dénomination bourbakienne de tels espaces est “espagé’sépa

Il existe aussi d’autres notions plus fortes, dont nousnoiasi pas besoirni{ et au-dela). Tout
espacd; estTy, et tout espaceé; estT. La plupart des espaces usuels en topologie, coldme
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Topologie Préliminaires

R™ par exemple sorif;. L' espace de Siergiski S est 'ensemblg0, 1} muni de la topologie
dont les seuls ouverts sdhtS et {1}, mais pag0}. S estT, mais pad/; : tout ouvert contenant
0 contient aussl. S n’est donc en particulier pas non plus.

Un sous-ensembl&” de X estcompactsi et seulement s'il vérifie la propriété dieine-
Borel : de tout recouvrement ouve(l;),., de K on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Une famille(U;), ., de parties deX est unrecouvrementde K si et seulement sk’ C ., U..

Un tel recouvrement esuvert si et seulement si tous |&é5 sont ouverts. Usous-recouvrement
est une sous-famillel;),_,, J C I, qui est encore un recouvrement dle: K C (J,., U..
Bourbaki (1971) appelle les compadusasi-compactset réserve le terme de compact aux com-
pacts’s.

Une définition équivalente de la notion de compact est laastwiév: X' est compact si et
seulement si, pour toute famille dirigé&;), , d’ouverts (pour I'ordre d'inclusion) qui est un
recouvrement dé&, il existe: € I tel queK C U,.

Si X est un espace topologique, on peut définpri&ordre de spécialisation < par:z <y
si et seulement si tout ouvertqui contientr contient aussj. De fagon équivalente, sic cl{y},
ou I'on rappelle quel{y} est 'adhérence du point Nous noterons généralement simplement
< le préordre de spécialisation d’un espace topologique &onn

Une partieA de X estsaturéesi et seulement si elle est égale a l'intersection des asivert
qui la contiennent. C’est exactement la méme chose que darslEmnqued soit close par le haut
dans le préordre de spécialisation, c’est-a-dire.gque A etx < y impliquenty € A. De facon
symétrique, on dira qud estcosaturéesi et seulement si elle est égale a I'union des feriiés
contenus dand. Les ensembles cosaturés sont exactement les ensemisigsicle bas dans le
préordre de spécialisation.

Lesensembles £ = {z € X|Jy € E-y < z}, ouE estune partie finie d&, sont toujours
des compacts saturés de(les compactéinitaires), maisily en a en général d’autres. Siest
un compact, alor$ K est le plus petit compact saturé contenant

On notera en général les compagis K’, K, et les compacts saturés ', Q;, etc. Toute
union finie de compacts saturés est un compact saturé. Camteed général méme une inter-
section de deux compacts saturés n’est pas nécessaireongpacte. (C'est le cas i estTs,
cependant : en effet, I'intersection d’'un fermé avec un cachpst toujours compact, et dans un
espacely, tout compact est fermé.)

Un espace topologique dsicalement compactsi et seulement si tout voisinage ouvert
de tout pointz € X contient un voisinage compact de(De plus, on ne perd aucune généralité
en demandant que ce voisinage compact soit sature.) Auttafitesi et seulement si, pour tout

ouvertU contenantr € X, il existe un compact satur@ tel quex € Q € Q C U. Une
conséguence est que,(@iest un compact saturé inclus dans un ou¥eri existe un compact

saturé)’ tel queQ C Q' C Q' C U. (Pour toutz € @, choisir un compact satu@, tel que

T € Q, CQ, CU.Lafamille desy,, r € @, est alors un recouvrement ouvert@eL'union
des(@, obtenus a partir d’'un sous-recouvrement fincgleépond alors a la question.)

Tout espace compagt, est localement compact. Nous nous intéresserons en raagoaies
espaces noff,, cependant, pour lesquelles la compacité n’entraine pgémdral la compacité
locale.
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Préliminaires Préordres, ordres

Un fermé non vide' de X estirréductible si et seulement si on ne peut pas I'écrire comme
union de fermés non vides plus petits #5C F; U Fy, ou F; et F, sont fermés, alorg’ C F; ou
F C F,. Dans tout espace topologigie 'adhérence{z} de tout pointr € X estun tel fermé
irréductible. Si de plusX estTy, cl{x} = cl{y} impliquez = y, ce qui implique que tout fermé
irréeductible de la formel/{z} est 'adhérence d’un unique point)( Un espace topologiqu¥&
estsobresi et seulement gout fermé irréductible est I'adhérence d’un unique point ; @un@ent
dit, s’il estT; et les seuls fermés irréductibles sont ceux de la forie}. Il est facile de voir
gue tout espacé; est sobre, mais la réciprogue est fausse.

Une topologied estplus fine qu’une autre(’, si et seulement €)' C O, autrement dit s'il
y a plus d’ouverts dan8 que dang)’.

Si A est une partie quelconque dg, il existe une plus petite topologi@(A) contenant
A. C’est latopologie engendrégoar A. Elle consiste en toutes les unions d’intersections finies
d’éléments ded.

Une fonctionf d’'un espace topologiqu& vers un espace topologigdeestcontinue si et
seulement si 'image réciproque d’'un ouvert Yeest un ouvert deX. La fonction identité est
toujours continue, et la composition de deux fonctions icoies et encore continue. On notera
[X — Y] I'espace de toutes les fonctions continuesideersY’.

D’autre part, 'image d’'un compact par une fonction conéirest toujours compacte. Le
lemme d’Alexander énonce que, dans tout espace topologiguelont la topologie est en-
gendrée par une famille de parti&s un sous-ensembl& C X est compact si et seulement
si de tout recouvrement ouve(lV;),., de K, ou tous lesU; sont dansi3, on peut extraire un
sous-recouvrement fini. Autrement dit, on peut définir la panité en se restreignant a dés
recouvrements, c’est-a-dire des recouvrements formésdits deB seulement.

Un sous-espace” d’'un espace topologiqu& est un sous-ensemblé de X, muni de la
topologie induite, formée des ouverts NY, lorsquel parcourt les ouverts d&. Les fermés
deY sont alors exactement 1é5N Y, ou F' parcourt les fermés d¥.

Le produit de deux espaces topologiquestY estl'ensembleX xY = {(z,y)|x € X,y €
Y}, muni de la topologie formée des unions quelconques d'¢siderla forme/ x V', U ouvert
de X, V' ouvert deY'. En général, le produit d’une familleX;),., d’espaces topologiques est
I'ensemble des fonctions = (z;),., qui a chaqueé < I associer; € X;, muni de la topologie
la moins fine qui rend toutes les projectians = = (z;),.; — x; continues. C’est la topologie
engendrée par les produit$,_; U; d’'ouvertsU; de X;, tels que tous le&’; sauf un nombre fini
sont égaux &;. Cette topologie est leppologie produit.

Le théoréme de Tychonoffénonce que tout produit d’espaces compacts est compact.

2.2 Préordres, ordres

Un préordre sur un ensembl&’ est une relation binaire. qui estréflexive (z < x pour
toutz € X), ettransitive (siz < y ety < z, alorsz < z). C'est une relation dirdre si et
seulement s’il est ausantisymétrique (siz < y ety < z, alorsz = y). Un ensembleX muni
d’une relation d’ordre< est appelé uensemble ordonné
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Si X est un ensemble ordonné, 'ensemble des élémenisS gheini de I'ordre inverse> est
appelé lopposéde X, et est notexX 7.

On note A l'ensemble{y € X|3z € A -z < y} : c’est automatiquement une partie close
par le haut. Sic est un point deX, on note aussf x =1 {z}. Rappelons qu’'un ensemhleest
clos par le hautsi et seulement si, pour toute A, siz < y alorsy € A. De fagon équivalente,
si et seulement si =7 A.

De fagon symétrique, on définit letos par le baset| A = {y € X|3x € A-y < z},
Lz =] {z}.

Un majorant = d’'une partieF’ de X est un élément tel qug < x pour touty € F'. Sil'en-
semble des majorants deadmet un plus petit élément, celui-ci est appeléhorae supérieure
de F, et est not&up F. Une telle borne supérieure est unique dés guest antisymétrique, et
donc une relation d’ordre.

On définit de facon symétrique la notion ehenorant et deborne inférieure inf F'.

Un treillis complet est un ensemble ordoné dont toute partieA admet une borne supé-
rieuresup A et une borne inférieuraf A. Il est équivalent de demander I'existence des bornes
inférieures seules, puisqu'alossp A = inf{z € X |z majore A} ; ou de demander I'existence
des bornes supérieures seules, puisgfid = sup{x € X|z minore A}.

Une fonctionf d’un ensemble ordonn& vers un ensemble ordoniéestcroissante si et
seulement sty < x, implique f(z1) < f(x2).

Pour toute fonctiory’ d’'un ensemble ordonn& dans lui-méme, upoint fixe de f est un
élémentr € X tel quef(x) = x. On dit quer est unpré-point fixe si et seulement si < f(z),
et quer est unpost-point fixe si et seulement sfi(z) < z.

LorsqueX est un treillis complet ef est croissante d& dansX, la borne inférieure de tous
les post-points fixes dé est encore un post-point fixe gie c’'est le plus petit post-point fixe de
f. On peut alors montrer que c’est aussi un point fixef dgui est nécessairement le plus petit.
C’est lethéoréme de Tarski: toute fonction croissante d’un treillis compl&t dans lui-méme
a un plus petit point fixe, qui est aussi son plus petit postigixe. De facon symétrique, toute
fonction croissante d’un treillis complét dans lui-méme a un plus grand point fixe, qui est aussi
son plus grand pré-point fixe. Ces résultats forment le débtiiéoreme de Knaster-Tarski:
'ensemble des points fixes d’'une fonction croissahtun treillis completX dans lui-méme
est est un sous-treillis complet de

2.3 Cpos et topologies d’ordres

Tout préordre< sur X définit une topologie, léaopologie d’Alexandroff : les ouverts sont
les partiesO de X qui sont closes par le haut. Une fonction d’'un ensemble orédh vers
un ensemble ordonng est croissante si et seulement si elle est continue pouppedagies
d’Alexandroff respectives.

Réciproguement, on peut toujours voir un espace topolegigmnme un ensemble ordonné,
muni de son préordre de spécialisation. Le préordre deas&tion de la topologie d’Alexan-
droff de < est de nouveay.
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Unepartie dirigée D C X est par définition non vide, et telle que tout couple d’élétmen
de D a un majorant dan® : siz,y € D, il existez € D tel quex < z ety < z. Uncpo est
un ensemble ordonn& dont toute partie dirigé® admet une borne supérieungp D. Un cas
particulier important de cpo est formé par les treillis coetg

2.3.1 Latopologie de Scott, cpos continus

Latopologie de Scotsur un ensemble ordonné a pour ouverts les partiés C X qui sont
closes par le haut et telles que toute partie diri@@€ X qui a une borne supérieure dalis
intersectd/. De fagon sans doute plus claire, cette derniere proprétéexprime en disant que
F est un fermé si et seulement si son complémentaire est alds paut, et la borne supérieure
de toute famille dirigée d’éléments d€ si elle existe, est encore dahAs La topologie de Scott
d’'un ensemble ordonné est toujodg Mmais n’est jamaid’, sauf dans le cas trivial ou l'ordre
sous-jacent est I'égalité. La topologie de Scott est alaénet moins fine que celle d’Alexandroff.

On peut démontrer que, pour tous ensembles ordoAnésY’, la fonctionf : X — Y
est continue si et seulementfsiestScott-continue c’est-a-dire que pour toute famille dirigée
D C X dont la borne supérieuraip D existe, alorssup f(D) existe et est égale A(sup D).
Ceci implique en particulier qug est croissantex < z’ implique f(z) < f(z').

Comme pour la topologie d’Alexandroff, 'ordre de spédation d’'une topologie de Scott
est 'ordre<. L'adhérence:/{x} du pointx est identique & sa cldture par le as, qui est donc
en particulier fermée.

Dans un cpoX, la relation dapproximation < (lire : “estbien au-dessous d@ est définie
par :x < y Si et seulement si pour toute famille dirigéetelle quey < sup D, il existez € D
tel quez < z. On notefz 'ensemble {y € X |z < y}, etz 'ensemble{y € X|y < z}. Un
cpo estontinu si et seulement si, pour toute X, |z est dirigé et = sup {z.

En général, on peut définig sur tout ensemble ordonné parkk y si et seulement si pour
toute famille dirigéeD ayant une borne supérieure et telle qug sup D, il existez € D tel
quez < z. Unensemble ordonné continest alors un ensemble ordoniiédans lequel z est
dirigé etz = sup |}« pour toutz € X.

L'ensemblefx est toujours ouvert pour la topologie de ScottXSest un cpo continu, de
plus, tout ouvert/ est une union de tels ouverts/:= | J, ., fx. Ces propriétés se déduisent de
propriétés élémentaires :8i< y < z, alorsz < z; siz < y < z, alorsz < z; et la propriété
d’interpolation : siz < y alors il existez tel quer < z < .

La propriété d’interpolation est vraie en général danseéosemble ordonné continu. On peut
en trouver une démonstration dans le cas des cpo contimexgraple chez Abramsky and Jung
(1994, lemme 2.2.15), chez Heckmann (1990, propositior.8u bien chez Mislove (1998,
lemme 4.16). Dans le cas des ensembles ordonnés contirdémianstration est pratiguement
similaire, mais n’est pas facile a trouver dans la littératd.a voici donc. (Je remercie Mike
Mislove de me I'avoir communiquée.) Sajt € X quelconque, et considérons = {w €
X|3z € X -w < z < y}. A est non vide parce qulg est non vide, et pour tout € 1y, |z
est non vide. On remarque quieest dirigé : siv; < 2 < y etw, < 2z, < y, commely est
dirigé, il existez < y tel quez;, 2, < z; doncw; < z < y etw, < z < y; commelz est
dirigé, il existew < z tel quew;, wy, < w. On remarque aussi queest la borne supérieure de
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A. En effet,y en est clairement un majorant, et il ne reste qu’a montret@utenajorant/’ de A
est supérieur ou eégala Puisquey’ majore A, pour tousw, z tels quew < z < y onaw < /.
Fixonsz < y. Commez est la borne supérieure des< z, on a donc: < y'. Puisquey est la
borne supérieure des< y, on a dong < y'. Doncy = sup A. Mais alors, sir < y, il existe
un élémentv € A tel quexr < w, doncx < w < z < y pour un certaire.

Un exemple typique d’ensemble ordonné continuResbrdonné par I'ordre usuet, ou <
est juste la partie stricte’ de I'ordre. SuR* ouR" ('ensembleR* U {+o0}, aveczr < +oo
pour toutz € RT), la relation< est définie par < y si et seulementsi = 0 ouzx < y. R
est un cpo continu. Un des exemples les plus simples de cpoamtimu est donné a I'exercice
suivant.

> Exercice 2.1

e

Soit X le cpo formé des élémertisl, 2, . . ., ainsi qued*, 1*, 2%, ..., et
w,avec) < 1 <2< ...<weth <1* <2* < ... <w, tous les
autres éléments étant incomparables. Montrer qu'il ntexasicun élé-
ment bien en-dessous de En déduire qué& n’est pas un cpo continu. i

0

s

o

Une base B d’'un ensemble ordonn& est une partie d& telle que, pour toutr € X,
'ensemble deg; € B tels quey < x est dirigé et admei: comme borne supérieure. Un
ensemble ordonné esf continu si et seulement s’il a une base, et al§rdui-méme est une
base. Mais il existe des cas ol a une base plus petite. Par exem;ﬁé, a une base formée
uniquement de nombres rationnels. Siest un cpo continu de bade, tout ouvertU s’écrit
Usesro T2

Dans un ensemble ordonné continu équipé d’'une Basa peut raffiner la propriété d’inter-
polation : siz < y alors il existez dansB tel quer < z < y. Nous appellerons ceci la propriété
d’interpolation raffinée. En effet, par la propriété d’interpolation classiquexibte z; et z, tels
quer < z; < 2z < y. Commez; est borne supérieure d’une famille dirigée d’élément8de
etz < 2o, il existe un élément de B tel quez; < z < 2,. Mais alorse < z < v.

Un élémentz d’un ensemble ordonn& est ditfini si et seulement si < x. Un cpo est
algébrique si et seulement s’il admet une base formé uniquement d’éénimis. Autrement
dit, si et seulement si 'ensemble des éléments finis infésieu égaux a est dirige, et de borne
supérieure égale pour toutr € X. Tout cpo algébrique est continu, mais la réciproque n’est
pas vraie {0, 1] muni de la topologie de Scott est continu, mais son uniquaeié fini vauto.

Un domaineest un cpo continu dans lequel tout couple d’élémenisqui a un majorant a
une borne supérieuraip(z, y). De fagcon équivalente, dans lequel toute partie finie noa ¥id
qui a un majorant a une borne supérieturg F'; ou encore, dans lequel toute partie non vide qui
a un majorant a une borne supérieure ; ou encore, dans legteldartie non vide a une borne
inférieure. Toutes ces conditions sont équivalentestérét de la notion de domaine est que les
domaines forment une catégorie cartésienne close, comieeverra au chapitrie 12.

Tout cpo continu est ug-espace(Erne, 1991), c’est-a-dire un espaketel que, pour tout
ouvertU, pour tout pointy € U, il existe un pointz € U tel quey soit dans l'intérieur de
T z. Autrement dit, tout point a une base de voisinages formésgmbles de la formg z. Par

18 Version 1.8 préliminaire du 28 juin 2007



Préliminaires Cpos et topologies d’ordres

Erné (1991, proposition 2.2.CX est un C-espace si et seulement si I'intérieur de toute union
d’ensemblesi; clos par le haut; € I, égale I'union des intérieurd;.

2.3.2 [Espaces sobres, cohérents, stablement compacts

Le théeoréme de Hofmann-Mislove (Abramsky and Jung, 19%hréme 7.2.9) énonce que
dans tout espace sohkg il existe une correspondance bijective entre filtres Smoverts d’ou-
verts deX et compacts saturés dé. Unfiltre d’ouverts est une famill&l d’ouverts qui est non
vide, close par le haut (8 € U etU C V, alorsV € U), et stable par intersection binaire (si
U,V e U,alorsUNV € W). Unfiltre U estScott-ouvert, c’est-a-dire ouvert pour la topologie de
Scott sur 'ensemble des ouverts emuni de l'inclusion, si et seulement si pour toute famille
dirigée d’ouvertgl;),, telle quel J,., U; € U, alors il existe; € I tel quelU; € U.

Au vu de la définition, il est clair que, pour tout compact saty, 'ensemble des ouverts
U qui contient@ est un filtre Scott-ouvert d’ouverts. Réciproquement, danespace sobre, si
U est un filtre Scott-ouvert d'ouverts, alqry, ., U est un compact saturé. S@it.X), I'espace
de Smyth I'ensemble des compacts saturés non videX'derdonné par inclusion inverse.
Une conséquence directe du théoréme de Hofmann-MislowgiessiX est sobre, alor8(.X)
est un cpo isomorphe a celui des filtres Scott-ouverts neiadsk d’ouverts deX, ordonnés par
inclusionC. (Un filtre estnon trivial si et seulement s’il est différent du filtre formé de tous les
ouverts deX, autrement dit s’il ne contient pas I'ouvert vide.)

De plus, toujours sk est sobre, on a une propriété duale de celle de Heine-Baorsérss ou
le r6le des compacts et des ouverts est échanigéstbien filtrant, au sens ol estTy, et si
(Qi);c; est une famille filtrante de compacts saturés contenue aemguertU/, alors il existe un
1 € I tel queQ; C U (Abramsky and Jung, 1994, corollaire 7.2.11). Une famifiefiirante ,
ici pour 'inclusion, si et seulement si elle est dirigée pbordre inverse, ici 'ordreD de Q(X).

Si X est un espace sobre, alors muni de son ordre de spécialis&tiest un cpo. Appelons
ouvert de Scott ou encoreéscott-ouvert, tout ouvert deX vu comme cpo, muni de la topologie
de Scott. Alors tout ouvert d& est ouvert de Scott, autrement dit la topologie de Scotksast
plus fine que la topologie de I'espace sobfe(Un espace topologique qui est un cpo muni de
son ordre de spécialisation, et dont la topologie de Scbfiles fine que la topologie de départ,
est parfois appelé uespace a convergence monotone

Réciproguement, il existe des cpos qui, munis de la topeldgi Scott, ne sont pas sobres.
Cependant, tout cpo continu est sobre. De plus, tout cpantoest aussi, trivialement, loca-
lement compact : pour tout ouvert, pour toutx € U, il existey < x tel quey € U, donc
z €ty C1y CU,ou7 yestun compact finitaire, & est I'intérieur def .

Il sera parfois intéressant de considérer d’autres tojedogue la topologie de Scott sur un
ensemble ordonn& . Notamment, la topologie engendrée par les ensembles z, » € X,
est appelée ltopologie haute et I'on noteraX, I'espace topologique résultant. ltapologie
basseest, elle, engendrée par les ensembBlas] x, x € X ; on noteraX, I'espace topologique
correspondant. (Il serait tentant de noter, par exemylelespaceX muni de sa topologie de
Scott, pour le distinguer de I'ensemble ordontiéNous préférons le noter jusf€, cependant,
la topologie de Scott étant la topologie par défaut sur uerab$e ordonné dans cet ouvrage.)
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Si X est un ensemble ordonné muni de l'ordterappelons que x est un fermé de Scott
pour toutr € X. Ceci implique que la topologie de Scott est toujours plus fjae la topologie
haute. Rappelons aussi que la topologie d’Alexandroff lestfine que celle de Scott. Toutes ces
topologies ont le méme préordre de spécialisatiofn fait, la topologie haute est la moins fine
dont< est I'ordre de spécialisation, et la topologie d’Alexarftlest la plus fine, la topologie de
Scott étant au milieu.

Par ces considérations, Xiest un espace sobre, d’ordre de spécialisatipla topologie de
X est a la fois plus fine que celle d&, et moins fine que celle de Scott skit Un espace dont
la topologie est plus fine que la topologie haute et moins firgelg topologie de Scott est appelé
correctement ordonné(“order-consistent”).

Nous dirons gu’un espace topologique estcohérent si et seulement l'intersection de
deux compacts d& est toujours compacte. (Il est équivalent de demander dguerkection
de deux compacts saturés soit un compact saturé.) L'afipalespace cohérenest en général
réservée aux espacsesbresels que toute intersection de deux compacts est compamtepar
exemple Alvarez-Manilla 2000, définition 1.11 lou Tix 1998fidition 3.1, qui définit un espace
cohérent comme additionnellement sobre et localement acthNotre définition est en accord
avec_ Jung (2004, proposition 2.6). Il se trouve que les espsabres, localement compacts, et
cohérents sont exactement les espaces sobres, localevngrdats, et verifiant la condition de
cohérence relative pourtous ouvertd, Vi, 1V, de X, siU € V; etU € VyalorsU € ViNV,, ol
€ est la relation “bien au-dessous” de 'ensemble des oustettsordonné par I'inclusiorc. De
tels espaces sont appekiablement localement compacts Un espace stablement localement
compact qui est de plus compact, autrement dit dans lequie iotersection finie de compacts
est compacte, est ditablement compact

Lorsque X est un espace localement compaktest sobre si et seulement Xi est bien
filtrant (Gierz et al. 2003, théoréme 11.1-21, cité par JufQ42 juste apres la définition 2.7). Un
espace stablement localement compact est donc, de facoraléqgte, un espace bien filtrant,
localement compact, et cohérent.

Tout espace localement compacf/gtetant sobre, est aussi stablement localement compact.
Rappelons que tout cpo continu est sobre et localement aimpexiste des cpos continus qui
ne sont pas cohérents, cependant (Tix et al., 2005, exenidy 1

Tout produit topologique d’espaces stablement compatssaddement compact (Jung, 2004,
Proposition 2.15). Ceci se démontre aisément via la coorefgnce entre espaces stablement
compacts et espaces de Nachbin.ddpace de Nachbirest un espace compakt, muni d’'une
relation d’ordre< dont le graphe est fermé dans le produit topologiguex X’. Tout espace de
Nachbin est compact &. En général, les espaces de Nachbin possedent un certabrendm
propriétés remarquables, on consultera par exemple J00g (Section 2) pour plus de détails.
Si X’ muni de=< est un espace de Nachbin, la collection des ouverts’dgui sont clos par le
haut pour< forme une topologie stablement compactdpgmlogie supérieure Soit X I'espace
X’ muni de la topologie supérieure d€. De fagcon peut-étre surprenante, on peut retrouver la
topologie deX’ et 'ordre < a partir de la seule topologie supérieure, c’est-a-dir& dB’abord,
< est I'ordre de spécialisation d€. Ensuite, la topologie d&”’ est la topologigatch de X . La
topologie patchd’'un espaceX est par définition la plus petite topologie contenant a la fes
ouverts et les complémentaires de compacts satur&s 8eX est stablement compact, aloxs,
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'espaceX muni de la topologie patch d¥, est un espace de Nachbin. (Nous démontrerons le
nécessaire pour établir ce résultat, et un petit peu plaspeoposition 3.5/8.) Il y a donc corres-
pondance bijective entre espaces de Nachbin et espacksmstabcompacts. De plus,(sX;),

est une famille d’espaces stablement compacts;; etst I'ordre de spécialisation d€;, alors

en posantX; I'espaceX; muni de sa topologie patctX’ = [[.., X/ muni de I'ordre compo-
sante par composanteest un espace de Nachbin. De pKismuni de I'ordre< est exactement
I'espace de Nachbin associé au produit.; X;. Autrement dit, la topologie patch d’un pro-
duit d’espaces stablement compacts coincide avec le proelsitopologies patch, et I'ordre de
spécialisation du produit est I'ordre composante par caapte (Jung, 2004, Proposition 2.15).

Cette correspondance permet aussi de montrer facilemertbgtisous-espace patch-fermé
d’'un espace stablement compactest stablement compact (Jung, 2004, Proposition 2.16). (Un
patch-fermé est par définition un fermé de la topologie patch, de mémemetich-ouvert est
un ouvert de la topologie patch.) Ceci est la généralisationtopologies nori-, du résultat bien
connu que tout sous-espace fermé d’un espace coriipast compacts.

Toute union finie de parties compactes saturés d’'un esfaest toujours compacte saturee.
LorsqueX est stablement compact, de plus, toute intersection, méfiméei, de compacts sa-
turés, est compacte. En effet, I'intersection vide dti-méme, qui est compact saturé. Toute
intersection finie non vide est compacte saturée, parceXgest cohérent. Donc toute inter-
section finie de compacts saturés est compacte. Comme taetsection de compacts saturés
peut s’écrire comme une intersection filtrante d’'intelises finies, et commeX est bien fil-
trant, toute intersection de compacts saturés est bienactmgaturée. Il s’ensuit que, lorsque
X est stablement compact, 'ensemble des complémentaisesotepacts saturés dé forme
une topologie, ldopologie cocompactelLorsqueX est un espace topologique quelconque, on
appelle topologie cocompacte la topologie engendrée pammplémentaires des compacts sa-
turés deX, et elle prend donc une forme Iégerement moins simple dasaslgénéral : appelons
protocompact toute intersection quelconque de compacts saturés,ddors les ouverts de la
topologie cocompacte, leocompactsde X, sont les complémentaires des protocompacts de
X. (Les protocompacts sont juste les compacts saturés Brsa@st bien filtrant et cohérent.)

On noteX“ 'espace topologique dont 'ensemble des points est jiistauni de la topologie
cocompacteX? est appelé lelual de de Grootde X .

LorsqueX est stablement compact,? est encore stablement compact. De pki§! = X,
les compacts saturés désont les fermés d& ¢, les fermés deX sont les compacts saturés de
X1, etle préordre de spécialisation 8¢ est 'opposé de celui d& . Tout ceci estimmédiat via
la correspondance avec les espaces de Nachbin (Jung, 2004gice 2.13) : siX’ est I'espace
de Nachbin obtenu en équipakitde sa topologie patchy® est juste I'espace de Nachhi¢’
muni de I'opposé> de I'ordre de spécialisation d€.

2.3.3 Espaces localement finitaires

En remplacant la notion de compact par celle de compactifmitians la définition d’'un
espace localement compact, on définit un esfmaement finitaire (Heckmann, 1996) comme
étant un espace ou tout voisinage ouvéde tout pointz contient un voisinage de qui est un
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o

compact finitaire, autrement dit il existe un ensemble firtel quex C ﬁ CT E CU. Tout
cpo est localement finitaire, car pour tout ouv@rtpour toutz € U, il existey < z tel que
y e U, doncz € Ty €Ty C U, ou7 y est un compact finitaire, 8y est I'intérieur def .

Un espace eginitairement sobre (Goubault-Larrecq, 2005, définition 3.10) si et seulement
si, pour tout ouvert/ et tout famille filtrante(T £;),., de compacts finitaires non vides telle
que(,e; T E; € U, alors il existei € I tel quel £; C U. Le lemme de Rudin (Jung,
1998, théoreme 4.11) enonce que, dans un ensemble ordenoéte famille filtranté £;), .,
de compacts finitaires non vides on peut extraire un ensedide 2 C | J,_, E; qui intersecte
chaquels;, i € I. 1l s’ensuit que tout cpo est finitairement sobre (Heckmasg(), lemme 3.9.4).
(Le lemme de Rudin est un équivalent de I'axiome du choix; osection 2.5.)

Nous dirons qu’un espace topologigieestfinitairement cohérent si et seulement si I'in-
tersection de deux compacts finitaires est un compact fimitGiette propriété est appelée pro-
priété M par Jung (1998, définition, p.38). Elle exprime qoeyr tousz,y € X, 'ensemble
des majorants communsraet ay est égal a I'union d’'un nombre fini d’ensembles de la forme
Tz, z € X.Un espaceX eststablement localement finitairesi et seulement s'il est finitai-
rement sobre, localement finitaire, et finitairement cohigrga notion “stablement localement
finitaire” est appelée “finitairement cohérent” par Goubdgrrecq 2005, définition 3.10. Nous
la renommons ici par souci de cohérence avec les notionléstent localement compact” et
“cohérent”.) Un cpo est stablement localement finitairet Sieellement s’il est finitairement co-
hérent.

2.3.4 Produits d’ensembles ordonnés, produits d’espacesiologiques

Le produit de deux ensembles ordonn€stY estl'ensembleX x Y = {(z,y)|z € X,y €
Y}, muni de l'ordre défini pafz,y) < (2/,y') si et seulement si < 2’ ety < #/. Ici I'on
doit mentionner une subtilité. En tant qu’ensemble ordohéeut étre vu comme un espace
topologique, muni de la topologie de Scott. De méme g@ouet pour le produit d’ensembles
ordonnésX x Y. Cependant, en général, le produit d’ensembles ordoAngsY’, vu comme
un espace topologique, est distinct du produit d’espageddgiquesX x Y : la topologie de
Scott surX x Y contient en général plus d’ouverts que la topologie pro@épendant, les deux
coincident lorsqu&l’ etY sont des ensembles ordonnés continus. De plusy” est alors encore
un ensemble ordonné continu, et l'ot:ay) < (2/,y’) si et seulement st < 2’ ety < ¢/ (la
démonstration de Jones 1990, lemme 2.1, par exemple, $éadajgas des cpos continus a celui
des ensembles ordonnés continues).

2.3.5 Un panorama du monde des espaces topologiques

On présente en figure 2.1 un résumé de I'essentiel des iaohide classes d’espaces. (Deux
classes n'ont pas encore été définies : les espaces localetaivement compacts seront dé-
finis en définitiori 3.4J8, les espaces stablement localenedativement compacts le seront en
définition[3.6.18.) Une fleche pleine devers B énonce que tout espace de la clagsest aussi
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FIG. 2.1 — Quelques inclusions utiles de classes d’espacebmtpgoes
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de la class&3. Une fleche pointillée d’'une classe d’espaces topologidies's une classe d’en-
sembles ordonnéB énonce que tout espace topologiqueAddest un ensemble ordonné &g
muni de son préordre de spécialisation. Une fleche poiatilns le sens inverse énonce que tout
ensemble ordonné dé est un espace de la clasdemuni de sa topologie de Scott. Les fleches
sont orientées de telle sorte que les classes d’espacesiseggmérales se trouvent en bas, les
plus spécifiques en haut. Les espaces topologiques usnetsteés en mathématiques, R,
etc.) seraient en général au-dessus de la case “e$pémealement compact”, voire “espaté
compact” pour certaing(, 1], le cube de Hilberf0, 1]" par exemple). Les classes en gras sont
celles qui revétiront le plus d’importance dans le resteeddacument.

2.4 Limites

Pour toute suit¢z,), .y d’éléments d’'un espace topologigi¥g on dit quexr est undimite
de la suite, ou quér, ), .y tend versz, ou bienconverge verse, si et seulement si, pour tout
ouvertU contenantz, il existeny € N tel quex,, € U pour toutn > nq. Autrement dit, siz,, est
dansU pour toutn suffisamment grand. La limite est uniqueXSiestT5,, mais pas en général.

On peut généraliser la notion de convergence, au sens deeMb@mith, en remplacant
'ensemble d’indicesN par des familles plus généralds munies d’'un préordre, et qui sont
dirigées dans le préordre. Un philtre (xj)jej (neten anglais) est une famille d’éléments_ e
indexée par les eléments deOn dit quex; est dans 'ensembl€ pour; suffisamment grand
si et seulement s’il exist® € J tel quex; € U pour toutj € J tel quej, C ;5. On dit finalement
gue le philtre admet pour limite, ou tend vers, ou converge vers, sSi et seulement si pour tout
ouvertU contenant, z; € U pour; suffisamment grand.

On dit de méme que; vérifie la propriéteP pourj suffisamment grand si et seulement s'il
existej, € J tel quex; verifie P pour toutj € J tel quej, T j. On note que, pour tout € N,
si z; verifie la propriétéP; pour j suffisamment grand, et audsj pour j suffisamment grand,
... etaussi’, pourj suffisamment grand, alors vérifie la conjonction des propriétéds, .. .,
Py, pourj suffisamment grand.

LorsqueX est muni d'un préordrec, par exemple le préordre de spécialisationXleun
philtre monotoneest un philtre(xj)je, tel que la fonction qui § € J associer; est croissante :
sij C kalorsz; < . La famille (z;),., est alors une famille dirigée, en utilisant le fait
que.J est dirigée dans l'ordre. Réciproquement, toute famille dirigée;),_, définit un philtre
monotone, a condition d’équipérde I'ordre C défini pari C i’ si et seulement si; < x;.
On peut donc voir, en particulier, toute famille dirigée aoeun philtre monotone, et parler des
limites de cette famille dirigée.

LorsqueX est muni de la topologie de Scott d’'une relation d’orerealors la borne su-
périeurex d'une famille dirigée(z;),;, Si elle existe, est non seulement le plus petit de ses
majorants, mais aussi la plus grande de ses limites. Letelindie(z;),., sont exactement tous
les éléments inférieurs ou égaux.a

Un sous-ensemblé d’'un espace topologiqu& est fermé dans( si et seulement si pour
toute limitez de tout philtre(z;);_ , formé d’éléments dé', = est encore dans. Autrement dit,

F est clos par 'opération consistant a prendre les limiteghdéres dang”.
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Pour tous espaces topologiqugset Y, pour toute fonctiory : X — Y, f est continue si et
seulement sf préserve les limites, c’est-a-dire si et seulement si, pmutrphiltre (z;)_ , dans
X qui converge vers, alors(f(z;)),., converge verg (z) dansy".

En revenant aux nombres réels, notons que, pour tout philtre, de réels, od est préor-
donné pat_,

limsupr; = inf sup 7,
el el Jjelilj
liminfr; = sup inf 7y
i€l iel JELIC]

si ces quantités sont définies, sont respectivement agpkldienite supérieure et la limite
inférieure du philtre.

2.5 Ordres bien fondés, beaux preordres, ordinaux

Une relation< sur un ensembld’ estirréflexive si et seulement si < = pour aucure € X.

Un ordre strict est une relation transitive et irréflexive. Un préordreléfinit automatiquement
un ordre strictc, défini parx < y si et seulement st < y ety £ .

Un ordre strict< sur X estbien fondé si et seulement s'il n'admet aucun chaine infinie
décroissante; > z, > ... > 3, > .... De fagon équivalente; est bien fondé si et seulement
si toute partie non videl de X a un élément minimal pouX, c’est-a-dire un élément € A tel
queb < a impliqueb ¢ A.

Une propriété” des éléments d¥ est diteinductive par rapport & si et seulement 9 ()
est vraie des qué(y) est vraie pour touy < z. Un ordre strict< sur X est bien fondé si et
seulement si le principe décurrence le long de< est valide : toute propriété inductive par
rapport a< est vraie de tout € X.

Un beau préordre < sur X est un préordre tel que, de toute suite infinjexs, ..., xy, ...
d’éléments deX on peut extraire une sous-suite croissante infigie< z;, < ... < x;, <
(i <dp < ... < d; < ... Il est equivalent de demander que I'on puisse extrairecdeu
élémentsr;, < x;, aveci; < iy. ll est encore équivalent de demander que toute familleienfin
contient deux éléments comparables, ou que toute familéments incomparables est finie.
(Deux éléements ety sontincomparablessi et seulement si £ y ety £ x.) Il est encore
equivalent de demander que tout ensemble clos par leshdatX ait un nombre fini d’éléments
minimauxzy, ..., z, etqueA =7 {z1,...,z,}.

En particulier, tout beau préordre définit un ordre stricke qui est bien fondé. Cependant,
il existe des préordres dont I'ordre strict associ& est bien fondé, mais qui ne sont pas beaux.

Il sera utile de lire la derniére définition ci-dessus d’'uatbpréordre sous la forme suivante :
< est un beau préordre si et seulement si toutes les partisssgi@r le haut sont des compacts
finitaires, autrement dit si les notions d’ouvert d’Alexaoiflet de compact finitaire coincident.

L'ordre composante par composante Blirest défini par (i1, ...,ix) < (j1,...,Jx) Si et
seulement si; < j; et ... i, < j.. Le lemme de Dicksonénonce que cet ordre est un beau
préordre pour tout € N.
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De nombreux résultats de ce document reposent axiolne du choix Celui-ci exprime
que, pour toute propriétB(z,y) de deux éléments € X, y € Y, si pour toutz € X il existe
uny € Y tel queP(z,y) soit vraie, alors il existe une fonctigh: X — Y telle queP(z, f(z))
soit vraie pour tout: € X. Les principes élémentaires de la logique font quefiae, s'il existe
y € Y tel queP(z,y), alors on peut en choisir un. Enétapes de raisonnement, on peut choisir
uny; tel queP(xy,v1), ..., uny, tel queP(z,,y,), et donc fabriquer une fonction de domaine
fini z; — y1,..., 2, — y,. Laxiome du choix est nécessaire lorsgkieest infini, pour montrer
gue I'on peut faire une infinité de choix — ;, en une seule étape de raisonnement.

L'axiome du choix a de tres nombreuses formulations égemntak. Une de celles-ci est le
lemme de Zorn Un ensemble ordonn& estinductif si et seulement si toute partie totalement
ordonnée deX est majorée. Le lemme de Zorn exprime que tout ensemble nédoductif a un
elément maximal. Un élémentaximal est un élément de X tel que six < y alorsz = y. Un
élément maximal n’est pas nécessairement unique, au gerdran plus grand élément, qui est
un élément: tel quey < x pour touty € X.

Une autre est I@rincipe de maximalité de Hausdorff. Celui-ci énonce que toute partie
totalement ordonnéa de X est incluse dans une partie totalement ordonnée maximaleur p
I'ordre d’inclusion. Ceci se démontre en appliquant le legrale Zorn a 'ensembl¥ de toutes
les parties totalement ordonnéesdeontenant. Y est inductif, car pourtout € Y, {J ;. A’
est encore totalement ordonné et contiént

Une autre conséquence du lemme de Zorn est le fait que, paiuensemble ordonné bien
fondé X, d’'ordre <, il existe un ordre totak’ sur X étendantS, c’est-a-dire tel que: < y im-
pliguex <’ y, et tel que<’ soit encore bien fondé. Pour démontrer ceci, on considéns¢mble
Z des couplegA, <,), ou A est une partie close par le bas Heet <, est un ordre total bien
fondé surA étendant<. On ordonneZ par (A, <,) C (B,<p) si et seulement s C B et
pour tousz,y € A, x <4 y Si et seulement si <p y. Pour toute partie totalement ordonnée
{(A;,<4,)li € I} de Z, posonsA = |J,.; Ai, ¢ <4 y Si et seulement si <,, y, ol est
n'importe quel indice tel que,y € A;. A est close par le bas; 4 est un ordre total sud. Il
est de plus bien fondé, car s’il admettait une chaine infidalssante:; >4 x5 >4 ..., alors
cette chaine serait aussi une chaine infinie décroissante-podansA;, oui est n'importe quel
indice tel quer; € A;, puisqueA; est clos par le bas. Dong est inductif, et a en conséquence
un élément maximalA, <,). Si A était différent deX, il existerait un élément € X \ A,
et (A U {z}, <augy) serait un élément plus grand (pad) que (A4, <4), otz <.y v Siet
seulement sk, y € Aetx <, y, ouy = z. (Ceci est un ordre bien fondé cdr, I'est, et parce
que A est clos par le bas.) Ceci contredirait la maximalit§ de<,). DoncA = X, et <, est
I'ordre bien fondé total cherché.

La collection de tous les ensembles est bien fondée, au seitsi@xiste aucune chaine
infinie décroissante pour l'ordre strict d'appartenanges z, > ... > 2, > ... C'est une
conséquence de I'un des axiomes de la théorie des enseayyete axiome de fondation. Ceci
permet de définir des ensembles totalement ordonnés etdnd@s canoniques appelés tes
dinaux. Un ordinala est un ensemble tel quec y € a impliquez € «, et ayant la propriété
detrichotomie : pour tousz,y € a, x € y oux = y ouy € z. La relation d’inclusionC définir
alors un ordre suw, tel quex C y si et seulement si € y oux = y. L'ordre strict associé
a C est donce. De plus,C est bien fondé sut par 'axiome de fondation, et est total par la
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propriété de trichotomie. On peut démontrer que tout enkeiibmuni d’'un ordre total et bien
fondé< est isomorphe a un unique ordinglau sens ou il existe une bijectign: « — X telle
quex C y siet seulement sfi(z) < f(y). On notera a I'avenik plutét quec et < plutot queC
dans les ordinaux.

On peut former des ordinaux a l'aide de trois constructiamdémentales. D’abord, I'en-
semble vide est un ordinal, que I'on notera usuellemeBinsuite, pour tout ordinat, o U {a}
est encore un ordinal, que I'on appelera l'ordisatcesseudea, et que I'on notera:+ 1. Enfin,
pour tout famille d’ordinauxXc;),.,, U,c; «: est un ordinal, appelé lanite de la famille, et on
le noteralim,¢; ;. On identifie les entiers aux ordinalx1 = 0+1,2 =1+1,3 =2+ 1,
etc. L'ordinallim,cy n est notéw, et est le plus petit ordinal infini. Notons quen’est le suc-
cesseur d’aucun ordinal. Un ordinal différent@est qui n’est le successeur d’aucun ordinal est
appeléordinal limite . Laxiome de fondation a comme conséquence le principedarrence
ordinale : pour toute propriété des ordinaux telle qu® est vraie e, si P(«) est vraie alors
P(a+ 1) aussi, et pour tout ordinal limit&, si P(«) est vraie pour toutt < /5 alorsP(/3) aussi,
alors P est vraie de tous les ordinaux. Le principe de récurrencealpermet notamment de
montrer que si deux ordinaux sont isomorphes, alors ils sofdit égaux.

On dispose aussi du principe définition par récurrence ordinale, permettant de définir
une quantité (a) pour tout ordinaky en spécifiant la valeur d&0), celle def (a+1) en fonction
de celle def(«) pour touta, et celle def(3) en fonction desf(«), o < (3, pour tout ordinal
limite 3.

Notamment, soitX un treillis complet etf une fonction croissante d& dansX. Posons
ro = 1, le plus petit élement d&, 7,1 = f(z,), €tz = sup,.; z, pour tout ordinal limite
B. La famille des(z,),, ordinal €St UNE partie d&, et sa borne supérieusep,, =, est en fait le
plus petit point fixe def. Rappelons qué¢ a nécessairement un plus petit point fixe et un plus
grand point fixe, par le théoreme de Tarski. On peut méme mogtril existe un ordinak tel
quezs = x, pour toutsd, a < [, et alorsf(z,) = z441 = z, €St un point fixe def. C'est
nécessairement le plus petit car on peut montrer par rémem@dinale que gi est un point fixe
quelconque d¢, alorszz < y pour touts.

De méme, on peut obtenir le plus grand point fixe @ construisant par récurrence ordinale
yo = T, le plus grand élément d€, y,1 = f(va), €tys = inf,. 5y, pour tout ordinal limite3.

2.6 Correspondances de Galois

SoientX etY deux ensembles ordonnées, et notgrisurs ordres. Uneorrespondance de
Galois o 4 v est un couple de deux fonctions croissantesX — Y ety : Y — X telles que,
pour toutr € X ettouty € Y, a(z) < y si et seulement < ~(y).

On a alorsa(v(y)) < y pour touty € Y, etz < y(a(z)) pour toutz € X. Il sS’ensuit que
a(z) est le plus petit élémenttel quexr < (y), et quey(y) est le plus grand élémenttel que
alz) <y.

Ceciimplique aussique ocyoa = aetqueyoa oy =+.

Si de plusy o « est l'identité surX, alorsy est surjective et est injective. Réciproquement,
Si v est surjective, alors(«(z)) = « pour toutz : en effet, commey est surjective, il existe un
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y € Y tel quey(y) = x; alorsy(a(x)) = y(a(y(y))) = v(y) = . De méme, siv est injective,
alorsv(a(z)) = z pour toutx : en effet, c’est une conséquencede («(z))) = a(x) et de
l'injectivité de a.

Sil'une de ces conditions équivalentes est vérifiee « est I'identité surX, v est surjective,

« est injective ; alors on dit que - v est unesurrection de Galoisde X dansY. Linjection
a: X — Y est alors automatiguement ptongement d’ordre, c’est-a-dire quex(z) < a(z’)

si et seulement st < /. De plus,X etY sont des cpos, aloks est de plus automatiquement
un plongement d’espaces topologiques.plangement d’espaces topologiquede X dansY
est par définition une fonction continue injectivée X dansY dont I'inverse est aussi continue
de 'image (i) de: dansX, ou (i) est équipé de la topologie induite par celleYdeMais
attention : un plongement d’ordre n’est pas en général ungelment d’espaces topologiques.
Par exemple, si 'on pose

On peut définir de facon similaire l@ssertions de Galois caractérisées de facon équivalente
en ce quex o y est l'identité sury’, v est injective, oux est surjective.

Lorsquen : X — Y ety : Y — X sont croissantes, et que> v ety o a sont toutes les deux
égales a I'identitéy et~ forment unisomorphisme d’ordre. On a alors trivialement - ~, et
ceci forme a la fois une surrection de Galois et une insed®falois. SiX etY sont des cpos,
un isomorphisme d’ordre entrg etY est automatiguement lroméomorphisme c’est-a-dire
un isomorphisme d’espaces topologiques : deux fonctionsrages inverses I'une de l'autre.

Un résultat important est lemme de Cousot soit f une fonction croissante d€ dansX,
Lfp(f) le plus petit point fixe def, et le plus petit point fixéfp(a o f o v) dea o f oy dans
Y, alorsa(lfp(f)) < lfp(ao for~). Eneffetifp(ao f o) estle plus petit post-point fixe
deao f o, c’est-a-dire le plus petif € Y tel que(a o f ov)(y) < y, ou de fagon équivalente,
f(v(y)) < ~(y). Donc~(y) est un post-point fixe d¢, qui est donc supérieur ou égal au plus
petit post-point fixé fp(f). Maisifp(f) < ~(y) est équivalent &(lfp(f)) < y.

De fagon symétrique;fp(yogoa) < v(gfp(g)) pour toute fonction croissantedeY dans
Y, ougfp(g) désigne le plus grand point fixe ge

2.7 Combinatoire

Soit X un ensemble ordonné fini. Sgitune fonction deX dansR. On peut alors construire
une fonctiong : X — R, définie parg(z) =>_ ., f(2').

Réciproguement, étant donnée une fonctjonX — R, on peut se demander s'il existe une
fonction f : X — R vérifiantg(xz) =),  f(z'). La réponse est positive, et est donnée par la
formule d’inversion de Mobius : -

f@) = > px(,a)g(w)

<z’

ouuy(x,z"), lafonction de Mdbius, dépend de la structure de l'intervalle 2’| = {z € X|z <
z < 2’} (Stanley, 1986).

On peut s’en convaincre comme suit.¢bt) = >, f(2'), alors nécessairemelffitz) =
g(z) = 3., f(2'), ce qui définit une fonctiorf de fagon unique suk, par récurrence sur.
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(Ce principe de récurrence est valide gaest fini, donc< est bien fondé.) En développant cette
formule, on en déduit que nécessairement

f(x) = glx) =) flan)

r1<x

= gl@) =) glm)+ > flxa)

z1 <z To<T1<T

= g(2) = Y g+ > gla)— > flaw)
r1<T ro<r1<T r3<ro<r2<r1<T

= Y (=Dg(x)

keN
Tp<..<r2<w1<T

On en déduit la formule d’inversion de Mdobius, avec

px(ea) = 3 ()= 3 (F

keN nex /!
r=r,<..<ro<w<To=2'

oux  x' désigne 'ensemble dehaines finies croissantedex versa’, c’est-a-dire des suites
T = Tg,..., T, T1, 2o telles quer =z, < ... < 29 < 11 < 9 = 2’. ONn note|r| lalongueur
k dex. On vérifie alors qu’effectivement

D f) = Y Y px(a”,a)g(a")

o' <z o' <z z'" <z’

DD D INCHILICD

o' <z "<z’ mex Sa!

= Z( > (—1)”'>g(fﬂ”)=g(w)

"<z \ o' /2" <z'<z
wex” S’

La raison en est que, d'une part, lorsque= z", > /<<y (—1)"7‘ vaut 1 puisque la seule
. . R meal .
valeur possible de’ estx et 'unique chaine croissanteconsiste juste em. D’autre part, si

2" < z, on peut découper la SOMME /17 <<y (—1)‘“' en une somme sur les chainesc
_mex” ! R ~
2" /o' avecx’ < x et les autres; mais ces derniéres sont exactement les shthdre forme
m.x, lorsquer € x” 2’ avecx’ < z. (On noter.xz la chaine obtenue en ajoutanta la
fin der.) Comme|r.z| = |r| + 1, les termes des deux sommes s’annulent deux a deux, donc
> fel <l <a (=)™ = 0 pour toutz” < z.
rex” /'’
LorsqueX est'ensemble des parties non vides d'un ensemblé fionné, on aux (x, z’) =

(_1)|w’|—lr\_
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2.8 Capacites, jeux, et valuations

Une grande partie des notions sont ici reprises de Gilbo&ahdheidler|(1992), que nous
adaptons au cas d'un espace topologique sous-jakeqtielconque. Gilboa and Schmeidler
(1992) considerent en effet implicitement un espacéini. (C’est un cas particulier de notre
cadre : équipeX de la topologie discréete.) Pour ce qui est de la notion deatialn, voir Jones
(1990).

2.8.1 Une taxonomie élémentaire des capacités

Soit X un espace topologique. Ugapacitér sur X est une fonction qui a tout ouvert de
X associe un réel(U) € RT, tel quer(0) = 0. Autrement dit, une capacité est une fonction
stricte de I'ensemble des ouverts deversR*. On dit que :
— v estmonotone ssiU C V impliquev(U) < v(V); une capacité monotone est appelée
unjeu.
v estmodulaire ssiv(UU V) +v(UNV)=vU)+v(V);
v est unevaluation ssiv est un jeu modulaire ;
v estsous-normaliséessiv(X) < 1;
v estnormaliséessiv(X) = 1; une valuation normalisée est appelée lanee probabi-
lité ;
— v estcontinue si et seulement si, pour toute famille dirigéé ), d’ouverts,

V(UUi> = supv(U;)

iel el

Autrement dit, ssiv est continue vue comme fonction du cpo des ouvertsKdsuni
de l'inclusionC vers I'ensembléR* muni de 'ordre usuel. En particulier, toute capacité
continue est un jeu. On peut considérer les valuations raesi comme une notion adeé-
quate de mesure sur les espaces topologiques, en partieslepo (Jones, 1990).

— vestconvexessiv(UUV)+v(UNV) > v(U)+v (V). Une capacité monotone et convexe
est appelé ufeu convexe

— v esttotalement convexessi, pour toute famille fini¢U;);"_, d’ouverts,

V(QU) > > 1)+, (ﬂU) (2.1)

Ic{l,..., n},Iyﬁ@ iel

ou |I| dénote le cardinal d& Une capacité monotone et totalement convexe est appelé une
loi de crédibilité (“belief function”), ou simplement unerédibilité.

— v estconcave ssiv(UU V) +v(UNV) < v(U) + v(V). Une capacité monotone et
convexe est appelé geu concave

— v esttotalement concavessi, pour toute famille fini¢U;)”"_, d’ouverts,

u(éU) < > L, (UU) (2.2)

Icql,..., n},I;ﬁ@ iel
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ou |/| dénote le cardinal d& Une capacité monotone et totalement convexe est appelé une
loi de plausibilité (“plausibility function”), ou simplement unplausibilité.
Toute valuation est totalement convexe et totalement a@néan fait, siv est une valuation,
alors

v (Q Ul-) = > I+ <ﬂ U) (2.3)

IQ{l,...,n},I;ﬁ@ iel

Cette égalité est connue sous le nonpdacipe d’inclusion-exclusion. Siv est une valuation,
on a aussi

v (é Ul-) = > 1)y <U U) (2.4)

IQ{l,...,n},I;ﬁ@ iel

qui en est une forme duale, et que I'on appellerariacipe d’exclusion-inclusion. Ensuite,
toute capacité totalement convexe est convexe : c’est Ie ea8 de I'inégalité [(2.1). De méme,
toute capacité totalement concave est concave.

La propriété de convexité totale est traditionnellemerngedgemonotonie totale voir par
exemple Gilboa and Schmeidler (1992) ou Maal3 (2001). Corhsiagit d'une généralisation
de la proposition de convexité, et non de monotonie, noussapoéfére la renommer. Ceci
permet aussi de la distinguer de la propriété de concavaéeto

Notre exemple de “préprobabilité” de I'introduction eshoa sous le nom dgu d’'unani-
mité (“unanimity game”u, : uu(U) vautl si A C U, et0 sinon. Il est facile de voir que
est une capacité si et seulementdsest non vide, et est modulaire si et seulememt gst un
singleton{z}. On note alor$, = u(,; : c'est lavaluation de Dirac enz.

On peut vérifier que 4 est en revanche toujours monotone et totalement convetxenaent
dit une loi de crédibilité. 1l existe donc des capacités etraéles jeux totalement convexes mais
non modulaires, et des lois de crédibilité qui ne sont pavdestions. De méme, il existe des
jeux convexes qui ne sont pas totalement convexes, doncgsdsid de crédibilité. L'exemple
typique est I'espace a trois éléme#its 2, 3} (muni de la topologie discréte) avec :

U {1} {2} {3} {12} {1,3} {2,3} {1,2,3}
vO) 0 0 o0 I I I 1

2 2 2

On vérifie quer n'est pas totalement convexe : prentie= {2, 3}, U, = {1,3}, Us = {1, 2}.

Sur un ensemble fink, toute capacit& s’exprime comme une combinaison linéaire unique
de jeux d’'unanimité. Par exemple, la capacité ci-dessusis'éuy oy + sugisy + slfsy —
lug123y. En général, on a

v = Z [Ty (25)
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ay = Z(—l)'Al_‘B‘V(B)

BCA

= v(A) - > (D)™ (ﬂAZ)

I#£0,IC{1,...n} iel

lorsque A est de cardinah, et ou A; est A privé de soniiéme élément. Les coefficients,
peuvent étre négatifs, comme I'exemple ci-dessus le mon&rsous-classe des capacités dont
tous les coefficienta 4 sont positifs ou nuls coincide avec celle des crédibilitésst-a-dire des
jeux totalement convexes.

Nous introduirons toutes notions supplémentaires surdpadgités, les jeux convexes, et les
lois de crédibilité au fur et a mesure, et en profiterons pesiadapter de facon adéquate au cas
topologique.

2.8.2 \Valuations simples, et quasi-simples

Une valuation suX estsimple si et seulement si elle est de la forfhé’_; «;d,,, ou tous
lesq; sont positifs ou nuls, ety, ..., x, € X.Une valuation esquasi-simple (I'appellation est
de Goubault-Larrecg 2005, mais la notion est introduit@et un role fondamental, dans Jones
1990) si et seulement si elle est borne supérieure d’'undléadirigée de valuations simples.
Toute valuation quasi-simple est continue.

Si X est un cpo continu, réciproguement, toute valuation castiest quasi-simple (Jones,
1990, théoreme 5.2). En fait, on peut montrer que les valnatquasi-simples sur un espace
topologique quelconqué&’ sont exactement celles qui s’étendent en des valuationthoes
sur la topologie d’Alexandroff du préordre de spécialsatiie X — qui est une topologie plus
fine que celle deX (Goubault-Larrecq, 2005). Sur tous les C-espaces, ercpheti les cpos
continus, mais aussi les ensembles ordonnés continugsieeadors unelus petitevaluation
continue étendant une valuation continue donnada topologie d’Alexandroff, qui est celle qui

(o]

a tout ensemble clos par le hatitassocie/(A) (Goubault-Larrecg, 2005, fait 1). Notamment,
tout valuation continue sur un ensemble ordonné conlin(pas seulement un cpo continu)
est quasi-simple. A contrario, sur tout espace stablenoeaidment finitaire, toute valuation
continue a unglus grandeextension a la topologie d’Alexandroff, qui a tout ensendbes par
le hautA assoCi&up guiec 4 IfU ouvert,uo1E V(U) (Goubault-Larrecq, 2005, fait 2).

En particulier, siX est un cpo continu, I'espac¥;(X) des valuations continues sous-
normalisées est alors un cpo continu (Jones, |1990, camliadl). De plus, il admet une base
formée uniquement de valuations simples. C’eshéoréme de JonesOn peut déduire par les
mémes techniques que I'espa¢¢X) de toutes les valuations continues sur un cpo continu
est un ensemble ordonné continu. On en déduit aussi qiegest un cpo continu avec un plus
petit élémentL, alors I'espacéV,(X) des valuations continues normalisées, c'est-a-direstelle
guer(X) = 1, est aussi un cpo continu, avec une base formée de valuatiopkes normalisées
(Edalat; 1995, corollaire 3.3). C’esttleéoreme d’Edalat
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L'espaceV (X) de toutes les valuations continues n’est pas un cpo : par@gems, ), .+
n'a pas de borne supérieure. La raison en est que, comme 'agasd déja mentionné, nos
valuations sont bornées : il existé € R* tel que pour tout ouve/, v(U) < K. (Prendre
K = v(X).) Si nous redéfinissions les valuations comme étant a \waldamsR *, l'espace
V(X) de toutes les valuations continues ainsi non bornéeX sserait un cpo, continu st est
continu (Kirch,1993).

On utilisera dans la suite lemme de découpagé'splitting lemma”) de Jones (1990, théo-
réeme 4.10). Ce lemme énonce que la valuation simyplé, a,;0,, est inférieure ou égale a la

valuation simpledy™" . b.4,. Si et seulement s'’il existe une matrice de coefficigmnts) 1 <i<m
7j=1"3"Y; EYAS
1<5<n

dansR™* tels que la somme des coefficients sur chaque ligne donne I@?zltij = a;),
la somme des coefficients sur chaque colonne donne une tguaniérieure ou egale aul
(Oo ti; < by), ettelle que les seules entrégsnon nulles de la matrice sont telles que< y;.

En étant formel, le lemme de découpage de Jones ne s’appjigae cas ouX est un cpo.
Mais le lemme de découpage reste valide dans le casegat un espace topologique quelconque;
ceci est di a Sunderhauf (1997, théoréme 2.4, corollaije 2.6

On peut de méme démontrer lemme de découpage adapté & (Jones, 1990, lemme
4.13) : lorsqueX est un cpo continuy_" | a;0,, < Z;;l bjo,, (ou lesb; sont non nuls) si

et seulement s'il existe une matrice de coefficignts<i<» dansR* telle que la somme des
1<5<n

coefficients sur chaque ligne donne Jzeiz:;‘:l tij = a;), la somme des coefficients sur chaque
colonne donne une quantisérictementnférieure awd; (3_.", t;; < b;), et telle que les seules
entréeg;; non nulles de la matrice sont telles que< y;.

2.9 Espaces metriques, de Banach, convexité, cones

Unedistance d sur un ensemblé& est une fonction de&? versR* telle qued(z,y) = 0
si et seulement si = y, telle qued(z,y) = d(y,z) pour tousz,y € X, et telle qued(z, z) <
d(x,y) + d(y, z) pour tousz, y, z € X. Un ensemble muni d’'une distance est appeléspace
métrique.

Une distance ultramétrique est une fonction deX? versR* telle qued(z,y) = 0 si et
seulement sic = vy, telle qued(x,y) = d(y,z) pour tousz,y € X, et telle qued(z,z) <
max(d(x,y),d(y, z)) pour tousz,y,z € X. Toute distance ultramétrique est une distance. Un
ensemble muni d’'une distance ultramétrique est appe#space ultramétrique

Un espace métriqué&’ définit un espace topologique sous-jacent, dont les ouserisles
unions d’intersections finies d®ules ouvertes B(z,¢) = {y|d(z,y) < €}, oue > 0. Cette
topologie est toujourgs.

Selon cette définition, une suite,,), ., converge vers la limite € X si et seulement si,
pour toute > 0, d(z,,x) < e pour toutn assez grand. Une fonction d’un espace métrique vers
un autre est continue si et seulement si elle préserve tmsémites de suites convergentes. Un
compact d’'un espace métrique est une paititelle que de toute suiter,),, . avecr, € K
pour toutn, on peut extraire une sous-suite convergente.

Unesuite de Cauchyest une suite telle que pour toute- 0, d(z,, z,,) < € pour tousn, m
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assez grands. Toute suite convergente est de Cauchy. Uceespdans lequel toute suite de
Cauchy converge est dibmplet

Soit £ un espace vectoriel si&. Une norme sur E est une fonctiorj| - || : £ — RT
telle quel|z|| = 0 si et seulement si = 0, ||az|| = |a| ||z|| pour touta € R, et telle que
llz + y|| < |lz|| + |ly||- Un espace vectoriel norméest un espace vectoriel muni d’'une norme.

Toute norme suf induit une distance définie pdtz,y) = ||z — y||. Un espace vectoriel
normé complet est appelé espace de Banach

Une fonctionf de I'espace vectoriek vers I'espace vectoriel’ estlinéaire si f(ax) =
af(x) et f(x +y) = f(x) + f(y). Uneforme linéaire sur £ est une fonction linéaire d&
versR. Lorsquek’ est un espace vectoriel normé, toute forme linéaiser £ est continue (avec
R muni de sa topologie métrique usuelle, pas sa topologie d&#)St et seulement si elle est
lipschitzienne c’est-a-dire si et seulement |di(x)| est borné lorsque varie parmilest € E
tels que||z|| = 1. On peut alors définir lamorme sup sur I'espacel; des formes linéaires
continues par

A = sup |f(z)]

2€E|[2]|=1

Un sous-ensemblé d’'un espace vectoridl estconvexesi et seulement si, pour tousx’ €
A, pour tousy, 5 € RT tels quen + 5 = 1, on aax + B2’ € A. Autrement dit, si deux points
etz’ sont dans4, alors le segment relianta «’ est tout entier dand.

Une fonctionf d’'un sous-ensemble convexede E estconcave si et seulement si I'en-
semble des couplds, y) tels quey < f(x)} est une partie convexe de I'espace vectafied R.

De fagcon équivalente, si et seulement si, pour taut € A, pour tousa, 5 € R* tels que
a+p=1o0onaf(ax+ pB2') > af(x) + Bf(a').

Soit £ un espace vectoriel normé. Appeldnsme sous-linéaire sur £ toute fonctionp de
E versR telle quep(x + y) < p(z) + p(y), etp(az) = ap(x) pour toute € R*. Les normes et
les formes linéaires sont des exemples de formes sousréiaéa

Le théoreme de Hahn-Banachénonce que sp est une forme sous-linéaire sur I'espace
vectoriel normér, et si f est une forme linéaire sur un sous-espace vectérige F telle que
f(z) < p(z) pour toutz € F, alors il existe une forme lin€airg" sur tout£' qui coincide avec
f surF et telle quef*(x) < p(x) pour toutr € E.

Un corollaire immédiat est que pour tout sous-espace Jettoide I'espace vectoriel normé
E, si f est une forme linéaire continue skir alors f s’étend en une forme linéaire contingie
surE, de méme norme||f*|| = ||f||. C'est le théoréeme de Hahn-Banach appliqué & la fonction
sous-linéairer(x) = || f]| ||x||-

Soit O un voisinage ouvert et convexe deans I'espace vectoriel normig La fonction de
Minkowski po de O est définie par po(z) est la borne inférieure des réeis> 0 tels quetz
soit dang0. Il s’agit d’une fonction sous-linéaire. On en déduitheéoréme de Minkowski: si
xo & O, alors il existe une forme linéaire continyé sur £ telle quef*(z) < f*(zo) pour tout
x € O. (Prendref la forme linéaire définie sur la droit€ passant pat, telle quef(zo) = 1.)

Le noyau d’une telle forme linéaire étant par conventiorhyperplan, ceci s’exprime en
disant qu'il existe un hyperplan passant pgy séparantz en deux demi-espaces, de sorte que
O soit entierement contenu dans 'un des deux demi-espaces.
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On en déduit aussi lléoréme de séparatiorpar un hyperplan : sil est un sous-ensemble
convexe non vide dé’, O est un ouvert convexe non vide d& et si A et O sont disjoints,
alors il existe une forme linéaire continyé sur £ telle quef*(z) < f*(y) pour tousr € A et
y € O. C’est une application du théoréme de Minkowski : fixgre A, y, € O, et réaliser que
{(z —y) — (zo — yo)|x € A,y € O} est un voisinage ouvert convexe @eui ne contient pas
Zo — Yo-

En général, nous ne pourrons pas travailler sur des espactsiels. La notion dont nous
aurons besoin est celle déne(Tix et al.,| 2005, chapitre 2). Uodneest un ensembl€ muni
de deux opérations,dddition + : C' x C' — C et lamultiplication scalaire -: Rt x C' — C,
ainsi que d'urzéro 0 € C, tels que les lois suivantes sont veérifiées :

(a+b)+c=a+ (b+c) a+b=b+a a+0=a
l-a=a 0-a=0 (rs)-a=r-(s-a)
r-(a+b)=r-a+r-b (r+s)-a=r-a+s-a

Autrement dit,C' muni de I'addition est un monoide commutatif (et non un geapmmutatif
comme dans le cas d’'un espace vectoriel). Un exemple imm@eli@dne esR* lui-méme, ou
bienR ", qui estR* avec un point+co en plus, tel quer + (+o0) = (+o0) + a = o0,
- (+00) = +o0 pour toutr > 0 et0- (+o00) = 0. MaisR, par exemple, n’est pas un cone : dans
un coneC, 0 est nécessairement le plus petit élément, puisqee) - a < 1-a = a pour tout
acC,

Une fonctionf d’'un céneC vers un cdneD estlinéaire si et seulement si

fla+0) = f(a)+ f(b) f(r-a)=r-f(a)

Un cone ordonnéest un cone muni d’'une relation d’ordrequi rend+ et- croissantes en leurs
deux arguments. Ud-cbneest un cdne ordonné qui est un cpo, et pour leguet - sont Scott-
continues. Urtdne topologiqueest un coné&’ tel que I'addition soit continue dé& x C' versC,

et la multiplication scalaire soit continue && x C versC, R* étant comme d’habitude muni
de la topologie de Scott. Tout cone topologiqyeest un cone ordonné, une fois équippé de son
ordre de spécialisation. En revanche, un d-cbne n’est paessairement un cone topologique,
la topologie produit ne coincidant pas nécessairementlavepologie de Scott sur le produit.
Cependant, un d-cone continu est toujours un cone topalegiq

Dans un d-cong) est le plus petit élément. Ceci, avec le fait que I'additiort sroissante,
implique que le d-coné’ soit lui-méme dirigé, ce qui implique guéa un élément maximal. En
conséquenc&® ™ n'est pas un d-cone. MaR " est un d-cone, et méme un d-cone continu.

Un analogue du théoreme de Hahn-Banach dkleréme du sandwich de Roth{Tix et all,
2005, théoreme 3.1), que voici. Saitun cdne ordonné. En adaptant la définition donn