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Résumé

Ceci est la version 11 de la deuxiéme partie du cours de lambda-calcul,
datant du 05 mai 2021. La version 10 datait du 02 avril 2019 (merci & Stéphane
Le Roux). La version 9 datait du 04 octobre 2017. La version 8 datait du 9
mai 2017. La version 7 datait du 22 février 2017 (merci & Frédéric Blanqui
pour ces deux derniéres versions). La version 6 datait du 05 avril 2016 (merci
a Nathanaél Courant et & David Baelde). La version 5 datait du 02 juin 2014.
La version 4 datait du 28 janvier 2011. (Bizarrement, je n’avais pas remarqué
quelques erreurs présentes depuis dix ans dans la démonstration des théorémes
de normalisation forte. Merci & Hang Zhou et a Arthur Milchior.) La version
3 datait du 07 avril 2010. La version 2 datait du 13 mars 2009. La premiére
version datait du 31 aott 1999.

Dans la partie précédente, il nous est arrivé de mentionner des équations aux
domaines, et de demander que certains objets appartiennent a tel ou tel domaine.
En général, on peut avoir envie de considérer un langage comme le A-calcul, ou plus
compliqué, mais avec une discipline de types qui assure que les objets manipulés sont
bien dans les bons domaines de valeurs. Une discipline de types statique sera donnée
par un certain nombre de régles de typage, qu'un algorithme de vérification de types
pourra appliquer pour s’assurer que les programmes donnés sont bien typés.

L’intérét en programmation d’une telle discipline est qu’aucune erreur de types a
I’exécution ne pourra avoir lieu : ¢’est notamment la philosophie du typage a la ML
[HMT90]. En ML, par exemple, si f est une fonction de type int — string, alors



dans tout programme bien typé, toute application fu sera nécessairement telle que
u s’évalue en un entier, et le corps de la fonction f n’aura jamais & vérifier que son
argument est bien un entier, car cette propriété sera garantie par typage. De plus,
la valeur de retour de fu sera toujours une chaine de caractéres (le type string).

Le systéme de typage de ML est particuliérement élégant et pratique. D’autres
langages proposent d’autres systémes de types, souvent moins élégants : Pascal
propose un systéme de types presque aussi strict que celui de ML, tout en étant
moins souple ; C propose un systéme de types laxiste (les casts permettent toujours
de faire croire n’importe quoi au typeur) ; et des langages comme Scheme ou Lisp
en général utilisent des mécanismes de vérification des types a I’exécution, mais pas
a la compilation.

Nous verrons quelques systémes de types a la ML, et les étudierons sous un angle
logique. II existe en effet une correspondance remarquable entre systémes de types
a la ML et systémes de preuve, appelée correspondance de Curry-Howard, dans
laquelle les notions de programmation suivantes (colonne de gauche) sont identifiées
avec les notions de théorie de la démonstration correspondantes (colonne de droite) :

Discipline de types ~ Logique
Type ~ Formule
Programme, terme ~ Preuve
Réduction, calcul ~  Elimination des coupures

Nous la découvrirons et en développerons les conséquences dans plusieurs dis-
ciplines de types dans la suite. Nous commencerons par la plus simple des disci-
plines de types utiles, celle des types simples, en section 1, et sa relation avec la
logique minimale intuitionniste. Le passage & la logique classique propositionnelle
sera examiné en section 2, ol nous verrons réapparaitre les opérateurs de capture
de continuation. Nous explorerons des systémes logiques de plus en plus expressifs
par la suite, & commencer par I'arithmétique de Peano-Heyting du premier ordre
HA; en section 3, pour aller vers la logique et I'arithmétique d’ordre deux et le
systéeme F' de Girard-Reynolds en section 4. Nous présenterons ensuite une appli-
cation non triviale de ces techniques en section 5, en 'occurrence le théoréme de
Kreisel-Friedman.

1 Types simples et logique minimale

1.1 Types simples

Essayons quelques idées simples pour attribuer des types & des A-termes. Nous
revenons ici au A-calcul pur, avec variables, applications et abstractions uniquement.

Nous nous donnons une algébre de types simples, qui sont des expressions F
obéissant & la grammaire :

FZb|F=F

ou b parcourt un ensemble de types de base, typiquement nat, int, string, bool,
etc. Intuitivement, la sémantique d’un type est un ensemble de valeurs, par exemple
nat pourra représenter ’ensemble N des entiers naturels. Intuitivement encore, un
type de la forme F; = F5 dénote I'’ensemble de toutes les fonctions de Fj vers Fs.

Syntaxiquement, nous utiliserons des parenthéses pour désambigiier les expres-
sions de types. Nous noterons Fy = Fy = F3 pour F| = (Fy = F3), le type des
fonctions & deux arguments de types respectifs F| et Fy, retournant un résultat de
type Fs.

Dans une application uv, il est alors naturel de supposer que u a un type de
la forme F} = F5 : Iexpression uv n’est légale que si u est une fonction, ici du



type Fy vers Fy. Nous demandons alors que v soit aussi de type Fi, alors uv sera
naturellement de type F5. Ceci méne a une régle provisoire de la forme :

u: = F, v:Fy

uv : Fy

Pour typer les variables, c’est plus délicat, et il y a principalement deux solutions.
La premiére est de supposer que toute variable z a un type uniquement déterminé
précisé a l'avance; si F' est ce type, on notera xp au lieu de x pour le préciser
clairement. Cette solution est celle des A-calculs typés, et on aura la régle suivante
pour typer les variables :

zp F

tandis que pour les abstractions, on aura :

u: Fy

)\.’EFI'UZFliFQ

Cette premiére solution a I’avantage que si un terme est typable, alors il a un
type unique, mais présente notamment ’inconvénient d’étre incompatible avec I'a-
renommage tel qu’il a été présenté jusqu’ici : remplacer une variable liée xp par
une yr ne doit étre autorisé que si F/ = F. La deuxiéme solution est d’utiliser
des jugements de typages, ou séquents, de la forme =1 : Fy,...,x, : F, Fu: F. La
partie gauche I'=xq : Fy,...,xz, : F, est appelée le contexte de typage, et enregistre
les hypothéses de typage sur les variables libres de u (et éventuellement d’autres
variables). Rendre explicite ce contexte aura d’autres avantages, comme on le verra
par la suite. Formellement :

Définition 1 Un contexte de typage I' est un ensemble fini de liaisons = : F, ou
les variables © sont deux & deux distinctes. Le domaine domT' de I' est I’ensemble
des x, lorsque x : F parcourt T'. On note I'; A lunion de T' et de A lorsqu’ils sont
de domaines disjoints. On note x : F le contexte ne contenant que la liaison x : F,
en particulier I',x : F' est 'union de I' et de la liaison x : F.

Les régles de typage simple sont :

— (Var)
Tx:Frao:F

tu:Fi=F TI'Fv:F ) Dy:Fibtulz:=y]: F» (y¢domD,y¢tv(u))

App
I'uv: Fy ( ' -u: = Fy

Un typage de u est un jugement dérivable de la forme I' - w : F. S7l existe un
typage de u, on dira que u est typable, et de type F' dans le contexte I'.

La régle (Var) se lit :  est de type F' dans tout contexte contenant la liaison
x : F. En effet, un tel contexte est exactement un contexte de la forme I',x : F
pour un certain I'. Dans la régle (Abs), 'introduction de y dans la prémisse permet
d’inclure le a-renommage dans les régles de typage. Nous ferons cependant toujours
I’hypotheése (abusive) que les termes sont vus & a-renommage pres, alors (Abs) se
simplifie en :

(Abs)



Fx:Fibtu: Fy
'l -u: = Fy

(Abs)

en supposant que x peut toujours étre renommeée implicitement de sorte a ne
pas étre dans le domaine de T'.

Exercice 1 Quels sont les typages de \x - x ¢ En déduire qu’un terme typable n'a
pas en général de typage unique.

Exercice 2 Montrer que le terme xx n’est pas typable. (Observer que l’égalité des
types est textuelle, en particulier Fy # Fy = F» pour tous Fy, Fy.) En déduire que
Ax-zx, Q, Y, O, ne sont pas typables.

Exercice 3 Pour réparer le défaut d’unicité du typage (exercice 1), on considére
ici un A-calcul typé en style de Church (le A-calcul typé considéré en-dehors de cet
exercice est dit en style de Curry ). Les seules modifications sont : au lieu d’abstrac-
tion de la forme Ax -u, les abstractions en style de Church sont de la forme Axp - u,
ot F' est un type, et la régle (Abs) est remplacée par :

z:Flru:Fy
I'EXxp-u:F=Fy

(AbsChurch)

Montrer que si I' F u : F est un typage de u en style de Church, alors F est
déterminé de fagcon unique par T' et w. Autrement dit, dans un contexte donné, le
type est unique (s’il existe) dans un typage & la Church.

Exercice 4 Montrer que tous les entiers de Church sont de type (F=F)=(F=F),
pour tout type F et dans n’importe quel contexte T'. Soit natp=(F =F)=(F=F).
Vérifier que ' = S : natp = natp, ' - [+] : natp = natp = natp, I' F [X] :
natp=rnatp=rnatp. Montrer par contre qu’on n’aT' b [exp| : nat p=natp=natp
pour aucun type F, mais que l’on a T F [exp] : natpo.p = natp = natp.

Exercice 5 Posons Fy x p Fo=(Fy = Fy=F)=F. Montrer que les régles suivantes
sont admissibles (i.e., que toute instance de ces régles est déductible des regles de la
définition 1) :

Thu:F, Tro:F
FF<U,U>:F1XFF2 F}—WliFlXFngéFl F|—7T22F1XF2F2$F2

Montrer par contre que, de facon surprenante, les régles suivantes ne sont pas
admissibles en général :

I'bm:F xp Fy=F I'bmo: Fy xXp Fy = Iy

La philosophie de ce résultat est qu’on ne sait pas, avec des types simples, former
de couples dont on puisse extraire autant la premiére que la seconde composante, en
général : il faut choisir.

Exercice 6 Par analogie avec ’exercice 4, comment définiriez-vous boolp ?

Exercice 7 En s’aidant des exercices précédents, montrer que P est de type nat p=-
natyr dans tout contexte.



Exercice 8 (@) Montrer que le terme de Maurey Gv v est typable, mais que bien

que l'on ait :
V ssim<n
G m|[n] —* { =
v.E[m][n] F  sinon
Gv F n'a le type natp, = natp, = boolp,, pour aucun types Fy, Fy, F3, et dans
aucun contexte.

Une propriété importante que les A-termes possédent est la suivante, qui exprime
que les programmes ne changent pas de type pendant I’exécution. Cela peut paraitre
trivial, mais il faut le vérifier.

Lemme 1 (Auto-réduction) SiT - u: F est dérivable et u —, U, alors ' v
F est dérivable aussi.

Preuve : Par récurrence d’abord sur la longueur de la réduction de w vers v,
ensuite sur la profondeur du rédex contracté dans u. Les cas de récurrence sont
triviaux, traitons donc des cas de base, o u est lui-méme le rédex contracté.

(8) u est de la forme (Az - s)t et v = s[x :=t]. Le typage de u se termine donc
forcément par :

-

Ta:Fibs:F -
(Abs) -2
'bXe-s: Fi=F 'Ht: F
(App)
F'k(Ax-s)t: F

Il ne reste plus qu’a montrer que I' F s[z :=¢] : F est dérivable aussi. Nous

montrons plus généralement que si I',x : F}, A F s: F a une dérivation 7y,

alors I', A I s[z := t] : F est dérivable aussi, par récurrence structurelle sur

.

— Si m se termine par une régle (Var), alors soit s # z, donc s est une
variable y telle que y : F' est dans I', A, s[z := t] = y, et nous dérivons
I'A b slx :=t] : F par la régle (Var); soit s = z. Dans ce dernier cas,
F = Fy, et nous devons dériver I', A -t : F', sachant que nous avons déja
une preuve o de I' - ¢ : F;. C’est une conséquence du lemme suivant, qui
dit essentiellement qu’on peut toujours ajouter des hypothéses de typage
inutiles :

Lemme 2 (Affaiblissement) Si ' -t : F' est dérivable, alors T, A +

t: F aussi.
Preuve : Récurrence structurelle facile sur la dérivation de typage don-

née. Intuitivement, on ajoute A & gauche de tous les jugements dans la
dérivation. &

— Si 7 se termine par une régle (App), alors s est de la forme s;1s2 et w1 se
termine par :

- R
™ P
Ie:F,Arbsy:Fl=F T,o:F,AFsy:F

/
APP
I'ax: Fi,AbF s159: F ( )

Par récurrence, I', A si[z :=t] : F{ = F et I, A - sa[x :=t] : F{ sont
dérivables, donc aussi I', A  s[z :=t] : F' par (App), puisque s[x :=t] =
(s1]x :=1t])(s2[x :=t]).

— Si m se termine par une régle (Abs), alors s est de la forme Ay - s1, F est
de la forme F} = F} et m1 se termine par :



—

S|
D,x: F,Ay: Fl sy F)
Dz:F,AF )My s : F| = F,

(Abs)

Par récurrence (avec A remplacé par A,y : FY), on peut dériver I', A,y :
Fl F silz :==t] : F, donc ', A F Ay - (s1][z :=t]) : F{ = Fj par (Abs).
Mais Ay - (si[z :=t]) = (A\y - s1)[z := t] = sz := t] car y n’est pas libre
dans t et x # y. En effet, y n’est pas libre dans ¢ car toutes les variables
libres de ¢ sont dans domT" (ceci vient du lemme suivant), et y n’est pas
dans dom I par construction.

Lemme 3 SiT't: F est dérivable, alors fv(t) C domT'.

Preuve : Récurrence structurelle triviale sur la dérivation donnée. <>

(n) u est de la forme Az - vz avec z non libre dans v, F' est de la forme Fy = F3,
et le typage de u doit se terminer par :

F,.’EZFl}_’UIF12>F2 F,l'ZFl'_LEZFl(
(App)
I'z: FilFox: Fy
I'kXx-vx: Fy = Fy

Var)

(Abs)

Mais la sous-dérivation 71 conclut déja I',x : Fy Fwv : F; = F5. On conclut
par le lemme :

Lemme 4 (Amincissement) Si ',z : F} - v : F est dérivable et © n'est
pas libre dans v, alors T'F v : F est dérivable.

Preuve : Récurrence structurelle triviale sur la dérivation donnée. &

2

Le lemme 1 dit que si u se réduit en v, v a tous les types que u posséde, mais v
peut en acquérir de nouveaux :

Exercice 9 Soit u=\z-yz, v=y (donc u —, v), o y est une variable différente de
x. Montrer que v a des typages que u n’a pas. De méme pour u=(Ax1, zs - T2)(Ax -
yz)y, v=y (donc u —% v).

Exercice 10 Montrer que les régles suivantes sont acceptables pour ce qui est du
typage, au sens ou elles préservent la propriété d’auto-réduction, et préciser les
conditions sur les variables libres dans w et v qu’il faut vérifier pour cela :

(9) Az - u)vw — Az - vw)v
) Qz-Ay-wv —= Ay (Az-uw)v

1l s’agit de réductions supplémentaires pour le A-calcul, qui défissent la relation de
o-équivalence [Rég94/.

Le A-calcul simplement typé est alors confluent :

Corollaire 1 (Church-Rosser) Pour tous A-termes simplement typables u, uy et
ug tels que u —* uy et u —* ug, il existe un A-terme simplement typable v tel que
uy —* v et ug —* v.



Preuve : Il existe un A-terme v tel que uy —* v et us —* v parce que le A-calcul
(non typé) est confluent. Ce terme v est alors lui-méme typable, car tout typage de
u en est un de v, par le lemme 1. &

La propriété la plus intéressante du A-calcul simplement typé, et qui le distingue
du A-calcul non typé est le théoréme suivant :

Théoréme 1 Tout A-terme simplement typable est fortement normalisant pour les
relations —g, et —3.

Preuve : Il suffit de le démontrer pour —g,. L’argument le plus simple est dt &
W. W. Tait, cf. [GLT89|, que on peut présenter comme une version corrigée d’une
tentative de preuve qui ne fonctionne pas. (Cette fagon de présenter est due a Jean
Gallier.)

Soit SN I'ensemble de tous les A-termes fortement normalisants (pour “Strongly
Normalizing”). On voudrait démontrer que si I' - u : F' est dérivable, alors u € SN.
Essayons de le démontrer par récurrence structurelle sur w. Si u est une variable, c’est
évident car u est normal. Si u est une abstraction Az - uq, alors les seules réductions
partant de u sont dans u; (ces réductions sont finies, par récurrence) ou bien de la
forme u —, v =" ..., avec u; = vz, x non libre dans v, auquel cas ’hypothése de
récurrence s’applique encore et les réductions obtenues sont encore finies. Toutes les
réductions partant de u sont finies, donc u € SN. Malheureusement, dans le dernier
cas ol u est une application ujus, on ne peut pas conclure, et cette démonstration
échoue.

Dans cette tentative de démonstration, il y a un ingrédient que nous n’avons pas
utilisé : le fait que u était typable. Nous allons donc introduire une notion, dite de
réductibilité mais n’ayant que peu de choses a voir avec l'existence de réductions,
faisant intervenir les types et qui impliquera la normalisation forte.

Disons que u est réductible au type F', en abrégé u € REDp si et seulement si :

— F est un type de base bet u € SN ;

— ou F est de la forme Fy = Fb, et pour tout v € REDp,, wv € REDgp,.

Il s’agit d’une définition licite, par récurrence structurelle sur le type F.

Nous utiliserons dans la suite trois principes de récurrence.

1. D’abord, nous aurons la récurrence structurelle sur le type F comme ci-
dessus;

2. ensuite, nous aurons la récurrence structurelle sur les dérivations de typage;

3. enfin, pour tout terme v € SN, nous aurons le principe de récurrence sur
v(v), ot v(v) est la longueur de la plus grande réduction partant de v.

La quantité v(v) existe pour v € SN parce qu'il n’existe pas de réduction infinie
partant de v : organisons les réduits de v en arbre, dont v est la racine, les fils d’un
noeud étant ses réduits en une étape ; comme v € SN, cet arbre n’a pas de branche
infinie ; de plus, 'arbre est a branchement fini, c’est-a-dire que tout noeud n’a qu'un
nombre fini de successeurs; dans ces conditions, le lemme de Kdnig énonce que
I'arbre est fini, et il a donc une plus longue branche.

Le lemme important & observer est le suivant. Sa démonstration est immédiate.

Lemme 5 Siu € SN et u — v/, alors v(u) > v(u').

Pour les formalistes, on pourrait préférer au principe de récurrence sur v(v) le
principe de récurrence le long de la relation de réduction —, qui s’exprime comme
suit : pour prouver que la propriété P est vraie de tous les termes v de SN, il
suffit de la prouver sous I'hypothése de récurrence que P(v’) est vraie pour tout
réduit en une étape de v. (Le cas de base est implicite dans cette définition : c’est
celui des termes normaux, qui n’ont aucun réduit en une étape.) La validité de ce
principe de récurrence est équivalente au fait que Vv - (Vo' - v — v' = P(v')) = P(v)



implique Yo € SN - P(v). Ce principe serait valide méme en l’absence de la propriété
de branchement fini, et est justifié comme suit. Si cette derniére implication était
fausse pour une certaine propriété P, il existerait un terme v € SN tel que P(v)
soit fausse. Mais comme Vv - (Vo' - v — v/ = P(v’)) = P(v), il existerait un terme
v avec v — v’ tel que P(v') soit fausse aussi; donc de nouveau un terme v avec
v — 0" tel que P(v") soit fausse, et ainsi de suite : ceci fournirait une réduction
infinie & partir de v, contredisant le fait que v € SN.

Montrons maintenant que tout terme réductible est fortement normalisant. C’est
la propriété (CR1) ci-dessous, les autres sont des propriétés que nous devons montrer
par récurrence simultanée sur les types F. Un terme est dit neutre s’il n’est pas une
abstraction.

(CR1) Siu € REDy, alors u € SN.

(CR2) Siu € REDp et u —g, v, alors ' € REDp.

(CR3) Si u est neutre et pour tout u’ tel que u —g, v/, v € REDp, alors

u € REDp.

Démontrons donc ces propriétés par récurrence simultanée sur F. Si F' est un
type de base, (CR1) est vérifiée par définition; (CR2) est évidente, car toute sous-
suite d’une réduction finie est finie; pour (CR3), supposons que pout tout u’ tel
que u —gy u', ' € SN : toute réduction partant de u passe aprés une étape par
un tel u’ et est donc finie, donc u € SN = REDp.

Considérons maintenant le cas inductif, ott F' est de la forme F} = F3 :

— (CR1) : soit w € REDp. Par définition, pour tout v € REDp,, uv € REDp,.

Posons v=x, une variable. Par hypothése de récurrence sur Fj, cas (CR3),
x € REDp, ; en effet, x est neutre et ne se réduit en aucun terme. Donc
ur € REDp,. Par hypothése de récurrence sur Fy, cas (CR1), uz € SN.
Mais toute réduction partant de u induit une réduction correspondante dans
uzx, et est donc finie. Ainsi u € SN.

— (CR2) : soit w € REDp, u —g, u'. Fixons un v € REDp, arbitraire. Par
définition, uv € REDp,. Mais uv — 3, v'v, donc par hypothése de récurrence
sur Fy, cas (CR2), w'v € REDp,. Comme v € REDp, est arbitraire, u’ €
REDF.

— (CR3) : soit u neutre tel que : (%) pour tout u' tel que u —g, v/, v €

REDp. Nous devons montrer que u € REDp, et pour ceci nous disposons
d’hypothéses de récurrence, parmi lesquelles : (xx) pour tout v € REDp,,
tout réduit v’ en une étape de v est dans REDp,, laquelle est 'hypothese
de récurrence (CR2) sur Fj; et () pour tout terme neutre w dont tous les
réduits en une étape sont dans REDp,, alors w aussi : c’est I'hypothése de
récurrence (CR3) sur F.
Pour montrer que v € REDp, il suffit de montrer, par définition, que uv €
REDp, pour tout v € REDp,. Nous démontrons ceci par récurrence sur
v(v), qui est bien défini car REDp, C SN, par hypothése de récurrence sur
Fi. Comme u est neutre, uv ne peut se réduire qu’en un terme de la forme u'v
avec u — u, ou bien en un terme uv’ avec v — v’. Mais par (%), v’ € REDp,
donc u'v € REDp, ; d’autre part, par (xx) v’ € REDp,, donc I'hypothése
de récurrence s’applique, impliquant que uv’ aussi est dans REDFp,. Comme
tous les réduits en une étape de uv sont dans REDp,, on peut utiliser ()
avec w = uv et en déduire que uv € REDp,, comme on voulait le démontrer.
Finalement, ce que nous avons démontré par récurrence c’est que : pour tout
v € SN,siv € REDp, alors uv € REDp,. Mais par hypothése de récurrence
(CR1) sur Fy, tout v € REDp, est dans SN. Donc nous avons montré que
pour tout v € REDp,, wv € REDp,. Comme v € REDp, est arbitraire, par
définition de la réductibilité ©u € REDg.

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant, qui se démontre par une



technique similaire a celle du cas (CR3) ci-dessus :

Lemme 6 Soient Fy, Fs deuz types simples, x une variable, u un \-terme. Suppo-
sons que ulx := v| soit dans REDp, pour tout v € REDp,. Alors Ax - u est dans
REDp ~p,.

Preuve :

Posons Q(u) la propriété : ulx := v] € REDp, pour tout v € REDp,. Pour
démontrer le résultat, il suffit par définition de montrer que (Ax - u)v € REDp,
pour tout u vérifiant Q(u) et tout v € REDp,. Cest la définition de REDp, - F, .

Nous le démontrons par récurrence double faible sur v(u)+v(v). Notons que v(u)
est bien défini, parce que Q(u) appliqué & v = z implique que u est dans REDp,,
donc dans SN par (CR1); et que v(v) est bien défini car v € REDp, C SN, de
nouveau par (CR1).

Les réduits en une étape de (Az - u)v sont soit de la forme (Az-u)v ot v’ est un
réduit en une étape de u, soit de la forme (Az-u)v’ ot v’ est une réduit en une étape
de v, soit de la forme u[z := v] (par S-réduction), soit de la forme u1v olt u = uyx est
x n'est pas libre dans u; (n-réduction). Dans le premier cas, on applique ’hypothése
de récurrence, en notant que v(u) 4+ v(v) > v(u') + v(v). On doit vérifier que Q(u’)
est toujours vraie : c’est parce que u[r := v] — u/[xr := v], et en utilisant (CR2)
sur Fy. Dans le deuxiéme cas, on applique de nouveau ’hypothése de récurrence, en
vérifiant que v’ est encore dans REDp,, par (CR2) de nouveau, sur F; cette fois-ci.
Dans le troisiéme cas, ulz := v] est dans REDp, parce que Q(u) est vérifice. On
vérifie aisément que le quatriéme et dernier cas est un cas particulier du troisiéme.
Donc tous les réduits en une étape de (Az - u)v sont dans REDp,. Or (Ax - u)v est
neutre, donc (CR3) s’applique : (Az - u)v lui-méme est dans REDp,. &

Montrons maintenant par récurrence sur les termes que tout terme typable est
réductible. Plus précisément, on aimerait démontrer que si I' - u : F' est dérivable,
alors u € REDp. Mais ceci se heurte & exactement le méme genre de problémes que
le fait d’essayer de démontrer directement que tout A*-terme termine (lemme 3 du
premier poly).

Nous démontrons donc que :

Lemme 7 Si 2y : Fi,...,z, : F, b u @ F alors pour tous vi € REDp,, ...,
vp € REDp,, ulzy :==v1,...,Zy :=vy] € REDp.

Preuve : Rappelons que la notation u[z; := vq,...,z, := v,] dénote ici la substi-
tution en paralléle de x, par vy, ..., de x, par v,.

Montrons le résultat par récurrence structurelle sur la dérivation de typage don-
née de u. Si la derniére régle est (Var), alors u est une variable z;, 1 < i < n, par
hypothése u[x; := v1,...,2, := vy] = v; € REDp,, et F; = F par typage, donc
ulzy == v1,...,2, :=v,] € REDp.

Si la derniére régle de la dérivation est (App), alors u est une application ujug, ol
Ponadérive ' - uy : G=F est ' - uy : G pour un certain type G par des dérivations
plus petites. (On abrége 1 : F1,...,z, : F), enT'; de méme, notons o la substitution
[x1 := v1,...,2, := vy,].) Donc par hypothése de récurrence u10 € REDgoF et
uso € REDg, d’ou, par définition de REDg— r, uo = (u10)(uso) € REDp.

Si la derniére régle est (Abs), fixons d’abord v € REDp,, ..., v, € REDfg,.
Comme la derniére régle est (Abs), u est de la forme Az - uj, et Pon peut de plus
supposer par a-renommage que = n’est pas libre dans vy, ..., vy, et différente de
Z1, ..., Tn. De plus, I est de la forme F, 11 = G pour certains types F, 11 et G,
et 'on a dérivé =1 : Fy,...,xy : Fy,x : Fh11 F up @ G par une dérivation plus
petite. Par hypothése de récurrence, ui[z1 := v1,...,2, := v,z := v] € REDg
pour tout v € REDF, . Mais 'on remarque que U] = V1,0 Ty 1= U, T =
v] = up[zy :=v1,...,2, := vp][x ;= v], car x n’est pas libre dans vy, ..., v,. Par le



lemme 6, Az - (u1[z1 := v1,..., Ty = v,]) € REDp. De nouveau parce que = n’est

pas libre dans vy, ..., v,, et que x est différente de x4, ..., T, ulzy == v1,..., 2, =
Up] = Az - (up]zy =01, ..., 2, 1= vy)), et Pon conclut. &
Appliquons maintenant le lemme 7 au cas ou v1 = x1, ..., Vp = . Clest cer-
tainement possible, car par (CR3) toute variable est réductible a tout type. Donc
u € REDp. Par (CR1), u € SN. O

En somme, un programme simplement typé finit toujours par s’arréter. Ce n’est
pas le cas dans la plupart des langages de programmation, y compris Pascal et
OCaml, qui sont pourtant des langages typés. La raison principale est que ces
langages fournissent tous une construction primitive de boucles ou de récursion
(let rec en OCaml). De fagon analogue, on peut voir cette capacité de récur-
sion comme l'existence dans ces langages d’'un opérateur de point fixe Y de type
(F=F)=F, avec comme régle de réduction Y f — f(Y f). Le A-calcul simplement
typé enrichi avec un tel opérateur Y n’est alors plus fortement normalisant.

La propriété de normalisation forte, pour étrange qu’elle paraisse dans un cadre
de langage de programmation, sera centrale dans la section qui suit.

1.2 Logique minimale

Si l'on regarde les régles de typage simple du A-calcul, et que l'on efface les
A-termes et les variables des jugements de typage, on obtient les régles suivantes,
formant le systéme NJm :

—— (A2)
I,F+F

'-Fi=F T'FF F,F1FF2
=F) — (=
'k Fy ' = F

Or si on lit maintenant ces régles en interprétant les types F' comme des formules,
le symbole = comme I'implication logique, et les jugements Fiy,..., F, - F comme
des affirmations de la forme “sous les hypotheéses Fi, ..., F},, la formule F est vraie”,
alors ces régles fournissent un systéme de déduction logique tout a fait correct.
La premiére régle dit que l'on peut toujours déduire une formule faisant partie
de I'ensemble d’hypothéses, la deuxiéme est le modus ponens, ou élimination de
Uimplication, qui permet les déductions logiques : si F; implique F3, et d’autre part
F est vraie, alors Fy l'est aussi; la troisiéme est le théoréeme de la déduction, ou
introduction de l’implication : pour prouver que Fj implique F» (conclusion de la
régle), il suffit de poser F; en nouvelle hypothése et de démontrer Fy (prémisse).

Un tel systéme de déduction est appelé systéme de déduction naturelle, et a été
inventé par Gerhard Gentzen dans les années 30. Un tel systéme est caractérisé par
le fait que toutes les régles agissent sur les formules a droite du symbole .

On ne peut pas démontrer toutes les formules valides de la logique proposition-
nelle classique en NJm. Par exemple, ((F} = F») = F|) = F}, la loi de Peirce,
n’est pas prouvable en NJm, bien qu’elle soit vraie en logique classique (exercice :
tester la valeur de la formule quand F; et F5 parcourent l’ensemble des booléens,
et vérifier cette derniére assertion). La logique que le systéme de déduction NJm
définit est une logique différente, appelée logique intuitionniste minimale, ou logique
manimale.

Comme on le voit, il y a correspondance bijective entre les régles de déduction
de logique minimale et les régles de typage du A-calcul. Ceci implique qu’il y a
correspondance entre preuves en logique minimale et A-termes simplement typés :
on obtient un A\-terme u tel que x1 : F4,...,x, : F, F u: F a partir d’'une preuve de
Fy,...,F, - F en NJm en remplacant chaque axiome, qui s’écrit nécessairement
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Fy,...,F,, ..., F, - F; pour un certain k > n et un certain ¢ entre 1 et k, par une
variable x;, les éliminations de 'implication par des applications et les introductions
de I'implication par des abstractions.

Réciproquement, tout A-terme u dénote un squelette de preuve, qui peut étre
complété en une preuve réelle si et seulement si w est simplement typable. Ces
considérations nous permettront de voir les dérivations de typage comme des preuves
en NJm, décorées par des A-termes décrivant le squelette de la preuve.

Que signifient alors les propriétés d’auto-réduction et de normalisation forte ?
La p-réduction réécrit des A-termes, donc des squelettes de preuve. Un [-rédex
correspond & une preuve de la forme suivante :

LM
Fx:FiFu:F -
T -u:F,=>F Tkov:F
'\ -uv: F

et son (-réduit est, par auto-réduction, encore une preuve de F' sous les hypo-
theses I'. Le processus de S-réduction est donc un processus de transformation de
preuves. Par la propriété de normalisation forte, ce processus s’arréte toujours. La
B-normalisation est donc un processus de simplification, de mise en forme normale
de preuves.

Il a pour effet d’éliminer des détours. Considérons la preuve correspondant au
B-rédex ci-dessus. Elle consiste & prouver F' en commencant par prouver F sous
I’hypothése supplémentaire Fy (par la preuve 1), et & prouver F; d’autre part (par
la preuve m2). Réduire le S-rédex consiste a éliminer le détour via le lemme auxiliaire
F1, et & démontrer F' directement.

Formellement, un détour est une régle (=1I) introduisant le connecteur = dans
la prémisse majeure (celle de gauche, qui contient le connecteur = éliminé) d’une
régle (=F). On obtient ainsi :

Lemme 8 (Prawitz) Si'F F' est prouvable en NJm, alors il a une preuve sans
détour.

Preuve : Soit '=Fy,..., F,. Si ' - F est prouvable en NJm, alors il existe un
terme u tel que x1 : Fy,...,x, : F,, F u: F soit dérivable. La forme normale de u
existe par la propriété de normalisation forte, et correspond donc a une preuve sans
détour de I' = F' en NJm. &

Les preuves sans détour, a leur tour, ont leurs squelettes décrits par des A-termes
en forme normale. Ce sont donc des termes de la forme :

ALY, .oy Ty - TUL ... Up

ou z est la variable de téte et ug, .. ., u, sont eux-mémes normaux. (Voir le théoréme
de standardisation en partie I, et la notion d’arbres de Bohm.)

Une preuve sans détour a donc la forme (ou les variables du contexte sont sup-
posées étre Ty,11, ..., Tp, d’autre part x est x; pour un certain ¢, 1 <1i < p, et F;
est de la forme Fjy = ... = F;, = F) :

F,zlsFl,...,x,;v,:FmFulsFi F,xl:Fl,...,x,;L:FmFun:Fin

(Az) et (=E) n fois
Ty Fy,...,xm s Fp b xuq o oup o F
(=1) m fois
Xz, 2Uy..cUy Y= ... = F,, = F
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En éliminant les A-termes de la preuve, on a donc effectué une étape de preuve
de la forme :

AFF, ... AFFE,

(BC)
AFF
ot A est F1,..., F, et contient F;=F;; = ...= F;;, = F, suivie éventuellement
d’une de la forme :
I F,... F,FF
. (=+1)

I'-F=..=F,=F

oum > 1.

Si la derniére n’est qu’une généralisation de la régle d’introduction de I'implica-
tion (a droite de I), la premiére est plus intéressante et agit en partie & gauche du
signe - : pour démontrer F' sachant qu’'une hypothése prouve F;; = ...= F;, = F,
il suffit de prouver Fji, ..., Fy,. Il s’agit d’'une forme de chainage arriére (ba-

ckchaining; ceci généralise naturellement le mécanisme d’exécution de Prolog, cf.
[MNPS91]).

Corollaire 2 Le systéeme NJm est cohérent : il existe des formules F non prou-
vables, c’est-a-dire telles que - u : F' pour aucun u.

Preuve : Soit F' n'importe quel type de base. S’il existe une preuve - u : F,

alors on peut supposer que u est normal. Alors la derniére régle était soit (BC') soit

(=7TI). Mais (BC) ne s’applique pas, puisqu’on n’a pas d’hypothése a gauche de

F, et (=7T1) ne s’applique pas, parce que F est un type de base. &
Ce résultat pouvait étre démontré de fagon beaucoup plus simple :

Exercice 11 Montrer que toute formule F prouvable en NJm est valide (vraie
quelles que soient les valeurs de vérité, vrai ou faux, prises par les types de base).
En déduire que = F n’est pas prouvable, pour aucun type de base F.

Exercice 12 On définit la forme n-longue nreplu] d’un terme u=Axy,..., Ty,
U1 ... Uy, en forme normale, de type F=F; = ...= F,=b (b type de base, p > m)
dans le conteste I, ou x est supposée de type G=G1=... =G =>Fp1=>...=F,=b
dans T' (¢ > n), par :

NoFF[UZATL, o Ty Tt - - TprZ(Mara, [U1]) -+ (Nare, [un])(MarF,, o [Tm1]) - - - (DakF, [2p)])

ou A=T,21:F1,...,2p: Fp.

On notera que le type de x est déterminé en partie par le type F. D’autre part,
la définition est par récurrence sur la paire (|ul, |F|) ordonnée lexicographiquement,
0w |u| est la taille de u, et |F| la taille du type F. Intuitivement, nr-r|u] est obtenu
a partir de u en appliquant la régle n o Uenvers autant qu’on le peut sans créer de
[B-rédez.

Montrer que nri-plu] —=* u et que siT' b w : F est dérivable, alorsT b nryplu] : F
aussi. Par Uexamen de la forme de nr-plu], en déduire que pour chercher si '+ F
est prouvable, on peut se restreindre a appliquer (BC') uniquement lorsque F' est un
type de base, et o appliquer (=11) avec F un type de base.
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D’autres conséquences de la technique d’élimination des détours sont moins évi-
dents, comme nous allons le voir. On obtient le systéme NJf pour le fragment im-
plicatif de la logique intuitionniste en ajoutant au langage des types une constante
1 dénotant le faux (en tant que valeur de vérité), et en ajoutant la régle :

F'Fu: L
——— (LE)
I'EVu:F
D’un point de vue logique, (LE) exprime que du faux on peut tout déduire. Il
n’y a pas de régle d’introduction du faux, car il est dans notre intention que | ne
soit pas prouvable. D’un point de vue calculatoire, on ajoute la construction Vu a
la grammaire du A-calcul. Intuitivement, si w : 1, alors I’évaluation de u ne termine
pas, et on peut donc convertir le résultat inexistant de I’évaluation de » & n’importe
quel type, en Vu : F.
Cette construction n’introduit pas de nouveau détour (introduction d’un connec-
teur en prémisse majeure suivie de son élimination), mais elle permet & certaines
autres simplifications de se produire :

-

F'wu:l o .M
(LE) L2 — FFu:L
I'-Vu: = F 'tov:F — (LE)
(=F) I'-Vu: Fy
' Vuv: Fy

Ceci est appelé une conversion commutative, et méne a la régle de calcul
Vuv — Vu. (Nous avons déja vu quelques conversions commutatives a 1’exer-
cice 10.) Appelons le calcul combinant (/) et la conversion commutative ci-dessus
le AV-calcul.

Théoréme 2 Le AV-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Preuve : Méme preuve que pour le théoréme 1, en considérant que L est un type
de base; les seules différences sont dans la définition des termes neutres — que
I'on définira maintenant comme les termes qui ne commencent pas par un A ou un
V —, et qu’il faut vérifier que si u € RED,, alors Vu € REDp pour tout type
F. C’est par récurrence structurelle sur F. Comme v € RED,, u € SN. Si F
est un type de base, alors Vu ne peut se réécrire qu’a l'intérieur de u, et est donc
dans SN, donc dans RED . Si F est de la forme F} = F5, alors par hypothése de
récurrence Vu € REDp, (*). On montre par récurrence sur v(u) + v(v) que pour
tout v € REDp,, Vuv est dans REDp,. C’est par (CR3), en regardant ou se déroule
la premiére réduction : si elle s’effectue dans u ou dans v, on utilise I’hypothése de
récurrence, et si ¢’est Vuv — Vu, alors c’est par (*). Donc Vuv € REDp,, et v
étant quelconque, Vu € REDp. O

Corollaire 3 Le systéme NJf est cohérent.

Preuve : Comme pour le corollaire 2, les formes normales u, ot = u : b est
dérivable, sont nécessairement de la forme hu ...u,, ol h est une variable ou le
symbole V (auquel cas n = 1). Le seul ingrédient nouveau est que nous effectuons
une récurrence structurelle sur u. Si u est tel que - u : b est dérivable, pour b un
type de base, alors h ne peut pas étre une variable car le cété gauche du jugement
est vide. Donc h est V et n = 1. Mais alors on a une dérivation plus petite de
Fuq @ L, ce qui est impossible par hypothése de récurrence. &

On a démontré en particulier que le faux | n’était pas prouvable. Mais on peut
dire mieux. Notons —F pour F'=- L : il s’agit de la négation de F, représentée par
le fait que —F est vraie exactement lorsque F' implique une contradiction 1. En
logique classique, =—F et F sont équivalentes, mais pas en NJf :
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Lemme 9 + ——F = F n’est pas prouvable en NJf en général.

Preuve : Prenons F un type de base b différent de L. Soit  un terme normal clos
de type =—b = b. Par typage et comme u est clos, u est nécessairement de la forme
AT - uy, ot ¢ : b F uy @ b. Le symbole de téte de u; ne peut étre que = ou V.
Si c’est x, uy est de la forme x ou xus; mais aucun des deux cas n’est possible, le
premier impliquant ——b = b, et le second impliquant | = b. Donc u; = Vus, avec
x :--b b ug i L. Par des arguments sémantiques comme dans I'exercice 11, on peut
conclure directement qu’une telle preuve du faux a partir de =—b n’existe pas.
Mais montrons comment des arguments syntaxiques ménent & la méme conclu-
sion. Nous allons montrer qu’il n’y a pas de terme normal v tel que I' - v : L, pour
aucun I' ne contenant que des liaisons de la forme z : ==b ou y : b. Supposons le
contraire, et choisissons v de taille minimale. Alors v ne peut que s’écrire xw pour
une variable z de type ——b dans I' et un terme w tel que I' - w : =b, ou Vv’ avec
'+ : L. Mais le deuxiéme cas contredirait la minimalité de la taille de v, donc
seul le premier cas est possible. Si le terme w ne commence pas par A, alors il s’écrit
2w’ pour un x : ——b ou bien y pour un y : b dans I', mais ceci donnerait a w le
type L ou le type b, ce qui est impossible. Donc w est de la forme Az - v’, avec
I,z : b+ v : L. Mais ceci contredit ’hypothése de minimalité de la taille de v,
encore une fois. &

Exercice 13 Montrer que F' = ——F est prouvable en NJf, et donner un A-terme
de ce type.

On voit donc que la logique NJf n’est pas la logique classique, puisque == F = F
est vraie que F' soit vraie ou fausse. Il s’agit d’une logique intuitionniste, dont les
principes remontent au mathématicien hollandais Luitzen Egbertus Jan Brouwer au
début du vingtiéme siécle. La logique intuitionniste est constructive au sens o une
formule est vue comme ’ensemble de ses preuves, L est ’ensemble vide et F' = G
est I’ensemble des algorithmes prenant en entrée une preuve de F' et retournant une
preuve de G. Elle joue un grand role en informatique théorique.

Exercice 14 (g%) On peut aussi donner une sémantique plus fine de la logique.
Soit (W, <) un ensemble ordonné quelconque dit de mondes, et p un environnement
envoyant chaque type de base b vers un ensemble de mondes p(b) tel que siw € p(b)
et w < w', alors w' € p(b). On définit la relation w,p |E F, ot w € W, par :
— w,p = b si et seulement si w € p(b) (autrement dit, p(b) est ’ensemble des
mondes ot b est vrai) ;
— w, p = L est toujours fauz;
— w,p = F = G si et seulement si pour tout w' > w, si w',p |E F alors
w',pEG.
Montrer que si b u : F est dérivable, alors w,p = F pour tout w € W, pour tout p
comme ci-dessus, pour tout (W, <). Montrer qu’il existe W, <), p et w € W tels
que w, p |E =—b=b ne soit pas vrai. En déduire une autre preuve du lemme 9. (La
sémantique ci-dessus est la sémantique de Kripke de la logique intuitionniste ; elle
est compléte au sens ot si w, p = F pour tout w € W, pour tout p comme ci-dessus,
pour tout (W, <), alors F' est prouvable en NJf.)

On peut encore enrichir la logique et obtenir le systéme NJi de logique intui-
tionniste en ajoutant au langage des types des constructions Fy A Fy (conjonction)
et F1 V F5. Nous le mentionnons ici, mais repartirons de NJm dans les sections
suivantes, car NJm contient déja I’essentiel. Nous ajoutons les régles :
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I'Fu:FyNANFy I'Fu:F, Tho:F
— N (AE),i=1,2 (AD)
I'Fmu: F; Tk (u,v): Fy A Fy

I'ru:FiVE Ty Fibv: F Tyag: Fobwvg: F

(VE) Tru:F

— (VI;),i=1,2
I‘l—caseu{ lel’_)vl}:F F}—Liu:Fl\/Fg( )

LoX9 > V2

Les regles (AE1) et (AEs) permettent de déduire Fy, respectivement Fh & partir
de Fy A Fy; de méme, (VE)) et (VE3) permettent de déduire Fy V F» & partir de Fy
ou de F. La régle (AI) permet de prouver Fy A Fy en prouvant Fj et Fy séparément,
et la régle (VE) permet le raisonnement par cas : si Fy V Fy est vrai, et que l'on sait
prouver F' en supposant soit F; (cas 1) soit F» (cas 2), alors c’est que F' est vraie
dans tous les cas.

A ces régles de preuves correspondent les constructions indiquées venant enrichir
le A-calcul. Les termes sont maintenant définis par la grammaire :

+
AT 2=V | ATAT [ AVAT | m AT | mo AT | (AT AT) [ 1A | 19AT | case A+{ 25 : ﬁJr } | VAT

La sémantique intuitive des nouvelles constructions est la suivante : (u, v) est le
couple formé de u et de v, m récupére la premiére composante et my la seconde; la
conjonction Fi A Fs est donc un produit cartésien de Fy et Fs. La disjonction Fi V Fy
peut-étre vue comme une somme disjointe de Iy et de Fy : t1u est une conversion
permettant de voir u € F; comme un élément de F; V Fy, et similairement pour ¢y
et Fy; réciproquement, tout v dans Fy V Fy est soit de la forme t1t1, t; dans F7,
111 — U1
L1To > Vo
vi[x1 ;= t1] dans le premier cas, et celle de vy[zy := 3] dans le second.

Outre la régle (3), I'élimination des détours demande a faire les transformations
suivantes sur les preuves :

soit de la forme tots, to dans Fb, alors case u{ } retourne la valeur de

E7T1 57T2
I'tFwu: By Fl_u?{f\]) N ﬂ‘,L
FF<U1,U2>2F1/\F2 FFUZFl

Fl—ﬁi<u1,u2>:Fi ’

ce qui se traduit dans notre A-calcul enrichi par les régles my{uy,us) — uy et
ma (U1, ug) — ug, et :

o
I'twu:F; I Em ;7r2
T'kyu:FiVEF, Tz FibFv  F Tag: Fobwg: F —

I' F case Liu{ 1t } : F
Lo Hr Vo

ou la dérivation de droite est obtenue comme dans le cas () du lemme 1. Ceci
meéne & la régle :

L1T1 — U1
case L;U — vi[z; = ul
Loy > Vo
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On a aussi des conversions commutatives, dont la liste compléte est :

Vuw — Vu
mi(Vu) — Vu (i=1,2)
i(Vu) — Vu (1=1,2)
L1T1 — U
case Vu 1 ! - Vu
Lo > Vo
case u LTy = w — caseu T W
9Ty > Vo oo —r VoW
;| case u 1 U — case u Ty vy
' LoXg > V2 LoXo > ;U2
L; | case u ‘%1 7 U1 — case u %1 7 i
¢ LoXo > Vo LoXo > Li V2
LT LYy~ w WL CASE VLY ey w
case | case u 11 ! 191 1 — case u 242 2
ta%z " V2 t2y2 7 W2 LoX9 > Case Vg

Exercice 15 A quelles transformation sur les preuves correspondent les conver-
sions commutatives ? En déduire le théoréeme d’auto-réduction pour ce \-calcul en-
richi.

Exercice 16 On enrichit la sémantique de Kripke de ’exercice 14 par :

— w,p |E F1 A Fy si el seulement si w,p = Fy et w,p = Fy;

— w,p E F1 V Fy si et seulement si w,p |E Fy ou w,p = Fy.
Montrer que F'V —F n’est pas prouvable en démontrant d’abord qu’il existe (W, <),
w et p tels que w,p = FV —F soit faux.

2 Logique classique et continuations

Comme ——F = F' n’est pas prouvable en NJf, il est tentant d’ajouter une régle
de déduction permettant de le prouver. Cette régle correspondra & un nouveau terme
a ajouter au A-calcul. Nous obtiendrons alors un systéme de démonstration pour la
logique classique.

En fait, nous connaissons déja le nouveau terme a ajouter ! Il s’agit de 'opérateur
C de Felleisen [FFKD87], comme I’a découvert Griffin [Gri90]. Raisonnons en effet
intuitivement, au niveau des types : C prend une fonction f en argument, et cette
fonction prend une continuation k£ en argument. Une continuation est juste une
fonction de type F'= 1, ou F est le type de la valeur V' a retourner, puisque kV
ne retourne pas (donc kV est de type L). La fonction f elle-méme ne retourne pas
non plus, puisque fk est censée toujours appeler une continuation, k ou autre, pour
retourner son résultat ; donc f est de type (F = 1) = L = ——F. Et le résultat de
Cf est de type F, le type de la valeur passée a la continuation. En somme, C est de
type -—F = F, pour tout F.

Pour des raisons esthétiques, on va préférer considérer que C n’est pas une
constante, mais un opérateur unaire du langage, tel que si u : =—F alors Cu : F
Une fois qu’on a C, la construction V n’est plus nécessaire : il suffit de poser
Vu = C(Az - u), ot z n’est pas libre dans u. (On notera que V est essentiellement
Popérateur “abort” A de [FFKD8T].) En effet, on a la dérivation :

I'z:-FFu:l
I'tAz-u:—-—F
'FCAz-u): F
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ou la premiére ligne est obtenue par affaiblissement du typage donné I' - w : L
de wu.

On obtient le systéme de déduction naturelle ND suivant pour la logique clas-
sique implicationnelle :

Thu:—F
Az
Treo g 7P F,x:F}—x:F( )

I'tu:Fy=F F"UZFl( > F,.’EIFl}_’LLIFQ
=
I'tuv: Fy 'Xe-u:Fy = Fy

Ce systéme de déduction n’offre plus la symétrie entre régles d’introduction et
d’élimination de NJm, NJf et NJi. Ceci est réparé par le A\u-calcul de Michel
Parigot [Par92], que nous ne présenterons cependant pas ici.

En attendant, la syntaxe du AC-calcul est :

AC ==V ] AAC| AV - A° | CAC
et ses régles de réduction sont :

(8) Az -uw)v —  ulx:=v)
(Cr) Cuv — C(\k-u(\f-k(fv)))
nC) CAk-ku) — u (k & tv(u))

On a laissé de coté la régle (Cgr), a savoir V(Cu) — C(Ak-u(Az - k(Vx))) lorsque
V' est une P-valeur, car elle est inutile logiquement.

Exercice 17 Montrer le théoréeme d’auto-réduction pour AC.
Théoréme 3 Le A\C-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Preuve : Meéme preuve que pour le théoréme 1, en considérant que L est un type
de base, et que les termes neutres sont tous ceux qui ne commencent ni par A ni par
C; la seule différence est qu'’il faut vérifier que si u € RED__p, alors Cu € REDp
pour tout type F. C’est, comme au théoréme 2, par récurrence structurelle sur F.

Si F est un type de base, c’est par récurrence sur v(u). En effet, Cu est dans
REDp si et seulement si w € SN. Soit R une réduction partant de Cu. Si R
commence par une réduction dans u, i.e. u — v/, alors v’ € SN par hypothése de
récurrence, donc R est finie. Si R commence par une réduction au sommet, alors la
seule régle possible était (nC), donc u est de la forme Ak - kv, k non libre dans w’.
Dans ce cas, rappelons que u € RED__p, donc u € SN par (CR1), donc v’ € SN,
d’oul R est finie de nouveau. R étant quelconque, Cu est dans SN, donc dans REDp.

Si F est de la forme F; = F5, montrons que Cuv € REDp, pour tout v € REDp, .
Notons d’abord que, par hypothése de récurrence : (*) pour tout w € RED__p,,
Cw € REDp,. Notons aussi que Cuv est neutre. Montrons alors par récurrence sur
v(u)+v(v) que Cuv € REDp,, en utilisant (CR3). Le terme Cuv peut se réduire en
une étape soit vers (1) Cu'v avec u — u’ (qui est donc dans REDp, par hypothése
de récurrence), soit vers (2) Cuv’ avec v — v’ (méme argument), soit vers (3) u'v
par (nC) (avec u = Ak’ -k’u/, k' non libre dans u'), soit vers (4) C(A\k-u(\f-k(fv))).

Dans le cas (4), on a le raisonnement suivant. Rappelons que : (xx) si a[z := b] €
REDg, pour tout b € RED¢,, alors Ax-a € REDg, —¢,. C'était le lemme 6, qui se
démontre comme nous 'avons fait au cours de la preuve du théoréme 1. Supposons
que s € RED_p, et t € REDp —F, sont des termes arbitraires, s dénotant une
valeur possible de k et t une de f :

1. v € REDp, par hypotheése;
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donc tv € REDp,, par définition de la réductibilité ;

donc s(tv) € RED |, par définition de la réductibilité ;

t étant arbitraire, Af - s(fv) € RED_(p, = p,), par (+*);

donc u(Af - s(fv)) € RED,, par définition de la réductibilité ;
s étant arbitraire, Ak - u(\f - k(fv)) € RED__p,, par (xx);

7. donc C(Ak - u(Af - k(fv))) € REDp,, par (x).

Dans le cas (3) montrons d’abord que : (xxx) si Ak’ - k'’ € RED__p et k' n’est
pas libre dans v/, alors &' € REDp. Ceci se démontre par récurrence structurelle sur
F.Si F est un type de base, alors par (CR1) Ak’-k'u/ € SN, donc v’ € SN = REDp.
Si F est de la forme F} = Fj, soit v € REDp, quelconque, et considérons le terme
AE" (MK - E'u)(Ax - K (2v)). Ce terme est dans RED__p,, en effet, pour tout
s € RED_p, (valeur de k"), pour tout t € REDp (valeur de z) :

1. tv € REDp, par définition;

2. donc s(tv) € RED, par définition;

3. ¢ étant arbitraire, par (%) \x - s(zv) € RED_p;

4. puisque par hypothése M\’ -k'v/ € RED__p, (A’ -k'v/)(Az-s(zv)) € RED, ;

5. s étant arbitraire, Ak - (MK’ - K'v/)(A\x - K" (zv)) € RED_p,.

Mais ce terme se réduit en Ak”-k" (u'v), qui est dans RED__ p, aussi, par (CR2). Par
hypothése de récurrence, on en conclut v'v € REDp,. Comme v est arbitraire, u’ €
REDpg. On a donc démontré (skx). On traite maintenant le cas (3) en remarquant
que siu=Ak'-k'v' € RED__p, alors &' € REDp par (x+x), donc le réduit v'v du
cas (3) est dans REDp,.

En somme, tous les réduits en une étape de Cuv sont dans REDp,. Par (CR3),
Cuv est donc dans REDp,, et comme v est arbitraire, Cu € REDp, — F,.

Le reste de la démonstration consiste 4 redémontrer le lemme 7, comme lors de
la démonstration du théoréme 1, par récurrence structurelle sur les termes. &

S o wN

Exercice 18 (@) Pourquoi la preuve de normalisation forte de AC plus la régle :
(Cr) V(Cu) — COk-u(Az-k(Vx)))
ot V est une P-valeur, est-elle plus difficile ¢

Exercice 19 Montrer que les formes normales en AC sont de la forme Ax1, ..., Ty,
huy ... Up, 00 U1, ..., Uy SOnt normaur, ot h est soit une variable soit le symbole
C, et que dans ce dernier cas n = 1.

En déduire une procédure de recherche automatique de preuve pour la logique
classique, en généralisant les régles (—T I) et (BC).

Exercice 20 En utilisant les exercices 12 et 19, montrer qu’on peut encore res-
treindre l'usage de la régle (—™T I) dans la procédure de ’exercice 19 au cas ot F
est un type de base, comme dans l’exercice 12. A quoi sert la régle (nC) dans ce
cadre ?

Exercice 21 FEn logique classique, on peut définir le “et” par : Fy AN Fo=(F; = Fy=
L)=_1. Vérifier cette identité sur les tables de vérité des deux cotés. On pose alors :

<u, U) = Mk - kuv
mu = CAk-u(Ax,y - kx))
mou = C(Ak-u(Az,y-ky))
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Montrer que ce codage définit bien les paires et les deux projections, au sens ot les
régles de typage (AI), (AE71) et (AE3) sont vérifiées, et ot on a les réductions :

Comparer ce résultat avec l’exercice 5.

Exercice 22 FEn logique classique, on peut définir le “ou” par : Fy V Fo=-F; =
- Fy, = 1. Montrer que l'on peut définir 11, 1o et la construction case par :

Lu = /\]{71, kg . k‘lu
LU = /\k‘l, kg . k‘gu
11T v -
case u { L;I; o v; } = C(Mk-u(Axy - kvp)(Azg - kvg))

ot k, ki, ko sont des variables fraiches. Montrer que ce codage définit bien les deux
injections et lanalyse de cas, au sens ot les régles de typage (VI1), (VI2) et (VE)
sont vérifiées, et ot on a les réductions :

111 — V1

case (11U =T vz =]
LoXg > V2
11T — U1

case Lol =1 wglwg =y
Lo > Vo

Montrer par contre que la conversion commutative :

L1y — wy
1121 = U1 L1Y1 — wq “iL T case L2Y2 — W2
case <caseu{ le s }){ . s w } =)c case u , s w
1Y1 1
272 2 292 2 Loy > Case Vo Y
L2Y2 —r W2

n’est pas démontrable. (On admettra que le \C-calcul est confluent.)

3 Arithmétique de Peano-Heyting

Si 'on peut noter les preuves de la logique propositionnelle par des A-termes
typés, éventuellement légérement étendus, on peut faire de méme pour des logiques
plus expressives, incluant notamment des quantifications (V, 3) et des principes de
récurrence.

3.1 Logique du premier ordre

Nos formules, ou types, seront dans cette section non plus des formules pro-
positionnelles mais des formules du premier ordre. Les types de base, ou formules
atomiques, ne seront plus nécessairement de simples lettres b, mais de la forme
P(t1,...,t,), ou P est un symbole de prédicat, et ou t1, ..., t, sont n termes. Si
n = 0, on retrouve le cas de la logique propositionnelle, et nous noterons P au
lieu de P(). Les termes servent & dénoter des valeurs sur lesquelles nous voulons
raisonner. En arithmétique par exemple, les termes dénoteront des entiers naturels,
et notre seul symbole de prédicat sera 1’égalité ~ (que nous notons ainsi pour ne
pas confondre ce symbole avec la relation d’égalité =). Nous écrirons d’ailleurs par
confort ¢, & to plutdt que & (¢1,t2). Si les formules atomiques sont décrites a 1'aide
de symboles de prédicats, les termes sont décrits a ’aide de variables i, j, k, ..., sur
lesquelles on pourra quantifier, et de symboles de fonctions f, g, h, ... En arithmé-
tique par exemple, + sera un symbole de fonction binaire, et on notera t1+ts au lieu
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de +(t1,t2); 0 sera un symbole de fonction nullaire (sans argument), c’est-a-dire
une constante.

En général, un langage £ du premier ordre est la donnée d’une famille d’en-
sembles F,, dits de symboles de fonctions d’arité n, et d’'une famille d’ensembles P,
dits de symboles de prédicats d’arité n, tous ces ensembles étant disjoints deux &
deux. Etant donné un ensemble X dit de variables, I'ensemble T (£, X) des termes
de L a variables dans X est le plus petit tel que :

— toute variable dans X" est dans T (L, X);

— pour tout n € N, tout f € F,, tous t1,...,t, € T(L,X), le terme

f(t1,...,tn) est dans T(L,X) (ou f(t1,...,t,) est une notation pour le
(n+ 1)-uplet (f,t1,...,tn)).
En d’autres termes, 7 (£, X) est le langage T défini par la grammaire :

T:=X|F()| AT | FAT,T)| ...

Les formules atomiques sont les P(t1,...,t,), ou P € P, et t1,...,t, € T(L,X)
(ceci représentant encore un (n + 1)-uplet (P, t1,...,t,)).

Les formules F sont définies par la grammaire suivante, ot A désigne n’importe
quelle formule atomique :

Fu:=A|LlL|F=F|VX -F

Comme avant, on définit —=F par F = |. La variable ¢ dans Vi - F' est liée par V,
et nous supposons que Vi - F' et Vj - (F[i := j]) dénotent la méme formule, lorsque
j n’est pas libre dans F'. On a ici exactement les mémes difficultés pour définir les
variables libres dans une formule ou un terme, ’a-renommage entre formules, et la
notion de substitution de termes & des variables dans des termes ou formules, que
dans le A-calcul pur. Nous supposerons donc le probléme réglé.

De méme que nous avons étendu le langage des types, nous étendons le langage
NJf des preuves par les régles suivantes, o ¢ est un terme quelconque dans (VE) :

IHYi-F I-F
E) )

[ Fli:=1] I'-ViF
(o i n’est libre dans aucune formule de I")

On obtient ainsi le systéme NJf; de logique minimale du premier ordre.

La condition sur 7 dans la régle (VI) est indispensable. Si on ne I'imposait pas,
on pourrait, & partir de P (i) - P(i), déduire P(i) - Vi - P(i) par (VI), c’est-a-dire
pour plus de clarté P(i) - Vj - P(j), et a partir de 1a :

P(i) - Vj - P(j)
PG v PG)
FVi- P2 Vi - P(j (VI)
i (Z):'.w I(J) vE)
FP(O)éV]'P(])

par exemple, ce qui est absurde : ceci signifie que si P est vraie de 0, alors P est
vraie de toute valeur, et ceci pour n’importe quelle propriété P.

On veut trouver des constructions étendant le A-calcul permettant de donner
des termes de preuves pour les nouvelles régles. Une fagon simple de faire est de
considérer qu’une preuve de Vi - P(i) est une fonction qui & une valeur de ¢ associe
une preuve de P(i). Il n’y a donc quasiment pas a étendre le langage : si u est une
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preuve de P(i), nous prendrons Ai - u comme preuve de Vi - P(i) : (VI) introduira
donc un A, comme (=-I), et de méme (VE) appliquera un A-terme & un terme du
premier ordre.

Pour ceci, on enrichit le A-calcul par des termes du premier ordre :

A1 :V|A1A1‘)\VA1 |VA1|A1T|AXA1

Pour qu’il n’y ait aucune ambiguité, on supposera qu’aucun terme du premier
ordre ne peut é&tre confondu avec un A-terme ordinaire, en particulier que X ne
contient aucune des variables du A-calcul ordinaire, dans V. Et les régles supplé-
mentaires de NJf; par rapport a NJf sont les suivantes, ol ¢ est un terme et
ie X

I'Fu:Va- F TFu: F
(VE) (VI)
[Fut: Flr =t TFXNi-u:Vi-F
(ou 7 n’est libre dans aucune formule de I")

Les régles de calcul sont celles de NJf, soit celles du AV-calcul :
B) Az -uwv — ulz:=0]
(B1) (Mi-u)t — ufi:=t
(V) Vuv — Vu
oudans (B1)ie X ette T(L,X).

Lemme 10 (Auto-réduction) SiI'Fu: F est dérivable en NJfy et u =45 ¢ v,
alors ' v : F est dérivable en NJf1 aussi.

Preuve : Comme au lemme 1. Le cas suivant que nous devons traiter est celui
d’un (f)-redex :

- T

'Fu: F
(V1)
'EX-uw:Vi-F
(VE)

T'E (N u)t: Fli:=t]

et nous devons montrer que ’on peut transformer la preuve 7, en une dérivation
de T'F w[i :==t] : F[i :=t], sachant que ¢ n’est libre dans aucune des formules de T'.
Pour ceci, il suffit de montrer le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 11 Sixy: F1,...,z, : F b u: F est dérivable en NJfq, alors x1 : Fy[i :=
ty... oy Fpli =t Fuli :=1t] : F[i :=t] aussi.

Preuve : On montre le résultat par récurrence sur la preuve donnée 7 de xq :
Fi,...,x, : F,, - u: F. Plus généralement, montrons que l’on peut produire une
preuve de 1 : Fi[i := t],...,x, : Fp[i := t] b ufi := t] : F[i := t] de méme
taille que 7. Il n’y a aucune difficulté, sauf éventuellement lorsque la preuve se
termine par une régle (VI). Alors u est de la forme Aj - v et F est de la forme
Vj -G, et on a dérivé z1 : Fy,...,x, ¢ F, F u : F & partir d’'une preuve m; de
x1: F1,...,xn : Fy Fv: G plus courte que 7, ou j n’est pas libre dans Fy, ..., F,.
Notons que j peut étre libre dans ¢. Soit k£ une variable qui n’est ni libre dans F7,
..., F,, ni dans ¢, ni dans v. Par hypothése de récurrence, on produit une preuve
mpde xy 2 Fy[j = k],...,xn : Fplj = k] B o[j := k] : G[j := k], c’est-a-dire de
x1: P, .,z 0 Fy B olj:i= k] : G[j := k]. Comme 7] est de méme taille que 1,
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on peut encore appliquer ’hypothése de récurrence et produire une preuve 7y de
x1: Fifi i=1t],...,xy : Fpli :=t] b olj := E|[i :=1t] : G[j := K][i := ¢]. Comme k
n’est pas libre dans Fi[i :=t], ..., F},[i := t] par construction (au contraire de j qui
pourrait étre libre dans t), on en déduit une preuve 7’ de x; : Fi[i :==t],..., 2z, :
Foli ==t F Ak (v[j :=k][i :=¢]) : VE - (G[j := E][i ;== t]) par (VI), qui est de méme
taille que 7. Il ne reste qu’a observer que, & a-renommage prés, A\k-(v[j := k][i := t])
est (Aj-v)[i := t] et que Vk-(G[j := k][ := t]) est (Vj-G)[i := t], c’est-a-dire F[i := t].

¢

Théoréme 4 Tout \V-terme typable en NJf, est fortement normalisant.

Preuve : C’est la méme preuve qu’au théoréme 2. Il suffit de modifier la défini-
tion des termes réductibles au type F' du théoréme 1. Pour ceci, on définit RED,
comme étant I’ensemble des termes fortement normalisants du premier ordre—c’est-
a-dire de tous les termes du premier ordre. D’autre part, RE Dy;.r est défini comme
I'ensemble des A-termes u tels que pour tout ¢t € RED,, ut € REDp(;.—y. Cette
définition de REDp est toujours une définition valide, cette fois-ci non pas sur
la structure de F', mais sur la structure du squelette Sk(F) de F. On définit ce
squelette par : Sk(A)=x pour toute formule atomique A, ot x est un symbole fixé,
Sk(F=G)=Sk(F)=Sk(G), Sk(Vi-F)=Vi-Sk(F'). Il est nécessaire de passer par le
squelette : dans la définition de REDy;.r en fonction de REDpj;.—y, F[i := t] n’est
pas en général une sous-expression de Vi - F'; par contre, Sk(F[i := t]) = Sk(F) est
une sous-expression stricte de Sk(Vi - F) = Vi - Sk(F), ce qui justifie la récurrence
utilisée dans la définition.

La preuve du théoréme se déroule ensuite comme au théoréme 1, modifié comme
au théoréme 2, sans différence essentielle.

Mais il y a une fagon plus simple d’établir le méme résultat, qui consiste a
effacer toute information du premier ordre dans les types et les A-termes. Le slogan
ici est que, du point de vue de la réduction des preuves, tout ce qui est terme et
quantification du premier ordre ne sert & rien.

La fonction d’effacement sur les formules est définie par :

E(P(t1,...,tn)=P E(F\ = F)=E(F\)= E(F,) E(Vi-F)=E(F) E(L)=L

et fournit donc des types simples & partir de formules, ot les types de base sont
simplement les symboles de prédicats. Sur les termes, on définit :

E(z)=x E(uww)=E(u)E(v) EAx-u)=Ax - E(u)
E(ut)=E(u) E(Xi-u)=FE(u)

ou t est un terme du premier ordre. Il est facile de voir que siI' - u : F' est dérivable
en NJfy, alors E(I') - E(u) : E(F) est dérivable en NJf, ot E(T") est défini par
E(zy : F1,...,xy : Fy)Zx « E(F),...,2, : E(F,). D’autre part, si u — v par
(8) ou (V), alors E(u) — E(v) par (8) ou (V) respectivement ; et si u — v par
(81), alors E(u) = E(v). Donc 8'il existe une réécriture infinie partant d’un terme
u typé en NJfy, alors comme toute réduction partant de F(u) est finie par le
théoréme 2, c’est qu’il existe un réduit v de u a partir duquel on peut mener une
réduction infinie en n’utilisant que la régle (8;1). Mais cette régle fait diminuer de 1
le nombre d’applications de A-termes & des termes du premier ordre, et ne peut donc
étre appliquée qu'un nombre fini de fois a la suite. (Les termes du premier ordre ne
contiennent aucun rédex susceptible d’étre dupliqué par $1-réduction, contrairement
a ce qui se passe avec la S-réduction.) D’ou le théoréme. Formellement, un argument
rigoureux consiste a ordonner les termes u en comparant les couples (E(u), #1(u)),
ou #1(u) est le nombre d’applications de A-termes a des termes du premier ordre
dans u, dans le produit lexicographique de —7T et >. &
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Corollaire 4 Le systéme NJf; est cohérent.

Preuve : Exactement comme au Corollaire 3. &
Il n’y a donc pas de contradiction en logique intuitionniste du premier ordre.

Exercice 23 La logique intuitionniste du premier ordre inclut en fait des construc-
tions pour le A\, le V et le quantificateur 3. Les deux premiers sont traités comme
en section 1.2. Le quantificateur existentiel a les régles de déduction suivantes :

'ru:3-F Ix:FFov:G F'tuw: Fli:=t

JE e —— ]
'k case u{viz »v}: G GE) Fl—Ltu:Hi-F( )

(0w i n’est libre dans G et dans aucune formule de T')

Les notations v et case sont censées rappeler les constructions de preuves pour les
regles du V, mais observer que ttu est essentiellement un couple formé d’un terme
t et d’une preuve u de F[i :=t], et que case w {tviz — v} prend un w qui doit étre
un tel couple, récupeére le terme t dans i, la preuve u dans x et ensuite évalue v. La
regle de réduction correspondante est :

(Jecase) case wtu {vix — v} — v[i := t][x = u]

Soit NJf? le systéme obtenu a partir de NJf, en ajoutant les régles de déduction
(3E) et (3I). Les regles de réduction de NIf7 sont (8), (1), (V) et (3case). Mon-
trer que cette notion de réduction est fortement mormalisante sur les termes bien
typés. (Etendre la technique d’effacement du théoréme 4. Pourquoi la technique par
réductbilité est-elle plus difficile & adapter ?) En déduire que NJf? est cohérente.

Exercice 24 On définit le systéeme de déduction NDq a partir de ND comme on a
défini NJf1 a partir de NJf : les regles de typage sont (Az), (=E), (=I), (-—F)
ainsi que (VI) et (VE). Le A-calcul que nous utilisons est défini par la grammaire :

AS 5=V | ASAS | AV - AS | CAS | AST | AX - A

ot T est T(L,X). Les régles de réduction sont (8), (Cr), (nC) et (81). Montrer, en
s’inspirant des résultats déja démontrés, I’auto-réduction et la normalisation forte
de ce calcul. En déduire que la logique classique (implicationnelle) du premier ordre
est cohérente.

Un point qui se dégage ici est que le quantificateur universel se comporte presque
exactement comme l'implication. Ceci peut étre formalisé en utilisant des types
dépendants. Ceci a aussi le mérite de rendre plus esthétique le systéme de types de
ND;. On aboutit ainsi & une logique qui s’appelle LF, dans laquelle le constructeur
fondamental de types n’est plus 'implication = mais le produit dépendant Iz :
Fy - F5. Les termes du premier ordre sont codés comme des A-termes d’un type
spécial que l'on notera ¢. Lorsque Fy = ¢, Ilx : ¢ - F représente Vx - F, et lorsque
F est une formule et x n’est pas libre dans Fs, Ilx : Fy - Fy représente Fy = Fo.
Consulter [HHP87] pour plus de renseignements sur LF.

3.2 Arithmétique de Heyting

L’arithmétique de Peano est la fagon usuelle de formaliser I’ensemble des entiers
naturels N et ses propriétés. Il s’agit d’une théorie du premier ordre, dont les sym-
boles de fonction sont 0 (constante, représentant 0), S (fonction unaire, dénotant la
fonction qui & n associe n + 1), + et * (fonctions binaires dénotant ’addition et la
multiplication respectivement), et dont le seul symbole de prédicat est =, qui est
binaire. Le type ¢ dénote ’ensemble des entiers naturels, et les axiomes de Peano
sont :
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1. Vi-i =i (réflexivité de U'égalité) ;

N

Vi-Vj-i = j=F=F[i := j] (remplacement des équivalents : on peut toujours
remplacer ¢ par un j égal a ¢ dans toute formule F) ;

Vi - =0~ S(i);

Vi-Vj-S(i) ~S(j) =iy,

Vi - i+0 & ¢ (définition de l'addition, 1);

Vi - V5 -i48(j) =~ S(i+j) (définition de I’addition, 2);
Vi - i%0 =~ 0 (définition de la multiplication, 1);

® N o ot w

Vi - ixS(j) ~ i*j+ (définition de la multiplication, 2);

plus le schéma de récurrence :
Fli:=0]= (Vj-Fli:=j]=Fli:=8(j)]) =Vi-F

qui exprime qu’une propriété F'(i) est vraie pour tout i dés qu’elle est vraie en i = 0
et que F'(i) implique F(i 4+ 1).

La version intuitionniste de cette théorie s’appelle 'arithmétique de Heyting, et
a les mémes axiomes qui ci-dessus, mais est codée comme une extension de NJf;
plutét que ND;. Nous étudions I'arithmétique de Heyting parce que les transfor-
mations de preuve seront un peu plus simples que dans 'arithmétique de Peano.

La principale difficulté ici est de trouver une nouvelle construction de A-termes
interprétant le schéma de récurrence. Intuitivement, il s’agit d’un terme R de type le
schéma de récurrence lui-méme. Si u est un terme de type F[i := 0], si v est un terme
de type Vj- F[i := j]=F[i := S(j)], c’est-a-dire une fonction qui prend un entier j en
argument, un autre argument de type F[i := j] et retourne un terme de type F[i :=
S(j)], alors les régles de réduction suivantes semblent raisonnables, parce qu’elles
satisfont la propriété d’auto-réduction, autrement ce sont des transformations de
preuves correctes. D’abord, Ruv0 — u; ensuite, Ruvj — v(8(j))(Ruvy).

Ce qui est intéressant, d’'un point de vue calculatoire, c’est que Ruv définit
une fonction de type Vi - F', des entiers i vers des preuves de F', cette fonction g
étant définie par les régles : g(0) — u, g(S(j)) — v(j)(g(j)). La fonction g est
définie par cas : son argument est soit 0 soit un successeur. De plus, la définition
de g est récursive, mais il n’y a qu'un appel récursif a g, et g(j + 1) est définie
en fonction de ¢(j) uniquement. Une telle définition s’appelle une définition par
récurrence primitive, et g est une fonction primitive récursive.

Nous allons aussi ajouter un terme ry de type 0 =~ 0, pour modéliser en partie
I'axiome 1, mais il est beaucoup plus naturel de ne pas ajouter de termes pour
représenter les autres axiomes de Peano. A la place, on va définir une relation de
simplification des formules de ’arithmétique par :

(0~ 8) 0~38(t) —n L
(S~0) S(t)y=0 —y L
(Sx~8) S(s)=s(t) —n s=t
(+0) 50 —n s
(+8) s4+8(t) —n  S(s+t)
(x0) sx0 —y O
(x8) sxS(t) —N  sktts

Ceci est 'approche naturelle en Coq [BBCT99], et est aussi une instance de déduc-
tion modulo [DHKO03|.

Notons <+ la plus petite relation réflexive, symétrique, transitive et passant
au contexte contenant — : ceci va nous permettre de considérer deux formules en
relation par la relation d’équivalence <+ comme interchangeables.
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Les termes de preuves de 'arithmétique de Heyting du premier ordre sont les
AV R-termes, définis par la grammaire suivante, ou T est T (L, X) et L est le langage
contenant les symboles =2, 0, S, + et * comme décrit plus haut :

AN,1 = V ‘ AN,lAN,l | )\V . ANJ ‘ VANJ | ANJT | )\X . ANJ | To | RANJANJT

Les reégles de HA 1, Uarithmétique de Heyting du premier ordre, sont alors les
suivantes :

I'Fu:l
— (Az
I'ru:Fi=F TFov:F Tx:FiFu: Fy
(=FE) (=1)
T'tuv: Fy I'Xe-u: By = Fy
T'Fu:ve-F 'u:F
: (VE) (V1)
T'Fut: Fli:=t FEXi-u:Vi-F
(o1t ¢ n’est libre dans aucune formule de T')
(Reflo) F"UIFl F1 <—);§T FQ (<_>*)
I'krg:0=0 TFu:F N
FFu:Fi:=0] Thkwv:Vj-Fli:=j]= Fli:=5(j)]

(Rec)
I'F Ruvt : Fli := t]

L’originalité de ce systéme est la régle (+»f), qui permet de remplacer une
formule par une formule équivalente; pas n’importe quelle formule équivalente,
d’ailleurs, juste une qui est calculatoirement équivalente, ot ’équivalence calcu-
latoire est définie par les régles de calcul —y. On a ici deux niveaux de calculs : un
dans les formules, par —, et un dans les preuves, par les régles de réduction de
notre AV R-calcul. Ces régles sont les suivantes (noter que les quatre derniéres sont
aussi des régles de —y) :

B) Az-uwpv — ufz:=0)
(81) (Ni-u)t — wfi:=t
(V) Vuw — Vu
(V1) Vut — Vu
(RO) Ruv0 — w
(RS) Ruw(S(t)) — wvt(Ruvt)
(+0) 540 — s
(+s) s+S(t) — S(s+t)
(x0) s%x0 — 0
(xS) sxS(t) —  skt+s

L’axiome 1 se démontre a laide de la régle (0 ~ 0) et du schéma de récurrence
(Rec). Intuitivement, la preuve est la suivante. Montrons s & s par récurrence sur s.
Le cas de base est 0 &~ 0, ce qui est démontré par la régle (Refl,). Le cas récurrent
demande a établir S(s) ~ S(s) sous 'hypothése s = s. Mais la conclusion S(s) ~ S(s)
est équivalente a hypotheése, a cause de la régle de calcul (S = S). Formellement :
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(Az)
= (&1)

w:jr g a:S(y) =8y

rijrjFx ]

——— (Refly)
Fro:0~0 FXj-Ax-x:Vj-j=~j=5(j) ~9(

FRro(A-Ax-xz)s:s~s

FXe-x:j~j=8(j)~S$S
)

.
~—

Le schéma d’axiomes de remplacement des équivalents 2 peut lui aussi entiére-
ment se démontrer dans HA 1, ou plutoét chacune de ses instances peut se démontrer
en HA; (cf. exercice 27). On dit que ce schéma est admissible en HA ;.

Exercice 25 En supposant qu’il existe un terme de type Vi -Vj -i =~ j = F =
F[i := j] pour toute formule F' de HA; (voir Uexercice 27 pour une preuve de cette
affirmation), montrer que le systéeme HA; permet de démontrer tous les axiomes
de Peano 1-8 ainsi que toutes les instances du schéma de récurrence.

Exercice 26 Montrer, réciproquement, que si I' b u : F est dérivable en HAq,
alors il existe une preuve en logique du premier ordre de F & partir des hypothéses
de T" plus des axiomes de Peano 1-8 et du schéma de récurrence. Si vous souhaitez
étre formels, montrer qu’il existe une preuwve de I'y A F v : F' pour un A\V-terme v
a trouwver en fonction de la preuve de HA, donnée, et ou A est une liste d’hypo-
theses comprenant les axiomes de Peano et un mombre fini d’instances du schéma
de récurrence.

Exercice 27 (*$) 1. Montrer que le terme A\x - x est un terme de preuve de
s~ t=S(s) = S(t).

2. Montrer qu’on peut démontrer s1 =~ t1 = So = to = S1+82 = t1+ta, par
récurrence sur l’entier sy puis sur ’entier to. (Les courageux montreront que
Ru(N\j-Az-v)se en est un terme de preuve, ot u=R(Ax - Ay -x)(At2- Azy - Ax-
Ay-Vylts : 81 R t1 =0 R ta=81 & t1+ty et vER(Ax-Ay-Vy)(Ata- Az 2)ts :
s1 & t1 = S(j) & to = S(s1+]j) & t1+t2 dans le contexte z : $1 &= t] = s9 &
to = S1+s2 ~ t1+t2.)

3. Montrer qu’on peut démontrer sy =~ t; = So & to = S1%t; X Soxty, par
récurrence sur So puis sur to, en utilisant le point précédent.

4. En déduire que pour tout terme t, on peut montrer s; = so = t[i := 1] =~
t[i := sa]. (Appliquer une récurrence structurelle surt — pas une récurrence
(Rec) sur la valeur entiére de t, notez bien.)

5. Montrer qu’on peut démontrer la symétrie de ’égalité en HA, : Vi -Vj - i~
Jj=J = i. (Appliquer une récurrence sur i, et dans chaque cas appliquer une
récurrence sur j et simplifier par —N. Bonus si vous arrivez a montrer qu’un
terme de preuwve possible est Xi- R(Aj - R ido(Ai-Ax-id ) )j)(Ni-Ay- R id) (Mk-
Az - yk)j)i, ot idy est le terme Axg - xo de type 0 = 0 =0~ 0 et id, est le
terme Axq - x1 de type L = 1.)

6. Montrer qu’on peut démontrer la transitivité de ’égalité en HA, : Vi - Vj -
Vi-im j=j~k=1~ k. (Indication : effectuer des récurrences sur i,
j, k imbriquées dans cet ordre. Bonus si vous arrivez & fournir un terme de
preuve explicite !)

7. Déduire des points 4, 5 et 6 que 'on peut montrer 1 ~ t1=F[i := s;|=F[i :=
t1] pour toute formule F qui est une égalité s ~ t.
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8. En déduire que l'on peut montrer s1 = t1 = F[i := $1]= F[i := t1] pour toute
formule F', par récurrence structurelle sur F. En conséquence, toute instance
du principe de remplacement des équivalents est démontrable en HA .

A cause de la régle (++%), la propriété d’auto-réduction est plus compliquée a
démontrer qu’avant. Le lemme d’affaiblissement (cf. lemme 2) est toujours aussi
facile. Par contre, le lemme suivant est plus difficile :

Lemme 12 Si ',z : F1 - u : Fy et I' = v : Fy sont dérivables en HA{, alors
Tk ulx :=v]: Fy aussi.

Preuve : Plus généralement, soit mo une preuve de I',z : Fi, A+ wu: Fy et m; une
de T' - v : Fy. On construit une preuve m de I'; A F u[x := v] : F» par récurrence
structurelle sur ms.

Si 7o se termine par la régle (Ax), alors soit u est x, donc F; = Fj, et on prend
pour 7 un affaiblissement idoine de 71, soit u est une autre variable y et 7 est la
preuve qui produit I'y A + y : Fy par (Az). Si my se termine par (=FE) ou (=1),
c’est comme au lemme 1, cas (App) et (Abs). Les cas ol 7 se terminent par (LE),
(VE), (VI) sont faciles. Si o se termine par (Refl), alors u = ¢ et u[z := v] est
encore 1¢ : on définit 7 comme la preuve qui déduit I'; A+ r : 0 = 0 par (Refl).

Si my se termine par (<), alors on a dérivé ',z : F1,A F w : F» & partir
d’une preuve plus courte de I',z : F1,A F u : F}, avec Fy <>} Fy. Par hypothése
de récurrence, on a une preuve de I'; A F ufz := v] : Fj, d’ot l'on déduit une de
I A ufr =] : F; par («f).

Si 72 se termine par (Rec), alors on a dérivé I'z : Fy,A F u : G[i = t],
avec Fy = G[i := t] et u = Ru/v't, & partir de preuves plus courtes de T'|x :
Fi,AFu : Gli =0 etde T,z : Fi,A v :Vj-G[i = j]= G[i := S(j)]
Par hypothése de récurrence, on peut déduire ')A F u/[z := v] : G[i := 0] et
T,AFR [z :=v] V) Gli :=j]= G[i :=8(j)], donc T, A F u : G[i :=t]. &

L’auto-réduction exprime alors que les régles de réduction de HA; sont bien
des régles de transformations de preuves de séquents en des preuves des mémes
séquents :

Théoréme 5 (Auto-réduction) SiT' F u : F est dérivable en HA; et u — v,
alors ' v : F est dérivable en HA .

Preuve : Le cas de la régle () est par le lemme 12. Celui de la régle (51) est
comme au lemme 11. Le cas de (V) est évident. La régle (R0) correspond a réécrire
la preuve :

Thu:Gli:=0] TFu:Vj-Gli:=j]=Gli:=s()
I'F Ruvo : G[i := 0]

(Rec)

en 7, et (RS) correspond & réécrire la preuve :

PhHu:Gliz=0] TFu:Vj-G[i ;z'j]:,c;[z';:s(j)]_]z
T F Ruo(S()) : Gli == S(¢)] (ftee)

en :
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e ™ e
Phwv:Vj -Gli:=j]=G[i:=5(j o F'tw:Gli:=0] Fl—v:Vj~G[i:zj]:>G[i::S(jzga
I'Fot: Gli :=t] = G[i := S(t)] VE) 't Ruvt : G[i := 1] (
I F vt(Ruvt) : G[i := S(t)]

ec)

(=E)

¢

Théoréme 6 Tout AV R-terme typé en HA; est fortement normalisant.

Preuve : Montrons d’abord que tout terme ¢t du premier ordre termine. Inter-
prétons les termes t dans les entiers par : [0]=1, [S(¢)]=[t] + 1, [s+t]=[s] + 2[t],
[sxt]=[s](3[t] + 1). Nous montrons que : (x) si t; — to, alors [t1] > [t2]; ceci impli-
quera qu’il ne peut exister aucun réduction infinie & partir de ¢;. On montre () par
récurrence sur la profondeur du rédex contracté dans t;. Si £1 est lui-méme le rédex,
remarquons que [s+0] = [s]+2 > [s], [s+S(¢)] = [s]+2[t]+2 > [s]+2[¢]+1 = [S(s+1)],
[sx0] = 4[s] > 1 = [0] (car [s] > 1 pour tout s, comme une récurrence facile sur s le
montre), et [sxS(t)] = [s](3[t] +4) > [s](3[t] +3) = [s](B[t] + 1) +2[s] = [s*t+s]. Si t;
n’est pas lui-méme le rédex, alors c’est par I'hypothése de récurrence. Par exemple, si
t1 est de la forme S(t]), avec t] — t5 et to = S(t5), alors [t1] = [t}]+1 > [t5]+1 = [t2].

Un AV R-terme est dit neutre s’il ne commence pas par A ou V. Soit SN len-
semble des AV R-termes fortement normalisants, RED, et RED; sont définis
comme étant SN, REDp_ ¢ est 'ensemble des AV R-termes u tels que pour tout
v € REDp, uwv € RED¢, et REDy;.r est 'ensemble des AV R-termes u tels que
pour tous termes ¢ du premier ordre (qui terminent), ut € REDpy;.—y. Ceci est
une définition de REDp par récurrence structurelle sur le squelette Sk(F') de F.
Comme d’habitude, montrons :

(CR1) Siu € REDp, alors u € SN.

(CR2) Siu € REDp et u — v/, alors v € REDp.

(CR3) Si u est neutre et pour tout v’ tel que v — v/, ' € REDp, alors

u€ REDp.

Ceci est par récurrence structurelle sur Sk(F). Si F' est de la forme L ou s ~ ¢,
ces propriétés sont évidentes. Si F' est de la forme G= H, alors si u € REDp, pour
tout v € REDg, uwv € REDpg, donc par hypothése de récurrence (CR1), uv € SN ;
par hypothése de récurrence (CR3), la variable = de type G est dans REDg, donc
ux € SN ; donc u € SN : (CR1) est vraie. Si u € REDp et u — u/, par définition
pour tout v € REDg, uwv € REDpg et de plus uv — u'v, donc par hypothése de
récurrence (CR2) w'v € REDp ; comme v est arbitraire, v’ € REDy, établissant
(CR2). Si u est neutre et pour tout u' tel que u — v/, v/ € REDp, montrons
que pour tout v € REDg, uv ne se réduit qu’a des termes de REDy. C’est par
récurrence sur v(v). Comme u est neutre, uv ne se réduit qu’a des termes de la
forme v'v avec u — u' (donc w'v € REDp car par hypothése v’ € REDF) ou de la
forme uv’ avec v — v’ (donc wv’ € REDp par hypothése de récurrence). Comme
wv est lui-méme neutre, par hypothése de récurrence (CR3), w € REDp, ce qui
établit (CR3).

On montre maintenant que :

Sizy:Fy,...,z,  F, Fu: F alors pour tous v1 € REDp,, ..., v, € REDp,,
u[zy :=v1,...,2, :=v,] € REDp

par récurrence structurelle sur u. Ceci impliquera le théoréme. Si u est une variable,
une application ou une abstraction, c’est comme au théoréme 1. Si u est de la forme
Vv, alors c’est comme au théoréme 2.
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Le cas intéressant est celui ot u est de la forme Rvwt, et découle du résultat
auxiliaire : (o) si v € REDp(.—q) et w € REDy;.plj.—jj= Fli=s(j)], alors Rvwt €
REDp(.—y. Nous montrons (o) par récurrence sur v(v)+v(w)+[t]. Notons que Rvwt
est neutre, donc par (CR3) il suffit de montrer que tous les réduits immédiats de
Rvwt sont dans RE D p(;.—y). Mais Rvwt ne peut se réduire qu’en Rv'wt avec v — v/
(qui est dans REDp(;,—y par hypothése de récurrence), ou en Rvw't avec w — w'
(idem), en Rvwt’ avec t — t' (donc t — t/, en particulier [t] > [¢'] et 'hypothése de
récurrence s’applique), ou en v si t = 0 (auquel cas v € REDp(;.—q) = REDpi.—y),

ou en wt'(Rvwt’) avec ¢ = S(¢') : dans ce dernier cas, [t] = [¢'| + 1, donc [t'] < [t],
donc I’hypothése de récurrence s’applique et Rvwt’ € RED Fli=’] ; Par définition
de la réductibilité, wt'(Rvwt’) est dans REDpp.—s(1y) = REDpji—y- &

Corollaire 5 L’arithmétique de Heyting du premier ordre HA 1 est cohérente.

Preuve : Supposons que u soit un terme normal tel que F u : L soit dérivable. On
peut supposer sans perte de généralité que u ne contient aucune variable libre du
premier ordre, car si 41, ..., iy sont ces variables, alors - u[i; :=0,...,ip:=0]: L
est dérivable, et on peut remplacer u par toute forme normale de ufi; := 0, ... 4 :=
0], qui n’a aucune variable variable libre du premier ordre.

Supposons donc que u est un terme normal sans variable libre du premier ordre
tel que - w : L soit dérivable, de taille minimale. Alors u est nécessairement de la
forme hu; ...uy, ot h est une variable ou le symbole V (auquel cas n = 1), ou de
la forme Rujuot. Le premier cas est impossible car le coté gauche du jugement est
vide. Le second cas implique que F u; : L, ce qui contredit la minimalité de u. Dans
le dernier cas, t étant normal et sans variable libre, ¢ est de la forme S(...(S(0)));
c’est par récurrence structurelle sur ¢ : si t = 0, c’est clair; si ¢ est de la forme S(¢1),
c’est par hypothése de récurrence ; et ¢t ne peut pas étre ni de la forme ¢ +t5 ni de la
forme t1xto, car par hypothése de récurrence to commencerait par 0 ou par S, ce qui
contredirait I’hypothése de normalité de ¢. Mais comme ¢ = S(...(8(0))), Rujuat
n’est pas normal, ce qui montre que le dernier cas est impossible lui aussi. &

Ceci est le premier résultat de cohérence non complétement trivial que nous
avons démontré. Il peut apparaitre trivial, cependant, et en voici une démonstration
élémentaire. Pour toute fonction p de X' vers N (une valuation du premier ordre),
pour tout terme ¢, définissons [t]p par : [0]p=0, [S(t)]p=[t]p+1, [s+t]p=[s]p+[t]p;
[sxt]p=[s]p x [t]p. Définissons la relation p = F' (“F est vraie dans la valuation p”)
par : p |= L est faux, p = s & t si et seulement si [s]p = [t]p, p E F = G si et
seulement si p = F implique p |= G, et p |= Vi - F' si et seulement si p[i :==n] = F
pour tout n € N, ou p[i := n] envoie i vers n et toute autre variable j vers p(j). Il
est facile de voir que pour toute preuve de z1 : FY,...,z, : F,, F u : F, pour toute
valuation p, p = F} et ... et p &= F,, impliquent p = F. HA; est alors cohérent
parce que par exemple - u : 1 n’est prouvable pour aucun AV R-terme u, sinon
p E L serait vrai.

Cette démonstration sémantique est beaucoup plus simple que la démonstration
syntaxique par normalisation des AV R-termes typés, mais en fait elle ne dit pas
grand-chose : pour démontrer que pour toute preuve de x1 : Fi,...,x, : FpFu: F,
pour toute valuation p, p = Fj et ... et p | F,, impliquent p = F, nous utilisons les
régles usuelles de I'arithmétique. Autrement dit, on utilise essentiellement les mémes
régles que celles de HA; pour montrer que les régles de HA 1 sont correctes : c’est
un cercle vicieux.

En général, on peut démontrer la cohérence de n’importe quelle théorie par ce
moyen, méme de théories incohérentes. Par exemple, considérons un langage de
termes dans lequel on peut écrire {x | F(z)} pour toute formule F(z), dont la
sémantique est 'ensemble de toutes les valeurs pour = qui rendent F'(z) vraie. On
adopte une régle de déduction qui exprime que ¢t € {z | F(x)} si et seulement
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F(t) est vraie. Cette régle est valide, et par le méme argument sémantique que ci-
dessus, ce systéme est cohérent. Mais on verra au lemme 17 que cette théorie — la
théorie naive des ensembles — est en réalité incohérente. La raison pour laquelle
la démonstration sémantique est incorrecte ici, c’est qu’elle suppose que 'on peut
toujours définir 'ensemble de toutes les valeurs vérifiant une formule donnée (voir la
définition de la sémantique de {x | F'(z)}). Le fait que la théorie naive des ensembles
soit incohérente montre que, justement, ceci n’a pas de sens.

C’est pour éviter ce cercle vicieux, dans lequel finalement on raméne la cohérence
d’une théorie a elle-méme, que David Hilbert a proposé au début du vingtiéme
siécle d’établir la cohérence des systémes logiques utilisés en mathématiques par
des moyens finitistes, c’est-a-dire n’utilisant des moyens de raisonnement qui ne
portent que sur des objets finis : entiers, arbres finis (donc aussi formules, preuves),
mais pas les ensembles quelconques d’entiers ou les arbres infinis, par exemple; et
des principes de récurrence structurelle ou sur les entiers, mais pas de quantification
sur Pensemble (infini) de tous les entiers ou de tous les arbres finis par exemple. (Le
systéme logique correspondant s’appelle 'arithmétique primitive récursive PRA et
est beaucoup moins expressif, donc aussi beaucoup moins suspect d’incohérence,
que PA;.)

La preuve de cohérence de HA; que nous avons donnée est alors presque fini-
tiste : les notions de formules et de preuves sont finitistes, de méme que les trans-
formations de preuves définies par les régles de réduction du AV R-calcul et que
P’argument du corollaire 5 montrant qu’il n’y a pas de AV R-calcul clos de type L.
Le seul argument non finitiste dans la preuve est I'argument de normalisation du
théoréme 6, ot la définition par récurrence structurelle sur F' du prédicat u € REDp
repose sur des quantifications universelles sur des domaines infinis : ©« € REDp_.¢
si et seulement si, pour tout v € REDp, uwwv € RED¢. (Le fait que 'on raisonne
sur des ensembles RE Dp n’est pas non plus finitiste, mais comme la démonstration
n’utilise REDp que comme un prédicat u € REDp, ceci n’est pas une entorse grave
au finitisme.)

En un sens, on ne peut pas faire mieux, et donc on ne peut pas échapper au
cercle vicieux mentionné plus haut : le second théoréme d’incomplétude de Godel
peut en effet étre invoqué pour prouver qu’on ne peut montrer la cohérence de
HA,; que dans un systéme logique au moins aussi fort que HA; lui-méme. (Nous
ne décrirons pas formellement ce théoréme ; informellement, il énonce qu’on ne peut
pas montrer la cohérence d’une théorie mathématique 7" dans T elle-méme dés que
T est cohérente, récursivement axiomatisable et contient I’arithmétique de Peano
du premier ordre — ou de Heyting, ce qui ne change rien.)

Toutefois, la démonstration du corollaire 5 montre que que la seule partie non
finitiste, et ce donc d’une fagon essentielle, est 'argument de normalisation du AV R-
calcul typé. En résumé, on a réduit la question de la cohérence de HA; & la question
de la seule terminaison d’une classe de programmes informatiques.

Exercice 28 (g%?) L’arithmétique de Heyting du premier ordre inclut en fait aussi
le N, le V et le quantificateur 3. Considérons le systéme HA?, obtenu a partir
de HA en ajoutant les constructions de l’exercice 23. Montrer que le A\V R-calcul
enrichi par les constructions ttu et case u{tiz — v} avec les régles de typage corres-
pondantes est fortement normalisant. (Adapter la technique de réductibilité. Pour-
quoi la technique d’effacement ne fonctionne-t-elle pas ¢ Montrer cependant que la
technique d’effacement permet de montrer que HA%I normalise faiblement : toute
stratégie qui normalise d’abord par (B), (1), (V), (RO), (RS), (3case), puis norma-
lise le terme obtenu par —y aboutit & une forme normale pour les régles de HA?.
Voir aussi lexercice 30 et 'exercice 37.) En conclure que HA? est cohérent.
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Exercice 29 L’arithmétique de Peano du premier ordre PA, est a HA{ ce que
ND; est a NJfy, a savoir sa version classique. (Voir exercice 24.) Plus précisément,
les reégles de typage de PA; sont (Ax), (=E), (=1), (-—FE) ainsi que (V1) et (VE),
(Refly), (+5%) et (Rec). Le A\CR-calcul qui est le A-calcul correspondant est défini
par la grammaire :

Aﬁu =V | Alc\l,lAIc\T,l | AV - AIC\I,l | CAIC\T,l | AIC\T,lT | AX - AIC\M | 7o | RAIC\I,lAIC\uT

ou T est le langage des termes du premier ordre de HA . Les régles de réduction sont
celles de HA1 moins (V), plus (Cr) et (nC). Montrer, en s’inspirant des résultats
déja démontrés, l'auto-réduction et la normalisation forte de ce calcul. En déduire
que PA 4 est cohérente.

Exercice 30 Montrer qu’on peut définir 3i - F' en PA; comme —Vi - -F. Au-
trement dit, cette construction obéit aux régles de typage (IE) et (3I) de Uexer-
cice 23, pour une définition a trouver de ttu et de case u{tix — v}. Montrer que
case wtu {viz — v} = v[i := t][xr := u]. En déduire que la notion de réduction de
HA? de Uezercice 28 normalise fortement.

4 Logique intuitionniste d’ordre deux et systéme F'

L’arithmétique de Peano du premier ordre PA;, ou bien celle de Heyting HA 1,
est en fait un systéme logique relativement faible. Il se trouve que, méme si de
nombreuses vérités arithmétiques sont démontrables en PA; ou en HA 1, il en existe
de relativement simples qui ne sont pas démontrables en PA; [PHT78|.

4.1 Logique et arithmétique d’ordre deux

Un systéme beaucoup plus complet est 1’arithmétique de Peano du second ordre
PA,, et sa contrepartie intuitionniste HA 5. Nous allons nous intéresser & HA 5, qui
est défini comme HA; a partir de la logique du premier ordre, mais & partir de la
logique du second ordre. La nouveauté apportée par la logique du second ordre est
que nous disposons maintenant de wvariables de prédicats X, Y, ..., que 'on peut
appliquer & des termes du premier ordre, et sur lesquelles on peut quantifier.

Formellement, étant donné un langage du premier ordre £ donné par des familles
de symboles de fonctions F,,, n > 0, et des familles de symboles ou variables de
prédicats Py, n > 0, on définit les formules du second ordre par la grammaire :

F:=A|L|F=F|VX -F|VP, - F

ou A parcourt ’ensemble des formules atomiques, et les formules sont vues & a-
conversion prés. La différence avec les formules du premier ordre est ’ajout de la
quantification VP - F' d’ordre deux. Par commodité, nous supposerons que chaque
ensemble P,, est infini.

L’autre différence avec la logique d’ordre un est la notion de substitution. Pour
toute variable du premier ordre 4 et pour tout terme ¢ du premier ordre, F[i := ]
est défini comme d’habitude. Fixons une fois pour toutes une suite de variables ki,
ka, ..., alors F[P(k1,...,kn) := G], ou P est une variable de prédicat n-aire et G
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est une formule est défini par récurrence structurelle sur F' par :

P(th ,tn)[P(kl,. 7]43”) :G] = G[kl = t17--~7kn = tn]
Qtrs - tm)[P(ky, . kn) =Gl = Q.. tm) (P #Q)
L[P(ky,. . ky)=G] = L
(F1 iFQ)[P(kl, 7kn) :G] = (Fl[P(th,kn) = G]):>(F2[P(k‘17,k’n> = G])
Vi - )Pk, ... k) = G] = Vi (F[P(ky,... kn) = G])
(ot 7 n’est libre ni dans G, ni dans kq, ..., k)

(Q # P, ou Q n’est pas libre dans G)

ou dans la premiére ligne, co6té droit, la substitution est une substitution du pre-
mier ordre. Intuitivement, la substitution [P(ky, ..., ky) := G] consiste & remplacer
P(ky,...,k,) par G, et donc aussi P(t1,...,t,) = P(k1,...,kn)[k1 :=11,..., kp :=
t,] par Glky :==t1,..., k, = t,)].

Les régles de déduction de la logique d’ordre deux sont celles de la logique d’ordre
un plus :

I'tu:VP-F I'Fu: F

(Vo) Vol
I'FuG: F[P(ky,..., k) =G| FI—)\P~u:VP-F(2)

(out P n’est libre dans aucune formule de T)

ou P € P,. De méme, HA, est HA; plus ces deux régles, et PA, est PA; plus
ces deux régles.

Exercice 31 Soit X une variable de prédicat 0-aire. Démontrer (VX - X) = L et
1= (VX -X) en logique d’ordre deux. En déduire qu’on n’a pas besoin de construction
spéciale pour le faux en logique d’ordre deuz.

Notre A-calcul est le méme que le AV R-calcul, plus les constructions uG (appli-
cation d’un terme & un type) et AP - u (abstraction sur une variable de prédicat),
et est défini par la grammaire :

ANQ = V | ANQAN’Q | )\V~AN72 ‘ VAN’Q | A.N’QT | )\X'AN’Q | To | RA.N’QAN’QT | AN’QF ‘ )\’Pn'ANg

ou T est le langage des termes du premier ordre de 'arithmétique, et F' est celui
des formules du second ordre.
Les régles de réduction sont celles de HA 1, plus :

(Beta) (AP-uw)F — u[P(ki,...,k,) :=F]

ou P est m-aire, et la substitution est étendue aux termes de preuve de facon im-
médiate.

4.2 Systéme Fj

Les termes et les réductions de HA 5 sont complexes, et nous allons commencer
par étudier une restriction drastique, un systéme de typage du A-calcul appelé le
systeme Fy et dii a Jean-Yves Girard. Nous verrons plus tard que le systéme Fj
contient ’essentiel des caractéristiques logiques de HA .

On obtient le systéme F5 d’une part en supprimant dans les formules tous les
termes et toutes les quantifications du premier ordre, en ne gardant que des variables
de prédicats O-aires, et en ne gardant dans le AV R-calcul que le A-calcul plus les
applications et abstractions du second ordre sur les variables de prédicats O-aires
— on supprime récurseur, application et abstraction du premier et du second ordre
non 0-aire.
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Ce qui reste est un langage de types de la forme :
F=Py | F=F |VPy - F

La substitution sur les types est la substitution usuelle (regarder la définition de la
substitution d’ordre deux lorsque la variable de prédicat est 0-aire).
Le A-calcul du systéme F5 est défini par :

Av::=V|AvAv|)\V'Av|AvF|)\P0'AV

ou Fy parcourt I’ensemble des formules ci-dessus; et les régles de typage sont :

— (Var)
Iz:Frao: F
F'ru:FA=F, T'tov:F Ix:Fibtu: Fy
(App) (Abs)
I'Fuv: Fy I'EXx-u: = F
'tu:VP-F 'tu:F
(T App) (T Abs)
I'+uG: F[P:=G] I'AP-uw:VP-F

(ou P n’est libre dans aucune formule de T)

Comme dans le systéme des types simples, nous utilisons la convention que les
régles sont données pour des termes a a-renommage prés. Ceci nous permet d’écrire
les régles (Abs) et (T'Abs) comme ci-dessus, plutot que sous la forme plus complexe
(mais rigoureuse) ci-dessous :

Dy: Fibulz:=y]: Fy 'FulP:=Q]: F[P:=@Q
(Abs) [ |- Fl ] (T Abs)
A -u: = Fy I'AP-u:VP-F
(ot y & domT, y & fv(u)) (ott @ n’est libre dans aucune formule de T, ni dans F, ni dans u)

D’un point de vue logique, ce systéme de typage est un systéme de déduction
naturelle pour la logique intuitionniste minimale propositionnelle quantifiée.
Les régles de réduction définissant — g, sont :

B) Az-uw)v — ufz:=1)
(n) Az-uxr — u (ot z n’est pas libre dans v)
(Beta) (AP-u)F — wu[P:=F]
(Eta) AP-uP — u (ou P n’est libre dans aucun type d’aucune variable libre de )

Exercice 32 Montrer l'auto-réduction pour — gy, et le systéme Fy. (Dans le cas de
(Eta), montrer d’abord la propriété d’amincissement, voir lemme 4.)

Théoréme 7 Tout A\-terme typé dans le systeme Fy est fortement normalisant.

Preuve : Bien que la preuve ne soit pas trés longue, elle est beaucoup plus subtile
que dans les cas précédents. Essayons d’adapter la méthode de réductibilité. Le
probléme est de définir REDyp.f : on est tenté de le définir comme étant I’ensemble
des A-termes u tels que, pour toute formule G, uG soit dans REDp(p.—g). Mais la
formule F[P := G] n’est non seulement pas en général une sous-expression de VP-F,
mais elle peut en fait étre beaucoup plus grosse. Le passage par le squelette comme
aux théorémes 4 et 6 ne fonctionne plus. Prenons en effet par exemple REDyp.p : si
on le définit comme ci-dessus, ce sera ’ensemble des A-termes u tels que, pour toute
formule G, uG est dans RE D¢. Autrement dit, pour définir REDyp.p, on a besoin
de disposer déja par hypothése de récurrence des définitions des RE D¢ pour toutes
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les formules G — y compris VP- P, au passage. La subtilité fondamentale du systéme
F5, comme on le voit, est que lorsque 'on quantifie sur P pour définir VP - F, P
varie sur toutes les formules, y compris la formule & définir VP - F' elleeméme. Un
systéme logique qui a cette propriété est dit imprédicatif.

On contourne le probléme comme suit. Considérons des contextes C servant &
interpréter les variables de types : C' est une fonction qui a chaque variable de type
P associe un ensemble de A-termes. Pour toute variable de type P et pour tout
ensemble S de A-termes, notons C[P := S] le contexte qui & P associe S et a tout
Q # P associe C(Q). On définit alors 'ensemble RED$ des termes réductibles au
type F' dans le contexte C. Ceci permettra de contourner le probléme en définissant
(en gros) REDSp , comme l'ensemble des termes u tels que pour tout ensemble
S de termes, pour toute formule G, uG est dans REC’g[P::S]. L’ensemble REDI(j:
sera tel, notamment, que pour toute variable de type P, REDIC; sera simplement
Pensemble C'(P). (Dans les preuves précédentes, ¢’'était SN : on peut rejouer ces
preuves en utilisant le contexte qui a tout P associe SN.) Mais pour que la preuve
de normalisation forte fonctionne, il faudra que nous vérifions les propriétés (CR1),
(CR2) et (CR3). Ces propriétés ne sont pas valides sur RED$ si C(P) est un
ensemble arbitraire de termes. On restreint donc les C'(P) a étre des ensembles de A-
termes particuliers appelés candidats de réductibilité. Définissons donc les candidats
de réductibilité en paraphrasant les conditions (CR1), (CR2) et (CR3). Un candidat
de réductibilité est un ensemble S de A-termes tels que :

(CR1) Siue€ S, alors u € SN.

(CR2) Siue€Setu—p,u, alorsu €8.

(CR3) Si u est neutre et pour tout u’ tel que u —g, u’, v’ € S, alors u € S.
Dans cette définition, un terme neutre est un terme ne commengant pas par A, et
SN est 'ensemble des termes fortement normalisants pour —g,,.

Reprenons maintenant la définition de RE Dg. Pour toute variable de prédicat P,
on pose donc RED$=C(P); RED%iF2 est 'ensemble des termes u tels que pour

tout v € REDY, , wv € REDY, ; et REDSp  est I'ensemble des termes u tels que,

pour tout candidat de réductibilité S, pour toute formule G, uG € REDg[P::S].

Cette définition de RED%: est valide, et procéde par récurrence structurelle sur F'.

Un contexte C est appelé un contexte de candidats si C(P) est un candidat
de réductilibité pour tout P. Montrons que REDS vérifie les conditions (CR1) &
(CR3), autrement dit que REDY est un candidat de réductibilité pour tout contexte
de candidats C' et pour toute formule F'. Ceci ne présente pas plus de difficulté qu’au
théoréme 1, et s’effectue par récurrence structurelle sur F. Si F' est une variable de
type P, REDS = C(P) est un candidat de réductibilité par hypothése. Si F' est
de la forme F; = F5, c’est comme au théoréme 1. Le cas intéressant est celui ou F'
est de la forme VP - F;. Remarquons d’abord que SN est lui-méme un candidat de
réductibilité ; en particulier, il existe des candidats de réductibilité.

(CR1) Siue RED%7 alors pour tout candidat S, pour toute formule G, uG €

RED?I[P::S] par définition. En particulier pour S=SN, G=VX - X (par
exemple). Par hypothése de récurrence, partie (CR1), uG est dans SN, donc
U aussi.

(CR2) Si u € REDY et u —p, u', alors pour tout candidat S, pour toute

formule G, uG € RED%[P::S] par définition. Par hypothése de récurrence

(CR2), comme uG — v'G, v'G € REDgl[P:ZS]. Comme S et G sont arbi-
traires, v’ € REDY.

(CR3) Si u est neutre et pour tout u' tel que u —g, v/, v € REDY, mon-
trons que u € REDg. Pour cela, il suffit, par définition, de montrer que
ulG € REDIC;l[P::S] pour tout candidat S et toute formule G. Soit donc S un

candidat arbitraire, G une formule arbitraire. Comme uG est neutre, pour
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C[P:=5]

montrer que uG € REDy, , il suffit de montrer que tous ses réduits en

une étape sont dans REDC[P =5

, par hypothése de récurrence (CR3). Mais
uG ne peut se réduire qu’en v'G avec u —g, u' (auquel cas v’ € REDY par
hypotheése, donc v'G € REDPCEI[P::S]) ou en up[P := (], a condition que u
soit de la forme AP - up ; mais ce dernier cas est impossible, puisqu’alors u
ne serait pas neutre.

Observons que : (%) si @ n’est pas libre dans G, alors REDg = REDg[Q:ZS]
pour tout candidat S. Autrement dit, REDg ne dépend que de la restriction de
C' aux variables de prédicats libres dans G. On montre (*) par récurrence struc-
turelle sur G. Si G est une variable de prédicat P, alors REDS = C(P), alors
que REDO[Q =51 = (C[Q = S])(P) = C(P) aussi, car par hypothése @) n’est pas
libre dans G, donc Q # P. Si G est de la forme G; = Go, alors REDS = {u |
Vo € REDS, -uv € REDS,} = {u | Yo € REDG®= . uv € REDGY=} (par
hypothése de récurrence) = RED(C’:[Q:S]. Si G est de la forme VP - G; (ou par a-
renommage on peut supposer P # Q), alors REDS, = {u | VS’ candidat-VG’-uG’ €
REDGT =1} — {u | vS' candidat-VG'-uG’ € REDGT=51%=1} (par hypothese
de récurrence) = {u | ¥’ candidat V@' -uG’ € REDG@=*IP=5y _ pppgle:="]
(car P # Q).

— C
Montrons maintenant que : (k) REDC[P'_REDG] = REDCP —¢)- Ceci est

par récurrence structurelle sur F. Si F' = P, alors REDC[P =REDG] _ = (C[P =
REDS))(P) = REDS = REDC[P::G] Si F est une autre varlable de prédicat Q,

REDGIP="FPE) - 0(Q) = REDG = REDS,p, . Si F est de la forme Fy = F,

alors REDSIP=REPE) 1y | vy € REDGIPREPE) .y € REDGIMREPE)Y -
{u | Yv € REDF (Pi=g) " UV € REDS, B P::G]} (par hypothése de récurrence)
= REDFl[P G]:>F2[P_7G] = REDg[P_fg]. Si F est de la forme VQ - Fy, alors

REDGP=REPS] _ (4 | vS candidat - YH - ul € REDGT=REPSI@=Sy _ )
WS candidat - VH - uH € REDGQ™SIP=REDSYy _ () | g candidat - VH - uH €

olQ:=5]
REDC[Q =SIP:=REDG ]} (par (x), car par a-renommage on peut supposer )

non libre dans G) = {u | v$ candidat-VH -uH € RED7[%—%,} (par hypothése de

récurrence) = REDPQ[P::G].

On a alors : (4) pour tout terme uy tel que ui[z := v] € REDgz pour tout
v € REDY, , alors Az - u1 € REDY, _ j, . Cest comme au lemme 6, voir la preuve
du théoreme 1.

Aussi : (++) pour tout terme u; tel que u [P := G| € RED, pour toute
formule G et tout candidat S, alors AP-u; € REDV p.F, - Par hypothese en prenant
G=P et S=C(P), uy lui-méme est dans REDS, , donc dans SN par (CR1). Nous

démontrons (++) en montrant que (AP - u1)G € RED%[P::S] pour toute formule
G et tout candidat S. C’est par récurrence sur v(uq), en utilisant (CR3), puisque
(AP - u1)G est neutre. Mais (AP - u1)G ne peut se réduire en une étape que vers :

(AP -u})G avec u; —g, u}, qui est dans REDC[P =5

ou vers ui[P := G], qui est dans REDC[P S] par hypothése; ou vers usG par

(Fta), alors que u; est de la forme us P et P west libre dans aucun type d’aucune
C[P:=5]

C[P =9]

par hypothése de récurrence;

variable libre de us — mais alors usG = u1 [P := G], qui est dans RED par
Fy
hypotheése.
Il ne reste plus qu’a démontrer :
(d)sizy: Fi,...,z,: F, Fu: F est dérivable en systéme Fy, pour tout contexte
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de candidats C, pour tous v; € RED, , ..., v, € REDS , alors
u[ry = v1,...,Tp =V, P =Gy, ..., Py = Gp) € RED}C,:

ou la substitution [z1 := vy,..., 2y = vy, P1 := G4,..., Py := Gy, qui remplace
en paralléle les x; par les v; et les variables de types P; par les formules G est
définie de la fagon naturelle.

On montre (&) par récurrence structurelle sur la dérivation de typage donnée
de u. Si la derniére régle est (Var), u est une variable z;, 1 < i < n, donc uf[z; :=
Viyeony @ = Un, Pt = G1,..., Py = Gp] = v; est dans RED% = REDY par
hypotheése.

Si u est de la forme wjus, par hypothése de récurrence uqlzy := v1,...,2, =
Un, P1:=G1, ..., Py i= Gp] est dans REDgéF pour une certaine formule G telle
que ug[ry = V1,...,&n = Un, P1 = G1,..., Py = Gp] est dans REDg7 donc

ulzy == v1,..., %, =y, P :=G,..., Py = Gp] € REDY.
Si u est de la forme u;G, avec uy de type VP - Fy et F = Fi[P := G], alors

par hypothése de récurrence uq[zy := v1,...,&, := v, Py :=G1,..., Py :=Gp) €
REDGp ., donc ulzy := v1,..., 2 := vn, Pl := G1,..., Py := Gyp] € REDGT=]
pour tout candidat S. Prenons SEREDS, : par (%), u[z1 := v1,...,2n = vy, P :=

Gi,..., P, =Gyl € RED%[P::G] = REDS.
Si w est de la forme Az -uq, avec F' = F} = F5, alors par hypothése de récurrence

uplxy = U1, &y = U,z = 0, Py = Gy, Py = G] € RED]%2 pour tout
v E RED%:I, mais ui[xry 1= v1,..., &y = Up,x := 0, P} := Gq,..., Py = Gp) =
(urfzy == v1,..., &y 1= vy, P1 := G1,..., Py 1= Gu))[x := v]. Nous utilisons ici
que = peut étre prise différente de x1, ..., z,, et non libre dans vy, ..., v,, par
a-renommage. Donc par (+) u[z) = v1,..., 2y := Uy, PL := G1,..., Py i= Gp] €
REDS.

Si u est de la forme AP -uq, avec F = VP - F}, alors par hypothése de récurrence
uT) =01, Ty = U, PL =G, .o, Py i= G, P i= G est dans RED%, et ce
pour tout contexte de candidats C”, en particulier pour C’ de la forme C[P := S].

Comme wuj[z) = v1,...,Tp = Up, Py := G1,..., Py := G, P := G| = (uq]z1 :=
Vly.ony @ i= U, & =0, P :=Gy,..., Py = Gp])[P := G] (en a-renommant P au
besoin dans u), et comme S est arbitraire, par (++) u[zy :=v1,...,2y = vy, P =

Gi,..., Py = Gp] est dans RED\%)_F1 = REDS.

Le théoréme de normalisation forte des termes typés dans le systéme F5 se déduit
de (&) en prenant v; = x; pour tout i, 1 <i <mn, et m = 0, en utilisant (CR3) pour
justifier le choix des z;, et (CR1) pour conclure. &

Vu sous l'angle des langages de programmation, les régles (T'Abs) et (T App)
offrent la notion de fonctions, et en général d’objets polymorphes. Prenons par
exemple la fonction id=AP- Az -z, de type VP - P= P : c’est la fonction identité sur
tout type P, au sens ol id nat est la fonction identité sur les entiers, id real est la
fonction identité sur les réels, etc. Il s’agit de polymorphisme paramétrique, le com-
portement de la fonction étant indépendant du type P passé en paramétre. (L’autre
forme classique de polymorphisme est le polymorphisme ad hoc, ou le corps de la
fonction teste d’abord le type P ; c’est la forme typique de polymorphisme présent
dans les langages orientés objets.)

Le polymorphisme paramétrique est typiquement le polymorphisme présent dans
le langage ML, en particulier en OCaml. Le polymorphisme est cependant restreint
en ML : les seules quantifications universelles sont au sommet, pas a l'intérieur,
des types. Formellement, appelons monotype tout type du systéme F5 dans lequel
V n’intervient pas (ce sont les types simples), et appelons polytype tout type de la
forme Vagq,...,a, - F, ou F est un monotype. Les types ML sont les polytypes.
De plus, les jugements de typage en ML sont asymétriques, et sont de la forme
1 Fi,...,F, Fu: T, ou Fy, ..., F, sont des polytypes et 7 est un monotype.
A cause de cette forme de jugement, la régle (VI) n’a aucun sens comme régle de
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typage, et la construction AP - u non plus. La création de polytypes passe par la
régle de généralisation (Gen) et la construction de programmes let. . .in :

'ru:mn T,x:Voi,...,an, 7107

(Gen)

I'kletz=uinwv:m

ol a1, ..., a, sont les variables de types libres dans 7 mais pas libres dans
aucun polytype de I'.

ML differe aussi du systéme F, par d’autres points. D’abord, le polymorphisme
est implicite, comme dans le systéme F' (exercice 40) : lorsque z est de type Va- F, on
n’écrit pas G pour obtenir une instance de = de type F[a := (], mais simplement
x. Formellement, la régle de typage des variables est :

Iz :Vai,...,¢n - Thz:Tlog i=T1,...,qp = Ty

Enfin ML est un langage de programmation réel, et inclut donc un certain
nombre de constructions moins justifiables logiquement. Par exemple, ML posséde
les définitions par récursion générales (la construction let rec, codable a 1'aide d’une
constante Y : Va- (a=a)=a —ouplutét Y : Va, 8- ((a=0)=(a=8))= (a=0)),
des types de données récursifs (généralisant la définition des entiers de Peano
construits sur 0 et S, notamment), des effets de bord, et OCaml a en plus les
objets (polymorphisme ad hoc) et encore d’autres constructions.

Exercice 33 Les entiers de Church en systéme Fy sont [n]=AP-Af,x- f"x. Mon-
trer qu’ils sont tous de type N=VP - (P = P) = (P = P). En s’inspirant des défi-
nitions correspondantes en A-calcul pur, donner des définitions du successeur S de
type N =N, de l’addition [+], de la multiplication [x] et de la fonction puissance
[exp], ces trois derniéres de type N = N = N. Comparer avec l’exercice 4.

Exercice 34 On pose Fy x Fo=VP-(Fy=Fy,=P)=P. (Comparer avec l’ezercice 5.)
On pose (u, V)=AP - Az - zuw, et lorsque u est de type Fy X Fy, mi Flu=uF (Az,y-x),
moFyu=uFy(A\x,y - y). Montrer que les reégles (AI), (AE1) et (AE3) sont admis-
sibles (en remplagant m par w1 Fy et wo par moFs3), et que m Fi{u,v) %En u,
moFo(u,v) %En v. En somme, on peut définir le produit (la conjonction) en sys-
teme F5.

Exercice 35 On pose Iy + Fo=VYP - (Fy = P)= (Fpy = P)=P, et :

L1u = AP )\kl, ]€2 . klu
LU = AP )\]{)1, k/’g . kgu
11T — V1 ~ ) ]
(G)case u{ Loy b U } = uG(Azy - v1)(Azy - v2)

ou k, k1, ko sont des variables fraiches, P est une variable de type fraiche dans les
deux premiers cas et vi et vy sont de types G dans le troisiéme cas. Montrer que les
régles de typage (VIh), (VI2) et (VE) sont vérifiées, et que l'on a les réductions :

L11T1 — U1

(G)case 11u Loy 5 U H;n vi[zy = u]
11T — U1

(G)case tau Loy 15 —>;§n vo|T2 1= ]

En somme, on peut définir la somme (la disjonction) en systéme Fy. Comparer avec
Dezercice 22.
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Exercice 36 On pose 3P - F=VQ - (VP - F = Q) = Q, ot Q est une variable de
type fraiche. On définit LGu=AQ - \k - kGu et case u {tPx — v} =uH (AP - Az - v)
(ou H est le type de v dans un contexte idoine, cf. ci-dessous).

Montrer que les régles de typage suivantes sont admissibles :

Ptw:3P-F T,z:Ftv:H Pkwu: F[P:= G

JF JoI
'k case u{tPx+— v} : H (Be5) FI—LGu;3P~F(2)

(o P n’est libre dans aucune formule de T' ni dans G)

En déduire que le quantificateur existentiel du second ordre est définissable dans
le systeme Fs. Montrer qu’on a la régle de réduction :

case (Gu{tPx — v} —f [P =Gl :=ul

Exercice 37 Comme a Uexercice 36, montrer qu’on peut définir le quantificateur
existentiel du premier ordre en systéme Fy par Ji- FEVQ - (Vi- F = Q)= Q. En
déduire une prevve simple de la normalisation forte de HA? (exercice 28).

Exercice 38 Montrer que Py=\k-moN(k(N x N)(As-(S(m1Ns), 71 Ns))([0], [0])),
ot S et [0] sont comme & lexercice 33 et (...), m, w2 et X sont comme & l’exer-
cice 34, est un terme définissant le prédécesseur, au sens ot Py est de type N =N
et ou P(S[nl]) =%, [n| pour tout entier n. (Effectuer une récurrence sur n.)

Exercice 39 (@) Le but de cet exercice est de montrer qu’on peut défi-
nir le récurseur sur les entiers de Church dans le systéeme Fy. Ceci procéde
comme pour le prédécesseur. On pose Ry=AQ - Az,y,n - mQ(n(Q x N)(\z -
(y(meNz)(m1Qz), S(m2N2)))(x, [01])). Vérifier que Ry est de type ¥VQ - Q =
(N=Q=0Q)=N=@Q, e que RyGuv|[0] —>gn u, RyGuwvln+1] <3,
v[n](RyGuv[n]), ot <, est la cloture réflexive symétrique transitive de — p.
(Montrer par récurrence sur m que, si l'on pose f(Q,u,v,n)=n(Q x N)(\z -
(v(m2N2)(m1Q2), S(maN2)))(u, [0]), alors f(Q,u,v,[0]) %?3_77 (u, [0]), et que si
F(@v 1,0, []) 55 (w, [2]), alors £(@ v, [n+11) <%, (oA, [0+ 1).)

Exercice 40 Le systéme F est comme le systéme Fs, sauf que les régles (T App) et
(T Abs) sont changées en :

'ru:VP-F (T App) I'Fu:F
pp — (T Abs
P'kuw: F[P:=(] FFU'VP~F( )

(ot P n’est libre dans aucune formule de T')

Autrement dit, on se passe des constructions d’application & des types et d’abs-
traction sur les types. Noter que tout terme a alors en général une infinité de types,
méme dans un contexte I' fixé. Montrer que la propriété d’auto-réduction est vérifiée
pour la régle (8), mais pas pour la régle (n).

Exercice 41 (@) Montrer que le A-calcul typé en systéme F (exercice 40) est
fortement normalisant. (Adapter la preuve du théoréme 7.) Pourquoi ceci n’est-il
pas un cas particulier du théoréeme 77

38



4.3 Normalisation forte de la logique d’ordre deux

Le langage des termes de la logique intuitionniste d’ordre deux est le AV-calcul
plus les constructions d’application et d’abstraction de prédicats :

A2 =V|A2A2‘AVA2‘VA2|A2T|AXA2|A2F|)\PnAQ

ou T est I'ensemble des termes du premier ordre et F' est celui des formules du second
ordre. Les régles de preuve, c’est-a-dire de typage, sont (Az), (LE), (=I), (=E),
(VI), (VE), (VoI) et (VoE). On normalise les preuves par les régles de réduction :

B) (Az-uwpv — ufz:=v]
(B1) Mi-uw)t — wufi:=t
(Beta) (AP-uw)F — u[P(ki,...,kn):=G] (P E€Py)

La propriété de normalisation forte des preuves de logique intuitionniste d’ordre
deux est une conséquence directe de celle du systéme Fs. En effet, définissons comme
au théoréme 4 une fonction qui efface tout ce qui est du premier ordre dans les
formules et les AV-termes. Sur les formules :

E(P(t1,...,ty)=P E(L)2YP.-P E(F, = F)=E(F) = E(F)
E(Vi- F)2E(F) E(VP-F)2VP-E(F)

Noter que P € P, sur le c6té gauche est vu comme variable O-aire sur le coté droit.
On traduit aussi 1 en VP - P, cf. exercice 31. Sur les AV-termes, 'effacement est
défini par :

Ex) = z E(uw) = E(u)E(v)
EMx-u) = Xx-E(u) E(Vu) = E@)E(G) (Vudetype G)
E(ut) = E(u) EXi-u) = E(u)
E(uG) = EW)E(G) EMAP-u) = AP-E(u)
On a:
Lemme 13 Sixqy : Fi,..., % : Fon b u: F est dérivable en logique intuitionniste

du second ordre, alors x1 : E(Fy),...,&m : E(Fp) F E(u) : E(F) en systéme Fs.

Preuve : Remarquons d’abord que : (x) E(F'[P(k1,...,k,) :=G]) = E(F')[P :=
E(G)]. C’est une récurrence structurelle facile sur F’. Ensuite, que : (x*) si P n’est
pas libre dans F’, alors P n’est pas libre dans E(F”). C’est encore une récurrence
structurelle facile sur F”.

On démontre le lemme par récurrence structurelle sur la dérivation donnée de
1P, e By Fu F

C’est évident si u est une variable z;, 1 < ¢ < n, si u est de la forme u'v’, ou
Az -

Si u est de la forme Vu/, alors par hypothése de récurrence on a dérivé xp :
E(Fy),....xm : E(Fy) F E(W):VP-P,donc z1 : E(F1),...,%m : E(Fy) F E(u) :
E(F) par (T App).

Si u est de la forme u't avec t un terme du premier ordre, alors par hypothése de
récurrence on a dérivé xy : E(Fy),..., & : E(Fy,) F E@W) : E(G), o0 G =Vi-F,
donc x1 : E(F1),...,&m : E(Fpn) F E(u) : E(F), puisque E(u) = E(u') et E(F) =
E(G).

Si u est de la forme \i - u’, alors par hypothése de récurrence on a dérivé x; :
E(F1),...,zm : E(Fy,) F E(W) : E(G), o0 F =Vi-G, donc x1 : E(F1),...,Tm :
E(Fpn) b E(u) : E(F), puisque E(u) = E(u') et E(F) = E(G).

Si u est de la forme u'G, alors par hypothése de récurrence on a dérivé zp :
E(Fy),....,zm: E(Fp)F E(W): EWP-F'),ou F = F'|[P(ky,...,k,) == G]; on en
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déduit que z1 : E(Fy),...,2m : E(Fy) F E(W)E(G) : E(F’)[ E(G)] : par (x),
E(F) = E(F")[P := E(G)], donc on a dérivé xy : E(F1),...,&m : BE(Fy) F E(u) :
Si u est de la forme AP - v/, alors par hypothése de récurrence on a dérivé
x1: E(F1),...,xm : E(Fn) F E(): E(F'), avec F =VP - F’, ou P n’est pas libre
dans Fi, ..., F,, ; par (xx), on peut appliquer (T'Abs) et inférer 1 : E(F1),...,Tm :
E(Fpn)E AP -E): AP - E(F'), Cest-a-dire z1 : E(F1),...,Tm : E(Fp,) F E(u) :
E(F). O

Lemme 14 Siu — v par les régles (8) ou (Beta), alors E(u) — E(v) par (8) ou
(Beta). Siu — v par (f1), alors E(u) = E(v).

Preuve : Montrons d’abord que : () E(u')[z := E(V")] = E(u/[x := v']). Aussi,
que : (xx) E(u)[P := E(G)] = E(W[P(ky,...,k,) := G]) pour tout P € P,. Enfin,
que : (xxx) E(u'[i :=t]) = E(u’). Les trois sont par récurrence structurelle sur v/,
(#+) utilisant la propriété (%) démontrée au lemme 13 dans le cas ou u' est de la
forme v'G’, ot G’ est une formule.
On démontre le lemme par récurrence sur la profondeur du rédex que l'on
contracte dans u. Le seul cas intéressant est celui ot u est lui-méme le rédex. Or
E(Az - u')') = Az - E(u))E(@W) = E()[z = E@)] = E([z = ) (par
(%)), ce qui régle le cas de (B8), E((A\P -v')G) = (AP - E(«))E(G) — E()[P =
E(GQ)] = E(W[P(k1,...,kn) := G]) (par (xx)), ce qui régle le cas de (Beta), et
E((\i-u)t)=EW) = EW[i :=1t]) (par (x *x)). &

Théoréme 8 Tout \V-terme u typé en logique intuitionniste du second ordre est
fortement normalisant.

Preuve : Notons que si v — w par la régle (1), alors la taille |Sk(v)| du
squelette de v est strictement supérieure a celle |Sk(w)| du squelette de w. Dé-
finissons le squelette d’un terme par : Sk(x)=x, Sk(u'v')=Sk(u')Sk(v"), Sk(Azx -
u )=z - Sk(u'), Sk(Xi - u)=Ni - Sk(u'), Sk(u’t)éSk(u’), SE(AP - u')EAP - Sk(u'),
Sk(w'G)=Sk(u)Sk(G), ou le squelette de G est défini comme au théoréme 4.
La taille de Sk((Ai - u')t) = Ai - Sk(u') est strictement supérieure a celle de
Sk(u'[i :=t]) = Sk(u') (comme une récurrence structurelle facile sur u’ le montre).

Donc, si on mesure u par le couple (E(u),|Sk(u)|), et que 'on ordonne ces
couples par I'ordre lexicographique des deux relations —T et >, si v — w, alors
la mesure de v est strictement supérieure a celle de w, en utilisant le lemme 14.
L’ordre lexicographique étant bien fondé, le théoréme est démontré.

Une preuve peut-étre plus intuitive est la suivante. Supposons qu’il existe une
réduction infinie partant de v : v = ug — uy — ... = u; — .... En passant aux
effacements, E(up) == E(u1) —»= ... »= E(u;) —— ... par lemme 14, ou —_
dénote 0 ou une étape de réduction en Fs. Par le théoréme 7 il n’y a qu'un nombre
fini de ces symboles —_ qui sont des —, donc il existe un entier 7 tel qu’a partir de
Pindice i on n’ait plus que des réductions par (£1). Mais il ne peut y avoir qu'un
nombre fini consécutif de telles réductions, ce qui contredit le fait que la réduction
considérée soit infinie. &

Corollaire 6 La logique intuitionniste d’ordre deux est cohérente : on ne peut pas
démontrer = u : L pour aucun AV-terme u.

Preuve : Par le théoréme 8, on peut se restreindre a considérer v normal. Prenons
u de taille minimale parmi les termes normaux tels que - u : L soit dérivable; u est
de la forme huy ... u,, ou h est une variable ou le symbole V (auquel cas n > 1), et
U1, - .., Uy sont des AV-termes, des termes du premier ordre ou des formules. Mais
h ne peut pas étre une variable, parce que le contexte a gauche de - est vide. Donc
h est V, mais alors on a F uy : L, ce qui contredit la minimalité de la taille de u.
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Exercice 42 Dans les démonstrations ci-dessus, nous n’avons pas considéré la
régle (V) : Vuv — Vu. Pourquoi la technique de preuve que nous avons utilisé
ne fonctionne-t-elle plus si on ajoute cette regle ?

Exercice 43 (@) La logique classique du second ordre est la logique intuitionniste
du second ordre plus l'opérateur C, autrement dit plus la régle de typage (——FE). La
regles de réduction sont (B), (B1), (Beta), (Cr) et (nC). Montrer en étendant le
systeme Fy au cas classique, c’est-a-dire en ajoutant la régle de typage :

Fhu:(F=VX-X)=VX-X
THCu:F

et les regles de réduction (Cr) et (nC), que la logique classique du second ordre
est cohérente.

Exercice 44 On définit 'égalité de Leibniz comme suit : s = t est vu comme une
abréviation de VP - P(s) = P(t). Trouver des termes de preuwve montrant que ~ est
réflexive et que s = t implique que l'on peut déduire F[i :=t] a partir de F|i := s].
En conclure qu’on n’a pas besoin de symbole spécial ou de régle spéciale pour traiter
l’égalité en logique d’ordre deux : l’égalité est définissable a l'ordre deux.

Exercice 45 Montrer que [’égalité de Leibniz est symétrique, autrement dit trouver
utel que x:s~thkwu:tms. (Indication : instancier P(k1) par Q(k1) = Q(s).)

4.4 Retour sur HA5 et PA,

On va montrer que HA 5 est cohérent, par une extension de la technique utilisée
pour HA . La principale innovation est le traitement de la quantification du second
ordre, qui sera traitée comme dans le systéme F5.

Lemme 15 Si ',z : Fi1 b u : Fy et ' - v : Fy sont dérivables en HA,, alors
Tk [z :=v]: Fy aussi.

Preuve : Comme au lemme 12, on prouve que pour toute preuve mo de I',x :
F,AFu: Fs et toute preuve m; de I' - v : Fy, on peut construire une preuve 7 de
', A F ulz := v] : Fy par récurrence structurelle sur 7. &

Lemme 16 Si ' - u : F est dérivable en HAs, et P € P, n’est pas libre dans
aucune formule de T, alors T+ u[P(k1,...,kn) := G| : F[P(k1,...,kn) = G]

aussi.

Preuve : On prouve plus généralement que pour toute preuve wde 21 : Fi, ..., &, :
F,, b u: F,on peut construire une preuve 7 de 21 : Fy[P(ky,..., k) :==G|,...,&m :
Fo[P(ki,... kn) = Gl F u[P(ky,...,kn) =G| : F[P(k1,...,kn) := G] par récur-
rence structurelle sur 7. &

Nous considérons les régles de réduction suivantes, qui sont celles de HA; plus
(Beta). On ne considére pas (1) et (Eta), dont nous n’aurons pas besoin.

B) (Az-uwv — ufz =0

(81) N u)t — wufi:=t

(Beta) (AP -uw)F — u[P(ki,...,kn):=G] (PP,

(V) Vuw — Vu

(RO) Ruv0 — u

(RS) Ruw(S(t)) — vt(Ruvt)

(+0) 40 — s

(+8) s+8(t) —  S(s+t)

(x0) sx0 — 0

(x8) sxS(t) —  sxi+s



Théoréme 9 (Auto-réduction) SiT' F u : F est dérivable en HA et u — v,
alors ' wv . F est dérivable en HA.

Preuve : Par rapport au théoréme 5, le cas de la régle (/) est par le lemme 15,
celui de la régle (81) est comme au lemme 11, et celui de la régle (Beta) est par le
lemme 16. Les autres cas sont comme au théoréme 5. &

Théoréme 10 Tout \V R-terme typé en HA5 est fortement normalisant.

Preuve : Comme au théoréme 6, notons que tout terme ¢ du premier ordre termine.
Appelons encore un AV R-terme neutre s’il ne commence pas par A ou V. Soit SN
I’ensemble des AV R-termes fortement normalisants. Un candidat de réductibilité est
un ensemble S de AV R-termes vérifiant les propriétés (CR1), (CR2) et (CR3) du
théoréme 7. Un contexte de candidats C est une fonction des variables de prédicats
vers des candidats de réductibilité. On définit ensuite REDY et REDS,, comme
étant SNV, REDg(tl,...,tn) est C(P), REDS_  est 'ensemble des AV R-termes u tels
que pour tout v € RED$, uwv € REDS, RED, 1. est 'ensemble des AV R-termes
u tels que pour tous termes ¢ du premier ordre (qui terminent), ut € RED%:[Z.: 4 et
finalement REDGp 1. est Uensemble des AV R-termes u tels que pour toute formule
G, pour tout candidat de réductibilité S, uG € REDg[P:S]. Ceci est une définition
de REDp par récurrence structurelle sur le squelette Sk(F') de F, qui est défini
comme au théoréme 4, étendu par Sk(VP - F)=VP - Sk(F).

Il est facile de vérifier que REDIQ est un candidat de réductibilité pour tout
contexte de candidats C' et toute formule F', par récurrence structurelle sur Sk(F'),
que (%) si @ n’est pas libre dans G, alors REDS, = REDg[Q::S] pour tout candidat
S (par récurrence sur Sk(G)), que (xx) REDg[P::REDg] = RED%:[P(kl,...,kn)::G]
(par récurrence sur Sk(F)), que (+) pour tout terme uy tel que uy [z := v] € RED§,
pour tout v € RED%, alors Az - uy € RED%?FQ, et que (++) pour tout terme
uy tel que ui[P(ky,...,k,) = G| € RED?I[P::S] pour toute formule G et tout
candidat S, alors AP - u1 € REDGp . . Clest comme au théoréme 7.

Comme au théoréme 6, on montre que (o) si v € REDpj—q et w €
REDVj.F[i::j]iF[i::S(j)]7 alors Rowt € REDF[i::t].

Les propriétés (x), (%), (+), (+4) et (o) nous permettent de démontrer :

(d)sizy: Fi,...,z,: Fy Fu: F est dérivable en HA», alors pour tout contexte
de candidats C', pour tous vy € RED%17 cey Uy € RED%L, ulzy =01, ., &y, =
Vny Pr(Ky oo k) =Gy, Pr(k1, ..o k) = Gp) € REDS,

d’ott 'on déduit le théoréme. &
Corollaire 7 L’arithmétique de Heyting du second ordre HAo est cohérente.
Preuve : Exactement comme au corollaire 5. &

Exercice 46 Ezercez-vous a refaire rigoureusement et en détail la preuve du théo-
reme 10.

Exercice 47 L’arithmétique de Peano du premier ordre PAy est a HAs ce que
PA; est a HA4, sa version classique. (Voir exercice 29.) On ajoute les régles (VoI)
et (VoF) a PAq, et les regles de réduction (Beta). Montrer, en s’inspirant des
résultats déja démontrés, l'auto-réduction et la normalisation forte de ce calcul. En
déduire que PAy est cohérente.
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L’arithmétique du second ordre et le systéme F5 sont tellement proches qu’en
fait les fonctions mathématiques de N vers N dont on peut démontrer qu’elles sont
totales en arithmétique d’ordre deux sont exactement celles que 'on peut coder
comme des \-termes u de type N = N en systéme F5. C’est le théoréme de Girard,
dont on pourra trouver une démonstration au chapitre 15 de [GLT89|. Mais cer-
taines fonctions n’ont que des implémentations inefficaces. L’exemple typique est
le prédécesseur, dont I'implémentation la plus efficace en systéme Fj est celle de
Pexercice 38, qui calcule le prédécesseur de n en temps linéaire en n. Une fagon de
corriger ce probléme est d’ajouter & F, un type de base N, plus deux constantes
0:NetS:N=N, ainsi quun récurseur R:VQ - Q= (N=Q=Q)=N=Q tel
que Ruv0 — u et Ruv(Sw) — vw(Ruvw) — essentiellement comme en HA 5, sauf
qu’en HA, les entiers naturels sont codés comme des termes du premier ordre et
non comme des A-termes de type N. Le prédécesseur est alors RO(An,z - n).

4.5 Logiques d’ordre supérieur

Il n’y a aucune raison de s’arréter a ’ordre deux, et 'on peut définir des systémes
logiques d’ordre 3, 4, ..., w. La logique et 'arithmétique & tous ordres est encore
cohérente. Le but de cette section est d’une part d’indiquer comment le A-calcul est
utilisé ici pour définir non seulement les preuves mais les formules elles-mémes, et
d’autre part d’avertir le lecteur qui aurait 'impression que tous les systémes logiques
que ’on peut définir intuitivement sont cohérents, qu’il existe des systémes logiques
apparemment trés proches des systémes précédents mais qui sont incohérents.

Rappelons que nous avons formalisé 'arithmétique du premier ordre par un A-
calcul dont les types étaient des formules du premier ordre modulo quelques régles de
calcul pour définir I'addition et la multiplication. La logique d’ordre supérieure est
définie de facon similaire en choisissant comme langage des formules un A-calcul sim-
plement typé enrichi de quelques constantes représentant 'implication et la quan-
tification universelle, modulo les régles de calcul définies par la Srn-conversion.

Les types simples que 1’on utilise sont :

T:=B|T—>T

ou 'on note — ce que 'on notait = auparavant, et B est un ensemble de types dit
de base, contenant au moins un type Prop, le type des formules, et un autre type
L, qui servira de type des termes. On pourrait considérer plusieurs types de termes,
N, R, string, etc., mais pour simplifier nous ferons comme §’il n’y en avait qu’un.

Les expressions logiques sont les A-termes typables. Ceux de type Prop sont
appelés les formules, ceux de type ¢ sont appelés les termes. On considére deux
constantes additionnelles servant a fabriquer les formules : pour chaque type T,
V. de type (t — Prop) — Prop, qui sert a former les quantifications universelles
(Vx : 7 - F sera codé comme V. (Ax - F)), et imp de type Prop — Prop — Prop,
qui sert a former les implications (et on notera F' = G au lieu de imp F G).
Les symboles de prédicats n-aires seront représentés par des variables P de type

t = ... >t — Prop,ouilyamnc¢:sit), ..., t, sont n termes (de type ¢,
donc), Pty ...t, est la formule que nous notions P(ty,...,t,) en logique du premier
ordre. Les symboles de fonctions n-aires sont représentés par des variables f de type
t—>...—>1t—t,ouilyan+1.¢entout:sity, ..., t, sont n termes, fty...t,
sera donc aussi un terme, celui que nous notions f(t1,...,%,) en logique du premier
ordre.

Les régles de typage des expressions logiques sont essentiellement celles du A-
calcul simplement typé, plus les régles de typage de V, et imp :

(Vr) ; (imp)
'V, :(r — Prop) — Prop I' - 4mp: Prop — Prop — Prop
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La quantification d’ordre un est V,. Notamment, Vx : ¢ - F' est ce que nous
notions Vi - F'[x := 4] auparavant. La quantification d’ordre deux est ¥V, _,—, prop :
en somme, Vr : ¢t — ... = ¢t — Prop- F, ou il y a n ¢, est ce que nous notions
VP . F[x := P] avec P € P, en logique du second ordre.

La substitution du premier ordre est la substitution du A-calcul, et la substitu-

tion du second ordre F[P(ky,..., k,) := G] est & fn-équivalence prés la substitution
F[P := Mky,...,k, - G] du A-calcul.

Dans un contexte de typage simple T, soient F7, ..., F;, des formules (des ex-
pressions de type Prop dans I'), alors x; : Fy,...,z, : F, est un contexte pourvu

que les x; soient des variables différentes deux & deux et en dehors du domaine de T'.
Alors que les contextes de typage seront typiquement notés I', les contextes seront
typiquement notés II. Les jugements de preuves seront de la forme I'; 11 - w : F'| et
leur dérivabilité signifiera que dans le contexte de typage I', II est un contexte et F’
est une formule, et que de plus u est une preuve de F' & partir des hypothéses F7,

.., F,, présentes dans II. Noter que les jugements de typage I' I e : 7 seront aussi
utilisés, et sont des jugements du A-calcul simplement typé avec les constantes V.,
et imp. On définit la logique d’ordre supérieure par les régles :

I'lIFw: 1 TFF:Prop ) 'F,:Prop ..I'HF,:Prop T'FF:Prop

i+ Vu: F iy Fr,oooyxn et FEx F
illFu: Fi=F I;IIFov: B iz : Fibu: Fy
(=E) (=1
Il uv : By DI -u: Fy = Fy
Kb w:Ve:7-F Thke:r Tx:mlIFu: F
(VE) (VI)
LI ut : Fla = ¢ I N :7-u:Vo:7-F

(ou z n’est libre dans aucune formule de IT)

F;H"UIFl F"FQIP’I"OP F1<—>>E377F2

IR w: Fy

Les régles (VE), (VI) traitent des quantifications d’ordre un, deux, et encore
d’autres. Noter la ressemblance entre les régles sur 'implication et les régles sur la
quantification universelle. Il se trouve que ce systéme est encore cohérent, et ceci
peut se démontrer en gros comme pour la logique d’ordre deux, en passant par
un systéme similaire au systéme Fy appelé F,. Ce dernier a aussi été inventé par
Jean-Yves Girard, mais le fait qu’il normalise fortement est plus compliqué que pour
.

On peut concevoir des systémes logiques encore plus expressifs. Utilisant ['égalité
de Leibniz = (voir exercice 44), on peut modéliser 'arithmétique HA,, d’ordre
supérieur par l'ajout de constantes 0 de type ¢, S de type ¢ — ¢, d’un récurseur R
au niveau des preuves :

IIIbFw:Flz:=0 IiIIFov:Yy:o Flz:=y]|=Fz:=8(y)] TkFe:¢
;T F Ruve : Flx := €]

(Rec)

d’un récurseur au niveau des expressions :

I'tey:m Thegs:t—7—7 T'keg:t

(Rec;)
'R ejeges: 7

et de termes de preuve vérifiant les régles :
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Ce systéme, ainsi que sa version classique PA,,, sont encore cohérents, pour des
raisons similaires aux précédents, par des résultats de normalisation forte.

Si l'on ajoute a ce genre de systémes des types dépendants a la LF, des types in-
ductifs généralisant le type N des entiers naturels, plus quelques autres constructions
logiques, on aboutit & des systémes comme le calcul des constructions inductives, qui
sert de fondement au systéme Coq [BBC199|, et dont le pouvoir expressif est essen-
tiellement celui de la théorie des ensembles avec une infinité de cardinaux fortement
inaccessibles [Wer97, Acz99].

Etendre petit & petit des systémes logiques semble ainsi une activité anodine,
qui produit facilement des logiques cohérentes de plus en plus puissantes. Pourtant,
de nombreux mathématiciens célébres ont été a l'origine de systémes logiques inco-
hérents, dont on pouvait pourtant croire qu’ils ne poseraient pas de problémes de
cohérence a priori.

L’un de ces premiers systémes est (une partie de) la théorie naive des ensembles.
Dans ce systéme qui est une extension de la logique du premier ordre, on a pour tout
formule F' des termes de la forme {i | F'} dénotant ’ensemble des i vérifiant F', et
dont ’ensemble des variables libres est celui de F' moins ¢ — c’est trés proche de la
notation Ai-F'. On a aussi un symbole de prédicat binaire € dénotant 'appartenance,
et deux régles de déduction nouvelles :

F'Fu:te{i| F} E) I'Fuw: Fli:=1]

5 5
I'keu: Fli ==t Fl—sgu:te{ﬂF}(

1)

Lemme 17 On peut déduire - u : L pour un certain terme u dans la théorie naive
des ensembles.

Preuve : 1l s’agit du contre-exemple de Bertrand Russell. Considérons la formule
F(i)=-(i € i) qui exprime que i ne s’appartient pas a lui-méme, ot “G=G = L.
Notons A le terme {i | F'(i)}. On a :

(Az) (Az)
x:(AecA)Fax: F(A) ; x:AeAbax:Aec{i| (ici)}
z:-(AeA)Feyx:Ac A © 5 x:AeAbex:—(Ac A) 5
x:ﬂ(AsA)l—x(sgx):J_(::_) x:Ae A ez L (j} )
F Az - z(egx) : =—(Ae A) =0 FAz-ejzx:—(Aec A) =0

(=E)

F Az -z(e2z))( Az - g1zz) - L
¢

En somme, toute formule est déductible dans cette théorie. Noter la ressemblance
entre le terme (Az - z(g22))(A\x - e122) et le terme (Ax - zz)(Az - za) qui boucle en A-
calcul pur. La ressemblance n’est pas complétement fortuite. Si on voulait démontrer
que la théorie naive des ensembles était cohérente comme nous ’avons fait jusqu’ici
pour d’autres théories, nous essaierions de normaliser les preuves, et ceci se ferait
naturellement en utilisant la régle £1 (eau) — u. Mais alors (Az-z(e22))(Ax-e122) —
Az - er1zx)(ea(Ax - e12)) = e1(ea(Ax - e12x)) (e2( Az - e122)) = (A - erz2) (g2 (A -
e1zx)), qui boucle. C’est heureux, car le systéme est justement incohérent.
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En un sens, c’est parce que {i € F'} agit comme un Ai-F non typé. On peut éviter
le probléme en le typant par des types simples, et alors on obtiendra essentiellement
la logique d’ordre supérieur.

On peut se demander si on ne pourrait pas enrichir le systéme de types des ex-
pressions logiques de la logique d’ordre supérieur, en remplagant les types simples
par les types du systéme F5, par exemple. On obtiendra ainsi le systéme U~.
Définissons-le formellement. On note «, 3, ..., les variables de types, II ce que
nous notions V en systéme Fj, autrement dit les types sont :

To=B|TVar |T =T |OTVar-T

oll B est un ensemble de types de base et TV ar dénote I’ensemble des variables de
types. Mais, bien que cette extension du langage des formules ait ’air innocente, on
a:

Théoréme 11 ([Coq94]) Le systéme U~ est incohérent : on peut déduire - u : L
pour un certain terme u en U~

L’argument est élaboré et ne sera pas donné ici : voir [Coq94], qui donne aussi
quelques intuitions et quelques applications.

5 A-traduction et théoréme de Kreisel-Friedman

Nous avons souvent parlé des versions classiques des systémes logiques intuition-
nistes que nous avons étudié : PA; correspondant &4 HA{, PA; a HA», etc. Les
systémes intuitionnistes étaient plus faciles & étudier, notamment ils nécessitaient
moins de régles de normalisation des preuves. Cependant, les systémes classiques
correspondants sont cohérents eux aussi, et de plus ils sont d’un usage beaucoup
plus courant en mathématiques. On peut donc se demander quels sont les rapports
précis entre les variantes intuitionnistes et classiques des systémes logiques étudiés.

5.1 Non-non traductions et style par passage de continua-
tions

Une partie claire du rapport entre logiques intuitionnistes et classiques est que
toute preuve intuitionniste est une preuve classique, mais qu’il existe des preuves
classiques non intuitionnistes. Cependant, ceci n’entame en rien le pouvoir expressif
des logiques intuitionnistes comparées a leurs variantes classiques. Ce résultat est
di & Kurt Godel, mais les traductions que nous utiliserons se rapprochent davantage
de traductions dues & Kolmogorov ou & Kuroda.

Commengons par la logique propositionnelle avec = et | comme connecteurs
logiques. Pour toute formule F', on définit sa ~—-traduction F~ comme suit :

F~™ & o F°
A = A (A type de base, y compris 1)
(F=G)° = F°=G™

Ceci peut se justifier comme suit : en logique classique, F'= G est non F ou G, c’est-
a~dire aussi ~(FA—G) ; or FA-G est équivalent & (F=-G=1)=1 = -(F=--G).
Ceci méne a l'idée que 'on peut définir £~ en remplacant récursivement tous les
F = @ par quelque chose ressemblant a =——(F = —-—G).

Rappelons que —F est défini comme F'=- L. En particulier, (—=F) " = -~ (F°=
—=1).
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Lemme 18 FEn logique propositionnelle classique, F' et F~7 sont logiquement équi-
valentes pour toute formule F'. De plus, F' est prouvable en logique classique si et
seulement si F'~ est prouvable en logique intuitionniste.

Autrement dit, modulo I’'ajout de suffisamment de doubles négations saupoudrées
dans F', on obtient une formule qui signifie la méme chose que F en classique
et qui est prouvable en intuitionniste dés que F' est prouvable en classique. Par
exemple, =—A = A n’est pas prouvable en intuitionniste, mais (——A = A) " =
-=(((A=—--L1)=—--1)=--A4) lest. (On notera au passage que cette traduction
n’est pas particuliérement économe en négations. Il en existe des plus économes.)

Preuve : Il peut servir de s’exercer & construire quelques preuves intuitionnistes
de base. D’abord, si u : G, alors u~ =Mk - ku est de type =—G. Ensuite, si u : =———=G,
alors u’=\y - u(\z - zy) est de type =G. Et si u : ==(G = H) et v : =G, alors
uxv=Xk - u(Ax - v(Ay - k(zy))) est de type -—H (ou k: -H,z:G=H, y:G).

L’équivalence entre F' et F™ en classique signifie qu'’il existe un AC-terme clos
up de type F'= F 7 et un A\C-terme clos vg de type F "= F. On définit ces termes
par récurrence structurelle sur F' : pour tout type de base A, us=Az-z~, va=Az-Cx;
enfin upg=Ax-Ak-k(Ay-ug(z(vpy™))) (ovz: F=G, k:~(F°=G7),y: F°);
et vpsgEAE - Ay - vg((z * upy)’) (ot 21 =—(F° = G™7), y : F'; ceci est bien défini
car &+ upy est de type =G = ==—(—=G°), donc (z x upy)” est bien défini).

Si F™7 est prouvable en intuitionniste, autrement dit s’il existe un AV-terme
clos u de type F™7, alors on peut considérer u comme un AC-terme en posant
Vu=C(Az - v) pour tout v, avec z non libre dans v. Donc vpu est un AC-terme clos
de type F' : F est prouvable en classique.

Réciproquement, montrons que si F' est prouvable en classique, alors F7 est
prouvable en intuitionniste. Pour ceci, considérons un AC-terme u quelconque tel
que F u : F, et construisons un AV-terme v’ tel que -« : F77. Plus généralement,

construisons par récurrence structurelle sur le A\C-terme u tel que x1 : Fy,...,xp :
F, Fu: F,un AV-terme u* tel que =1 : F¥,...,zy : FY F u* : F77. Comme
F™7 = —==F°, on va construire u* comme (u)°k, ot z1 : F{,..., 2, : F2, k: ~F° F
(u)k : L.

Si u est une variable, alors c’est un x;, 1 <14 < n, et on pose {(u)k=ku.

Si u est de la forme Ax - v de type G = H, alors par hypothése de récurrence
on a pu dériver zy : FY,...,x, : FS 2 : G° Fv* : H™7, donc (u) k=k(A\z - v*) =
k(Ax - AK" - (v)°k) convient.

Si u est de la forme vw avec v de type G = H et w de type G, alors par
hypothése de récurrence dans le contexte z; : FY,...,z, : F7, v* est de type
-—(G° = H™7) et w* est de type G = =—G°, donc u* peut étre défini comme
(v* * w*)?. Plus explicitement, comme Ay - (Ak - v*(Az - w*(\y - k(zy)))) Az - zy),
qui se réduit en Ak - v*(Azx - w*(Ay - zyk)) (& a-conversion prés). On pose donc
(u)°k=(v)" (Az - (w)° (\y - zyk)).

Si u est de la forme Cv avec v de type ——F, alors par hypothése de récurrence
dans le contexte x1 : FY, ..., x, : F, v* est de type == ((F°=—-—1)=--1). Donc
sik:—F° v*(A\x-x(Ay, k' - ky)(Az - z)) est de type L (on x: (F°=—--1)= -1,
y:F° K : =1, 2:1). On pose donc (u)’k=(v)°(Ax - x(Ay, k" - ky)(Az - 2)).

¢
Le terme (u)°k est défini par :
(x)°k = ka
Az -u)k = k(Az - MK - (u)°K)
W)’k = (u)"(Az - ()" (\y - 2yk))
o’k = (O Ou K - ky) (s - 2))

Les trois premiéres lignes sont connues comme la traduction par valeur de Plotkin
[Plo76].
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Dans cette définition, £ est toujours d'un type de la forme —F°, et joue le
role d’une continuation acceptant des valeurs de retour de type F°. La traduction
u = u* = Mk - (u)°k est ce qu’on appelle une traduction en style de passage de
continuations (continuation-passing style ou CPS en anglais). Elle exprime en fait
directement une sémantique par continuations (comparer avec la section 5.2 en
partie I) : pour évaluer une variable x dans une continuation k, on retourne (la
valeur de) la variable par k ; pour évaluer une abstraction Az - u, on retourne par la
continuation k la fonction qui prend (la valeur de) Pargument z et la continuation &’
qui sera courante au moment de ’application de I’abstraction & son argument, et qui
retourne la valeur du corps u de ’abstraction dans la continuation k' ; pour évaluer
une application uv dans la continuation k, on évalue u dans une continuation qui
récupére la valeur x de u, évalue ensuite v dans une continuation qui récupére la
valeur y de v, enfin applique x & y et la continuation courante k; pour évaluer Cu
dans la continuation k, on évalue u dans la continuation qui récupére la valeur x de
u : x est censée étre une fonction prenant une continuation en argument, ici Ay, k’-ky
qui jette la continuation courante k' pour renvoyer y par l’ancienne continuation
courante k capturée par C; 'argument Az - z est la continuation fournie & x, qui est
triviale car I'application de x est obligé d’appliquer une autre continuation et ne
retourne pas.

La traduction u, k — (u)°k a donc non seulement un sens logique (le plongement
de la logique classique en logique intuitionniste), mais aussi un sens calculatoire. Les
exercices suivants précisent cette remarque. (On pourra s’inspirer des résultats de
la partie I.)

Exercice 48 Montrer que (u)°k est bien défini, au sens ou deuz termes a-
équivalents u et v donnent deur termes a-équivalents (u)°k et (v)°k. (Montrer que
(ulz == y])°k = (u)°k[z := y] dés que ni x niy n'est libre dans k.)

Exercice 49 Rappelons qu’une P-valeur V est une wvariable ou une abstraction.
Montrer que pour toute continuation k, pour tout AC-terme u, pour toute P-valeur
V, (u[z := V])°k * < (V)°(Az - (u)°k). (On pourra d’une part s’aider de l’exercice
précédent, d’autre part lorsque V. = \y - v, montrer que (u)klx := \y, k" - (v)°k'] =
(ur :== Ay - v])°k.)

Exercice 50 Rappelons que la regle (By) est : (Ax-u)V — ulz := V], ou V est une
P-valeur. Montrer que la traduction u, k — (u)°k interpréte correctement (3,), au
sens o, si u — v par la regle (B,), alors (u)°k —+ (v)°k pour toute continuation
k. On montrera d’abord en s’aidant des exercices précédents que (\x - u)V)k —+
(u[z := V])°k pour tout \C-terme u et toute P-valeur V.

Exercice 51 (@) On rappelle les régles suivantes :

(Cr) Cuv — CAK -u(\f-K(fv)))
(Cr) V(Cu) — COAK -u(Az-K'(Vz)))
nC) CA\k-ku) — wu (k & tv(u))

Montrer que si uw — v par (Cr) ou (Cr) ou (nC), alors (u)°k =g, (v)°k. Peut-on se
passer de la regle (n) ¢

Exercice 52 Montrer qu’en général le fait que u se réduise en v par () ou (n)
n’implique pas que (u)°k =g, (vV)°k. (On considérera le (B)-rédex (Az,y - z)(zz') et
U(n)-rédex \x - yzzx, ot x, y, z, 2 sont des variables distinctes.)

Exercice 53 La traduction par nom de Plotkin est définie sur les formules par :

F*=-—-F* A*=A (A type de base) (F=G)*=F"=G*
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On a donc (=F)* = F* = —=1, donc (-—F)® = =—(F* = —=—1) = =—~1. Montrer
que le lemme 18 est encore valide en remplacant F~ par F*. Vérifier en particulier
que la traduction obtenue des AC-termes en AV-termes est :

(x)°k = zk
Dz-u)’k = k(Qax- MK -(u)°k)
(wo)°k = (u)*(Af - fAE" - (0)*K')E)
Cu)k = (u)*Ox-z(\K KMy, k" yk))(\z - 2))

Exercice 54 (@) Montrer, en s’inspirant de lexercice 48, que {(u)*k est bien
défini modulo a-conversion ; en s’inspirant de exercice 49, que (u)*k[x := Ak’ -
(0)° k'] —=* (u[z :=v])*k pour tous termes u, v; en s’inspirant de lezercice 51,
montrer que si u — v par (8) ou par (nC), alors (u)*k —+ (v)°k (méme si v n'est
pas une P-valeur), siu — v par (Cr), alors (u)*k =g (v)*k, mais que les régles (Cr)
et (n) ne donnent en général pas lieu & des égalités valides & travers la traduction.

On peut étendre ces ——-traductions et les traductions en style par passage de
continuations correspondantes & la logique et a l'arithmétique du premier ordre.
La traduction par valeur 7™ s’étend ainsi comme suit (mais il y a de nombreuses
autres possibilités) aux autres constructions de la logique du premier ordre :

F°ANG°
F°vGe
Vi F7
di- F°

> 1> b1

ko= ()’ Az (0)°(My - k(z,)))
(mu)’k = (u)°(A\x - k(1))
k= (u)°(\x - k(max))

e}
3
<
=
—
@
-
0

09
g
[¢]
=4
Q
e

S,
Q
=)
a
o+
=R

Z
[¢]
=]

= (u)’ (M- k(uz))
= W) O k()
= (u)°(\z - case {

11T — <’Ul>ok )
Lo > <1)2>O]€

pour le fragment disjonctif (V), en :

Ni-u)’k = k(N MK (u)°K)
(ut)k = (u)°(\x - xtk)

pour la quantification universelle du premier ordre, en :

(itu)’k = (u)°(\x - k(itx))
(case u{viz — v})°k = (u)°(\y - case y {viz — (v)°k})

pour la quantification existentielle du premier ordre.

Désormais, nous considérerons les versions des logiques classique et intuition-
niste, ainsi que des arithmétiques PA; et HA; qui incluent A, V, et 3, obéissant
aux régles de déduction (AI), (AEy), (AE2), (VI1), (VIs), (VE), (3I), (3E).

Exercice 55 Montrer que, en logique classique du premier ordre, F' et F™" sont
logiquement équivalentes. De plus, F' est prouvable en logique classique du premier
ordre si et seulement si F~7 est prouvable en logique intuitionniste du premier ordre.
(Etendre la preuve du lemme 18, et utiliser la traduction en CPS ci-dessus.)
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Pour passer a I'arithmétique, il nous faut étendre notre traduction en CPS pour
traiter de rg : 0 = 0 et le récurseur :

(ro)’k

To
(Ruvt)°k °

k
(0)"(Az - RO - (u)° k) (Aj - Ay, K" - j(Ma’ - y(Ny' - 2'y'K")))tk)

>

Lemme 19 F est prouvable en PA; si et seulement si F~ est prouvable en HA ;.

Preuve : On a déja la traduction en CPS, il suffit de vérifier qu’elle définit des
objets des bons types. Dans le cas de rp, on doit vérifier que si k : =(0 & 0), alors
krg : L; c’est évident. Dans le cas du récurseur, dans la formule pour (Ruvt)’k
ci-dessus, on a par hypothése k : —(F[i:=t])°, et en supposant que z : Vj -
—((Fli = 1) = (Fli = SG)) ™), que y - (Fli = 1) que k" < ~(Fli == SG)])°,
que 2’ : (F[i:=4])° = (F[i:==8(4)])" ", que y : (F[i:=j])°, on a : 2'y'k" est de
type L, donc \y'-2'y'k” est de type —(F[i := j])°, donc y(Ay'-2'y'k") est de type L,
donc Az’ y(\y'-2'y'k") est de type ~((F[i := j])°=(F[i := 8(5)]) ). Comme xj est
de type ~((Fli == 1])° = (Fli := $()]) ), 21 (M’ - y(\y/ - 'y’ k")) est de type L,
donc Ak -zj(Ax’-y(\y'-2'y'k")) est de type =—(F[i := 3(5)])° = (F[i := 8(j)]) " =
F~7[i :== 8(j)]. (Une récurrence structurelle facile montre en effet que G™"[i :=t] =
(G[i :=t]) ".) Comme y est supposé de type (F[i:=j]) " = F~"[i := j], le terme
VEN Ay K xj( A’ y( Ay -2’y k) est de type Vi - F[i = ] = F[i = 8(5)].
D’autre part le terme v/ =Mk’ - (u)°k’ est de type (F[i := 0])" " = F~"[i := 0]. Donc
Ru/v't est de type F™"[i :=t] = (F[i :== t])" . Comme k : =(F[i :=t])°, Ruv'tk est
de type L, donc Az - Ru/v'tk est de type —(Vj - == ((F[i := j])° = (F[i := S(4)]) " )).
On en déduit que (v)°(A\x - Ru/v'tk) est de type L; or (v)°(A\x - Ru'v'tk) est exac-
tement (Ruvt) k. O

Exercice 56 (g%) La démonstration du lemme 19 est incompléte, et le manque le
plus flagrant est que nous n’avons pas traité la régle («<>f). La traiter directement
est difficile, et nous transformons d’abord la preuve de F' en PAq :

1. On dit qu’une instance T, F = F de (Az) est atomique si F est une formule
de la forme s =t (une formule atomique, a l’exclusion de 1L ). On dit qu’une
preuve en PA; est n-longue si tous ses axiomes sont atomiques. Montrer
que pour tout séquent I', F' = F' est prouvable par une preuve n-longue. (On
effectuera une récurrence sur F.)

2. En déduire que tout séquent prouvable en PA [’est par une preuve n-longue.

3. Une preuve en PA; est spéciale si les seules instances utilisées de («+5)
le sont sur les conclusions des régles (LE) ou (Ax). Montrer qu’on peut
transformer n’importe quelle preuve m en PA; d’un séquent en une preuve
spéciale ' du méme séquent. De plus, si w est n-longue, alors ™ est n-longue.

4. Reprendre la preuve du lemme 19, en montrant que si m est une dériva-

tion spéciale n-longue de 1 : Fi,...,x, : F, b u : F en PAy, alors
v FY, o mn t FO ki ~F° F (u)k : L est dérivable en HA ;.

Exercice 57 Redémontrer que PA est cohérente (cf. exercice 29) en utilisant le
lemme 19.

Exercice 58 FEtendre la =—-traduction au second ordre (on démontrera au passage
que F77[P(ky,...,kn) == G°] = (F[P(k1,...,kn) :=G]) ), et déduire du théo-
reme 10 que PAs est cohérente. Comparer avec la preuve de l’exercice 47.

Exercice 59 (Glivenko) Par une traduction en CPS modifiée, montrer que si xy :
Fy,....xn : Fy B u: F est prouvable en logique propositionnelle classique, alors
10 F, .y s o F, B u* s == F pour un certain terme u* a trouver. (Traiter
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aussi le cas de A\, V. Montrer que ceci s’étend auzx quantifications existentielles mais
pas auzx quantifications universelles.) En déduire le théoréme de Glivenko : pour
toute formule ne contenant que des quantifications existentielles, —=F est prouvable
en logique classique si et seulement si elle est prouvable en logique intuitionniste.

5.2 Formules décidables et classiques

En arithmétique de Heyting, les formules atomiques (les types de base) sont des
égalités s =~ t. Il se trouve que ces égalités sont démontrables en PA; si et seulement
si elles le sont en HA 1 — on n’a pas besoin de =—-traduction. Une question naturelle
est alors : quelles sont les formules de 'arithmétique qui sont prouvables en PA si et
seulement si elles le sont en HA 1 7 Georg Kreisel a montré dans les années soixante
que les formules II3 ont cette propriété, et sa démonstration a été simplifiée par la
suite par Harvey Friedman [Fri78]. Les formules IIJ (prononcer : “pi zéro deux”) sont
les formules de la forme Viq, ... 4, -3j1,...,Jn - F, o0 F est sans quantificateur, ou
du moins n’a que des instances bénignes des quantificateurs. En général :

Définition 2 On définit 'ordre < sur les entiers en HA en posant que la notation
s<t abrége Ak - k + s =~ t. Les quantifications bornées Vi<t - F' et i<t - F', lorsque
i n’est pas libre dans t, sont des abréviations pour Vi - i<t = F et Ji- i<t A\ F.

On définit les classes de formules AY, X0 et TI° par récurrence sur n > 0 :
A) =9 =T1IY est la classe des formules dont toutes les quantifications sont bornées.
2914-1 est la classe des formules de la forme Jiy, ... ipm - F avec m >0, F € 11V ;
H?H_l est la classe des formules de la forme Viy, ... iy - F avee m >0, F € ¥0.

Ces classes ainsi que leurs inclusions (sous formes de fléches) sont représentées en
figure 1.

NN
o N

FIGURE 1 — La hiérarchie arithmétique

Nous allons établir au lemme 22 que toute formule AJ est décidable en HA; :

Définition 3 Une formule F est décidable en HA 1 si et seulement si F'V —F est
prouvable en HA 1. Une formule F' est classique en HA; si et seulement si ~—F=F
est prouvable en HA .

Notons que :
Lemme 20 Toute formule décidable est classique en HA;.

Preuve : Soit F une formule décidable, et soit v un AV R-terme clos de type

Fv=F. Alors clp(u)=\x - case u{ WL T

Loty > V() } est une preuve de -—F = F.
¢

Lemme 21 Toute égalité s =~ t est décidable en HA ;.
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Preuve : On démontre Vi-i &~ tV—i & t par récurrence sur t, puis sur . Définissons :

a = 1Ty :0~0V-0~0

bG) = 0a-a) :5(j) ~ 0V ~8(j) ~ 0
¢ = Xi-Ra(Aj-Ax-b(j))i :Vi-i~0V im0

dig) = we-x) 10~ 8(j) V-0~ 8(j)

e(j) = Ax-Xi-RAG)N -Ay-xi)i (VicimjVoirg) = (Vi-ixS(j)V-i=xS()))
u = Re(Aj-e(h))t VicimtV iRt

Pour aider & vérifier les types annoncés, vérifier que dans la définition de e(j), xj’
est de type j' = jV —j’ = j, donc aussi S(j’) ~ S(j) V =S(j’) = S(j). Le terme us
est la preuve souhaitée de s =tV s ~ t. &

Lemme 22 Toute formule F' de HA1 ne contenant que des quantifications bornées
est décidable.

Preuve : @ Par récurrence structurelle sur Sk(F'), on construit un terme dp

de type F'V —F.

Si F' est une égalité s = t, alors on définit ds~; comme étant le terme us de la
preuve du lemme 21.

Si F =1, alors dj=te(Az - z).

Dans les cas des connecteurs =, A, V, I'idée est de décrire leurs tables de vérité.
Par exemple, on G; = G5 est décidable pour la raison suivante : comme G; est
décidable par hypothése de récurrence, G est soit vrai soit faux, de méme G5 est
soit vrai soit faux ; mais si G est vrai et G5 faux, alors G; = G4 est faux, et G1=Go
est vrai dans les trois autres cas. Formellement :

1121 > case dg { gy = u(Az-y) }

dg,=q, = casedg, 2] toys = to(Ax - yo(zy)) :(G1 = Ga) V(G = Ga)
toxg — t1(Ax - V(zxs))

. t1y1 + 1{T, Y1)

dg,nGg, = case dg, ny = case dg, toya + La(AT - yo(max)) } :(G1 ANGa) V =(Gr AGo)

LoTo > AT - Zo(m 2)
N ’ ) L11T1 — k‘xl . 4 4
a = Mk k', z-casex Loy s k' : =G = -Gy = (G V Ga)

11T —r Ll(lel)

dag,va, = casedg,

LoT9 H—r case dG2 { Ly = Ll(L2y1) } : (Gl vV GQ) V —\(Gl V Gg)

Lay2 — t2(aways)

Les cas des quantifications bornées F' sont plus difficiles. L’idée est que F' ne
quantifiant que sur les entiers de 0 & ¢, on peut prouver F' par récurrence, en énu-
mérant tous les entiers de 0 a t. Définissons d’abord quelques termes de preuve
auxiliaires démontrant quelques évidences dont nous aurons besoin (on note G(%)
une formule quelconque et G(t) la formule G(i)[i := t] pour plus de clarté). Rap-
pelons (exercice 27) qu'il existe en HA; un terme de preuve repy.p () pour toute
formule H(k), de type Vi,j i~ j= H(i)= H(j).
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nlS0(s) = Az - case z {tk,y — y} : =8(s)<0
rep0S(s) = Ax - R(Ay - z)(Aj - Ay, z - V(nlS0(j)z))s :G(0) = s<0 = G(s)
repS0(s) = R(Ax,y-z)(\j - Az, y,z - V(nlS0(5)z))s 1 G(s) = s<0=G(0)
10 = 10rg : 0<0
n0(s) = Rro(Aj - Az - x)s 10+s~ s
lrefl( ) = 10(n0(s)) 1 5<s
refl = Xi- Rro(Aj - Az - x)i Vi-ird
nS(s,t) = R(refl(S(s)))(Aj - Az - x)t : 8(s)+t =~ S(s+t)
com(s,t) = R(n0(t))(\j - Ax - Tepr.s(j)+ensk) (J+1) () (nS(4,1)))s cs+t=t+s
lcho(k,s,t) = R(Ax - 12(2))(Nj - Az, y - 01 (1j(repr.sy~e (5+7) (j+5) (com(s, 1))y)))k : s+k =t =8(s)<tVs =t
lchy(s,t) = Az - case x {tky — lcho(k, s,t)(rep;.int(k+s)(s+k)(com(k,s))y)}  :s<t=8(s)<tVs~t
leh(s,t) = lchy(s,8(t)) 1 5<8(t) = s<t Vs = S(t)
sym = A, j - Ax - repg.paitje(refl i) Vi, jrimj=>j~i0
TePSk. (k) = M, J - AT - repr. k) ji(sym i j x) Vi, j-i~j=H(j)= H()
1S(s,t) = Xx - case x {thy - L(S(k))(reps;.inst)(S(k)+5)(S(k+5))(nS(k,s))y)} :s<t= s<S(t)

Lorsque F = Vi<t-G(i), on démontre que F est décidable par récurrence sur t.
Le cas de base est démontré par le terme uy :

uir = Az Mi-rep0S(i)z : G(0) = Vi<0 - G(i)
uiz = Az,y-x(y010) 1 2G(0) = —Vi<0 - G(7)
~ 111 vy (ur121) g ) . (i . .
up = case dg(o) { 1o 1> 13 (1272 } 1 (Vi<0 - G(4)) vV ~(Vi<0 - G(7))

Le cas inductif demande & montrer que, sous ’hypothése h : (Vi<j - G(i)) V
—(Vi<j - G(3)), on a (Vi<S(j) - G(7)) V ~(Vi<S(j) - G(7)). On considére deux cas.
Dans le cas hy : Vi<j - G(i), ceci est montré par le terme us(j) ci-dessous :

ug1(h1,J) = Ax-Xi- Ay

.. 11T — hlizl . . . o i
case lch(i, 7)y s > repsy. g i(S() et } :G(S(5)) = Vi<s(j) - G(4)
u(j) = Avy-x(y(S())Urefl(s(5)) G(8(5)) = ~Vi<s(j) - G(i)
us(hn,j) = ease dgsgy { oL v (uz1(ha, )zr) F(Vi<s(j) - G(i)) V ~(Vi<8(j) - G(i))

Loty > 2 (u2(f)w2)
Dans le cas hy : =Vi<j - G(4), ceci est montré par le terme us(j) ci-dessous :

)
ugi(j) = M- Ai-Ay-@i(lS(i, j)y) : (VisS(j) - G(i) = Vi< - G(i)
= j

uz(hs, j) ta(Az - ha(uz1(4)7)) H(Vi<8(j) - G(i) V ~(Vi<s(j) - G(i)
On pose donc :
dyi<t.ciy = Rui(Nj-Ah-case h{ by = uz(hh‘D })t s (Vit - G(i)) Vv = (Vi<t - G(i))
= taha = uz(ha, j) - -
Lorsque F' = 3i<t - G, avec 7 non libre dans ¢, on construit :
v;1 = Az 1010, z) : G(0) = 3i<0-G(i)
vi2 = Az,y-x(case y {tiz — rep0S(i)(mez)(m2)}) : ~G(0) = —3i<0- G(3)
~ L1Z1 > L1 (U11961) ya ) . (T . .
v] = case dg(o){ Loy > 19(v1972) } 1 (Fi<0 - G(9)) v ~(Fi<0 - G(7))

Sous 'hypothese hy : Fi<j - G(i), on a :

va(hy,3) = i(case hy {viz — 1i{lS(3, j)(ma), mex)}) : (Fi<S(4) - G(2)) V ~Fi<S(j) - G(3)
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Sous ’hypothése hy : =3i<j - G(i), on a :

vs1(j) = Az o(8(5))(lrefl(S(4)), x) 1 G(8(4)) = Fi<s(j) - G(9)

. ~ ) . } .o L1271 — hQ(Li<Zl,7TQZ>)
vaa(he,j) = Ax,y-case y< viz — case lch(i, j)(m 2) 127 > T(reprai(S())z2(m22)) }}
. 1 2G(8(7)) = ~3i<8(j) - G(i)
vs(hanf) = case daggy) { ot } : (FI<S()) - G) vV ~F<S() - GUi)

Donc on pose :

t1hy — wva(h1,j)

dii<j.ciy = HRvi(\j-Ah-case h{ 1oha > vs(ha. J)

})t L (Fi<t - G(i)) v ~Ji<t - G(3)

o

Lemme 23 En HA;, pour toute formule F dans Ay, les formules F, F~~ et F°
sont prouvablement équivalentes. Autrement dit, n’importe quelle implication d’une
de ces formules vers n’importe quelle autre est prouvable en HA;.

Preuve : Notons d’abord que, pour toute formule G' dans A, si dg est le terme
de type GV G construit au lemme 22, alors cag=clg(dg) (cf. lemme 20) est de type
—-G = @G. On démontre ensuite que F' et 7 sont équivalentes en HA 1, comme
au lemme 18 mais en utilisant le terme cg a la place de C. Nous devons cependant
étendre le résultat aux constructions A, V, 3. Pour ceci, nous allons construire par
récurrence structurelle sur F' des termes clos uy, : F'= F° et vp : F 7= F. Comme
d’autre part wp=Ax, k- kr : F° = F~7, ceci suffira pour démontrer le lemme.

En convenant du fait que A dénote n’importe quelle égalité ou L, on définit (par
exemple, il y a de nombreux autres choix possibles) :

uy = - VA = AT - CcAT
Upg = A,y k- k(ug (z(op (AR - K'y)))) Vr=c = AT crac (M- (MY - E(A2 - va(y(ug2)))))
Uprg = Az - (uR(mix), ug(maz)) VEaG = Az cpag (M- z(Az

k(ur (MK - k' (m12)),v6 (MK - k' (m22)))))
vpve = Az - cpva (A - 2( Ay

uyr = k((vr(AE - K'y1)))
case y{ Lol — k(bg(’UG()\kl 5 k/yz))) }))
Wyicp.p = AT AL Ak - KAy, k- K (up(ziy)))  vvicer = Av - evicer (AR - 2(Ay - k(
= Xi- Az -vp (MK - yi( Ny - y'zE)))))
UGy p = AT - case z{viy — (my,u(my))}  vaicer = Az - czi<e.r(Mk - z(Ay-
case y {viz — k(vi(m z,vp( A" - K/ (m22))))}))

2

1121 = L1 (u%T) }

o N
u = Az -case x
rveG { Lo > L2(U%$2)

Lemme 24 En HA ., pour toute formule X9 F', on peut prouver F° = F.

Preuve : Observons que si on peut prouver G° = G, alors on peut prouver
(Fi-G)° = Fi-G. En effet, si u : G° = G, alors \z - case x {viy — vi(uy)} est de
type (3i - G)° = Fi - G. Le lemme se déduit ainsi de cette remarque et du lemme 23
par récurrence sur le nombre de quantificateurs 3 au début de F. &

Mais on ne peut pas prouver en général F'~~ = F, car F° n’est pas décidable
en général lorsque F est une formule 3§ — ce qui revient a dire que F elle-méme
n’est pas en général décidable. Nous ne développerons pas ’argument ici, qui fait
appel a la théorie des fonctions calculables.
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5.3 A-traduction et théoréme de Kreisel-Friedman

On peut en fait aller un peu plus loin. L’astuce de Friedman est de modifier la
——-traduction en observant que le type L dans F77 = =—F° = (F°=_1)=1 (deux
occurrences de L dans cette derniére formule) pourrait étre remplacé par n’importe
quelle formule : rien n’oblige & utiliser L ici. Du point de vue de la traduction en
CPS, le type L est utilisé comme type des réponses fournies par le programme
traduit en CPS (cf. le domaine Ans de la partie I). Or on peut utiliser le type de
réponses que 1’on souhaite, pas seulement 1.

La A-traduction de Friedman est ainsi I’analogue de la =—-traduction, mais avec
L remplacé par une formule quelconque ¢ (que Friedman notait A, d’ou le nom de
A-traduction). Noter ~yF'=F = ¢ pour rappeler la négation, et redéfinissons la
——-traduction relativisée & ¢ par :

L A 1
$lo =~ o
PA° = AV (A type de base, sauf 1)
"F=G) = ¢F° =G
2Vi-F)° &= Vi-¢F77
*(Fi-F)° = Fi-oF°

et la traduction en CPS correspondante est :

)k = ka
Oz-uw)k = k(- M- (w)F)
o)’k = ()’ (0)° Oy - 2yk))
Cu)’k = WAz -z k - ky)(A\z - Vz))
Ni-uw)k = k(i AR - (W)OF)
W)’k = (W’ - wtk)
)’k = (W’ - k()
(case u {viz — v}k = (W)’ (\y-case y {Lim — (v)¢k})
ro)’k = kro
(Ruvt)’k = (0)?(\z- ROK - (W)?k)(Nj - My, K - (A’ - y(Ny - 2y K))tk)

Exercice 60 Noter que la seule différence entre la définition de (u)°k et celle de

<u>¢k est un V en plus dans le cas Cu de la derniére : pourquoi ¢ Vérifier que pour
tout u : F (via une preuve spéciale n-longue, cf. exercice 56), pour tout k : =4 F°,

(u)?k est de type ¢.

Exercice 61 Etendre la traduction u,k <u>¢k auz cas des conjonctions et des

disjonctions, de sorte que (u}‘bk soit toujours de type ¢ pour tout u : F (via une
preuve spéciale n-longue, cf. exercice 56) et pour tout k : =, F°.

La version relativisée du lemme 22 est :

Lemme 25 Pour toute formule AJ F, F est ¢-décidable : FV =g F' est démontrable
en HA;.

Preuve : Par le lemme 22, dp est un terme clos de type F V —=F, donc
?dp=case d AT

F B LoTo > Lg()\y . V(Izy))
De méme, on relativise le lemme 20 :

est un terme clos de type F'V =, F.

Lemme 26 Toute formule F' ¢-décidable est ¢-classique : =4 F = F V ¢ est
prouvable en HA .
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Preuve : Soit u un terme clos de type F V —4F. Alors ®clp(u)=\w -
11T = L1121
oo = FV ¢.
case u{ bos > 15(272) } est de type mgpp = FV ¢ &
On peut alors démontrer la version relativisée du lemme 23 — c’est le lemme 28
plus bas —, mais ceci demande de nombreuses preuves auxiliaires :

Lemme 27 Si F est ¢g-décidable, alors —y(Vi<t - F) = 3i<t- -4 F est démontrable
en HA;.

Preuve : En reprenant les termes de preuve fabriqués dans la preuve du lemme 22,
et en écrivant F'(i) a la place de F', posons :

ae; = Ax - 1010, Ay - x(Xi - Az - rep0S(i)yz)) 1 16(Vi<0 - F(i)) = 3i<0 - =4 F (1)
allS(t) = \x,y- Ai- Az
. 1121 — Tz et T . oy
case lch(i, t)z { 1222 5 TEpSH £ i(S() 72y } : (Vi<t - F(i)) = F(S(t)) = Vi<s(t) - F (i)
110(s) = uvs(refl s) 1 0<s

t1y1 — t0(ll0(S(¢)), Az - 2(allS(t)z1y1))
aey(t) = Az, y - case d)dvz‘gt.p(i) 1T case ¢dF(S(t)) { Laya > L(S(t))(Ire fI(S(t)), y2) }
Lo > case xxo {tiz — 1i(lS(i,t)(m12), m22)}
D (e (Vit - F(i)) = i<t - =4 F(i)) = —4(Vi<S(t) - F(i)) = 3i<S(t) - 74 F (i)
Raei(Aj - aez(4))t t g (Vit - F (i) = 3i<t - ~g F (i)

o

Lemme 28 En HA;, pour toute formule F dans AY, les formules F\ ¢, F™7 et
PF° sont prouvablement équivalentes.

ae(t)

Preuve : @ Pour toute formule G dans AQ, notons ?ca=%clg(?dg) de type
676G = GV ¢, o ¢clg est défini au lemme 26 et ?dg est défini au lemme 25.
Construisons par récurrence structurelle sur F' des termes clos ®u$. : FV¢=9F° et
vp : ®F77" = FV¢. Le lemme se déduira de ces termes, et du terme ®wr=\z, k-kx
PFO = SFT,

Sik:—gF etu:F V¢, onpose [klu=case u{ ty o by

de t .
LoTo > To } ¢ ype ¢
Ensuite, pour tout opérateur f (w1, 72, t1, t2) tel que fu : G dés que u: F on
L1T1 —r Ll(fl'l)

e ) ¢
Lo > Loy :désquev: FVo,?fuvest de type GV ¢. De

pose ? fu=case v {

L1y1 = L1<$1,y1>

L1T1 > case v
r { Laya > Lol } de type

méme, on pose ?(u,v)=case u
Lo > Lo
(FAG)Vodésqueu: FVoetv:GVo.
Sivi: FVo=>Hetvy:GVo=H,etu:(FVG)V ¢, on pose Pcase u 51
2

1y = vi(tiyr)

Lay2 = v2(t1Y2) } de type H.

L1T1 > case T
le terme case u

LoXo > L2
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Soit A n’importe quelle égalité ou |, on définit :

Yusy = A\ Ppa = Az - case ®cax Zi; : leg }
U = )\x y7k E( Pvpag = A Pepog(Nk - 2( Ny
u(2Q(Pvp(NK - k'y)))) Yap,ck(Az - Pva(y(Pus2)))))

1>

¢U%AG Az - < (¢W1x) ¢uG(¢7rga:)> Pvpag = A - Pepag(Ak - 2( Az

(K] (Pvop (K" k' (m12)), “va (MK - K (m22)))))

1 (Pl
“upyg = Aa - Pease x { i T } Pvpve = Ar - Pepya( Mk - (\y-

AT - Ly (¢u°Gx2) .
‘ uyr = (K% (Pv
case Yy { Lays > [k](¢ (
ugicyp = A N Mk k(Ay, K- K (Pug(2@i@y)))
L1121 > L1121

Poy; = Az - case ®dy;
= . <t.
vist-F VISEE Y o1 5 case aelt)

vy — Az’ - i Az - 201 (my)) Az

case Pvp(\k - k2') L A 7r2yy1

L2Y2 — Y2
. . d) o
6.0 N ' L1171 — case T {Lzy — i{my, UF(Ll(ﬂgy)»}
Udict.p = AT case T { a9 + 10(110(t), ¢“%[i::o] (t22))
Pv3i<e.r = Az Pegi<rr( Mk - (A2’ - case @' < iy > case Cvp(NK - K (T2y)) { LaYa — Yo
¢

Si F est une formule X9 prouvable en PA, par l'exercice 60 *F ™~ = ﬂ(z,—'(bd’Fo
est prouvable en HA;, par une preuve Ak - <u>¢k Ceci est vrai pour tout ¢, en
particulier pour ¢ = F. Donc (?F° = F) = F est prouvable en PA; pour ¢ = F.
Mais par le lemme 28, il existe un terme de preuve en HA; de ?F° = I, & savoir

AR } Donc (u)®kp est une

la continuation krp=\z - case vp(\k - kx) { oo s
272 2

preuve de F en PA;. On en déduit :

Théoréme 12 (Kreisel-Friedman) Pour toute formule 113 de larithmétique F,
si F' est prouvable en PA1, alors F' est prouvable en HA .

Preuve : Ecrivons F£Viy, ..., i, -G oil G est une formule ¥Y. En utilisant (VE),
si F est prouvable en PA, alors G aussi. Comme G est XY, G est prouvable en
HA, par la remarque ci-dessus. En utilisant (VI), on en déduit que F est elle aussi
prouvable en HA . &

Il se trouve que ce résultat ne peut pas étre étendu au-dela de I19, et il existe des
formules X9 prouvables en PA; mais pas en HA ;. Ceci sort cependant du cadre de
ce cours.

La signification calculatoire de ce résultat, qui est contenue dans le cas ou F
est X0, est qu’on peut toujours extraire d'une preuve classique u de F' une preuve
intuitionniste (u>¢k r de F, en calculant la traduction en CPS de u et en "appliquant
A une continuation kr bien choisie.

Une application informatique est la suivante. Considérons pour simplifier une
formule de la forme Vi - 35 - P(i,j) sans variable libre. Une preuve intuitionniste
d’une telle formule, écrite en forme normale, décrit nécessairement pour tout i une
valeur de j tel que P(i,j) soit vrai. Autrement dit, une formule de cette forme
est une spécification d’une fonction qui envoie tout entier ¢ vers un entier j tel
que P(i,7). Prouver Vi-3j- P(i,j) en HA{, c’est donc essentiellement trouver une
fonction de i vers j satisfaisant la spécification. En effet, considérons un terme de
preuve normal u tel que - w : Vi - 35 - P(4,7). Pour tout entier m, posons [m] le
terme S(S(...(S(0))...)), ot il y a m symboles S. Alors on a b u[m] : 35 - P([m], j).

o7

r(AK Ky
Ak/ k/yg

tuyr — k((my, y1)

i}
)

P

)



Soit v une forme normale de u[m] (par une stratégie de réduction donnée, disons;
en fait, la réduction de preuves en HA; est confluente, et il n’y a donc qu’une forme
normale). Alors v est tel que - v : 35 - P([m],j). Comme v est normal et clos, v
ne peut qu’étre de la forme ttw, pour un certain terme clos normal ¢ et un certain
terme de preuve w. Or un terme clos normal ¢ est nécessairement de la forme [n]
pour un certain entier n; et w est une preuve de P([m], [n]) : la preuve u définit
donc bien une fonction totale des m vers les n tels que P([m], [n]) soit vraie. De
plus, cette fonction est calculable : il existe un programme informatique qui calcule
n en fonction de m ; en effet, il suffit de construire u[m], de normaliser et d’extraire
[n] de la forme normale. On dit que HA; est une logique constructive, car d’une
preuve d’une spécification de la forme Vi - 35 - P(i,) on peut toujours extraire un
programme qui calcule j en fonction de i. (Attention, le terme “constructif” a de
nombreux autres sens.)

Exercice 62 Montrer cette affirmation formellement. L’étendre au cas des for-
mules Vit, ... ip - 31,5 Jg - Pi1, -« ipy J1s- -5 dq)-

En revanche, si Vi - 35 - P(i,7) est prouvable en PA;, Pargument ci-dessus ne
fonctionne pas : le terme v de type 35 - P([m],j) peut étre de la forme ttw comme
ci-dessus, ou bien de la forme Cv’; dans ce dernier cas, on ne peut pas extraire de
v une valeur de v telle que P([m],j) soit prouvable. La fonction qui aux ¢ associe
des j tels que P(i,j) est donc en général partielle dans le cas de PA;, alors que
HA,; permet de produire une fonction totale. Ce que le théoréme 12 montrer ici
est que lorsque Vi - 35 - P(i,4) est 119, autrement dit quand P(i,5) est décidable,
alors il y a toujours moyen de transformer cette fonction partielle en une fonction
totale calculable qui satisfait la propriété P(i,j) : PA; est donc aussi une logique
constructive, si on la restreint aux formules I13.

On notera que le programme extrait de la preuve est automatiquement correct,
au sens o il calcule nécessairement ce que la spécification P(i, j) prescrit. De plus,
on n’a pas eu a I’écrire, il suffit de 'extraire de la preuve. Cette idée s’étend naturel-
lement — dans un cadre intuitionniste — & 'utilitaire d’extraction de programme
a partir d’une preuve dans Coq [BBCT99].

Exercice 63 FEtendre le théoréme 12 au cas des formules de la forme de la forme
FEVXq,. . X, xp - Y, 000 Y0, 01,00,y - G, ot G oest sans quantifica-
teur, X1, ..., Xm, Y1, ..., Y, sont des variables du second ordre et xy, ...,
Tp, Y1, ---» Yq Sont des variables du premier ordre : autrement dit, montrer que
st F est prouvable en PAsy, alors F est prouvable en HAy. (On considérera les
versions de PAs et HAs avec les connecteurs =, 1, A, V, les quantifications
universelles ¥V et existentielles 3 tant du premier que du second ordre. Les régles
de déduction sur le 3 du second ordre sont celles de [’exercice 36. On posera
(VP-F)°2VP-F~", (3P-F)°Z3P - F° et on montrera que F°[P(ky,... ky) =
G°] = (F[P(k1,...,kn) :==G]))°.)

PA; et HA; sont expressives ; notamment on peut définir toute fonction calcu-
lable en PA; [Joh87], mais c’est difficile et peu naturel & montrer. On peut améliorer
ceci en enrichissant le langage de calcul a 'intérieur des formules. L’exercice suivant
donne un exemple. De nombreuses autres solutions sont envisageables, et I’on peut
(presque) utiliser le langage de programmation que l'on souhaite a l'intérieur des
formules.

Exercice 64 Le langage des termes de PAY et de HAY est similaire a celui de
HA,, : il est formé des \-termes simplement typés construits & partir des trois
constantes 0 : N, S: N> Net R, : 7= (N—=> 7 > 7) > N = 7 (le récurseur
de type 7), les types étant donnés par 7 := N | 7 — 7. PAY et HAY (d’ordre 1
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mais portant sur des termes d’ordre supérieur) sont définies comme PA; et HA,
respectivement, mais avec le langage de termes ci-dessus, et la réduction suivante
sur les formules au lieu de —y :

(0= 8) O~St —4 L
(S~8) Ssa St —y sat
(RO) R7-51$20 —4+ S1
(RS) R.,-Slsg(SSg) — 4 8283(R7818283)

(8) (Ni-s)t —y s[i=1]

Montrer qu’on peut définir addition et la multiplication respectivement par
s+t=Rns(\i, j - Sj)t et sxt=RnO(Ai, j - j+s)t. Comment définiriez-vous t°, s!, s—t
(répondant s—t si s > t, 0 sinon), if s then t; else to (répondant t1 si s # 0 et to
sinon), sdivt (la partie entiere de s/t, que vous prendrez égale 6.0 quand t <% 0),
smodt ¢

Exercice 65 Montrer le théoréme de normalisation forte de PAY et HAY. En
déduire que ces logiques sont cohérentes.

Exercice 66 Montrer le théoréme de Kreisel-Friedman pour PAY et HAY .

Exercice 67 (@) En utilisant les définitions trouvées & l'exercice 64, montrer
que s &= t et s—t =~ 0At—s =~ 0 sont prouvablement équivalentes en HAY . (Faites-
le informellement, et produisez les termes de preuve si vous en avez le courage.)
Montrer d’autre part que les paires de formules suivantes sont aussi prouvablement
équivalentes en PAY :

1. s=O0OAt=0 ets+t=~0;

2. s=0Vit~O0etsxt~0;

3. ns~ 0 et if s then 0 else SO~ 0,

4. s=0=>t~0ets~0VtxO0;

5. Vi<t -s(i) = 0 et Rn(s(0))(A\i, - s(Si)+j)t~0;

6. Fi<t-s(i) = 0 et Rn(s(0))(Ai, 7 - s(Si)xj)t = 0;
En déduire que toute formule A de PAY est prouvablement équivalente en HAY a
une formule de la forme s = 0. En conclure qu’on peut redémontrer le théoréme de

Kreisel-Friedman sans utiliser de CPS et en remplagant le lemme 28 par un lemme
plus simple & démontrer.

Il existe de nombreux autres outils que I'on peut utiliser pour analyser les sys-
témes de preuve; consulter [Koh98| pour plus de détails.
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