Le \-calcul avec paire surjective.

Correction.

Le A-calculavec paires surjectives pour termes :

s, t,u,v,... = variables
| Ax-t abstractions
| st applications
| (s,t) couples
| ms  premere projection
| ms  seconde projection

Les egles de&duction sont :

slx = t] (71) m(s,t) — s
t (SP) (ms,ms) — s

Nous nous placerons toujours dans la suite dans le cadkecdlcul avec paires surjectives.

1 Confluence locale

1. Montrer que, sk — ¢, alors les deuxé&duits en unétapes et (7 s, mot), de (ms, mas), ont
un réduit commun.

D’un cdté, s se ieduit ent. De l'autre, (m; s, mot) — (mit, mot) — t par (SP).

2. Notonsu[v] un terme avec une occurrence distibgud’'un sous-terme. (On ne distingue
gu’une seule occurrence de méme siv apparét plusieurs fois. Siu[v] est, disons, une
application, alors elle est de la forne, [v])us ouu, (us(v]), pas de la forméu, [v])(us[v]).)
Siufv] est un &dex, qui se contracte en un termieetv est aussi unégdex, qui se contracte
en un terme’, montrer que les deux contrést.’ etu[v'] dewu[v] ont un Eduit commun.

D’abord, siu[v] = v, une seule&gle s’appliqué ce edex, done’ = u[v']. Supposons
donc quev est un sous-terme strict dev|.

On montre la proposition par analyse de cas sur &gle utilie pour éduire u[v]
enu/. Si c'est la egle (SP), alors u[v] est de I'une des formes : 1v, mou') avec
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v = mu/, etu = (v, v9), puisquev est un edex; ou 2.(mu’,v) avecv = mu/,
etu' = (vy,v9); 0u 3. (my(ug[v]), maus) ; ou 4. (muy, mo(uslv])). Le cas 4. se@sout
gracea la question pecedente, le cas 3. est sgimque. Dans le cas 1 = v, donc
ulv'] = (v, ma(v1, v9)) Se ’eduit en(v’, vy) = u'. Le cas 2. est sy@trique.

Si la regle en question estr;), alors u[v] est de la former; (s[v],t) ou de la forme
7o (s, t[v]) ou de la former;v avecv = (m v, mv'). Dans le premier casy = s[v] se
réduit ens[v’], etu[v'] = m (s[v'],t) — s[v']. Le deuxtme cas est syatrique. Dans le
troisieme casy[v'] = w0’ etw’ = mv/, et aucune éduction n’est cessaire.

Le cas dgm,) est en tous points similaire.

Dans le cas dé(3), u[v] est de la formé\z - s[v])t ou (A\x - s)(¢[v]). Notons queu[v]
ne peut pagtre de la formest, car siv est un Edex, il ne commence pas pardonc
vt n'est pas un édex. Dans le premier caspajv] = (A\x - s[v])t, v’ = s[v|[z :=t] et
ult'] = (Az - s['))t — s[v][z := t]. Or commey — v/, v[x :=t] — o'[z :=t], et une
récurrence sur la profondeur de I'occurrenceddanss|v] montre ques = s[v|[z :=
t] — s[v'][x = t].

Dans le second cas, = s[z := t[v]] —* s[z := t[v']]. (Attention, c’est—*, pas— :
il y a autant déetapes de&ductiona effectuer que d’occurrences dealanss.) D’autre
part, u[v'] = (Ax - s)(t[v']) — sz = t[']].

3. En ceduire que le\-calcul avec paires surjectives est localement confluent.

On consi@re un terme dont on contracte dewedex (possiblement leéme). Si I'un
des deux&dex est un sous-terme de l'autre, on applique la questiecedente. Sinon,
ils sont independants, c’esi-dire que le terme est de la formé@;, v], ol v; etv, sont
deux Edexa deux occurrences dont aucun n’est au-dessus de l'autrpoBantv] le
contraceé dev; etv), le contracé dew,, on \érifie queu|v], vo] etufvy, vy admettent
ulv}, vh] comme éduit commun.

2 Non-confluence du calcul non typ

1. Onrappelle qu® = AA, ou A = \g, h-h(ggh), estle combinateur de point fixe de Turing.
Montrer que, comme ei-calcul, on @u —1 u(Ou).

La demonstration est la &me qu’en cours, car elle ne&dend que de la gsence de
la regle(5), pas des autresagles. En @étail, poson® = AA, ou A = A\g, h - h(ggh),
alors :

Ou = (Ag,h-h(ggh))Au
—? u(AAu) = u(Ou)
2. Fixons une variable, posonsuy = Az, y - (m1(zy), ma(z(zy))), u1 = Oug, us = Ouy,
us = z(uyug). (Les variables: ety sont distinctes entre elles, ainsi quezdgMontrer que,
pour tout terme du calcul,ust —1 (m1(2t), mo(2z(ust))).
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Pour tout termé, on a :

Ult = @uot
— UQ(@Uo)t = Uoult
=% (mi(at), ma(2(ut)))

3. Montrer queuy, —* us etuy —* ujus.

Uy = Ou
—T w1 (Ouy)
=T (m(2(Ouy)), ma(z(u1(Ouy)))) (question pecedente)
=t (m(2(u1(Ou))), m2(2(u1 (Ouy)))) caru; — " uy(Ouy)
= z2(w(Ou))  (SP)

= z(uwuz) = ug

Ceciétablit la premere réduction. Pour la seconde, oBduitu; enu, (Ou,;) une fois
de plus au ébut :

(%) = @u1
—T ul(@ul)
-1 uy(ur(Ouy))
—t Uius
en utilisant la @ductionu; (Ou;) —* uz montiee ci-dessus.

4. Montrer que les seulegductions partant de, sont de I'une des formes :

Uy (réductiona 0 étape)
uy —1 (M- hwy)ug

U1 —T UO(’LUl[h = UO])

Uy —T UpWa2

wp —t Ay (mi(zy), ma(zws))

u —t Ay-zy

ou w; est un terme tel qu@hk —* wy, wy est un terme tel que, [h := ug| —* w,y, etw; est
un terme tel quev,y —* ws. Montrer de plus que la degrie duction n’est possible que si
I'on peut trouverw,, wsy, etws comme ci-dessus aveg —* y.

D’abord, uo est en forme normale, donc la seuéluction possible depuis est dans
O, c'esta-direu; — (Ah - h(AAh))ug = (A - h(©h))uy. Ceci aboutith un terme de
la forme (Ah - hw;)uy avecw; un réduit deOh.



Ensuite, avant deéduire ce dernier terme, qui est whrédex, on ne peut quéduire
al'intérieur dew,, ce qui nénea un terme de la forme\h - hw; ))uy, avecOh —* w,
de nouveau.

Enfin, si 'on continue, on ne peut plus que contracterjleédex externe, ce qui
aboutita ug(w1[h := wug)). Les seuleséductions possibles ensuite avant de contrac-
ter le nouveau &dex externe sont dans,[h := wuy|, ce qui nenea des termes de
la forme uywy avecw;[h := ug] —* w,. Si jamais I'on contracte le&dex externe
uows = (Az,y - (m(zy), m2(z(xy))), on obtiendraly - (m(zy), m2(z(way))), qui
ne peut plus seéduire qua l'intérieur dew,y, donnant ainsi un terme de la forme
Ay - (m1(zy), m(zws)), jusqu’au momenéventuel a ws se eduit eny, ce qui permet
d'appliquer(SP). On obtient alors leéduit\y - zy, et uniquement dans ce cas.

5. Montrer que, si le\-calcul avec paires surjectives est confluent, alors iltn@s possible
guews —* y, sous les hypottses de la questiongnédente. (Pensezutiliser la question 2.)

Siwg —* y, alorswyy —* y, doncw; [h := ugly —* y, donc(Oh)[h := uply —* v,
c’esta-dire Ougy —* y, ou encore, de facoaquivalentey;y —* y.

Par la question 2,u;y se reduit aussi en (m(zy),m(z(u1y))), donc en
(m1(2zy), ma(zy)), puis enzy par (SP).

Si le calculétait confluenty et zy devraient avoir un @duit commun. Mais c’est im-
possible, ces deux termétant normaux.

6. On suppose que le-calcul avec paires surjectives est confluent. En utilisaiguestion 4,
simplifiee gace au ésultat de la question 5, montrer qu@:; ne peut se&duire en un terme
de la formezw que siu; se eduit en un termey - (m(zy), m(zws)) (OU w; est comme la
question 4), eti3 etws[y := u3] se duisent tous les dewxw.

Toute eduction deu,us versy, doit d’abord faire des @ductions dans; et dansus
indépendamment. Par la questioni4, ne peut se&duire qu’enu;, en un terme de la
forme (\h - hwy)ug, ug(wy[h = ug)), ugws, ou bienky - (w1(zy), ma(zws)) — mais
pas de la forme\y - zy, par la question 5. D’autre partys se eduit en un terme
u4. La seule fagon d’obtenir une forme dte de la formew est donc deé&duireu,
en\y - (m(zy), ma(zws)), puis deg-réduire (\y - (m(zy), me(zws)))us. Ceci fournit
(m1(zufy), mo(z(ws[y = uj]))), o ws est comme la question 4, el —* uj. La
réduction ne peut que se poursuivre éduisant dans’; d'un cdté, et dansuvs[y = uj]
de l'autre, jusqua ce qu’on appliquésS P) pour éliminer la paire externe. Dong; et
wsly := uj] devront se éduire en un terme commun, qui $duira enw. Comme
ug —* uf, on en @duit queus etwsly := ug] admettent tous les deuxcomme éduit
commun.

7. Montrer que, sous les hypa@tbes et avec les notations de la questi@ugatente, et siw est
un reduit commun de; et deu,us, alorsw est aussi undduit commun dex; et dew; us.

La question pecedente implique notamment que—* w. Or, toujours par la question
précédentews|y := us] —* w. On combine ceci avec le fait @ —* w, wy[h =
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up] —* we, waoy —* ws (définition dews, question 4), qui implique que :

wus = Ougus
= (Ohy)[h == uo[y := us] cary ¢ fv(uo)
(w1[h = uoly)[y = us]
(way)[y = us]
wsly = ug] =" w

8. En conclure que la-calcul avec paires surjectives n’est pas confluent.

S'’il I était, comme par la question3; et u;us sont deux eduits deus, us et uqus
devraient avoir un &duit commun. Consgllons un eduit commun des et deu;u; de
taille minimale. S’iletait de la forme:w, alorsw en serait un plus petit, par la question
précedente, contradiction. Donc aucuaduit commun de; et deu,us ne peuétre de
la formezw. Mais ceci est impossible, cag = z(ujus), et les seulsé&duits possibles
dewus sont justement de la formev, avecu;u,; —* w.

Ce contre-exemple et la preuve asgecsont dus Pierre-Louis Curien (message sur la
mailing-list ‘types’ du 7 mars 1991). Il simplifie le contexemple original de Jan Willem
Klop, qui requiert de passer par un&breme de standardisation pour lecalcul avec paires
surjectives.

Le calcul simplement type

Le A\-calcul avec paires surjectivegmplement typa pour egles de typage les habituelles :

(Az)
'z:Ftax: F

Nz:Fru:G l'ru:F=G TI'kov: F
(=1 (= E)
F'FXx-u:F=G 'Fuv:G

I'Fu :F4 Thus: Fy I'Fu:Fy AFy 'Fu:Fi AFy
(AN) ——— (AE)) ————  (AE»)
F"(Ul,UQ>:F1/\F2 Fl—ﬂ'l’u:Fl F|_7T2u:F2

1. Montrer que leX-calcul avec paires surjectives simplementé&yp la propiete d'auto-
réduction : siu — v etl' - u : F est cerivable, alord” - v : F' est cerivable.

Il se trouve que c’est faux.

L'id ée que javaistais la suivante. On&montre d’abord un lemme d’affaiblissement,
par récurrence directe sur la@tivation de typage. Ceci permet de montrer que sk

v parlarégle((), etsil' - w : F est cérivable, alorsl” - v : F' est cerivable, comme



dans le cours. Le cas desgles(;) et (m,) est trivial, et aussi comme dans le cours.
Le cas inéressant est celui de&5 P), qui revienta réécrire toute preuve de la forme :

.wl .w2

THs:FLAF Tks:F AR
— T U (AE) —— " (AB)
I'Fms: Fy I' = 795 : FY

(AT)

['F (ms,ms) : F1 A Fy
enws, ou bien ernws.
Mais en galite, il se peut quev; etw, dérivent des types ddfents pours. Un contre-
exemple est donen prenant = (A\z - (x,x))(\y - y). On peut @rivert s : (F =
F) A (F = F) pour tout typeF’, et ce sont les seuls typages possibles patens le
contexte vide. Prenons deux types distirfGtet F5, alors on peut ériver :

.wl .w2

H%E@@Aﬂ#ﬂ%)ﬂ%ﬂ#@A@@%)
N
}_7T182F1:>F1 ' |_7T281F2:>F2 ?

(A)
F(ms,mes) : (Fy = Fy) A (Fy = Fy)

mais son éduits n'a pas le typg F} = Fi) A (F; = F3) : contradiction. Ce contre-
exemple m'&t€ signaé par Flavien Breuvart et par NathaglFijalkow.

2. Montrer que le\-calcul avec paires surjectives simplementaygst fortement normalisant.

On ne doit pas pouvoir y arriver en recodant le calcul dans w@hcal qui ter-
mine :a chaque fois la&gle (SP) pose probdme. On est obligy de passer par une
démonstration directe.

Disons qu’un terme est neutre s’il n’est ni de la forte- v ni de la forme(u,, us).
PosonsRE D, = SN pour tout type de basle REDp_.c = {u| Yv € REDp - uv €
REDG‘}, etREDFl/\FQ = {u | mu € F) etmu € FQ}

On dmontre (CR1), (CR2) et (CR3) comme d’habitude panurrence sur le type.

Dansle cad) A Fy,ona:

— (CR1) Siu € REDp,np,, alors notammentu € REDp,, doncmiu € SN par
hypottese de ecurrence (CR1) suF;. Doncu € SN.

— (CR2) Siu € REDpp, €tu — u/, alors mu — mu' et mu — mu/, donc
par hypottese de ecurrence (CR2) suF; et I, respectivementy;v’ € REDp, et
mou' € REDp,, c'esta-direu’ € REDg ap, .

— (CR3) Siu est neutre et tous se€duits en unectapew’ sont dansRE Dg pr,,
consiceronst;u (i = 1 oui = 2). Commaeu est neutresr;u ne peut se@&duire en une
étape que vers un terme de laforme’ avecu — u’; par hypotteser,u’ € REDp,.
Par hypottese de écurrence (CR3) suF;, sachant quer;u est lui aussi neutre, on
en ceduit quer,u € REDp,. Doncu € REDp ap, -
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On cémontre aussi que (A) si ulx := v] € REDg pour toutv € REDp, alors
Ar-u € REDp_.q. C'est exactement comme dans le cours, et servira pougdéer
(=1).

Pour la régle (A), nous aurons besoin deémhontrer : (B) si u; € REDp et
us € REDp,, alors (uy, us) € REDpg \r,. Ceci Se @montre par écurrence sufi,, us
ordonré par le produit lexicographique de>* avec—™, ce qui est un principe de
raisonnement valide, car par (CR4) etu, sont dansSN. On regarde lesé&duits en
uneétape der;(uy, us). lls sont de la forme (a) m;(u}, us) avecu; — uf, ou : (b)
mi{uy, uy) avecus — usy, ou : (c) u; (par la régle (m;)), ou : (d) mv, Siu, est de la
formem v etuy = muv (par (SP)). Les cas(a) et (b) sont traies par hypothse de
récurrence, le cage) est I'hypotlese, et le ca&l) est aussi I'hypotése, parce que;v
est en fait le rBme terme que;. Commer; (uy, uy) est neutre, on conclut par (CR3).
Il ne reste plus g montrer, comme d’habitude, quessi: Fy,...,z, : F, - u: F
est cérivable, alors pour tous, € REDp,, ...,v, € REDg, , ulry :==vq,...,2, :=
v,] € REDp. Ceci est par écurrence sur la @rivation de typage. Le casiz) est
évident, les cas= FE), (AE;) et (AE,) sont par e&finition deRE Dy, le cas(= 1)
est par(A) (comme dans le cours), et le c@as/) est par(B).

En posant; = z; pour chaque, ce qui fournit bien un terme dBE D, par (CR3),
et en observant que tout terme &4 D est fortement normalisant par (CR1), on en
conclut que tout terme typable est fortement normalisant.

On notera que ceci est vrai, makgte fait que le calcul n’a pas la progte d’auto-
réduction : les eductions passent parfois par des termes noasypu n’ayant pas le
type du terme deépart.

3. Montrer que le\-calcul avec paires surjectives simplementégst confluent. Pourquoi ceci
ne contredit-il pas leésultat de la question 8 de la partie 2 ?

En absence d’autoaduction, la question est amlig. On va @montrer que i —* u;
etu —* uy, et quel’ - u : F est cerivable, alorsu; etu, ont un duit commun. Mais
ni u1, Niug, Ni u Ne seront suppés typables.

On rappelle d’abord que la-calcul avec paires surjectives simplementetgst loca-
lement confluent (partie 1). Congimns la restriction—; de la relation— aux termes
fortement normalisantsu —; v ssiu — v etu € SN. Notons qu’alorsy € SN.
Puisque— est localement confluente;; aussi. Or—; est fortement normalisante par
construction. On peut donc appliquer le lemme de Newmanretle@ que—; est
confluente.

Maintenant, siu —* u; etu —* uq, et quel’ - w : F' est cerivable, alors par la
question pecedentey —7 uy etu —7 uy, donc il existev tel queu; —7 v etuy —7 v,
dotwu; —* vetus —* 0.

Ceci ne contredit pas la question 8 de la partie 2, qui utiisgermeus qui ne termine
pas, et n'est donc en particulier pas typable.



