
Le λ-calcul avec paire surjective.

Correction.
Le λ-calculavec paires surjectivesa pour termes :

s, t, u, v, . . . ::= x variables
| λx · t abstractions
| st applications
| 〈s, t〉 couples
| π1s premìere projection
| π2s seconde projection

Les r̀egles de ŕeduction sont :

(β) (λx · s)t → s[x := t] (π1) π1〈s, t〉 → s

(π2) π2〈s, t〉 → t (SP ) 〈π1s, π2s〉 → s

Nous nous placerons toujours dans la suite dans le cadre duλ-calcul avec paires surjectives.

1 Confluence locale

1. Montrer que, sis → t, alors les deux ŕeduits en unéetapes et 〈π1s, π2t〉, de〈π1s, π2s〉, ont
un ŕeduit commun.

D’un côté,s se ŕeduit ent. De l’autre,〈π1s, π2t〉 → 〈π1t, π2t〉 → t par (SP ).

2. Notonsu[v] un terme avec une occurrence distinguée d’un sous-termev. (On ne distingue
qu’une seule occurrence dev, même siv apparâıt plusieurs fois. Siu[v] est, disons, une
application, alors elle est de la forme(u1[v])u2 ouu1(u2[v]), pas de la forme(u1[v])(u2[v]).)
Si u[v] est un ŕedex, qui se contracte en un termeu′, etv est aussi un ŕedex, qui se contracte
en un termev′, montrer que les deux contractésu′ etu[v′] deu[v] ont un ŕeduit commun.

D’abord, siu[v] = v, une seule r̀egle s’appliquèa ce ŕedex, doncu′ = u[v′]. Supposons
donc quev est un sous-terme strict deu[v].

On montre la proposition par analyse de cas sur la règle utiliśee pour ŕeduireu[v]
en u′. Si c’est la r̀egle (SP ), alors u[v] est de l’une des formes : 1.〈v, π2u

′〉 avec
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v = π1u
′, et u′ = 〈v1, v2〉, puisquev est un ŕedex ; ou 2.〈π1u

′, v〉 avecv = π2u
′,

et u′ = 〈v1, v2〉 ; ou 3. 〈π1(u1[v]), π2u2〉 ; ou 4. 〈π1u1, π2(u2[v])〉. Le cas 4. se ŕesout
grâceà la question pŕećedente, le cas 3. est symétrique. Dans le cas 1.,v′ = v1, donc
u[v′] = 〈v′, π2〈v1, v2〉〉 se ŕeduit en〈v′, v2〉 = u′. Le cas 2. est syḿetrique.

Si la règle en question est(π1), alors u[v] est de la formeπ1〈s[v], t〉 ou de la forme
π2〈s, t[v]〉 ou de la formeπ1v avecv = 〈π1v

′, π2v
′〉. Dans le premier cas,u′ = s[v] se

réduit ens[v′], etu[v′] = π1〈s[v
′], t〉 → s[v′]. Le deuxìeme cas est syḿetrique. Dans le

troisième cas,u[v′] = π1v
′ etu′ = π1v

′, et aucune ŕeduction n’est ńecessaire.

Le cas de(π2) est en tous points similaire.

Dans le cas de(β), u[v] est de la forme(λx · s[v])t ou (λx · s)(t[v]). Notons queu[v]
ne peut paŝetre de la formevt, car siv est un ŕedex, il ne commence pas parλ, donc
vt n’est pas un ŕedex. Dans le premier cas, où u[v] = (λx · s[v])t, u′ = s[v][x := t] et
u[v′] = (λx · s[v′])t → s[v′][x := t]. Or commev → v′, v[x := t] → v′[x := t], et une
récurrence sur la profondeur de l’occurrence dev danss[v] montre queu′ = s[v][x :=
t] → s[v′][x := t].

Dans le second cas,u′ = s[x := t[v]] →∗ s[x := t[v′]]. (Attention, c’est→∗, pas→ :
il y a autant d’́etapes de ŕeductionà effectuer que d’occurrences dex danss.) D’autre
part, u[v′] = (λx · s)(t[v′]) → s[x := t[v′]].

3. En d́eduire que leλ-calcul avec paires surjectives est localement confluent.

On consid̀ere un terme dont on contracte deux rédex (possiblement le même). Si l’un
des deux ŕedex est un sous-terme de l’autre, on applique la question préćedente. Sinon,
ils sont ind́ependants, c’est-à-dire que le terme est de la formeu[v1, v2], où v1 etv2 sont
deux ŕedexà deux occurrences dont aucun n’est au-dessus de l’autre. Enposantv′

1 le
contract́e dev1 et v′

2 le contract́e dev2, on v́erifie queu[v′

1, v2] et u[v1, v
′

2] admettent
u[v′

1, v
′

2] comme ŕeduit commun.

2 Non-confluence du calcul non tyṕe

1. On rappelle queΘ = AA, où A = λg, h ·h(ggh), est le combinateur de point fixe de Turing.
Montrer que, comme enλ-calcul, on aΘu →+ u(Θu).

La démonstration est la m̂eme qu’en cours, car elle ne dépend que de la présence de
la règle(β), pas des autres règles. En d́etail, posonsΘ = AA, où A = λg, h · h(ggh),
alors :

Θu = (λg, h · h(ggh))Au

→2 u(AAu) = u(Θu)

2. Fixons une variablez, posonsu0 = λx, y · 〈π1(zy), π2(z(xy))〉, u1 = Θu0, u2 = Θu1,
u3 = z(u1u2). (Les variablesx et y sont distinctes entre elles, ainsi que dez.) Montrer que,
pour tout termet du calcul,u1t →

+ 〈π1(zt), π2(z(u1t))〉.
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Pour tout termet, on a :

u1t = Θu0t

→+ u0(Θu0)t = u0u1t

→2 〈π1(zt), π2(z(u1t))〉

3. Montrer queu2 →
+ u3 etu2 →

+ u1u3.

u2 = Θu1

→+ u1(Θu1)

→+ 〈π1(z(Θu1)), π2(z(u1(Θu1)))〉 (question pŕećedente)

→+ 〈π1(z(u1(Θu1))), π2(z(u1(Θu1)))〉 car u1 →
+ u1(Θu1)

→ z(u1(Θu1)) (SP )

= z(u1u2) = u3

Ceci établit la premìere ŕeduction. Pour la seconde, on réduitu1 enu1(Θu1) une fois
de plus au d́ebut :

u2 = Θu1

→+ u1(Θu1)

→+ u1(u1(Θu1))

→+ u1u3

en utilisant la ŕeductionu1(Θu1) →
+ u3 montŕee ci-dessus.

4. Montrer que les seules réductions partant deu1 sont de l’une des formes :

u1 (réductionà0 étape)
u1 →+ (λh · hw1)u0

u1 →+ u0(w1[h := u0])
u1 →+ u0w2

u1 →+ λy · 〈π1(zy), π2(zw3)〉
u1 →+ λy · zy

où w1 est un terme tel queΘh →∗ w1, w2 est un terme tel quew1[h := u0] →
∗ w2, etw3 est

un terme tel quew2y →∗ w3. Montrer de plus que la dernière ŕeduction n’est possible que si
l’on peut trouverw1, w2, etw3 comme ci-dessus avecw3 →

∗ y.

D’abord, u0 est en forme normale, donc la seule réduction possible depuisu1 est dans
Θ, c’est-̀a-dire u1 → (λh · h(AAh))u0 = (λh · h(Θh))u0. Ceci aboutità un terme de
la forme(λh · hw1)u0 avecw1 un réduit deΘh.
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Ensuite, avant de réduire ce dernier terme, qui est unβ-rédex, on ne peut que réduire
à l’int érieur dew1, ce qui m̀eneà un terme de la forme(λh · hw1)u0, avecΘh →∗ w1

de nouveau.

Enfin, si l’on continue, on ne peut plus que contracter leβ-rédex externe, ce qui
aboutit à u0(w1[h := u0]). Les seules ŕeductions possibles ensuite avant de contrac-
ter le nouveau ŕedex externe sont dansw1[h := u0], ce qui m̀eneà des termes de
la formeu0w2 avecw1[h := u0] →∗ w2. Si jamais l’on contracte le ŕedex externe
u0w2 = (λx, y · 〈π1(zy), π2(z(xy))〉, on obtiendraλy · 〈π1(zy), π2(z(w2y))〉, qui
ne peut plus se réduire qu’̀a l’int érieur dew2y, donnant ainsi un terme de la forme
λy · 〈π1(zy), π2(zw3)〉, jusqu’au moment́eventuel òu w3 se ŕeduit eny, ce qui permet
d’appliquer(SP ). On obtient alors le ŕeduitλy · zy, et uniquement dans ce cas.

5. Montrer que, si leλ-calcul avec paires surjectives est confluent, alors il n’est pas possible
quew3 →

∗ y, sous les hypoth̀eses de la question préćedente. (Pensezà utiliser la question 2.)

Si w3 →∗ y, alorsw2y →∗ y, doncw1[h := u0]y →∗ y, donc(Θh)[h := u0]y →∗ y,
c’est-̀a-direΘu0y →∗ y, ou encore, de façońequivalente,u1y →∗ y.

Par la question 2, u1y se ŕeduit aussi en 〈π1(zy), π2(z(u1y))〉, donc en
〈π1(zy), π2(zy)〉, puis enzy par (SP ).

Si le calculétait confluent,y et zy devraient avoir un ŕeduit commun. Mais c’est im-
possible, ces deux termesétant normaux.

6. On suppose que leλ-calcul avec paires surjectives est confluent. En utilisantla question 4,
simplifiée gr̂ace au ŕesultat de la question 5, montrer queu1u3 ne peut se ŕeduire en un terme
de la formezw que siu1 se ŕeduit en un termeλy · 〈π1(zy), π2(zw3)〉 (où w3 est commèa la
question 4), etu3 etw3[y := u3] se ŕeduisent tous les deuxàw.

Toute ŕeduction deu1u3 versv0 doit d’abord faire des ŕeductions dansu1 et dansu3

indépendamment. Par la question 4,u1 ne peut se ŕeduire qu’enu1, en un terme de la
forme(λh · hw1)u0, u0(w1[h := u0]), u0w2, ou bienλy · 〈π1(zy), π2(zw3)〉 — mais
pas de la formeλy · zy, par la question 5. D’autre part,u3 se ŕeduit en un terme
u′

3. La seule façon d’obtenir une forme de tête de la formezw est donc de ŕeduireu1

enλy · 〈π1(zy), π2(zw3)〉, puis deβ-réduire(λy · 〈π1(zy), π2(zw3)〉)u
′

3. Ceci fournit
〈π1(zu′

3), π2(z(w3[y := u′

3]))〉, où w3 est commèa la question 4, etu3 →∗ u′

3. La
réduction ne peut que se poursuivre en réduisant dansu′

3 d’un côté, et dansw3[y := u′

3]
de l’autre, jusqu’̀a ce qu’on applique(SP ) pour éliminer la paire externe. Doncu′

3 et
w3[y := u′

3] devront se ŕeduire en un terme commun, qui se réduira enw. Comme
u3 →

∗ u′

3, on en d́eduit queu3 etw3[y := u3] admettent tous les deuxw comme ŕeduit
commun.

7. Montrer que, sous les hypothèses et avec les notations de la question préćedente, et sizw est
un ŕeduit commun deu3 et deu1u3, alorsw est aussi un réduit commun deu3 et deu1u3.

La question pŕećedente implique notamment queu3 →
∗ w. Or, toujours par la question

préćedente,w3[y := u3] →
∗ w. On combine ceci avec le fait queΘh →∗ w1, w1[h :=
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u0] →
∗ w2, w2y →∗ w3 (définition dew3, question 4), qui implique que :

u1u3 = Θu0u3

= (Θhy)[h := u0][y := u3] car y 6∈ fv(u0)

→∗ (w1[h := u0]y)[y := u3]

→∗ (w2y)[y := u3]

→∗ w3[y := u3] →
∗ w

8. En conclure que leλ-calcul avec paires surjectives n’est pas confluent.

S’il l’ était, comme par la question 3u3 et u1u3 sont deux ŕeduits deu2, u3 et u1u3

devraient avoir un ŕeduit commun. Considérons un ŕeduit commun deu3 et deu1u3 de
taille minimale. S’ilétait de la formezw, alorsw en serait un plus petit, par la question
préćedente, contradiction. Donc aucun réduit commun deu3 et deu1u3 ne peut̂etre de
la formezw. Mais ceci est impossible, caru3 = z(u1u2), et les seuls ŕeduits possibles
deu3 sont justement de la formezw, avecu1u2 →

∗ w.

Ce contre-exemple et la preuve associée sont dus̀a Pierre-Louis Curien (message sur la
mailing-list ‘types’ du 7 mars 1991). Il simplifie le contre-exemple original de Jan Willem
Klop, qui requiert de passer par un théor̀eme de standardisation pour leλ-calcul avec paires
surjectives.

3 Le calcul simplement tyṕe

Le λ-calcul avec paires surjectivessimplement tyṕe a pour r̀egles de typage les habituelles :

(Ax)
Γ, x : F ⊢ x : F

Γ, x : F ⊢ u : G
(⇒ I)

Γ ⊢ λx · u : F ⇒ G

Γ ⊢ u : F ⇒ G Γ ⊢ v : F
(⇒ E)

Γ ⊢ uv : G

Γ ⊢ u1 : F1 Γ ⊢ u2 : F2

(∧I)
Γ ⊢ 〈u1, u2〉 : F1 ∧ F2

Γ ⊢ u : F1 ∧ F2

(∧E1)
Γ ⊢ π1u : F1

Γ ⊢ u : F1 ∧ F2

(∧E2)
Γ ⊢ π2u : F2

1. Montrer que leλ-calcul avec paires surjectives simplement typé a la propríet́e d’auto-
réduction : siu → v etΓ ⊢ u : F est d́erivable, alorsΓ ⊢ v : F est d́erivable.

Il se trouve que c’est faux.

L’id ée que j’avaiśetais la suivante. On d́emontre d’abord un lemme d’affaiblissement,
par récurrence directe sur la d́erivation de typage. Ceci permet de montrer que siu →
v par la règle(β), et siΓ ⊢ u : F est d́erivable, alorsΓ ⊢ v : F est d́erivable, comme
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dans le cours. Le cas des règles(π1) et (π2) est trivial, et aussi comme dans le cours.
Le cas int́eressant est celui de(SP ), qui revientà réécrire toute preuve de la forme :

·
·
·
̟1

Γ ⊢ s : F1 ∧ F2

(∧E1)
Γ ⊢ π1s : F1

·
·
·
̟2

Γ ⊢ s : F1 ∧ F2

(∧E2)
Γ ⊢ π2s : F2

(∧I)
Γ ⊢ 〈π1s, π2s〉 : F1 ∧ F2

en̟1, ou bien en̟ 2.

Mais en ŕealité, il se peut que̟ 1 et̟2 dérivent des types différents pours. Un contre-
exemple est donné en prenants = (λx · 〈x, x〉)(λy · y). On peut d́eriver ⊢ s : (F ⇒
F ) ∧ (F ⇒ F ) pour tout typeF , et ce sont les seuls typages possibles pours dans le
contexte vide. Prenons deux types distinctsF1 etF2, alors on peut d́eriver :

·
·
·
̟1

⊢ s : (F1 ⇒ F1) ∧ (F1 ⇒ F1)
(∧E1)

⊢ π1s : F1 ⇒ F1

·
·
·
̟2

⊢ s : (F2 ⇒ F2) ∧ (F2 ⇒ F2)
(∧E2)

⊢ π2s : F2 ⇒ F2

(∧I)
⊢ 〈π1s, π2s〉 : (F1 ⇒ F1) ∧ (F2 ⇒ F2)

mais son ŕeduits n’a pas le type(F1 ⇒ F1) ∧ (F2 ⇒ F2) : contradiction. Ce contre-
exemple m’áet́e signaĺe par Flavien Breuvart et par Nathanaël Fijalkow.

2. Montrer que leλ-calcul avec paires surjectives simplement typé est fortement normalisant.

On ne doit pas pouvoir y arriver en recodant le calcul dans un calcul qui ter-
mine : à chaque fois la r̀egle(SP ) pose probl̀eme. On est obliǵe de passer par une
démonstration directe.

Disons qu’un terme est neutre s’il n’est ni de la formeλx · u ni de la forme〈u1, u2〉.
PosonsREDb = SN pour tout type de baseb, REDF⇒G = {u | ∀v ∈ REDF · uv ∈
REDG}, etREDF1∧F2

= {u | π1u ∈ F1 etπ2u ∈ F2}.

On d́emontre (CR1), (CR2) et (CR3) comme d’habitude par récurrence sur le type.
Dans le casF1 ∧ F2, on a :
– (CR1) Siu ∈ REDF1∧F2

, alors notammentπ1u ∈ REDF1
, doncπ1u ∈ SN par

hypoth̀ese de ŕecurrence (CR1) surF1. Doncu ∈ SN .
– (CR2) Siu ∈ REDF1∧F2

et u → u′, alors π1u → π1u
′ et π2u → π2u

′, donc
par hypoth̀ese de ŕecurrence (CR2) surF1 et F2 respectivement,π1u

′ ∈ REDF1
et

π2u
′ ∈ REDF2

, c’est-̀a-direu′ ∈ REDF1∧F2
.

– (CR3) Siu est neutre et tous ses réduits en unéetapeu′ sont dansREDF1∧F2
,

consid́eronsπiu (i = 1 ou i = 2). Commeu est neutre,πiu ne peut se ŕeduire en une
étape que vers un terme de la formeπiu

′ avecu → u′ ; par hypoth̀eseπiu
′ ∈ REDFi

.
Par hypoth̀ese de ŕecurrence (CR3) surFi, sachant queπiu est lui aussi neutre, on
en d́eduit queπiu ∈ REDFi

. Doncu ∈ REDF1∧F2
.
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On d́emontre aussi que :(A) si u[x := v] ∈ REDG pour toutv ∈ REDF , alors
λx · u ∈ REDF⇒G. C’est exactement comme dans le cours, et servira pour la règle
(⇒ I).

Pour la règle (∧I), nous aurons besoin de démontrer : (B) si u1 ∈ REDF1
et

u2 ∈ REDF2
, alors〈u1, u2〉 ∈ REDF1∧F2

. Ceci se d́emontre par ŕecurrence suru1, u2

ordonńe par le produit lexicographique de→+ avec→+, ce qui est un principe de
raisonnement valide, car par (CR1)u1 et u2 sont dansSN . On regarde les ŕeduits en
uneétape deπi〈u1, u2〉. Ils sont de la forme :(a) πi〈u

′

1, u2〉 avecu1 → u′

1, ou : (b)
πi〈u1, u

′

2〉 avecu2 → u′

2, ou : (c) ui (par la règle(πi)), ou : (d) πiv, si u1 est de la
formeπ1v et u2 = π2v (par (SP )). Les cas(a) et (b) sont trait́es par hypoth̀ese de
récurrence, le cas(c) est l’hypoth̀ese, et le cas(d) est aussi l’hypoth̀ese, parce queπiv

est en fait le m̂eme terme queui. Commeπi〈u1, u2〉 est neutre, on conclut par (CR3).

Il ne reste plus qu’̀a montrer, comme d’habitude, que six1 : F1, . . . , xn : Fn ⊢ u : F

est d́erivable, alors pour tousv1 ∈ REDF1
, . . . ,vn ∈ REDFn

, u[x1 := v1, . . . , xn :=
vn] ∈ REDF . Ceci est par ŕecurrence sur la d́erivation de typage. Le cas(Ax) est
évident, les cas(⇒ E), (∧E1) et (∧E2) sont par d́efinition deREDF , le cas(⇒ I)
est par(A) (comme dans le cours), et le cas(∧I) est par(B).

En posantvi = xi pour chaquei, ce qui fournit bien un terme deREDFi
par (CR3),

et en observant que tout terme deREDF est fortement normalisant par (CR1), on en
conclut que tout terme typable est fortement normalisant.

On notera que ceci est vrai, malgré le fait que le calcul n’a pas la propriét́e d’auto-
réduction : les ŕeductions passent parfois par des termes non typés, ou n’ayant pas le
type du terme de d́epart.

3. Montrer que leλ-calcul avec paires surjectives simplement typé est confluent. Pourquoi ceci
ne contredit-il pas le ŕesultat de la question 8 de la partie 2 ?

En absence d’auto-réduction, la question est ambigüe. On va d́emontrer que siu →∗ u1

etu →∗ u2, et queΓ ⊢ u : F est d́erivable, alorsu1 etu2 ont un ŕeduit commun. Mais
ni u1, ni u2, ni u ne seront supposés typables.

On rappelle d’abord que leλ-calcul avec paires surjectives simplement typé est loca-
lement confluent (partie 1). Considérons la restriction→1 de la relation→ aux termes
fortement normalisants :u →1 v ssi u → v et u ∈ SN . Notons qu’alorsv ∈ SN .
Puisque→ est localement confluente,→1 aussi. Or→1 est fortement normalisante par
construction. On peut donc appliquer le lemme de Newman et conclure que→1 est
confluente.

Maintenant, siu →∗ u1 et u →∗ u2, et queΓ ⊢ u : F est d́erivable, alors par la
question pŕećedenteu →∗

1 u1 etu →∗

1 u2, donc il existev tel queu1 →
∗

1 v etu2 →
∗

1 v,
d’où u1 →

∗ v etu2 →
∗ v.

Ceci ne contredit pas la question 8 de la partie 2, qui utiliseun termeu2 qui ne termine
pas, et n’est donc en particulier pas typable.
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