Le \-calcul avec paire surjective.

Le A-calculavec paires surjectives pour termes :

s,t,u,v,... = =x variables
Az -t abstractions
st applications

couples

mS  premere projection
ms  seconde projection

—
V2)
~

~—

Les regles de&duction sont :

B) (M\x-s)t — s[z:=1] (1) mi(s,t) — s
(mg)  mo(s,t) — t (SP) (ms,ms) — s

Nous nous placerons toujours dans la suite dans le cadkecdicul avec paires surjectives.

1 Confluence locale

1. Montrer que, sk — t, alors les deux&duits en uné@tapes et (7 s, mot), de (m s, mos), ont
un réduit commun.

2. Notonsu[v] un terme avec une occurrence distibgud’un sous-terme. (On ne distingue
gu’une seule occurrence de méme siv appardt plusieurs fois. Siu[v] est, disons, une
application, alors elle est de la forne, [v])us ouu, (uz[v]), pas de la forméu, [v])(uz[v]).)
Siu[v] est un &dex, qui se contracte en un termigetv est aussi unadex, qui se contracte
en un terme’, montrer que les deux contrést.’ etu[v'] dewu[v] ont un Eduit commun.

3. En ceduire que le\-calcul avec paires surjectives est localement confluent.

2 Non-confluence du calcul non typ

1. Onrappelle qu® = AA, 00 A = \g, h-h(ggh), estle combinateur de point fixe de Turing.
Montrer que, comme ei-calcul, on @u —1 u(Ou).

2. Fixons une variable, posonsuy = A\z,y - (m1(zy), ma(z(zy))), u1 = Oug, us = Ouy,
us = z(ujug). (Les variables: ety sont distinctes entre elles, ainsi quezdgMontrer que,
pour tout terme du calcul,ust —1 (my(2t), mo(2z(uit))).
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3. Montrer queus, —* uz etuy —* ujus.
4. Montrer que les seulegductions partant de, sont de I'une des formes :

Uy (réductiona 0 étape)
U1 —T ()\h . hwl)uo

uy —T ug(wi[h = ug))

U1 — UoW2

up —F Ay (m(zy), ma(2ws))

u —t Ay-zy

ou w; est un terme tel quOL —* wy, wy est un terme tel que, [h := ug| —* w,, etws est
un terme tel quevyy —* ws. Montrer de plus que la demie eduction n’est possible que si
I'on peut trouverw,, wsy, etws comme ci-dessus aveg —* y.

5. Montrer que, si le\-calcul avec paires surjectives est confluent, alors iltpas possible
guews —* y, sous les hypotses de la questiongredente. (Pensezutiliser la question 2.)

6. On suppose que le-calcul avec paires surjectives est confluent. En utilisaguestion 4,
simplifiee gace au esultat de la question 5, montrer qug:; ne peut se@duire en un terme
de la formezw que siu; se Eduit en un termey - (m(zy), m2(zws)) (0U w3 est comme la
question 4), eti3 etws[y := u3) se eduisent tous les dewdxuw.

7. Montrer que, sous les hyp@tbes et avec les notations de la questi@ugutente, et siw est
un réduit commun dexs et dewu;us, alorsw est aussi unaduit commun dexs et dew; us.

8. En conclure que la-calcul avec paires surjectives n’est pas confluent.

3 Le calcul simplement type

Le A-calcul avec paires surjectivesmplement typa pour egles de typage les habituelles :

(Az)
x:Frao: F

Nz:Fru:G l'rPu:F=G T'Fo: F
(=1) (= F)
I'FXz-v:F=G I'Fuwuv: G

I'tw : F; Thuy: Fy 'Fu:FyAFy 'Fu:FyAFy
(/\I) _— (/\El) —(/\EQ)
Ik (up,ug) : F1 A Fy T'mu: I'tmou: Iy

1. Montrer que leX-calcul avec paires surjectives simplementéyp la propete d’auto-
réduction : siu — v et - u : F' est cerivable, alord” - v : I est cerivable.

2. Montrer que le\-calcul avec paires surjectives simplementeygst fortement normalisant.

3. Montrer que le\-calcul avec paires surjectives simplementégst confluent. Pourquoi ceci
ne contredit-il pas leasultat de la question 8 de la partie 2 ?



