Lambda-calcul avec btes

Documents autorés (en particulier le poly).

Le but de ce prol@me est cBtudier une extension du lambda-calculéygvec des types correspondant, via une
correspondanca la Curry-Howard, aux formules d’'une logique aggeelogique S4 intuitionniste.

Cette extension est appelisy.

La syntaxe des prtermes de\g, est:

s, t,u,v,... == x,v,z, ... variables

| wv applications

| Xx-u abstractions

| -0 boites

| Os évaluations
ou # est unesubstitution explicitec’esta-dire une fonction des variables vers leg-pgrmes de\g4, de domaine fini.
Si on souhaite expliciter une telle substitution,&@mira{z; := t1, 2 := ta,...,z, := t, } la substitution (explicite)
qui az; associe€, a x, associ€s, ..., x, associg,. Il est entendu que, z», ..., z, sont des variables deux
deux distinctes. On notera alaism 6 I'ensemble{x;, x4, ..., x, }; c’'est ledomaineded.

Comme em\-calcul, la variabler est liee dans\z - u. La nouveaté est que les variables, zo, . .., x,, sont elles

aussi touteséies danBs |- 6, ou 0 = {x; = t1, 20 :=lo, ..., Ty =ty }.

On identifie les p-termes modula-renommage, qui est la plus petite congruence renéigale les @&-termes
a renommage de leurs variablegds pes. Nous ne chercherons pasendre cette notion formelle, poéviter la
bureaucracie, mais supposerons qu’elle est comprise.

L'ensemblefv(s) des variabletibres dans le pe-termes est cefini par €currence structurelle sumar:

tv(z) ={z} fv(uww)=fv(u) Utv(v) fv(Az-u)=1fv(u)\ {z}
V(5] 0) = Uscaomo V(0(2))  fv(0s) = fv(s)

On note ici\ la difféerence ensembliste, &tz) 'image parf dex. Sif = {z; := t1,29 :==ta,...,z, :=t,}, 0N A
doncfv([s]-0) = fv(t1) Ufv(t2) U... Ufv(t,). On remarquera bien que ceci est ergiment inépendant de.
Intuitivement/[ s |- 6 est une biie contenant le code qui permettrait de calculetd décrit les valeurs des variables
libres des. Ceci s’appelle aussi parfois untture La constructiordt, lorsquet est une telle bive, permet de forcer
I' évaluation du code contenu dans latbo
On appelleraermede g4 tout pe-terme dont toute sous-expression de la fdraried est telle quév(s) C dom 6.
Intuitivement, les variables libres desont contraintes recevoir une valeur vif. Aucune variable libre de ne
peut rester indfinie pard. (C’est la raison pour laquelle on n'a pas besoiéatire fv([s]- ) = (fv(s) \ domf) U
Uxedomﬂ fv(@(x)))
Les regles de&duction sont:
(8) A -uwv — w{r:=v}
(unbox) O(s]-0) — sb
ou la substitution:{z := v} est un cas patrticulier de la notion de substituti@ravecd = {x := v}, ets6 est finie
par iecurrence sur la taille depar:

20 — O(x) siz € domb
x sinon
(uwv)0 = (ud)(vl) (0s)0 = A(s0) (Av-u)f = v - (uf) (OUx & dom® U J,cq0mg fV(0(2)))
(s] {z1:=t1,.. .,z =t )0 =[s]- {z1:=ta0,..., 2 = t,0}



Dans le cas dé\z - u)6, 'opération ne sera doncéfinie qua a-renommage @s.
I. Le calcul non typé

1. Exhiber un terme d&g, qui n’est pas faiblement normalisable, et un qui est failelenmormalisable mais pas
fortement normalisable.

2. Montrer que la relation deeduction— ,,p0« définie par la seuledgle (unbox) termine, autrement dité&finit un
calcul fortement normalisant. On pourra remarquer la regéance avec le #oeme des @veloppements finis,
VU en cours.

On pourra proéder comme suit. Pour tout entigrnotonsd®t le termedd . . . dt, oli I'on comptek opérateurs)
devant let. (En particulierd’t = t.) Disons qu’un terme estsans probkmesi et seulement $1*t est fortement
normalisable pour tout entidr > 0. Pour toute substitutiofi, on dit que# est elle-n@me sans probme si et
seulement sf(x) I'est pour toutz € 6. On pourra montrer que, pour todt,-termes, pour toute substitution
f sans prol#me,sf est sans probme.

. Le calcul simplement typé
On consi@re la grammaire suivante des types simplesndus avec un épateurD:
F == b|F=F|OF

ou b parcourt un ensemble dit de types de base.
Les regles de typage simple diy,-calcul sont les suivantes:

— (Var)
x:Frax:F

l't+u: F=G TFv:F Fz:FFu:G

A Abs
T'Fuv: G (App) FI—)\x~u:F:G( )

1<i<n

———

OoFE) r:0F,...,2,:0F, Fs: F Tkt :0F
F}_-{xl =11,..., 2y ;:ﬁn}:DF

Dans la ggle(OI), il y an + 1 prémisses. On feraés attention au fait que lag@misse de gauche ne s’applique que
si toutes les variables; sont supposes de types dhoxes c’esta-dire commencant par un egateur “box"C.

FFU:DF(
I'Fou:F

1. Montrer le lemme diffaiblissementsiI" - u : F' est derivable dans le sygtne des types simples ci-dessus,
alorsT", A u : F I'est aussi, pour touf\.

2. Montrer le lemme dsubstitution sil’, zq : FY,...,xz, : F,,,A F u : I est cerivable, ainsi qué& - v : F},
oo, TE oy FyalorsT, A b u{zy :=wvy1,...,2, :=v,} : F aussi.

3. Montrer le tleoeme d’'autogduction pour\gy: SiT' F u : F est cerivable dans le sy8ie des types simples
ci-dessus, et st — v, alorsT" - v : I est aussi @rivable.

4. Dans le contexte dis4, on dit qu’'un terme egteutresi et seulement s'il ne commence pas paest n'est pas
une béte[s]- 6.

On pose:
RED,=SN REDp,p, ={u|Yv € REDp, -uv € REDp,}
REDgp = {u | ou € REDF}

ou SN estl'ensemble deksy-termes fortement normalisants. Ceéfidit les ensembleBE D par lecurrence
structurelle sur le typé'. Montrer les propetes:



(CR1) Siu € REDp, alorsu € SN.
(CR2) Siu € REDr etu — o/, alorsu’ € REDp.
(CR3) Siu estneutre et pour tout' tel queu — v, v’ € REDp, alorsu € REDp.

5. Montrer que, si{*) u{z := v} estdansRE D¢ pour toutv € REDp; alorsAz - u estdanREDp_. .

6. Pour tout contexté de la former; : Fi,...,z, : F,, on noteraRE DA I'ensemble des substitutiofsde la
forme{z, :=t1,...,2, :=1,},00t; € REDp,,...,t, € REDp,.

Montrer que, si:(x*) sf est dansREDr pour toute substitutiol € RED, alors[s |- 6 est dansREDn
pour toute substitutiod € REDA.

7. En ceduire que tout terme de \s4 qui est typable est fortement normalisable.
Ill. La traduction de G odel-Tarski
On peut traduire toute formulE' de logique (minimale) intuitionniste en une formulé de S4 comme suit:
V=0b (F=G)=0F°=G)

Autrement, on ajoute des devant toute sous-formule. On rappelle que les types dgglgue minimale sont ceux
des types simples, c’eatdire tous ceux qui ne contiennent pasUn A-terme est aussi vu comme Wgy-terme qui
ne contient ni btie ni operateurd.

1. Pour tout contexte de typadfe= z; : Fi,...,z, : F,, on notel'° le contexter; : FY,...,z, : F7. Montrer
que la traductiorF’ — F° préserve la prouvabiit. On montrera plus pciment qu'il existe une traduction
des)\-termest en\gy-termest® tels que, sT" F ¢ : F est cerivable dans la discipline de types simples du cours,
alorsT™® - t° : F° est cérivable. (Pour rendre les choses claires: on demande éctiefimition formelle det®,
indéependamment de tout typage; puis uendnstration de la prof@#€ demande).

2. Montrer qu’en revanche, la traduction n&gerve pas laéduction: il existe des-termess, t tels ques — ¢ en
A-calcul, mais on n'a pas® — t°.

3. Proposer de nouvellesglesa ajouterm Ag4, qui assurent d’'une part que— ¢ impliques® — t° en\gy4 étendu,
et d’'autre part que la prof@# d’'auto-Eduction soit pesenee.



