
Lambda-calcul avec boı̂tes

Documents autoriśes (en particulier le poly).
Le but de ce problème est d’́etudier une extension du lambda-calcul typé avec des types correspondant, via une

correspondancèa la Curry-Howard, aux formules d’une logique appelée logique S4 intuitionniste.
Cette extension est appeléeλS4.
La syntaxe des pré-termes deλS4 est:

s, t, u, v, ... ::= x, y, z, . . . variables
| uv applications
| λx · u abstractions
| s · θ bôıtes
| ∂s évaluations

où θ est unesubstitution explicite, c’est-̀a-dire une fonction des variables vers les pré-termes deλS4, de domaine fini.
Si on souhaite expliciter une telle substitution, onécrira{x1 := t1, x2 := t2, . . . , xn := tn} la substitution (explicite)
qui à x1 associet1, à x2 associet2, . . . , xn associetn. Il est entendu quex1, x2, . . . , xn sont des variables deux̀a
deux distinctes. On notera alorsdom θ l’ensemble{x1, x2, . . . , xn}; c’est ledomainedeθ.

Comme enλ-calcul, la variablex est líee dansλx · u. La nouveaut́e est que les variablesx1, x2, . . . , xn sont elles
aussi toutes líees danss · θ, où θ = {x1 := t1, x2 := t2, . . . , xn := tn}.

On identifie les pŕe-termes moduloα-renommage, qui est la plus petite congruence rendantégale les pŕe-termes
à renommage de leurs variables liées pr̀es. Nous ne chercherons pasà rendre cette notion formelle, pouréviter la
bureaucracie, mais supposerons qu’elle est comprise.

L’ensemblefv(s) des variableslibresdans le pŕe-termes est d́efini par ŕecurrence structurelle surs par:

fv(x) = {x} fv(uv) = fv(u) ∪ fv(v) fv(λx · u) = fv(u) \ {x}
fv( s · θ) =

⋃

x∈dom θ
fv(θ(x)) fv(∂s) = fv(s)

On note ici\ la différence ensembliste, etθ(x) l’image parθ dex. Si θ = {x1 := t1, x2 := t2, . . . , xn := tn}, on a
doncfv( s · θ) = fv(t1) ∪ fv(t2) ∪ . . . ∪ fv(tn). On remarquera bien que ceci est entièrement ind́ependant des.

Intuitivement, s ·θ est une bôıte contenant le code qui permettrait de calculers, etθ décrit les valeurs des variables
libres des. Ceci s’appelle aussi parfois uneclôture. La construction∂t, lorsquet est une telle bôıte, permet de forcer
l’ évaluation du code contenu dans la boı̂te.

On appelleratermedeλS4 tout pŕe-terme dont toute sous-expression de la formes ·θ est telle quefv(s) ⊆ dom θ.
Intuitivement, les variables libres des sont contraintes̀a recevoir une valeur viaθ. Aucune variable libre des ne
peut rester ind́efinie parθ. (C’est la raison pour laquelle on n’a pas besoin d’écrire fv( s · θ) = (fv(s) \ dom θ) ∪
⋃

x∈dom θ
fv(θ(x)).)

Les r̀egles de ŕeduction sont:
(β) (λx · u)v → u{x := v}
(unbox) ∂( s · θ) → sθ

où la substitutionu{x := v} est un cas particulier de la notion de substitutionuθ avecθ = {x := v}, etsθ est d́efinie
par ŕecurrence sur la taille des par:

xθ =

{
θ(x) si x ∈ dom θ

x sinon
(uv)θ = (uθ)(vθ) (∂s)θ = ∂(sθ) (λx · u)θ = λx · (uθ) (où x 6∈ dom θ ∪

⋃

z∈dom θ
fv(θ(z)))

( s · {x1 := t1, . . . , xn := tn})θ = s · {x1 := t1θ, . . . , xn := tnθ}
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Dans le cas de(λx · u)θ, l’opération ne sera donc définie qu’̀aα-renommage pr̀es.

I. Le calcul non typé

1. Exhiber un terme deλS4 qui n’est pas faiblement normalisable, et un qui est faiblement normalisable mais pas
fortement normalisable.

2. Montrer que la relation de réduction→unbox définie par la seule règle(unbox) termine, autrement dit d́efinit un
calcul fortement normalisant. On pourra remarquer la ressemblance avec le th́eor̀eme des d́eveloppements finis,
vu en cours.

On pourra proćeder comme suit. Pour tout entierk, notons∂kt le terme∂∂ . . . ∂t, où l’on comptek opérateurs∂
devant let. (En particulier,∂0t = t.) Disons qu’un termet estsans probl̀emesi et seulement si∂kt est fortement
normalisable pour tout entierk ≥ 0. Pour toute substitutionθ, on dit queθ est elle-m̂eme sans problème si et
seulement siθ(x) l’est pour toutx ∈ θ. On pourra montrer que, pour toutλS4-termes, pour toute substitution
θ sans probl̀eme,sθ est sans problème.

II. Le calcul simplement typé

On consid̀ere la grammaire suivante des types simplesétendus avec un opérateur2:

F ::= b | F ⇒ F | 2F

où b parcourt un ensemble dit de types de base.
Les r̀egles de typage simple duλS4-calcul sont les suivantes:

(V ar)
Γ, x : F ⊢ x : F

Γ ⊢ u : F ⇒ G Γ ⊢ v : F
(App)

Γ ⊢ uv : G

Γ, x : F ⊢ u : G
(Abs)

Γ ⊢ λx · u : F ⇒ G

Γ ⊢ u : 2F
(2E)

Γ ⊢ ∂u : F
x1 : 2F1, . . . , xn : 2Fn ⊢ s : F

1≤i≤n

︷ ︸︸ ︷

Γ ⊢ ti : 2Fi

(2I)
Γ ⊢ s · {x1 := t1, . . . , xn := tn} : 2F

Dans la r̀egle(2I), il y a n + 1 prémisses. On fera très attention au fait que la prémisse de gauche ne s’applique que
si toutes les variablesxi sont suppośees de types ditbox́es, c’est-̀a-dire commençant par un opérateur “box”2.

1. Montrer le lemme d’affaiblissement: si Γ ⊢ u : F est d́erivable dans le système des types simples ci-dessus,
alorsΓ, ∆ ⊢ u : F l’est aussi, pour tout∆.

2. Montrer le lemme desubstitution: si Γ, x1 : F1, . . . , xn : Fn, ∆ ⊢ u : F est d́erivable, ainsi queΓ ⊢ v1 : F1,
. . . ,Γ ⊢ vn : Fn, alorsΓ, ∆ ⊢ u{x1 := v1, . . . , xn := vn} : F aussi.

3. Montrer le th́eor̀eme d’autoŕeduction pourλS4: si Γ ⊢ u : F est d́erivable dans le système des types simples
ci-dessus, et siu → v, alorsΓ ⊢ v : F est aussi d́erivable.

4. Dans le contexte deλS4, on dit qu’un terme estneutresi et seulement s’il ne commence pas parλ, est n’est pas
une bôıte s · θ.

On pose:
REDb = SN REDF1⇒F2

= {u | ∀v ∈ REDF1
· uv ∈ REDF2

}
RED2F = {u | ∂u ∈ REDF }

où SN est l’ensemble desλS4-termes fortement normalisants. Ceci définit les ensemblesREDF par ŕecurrence
structurelle sur le typeF . Montrer les propríet́es:
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(CR1) Si u ∈ REDF , alorsu ∈ SN .

(CR2) Si u ∈ REDF etu → u′, alorsu′ ∈ REDF .

(CR3) Si u est neutre et pour toutu′ tel queu → u′, u′ ∈ REDF , alorsu ∈ REDF .

5. Montrer que, si:(∗) u{x := v} est dansREDG pour toutv ∈ REDF ; alorsλx · u est dansREDF⇒G.

6. Pour tout contexte∆ de la formex1 : F1, . . . , xn : Fn, on noteraRED∆ l’ensemble des substitutionsθ de la
forme{x1 := t1, . . . , xn := tn}, où t1 ∈ REDF1

, . . . ,tn ∈ REDFn
.

Montrer que, si:(∗∗) sθ est dansREDF pour toute substitutionθ ∈ RED∆, alors s · θ est dansRED2F

pour toute substitutionθ ∈ RED∆.

7. En d́eduire que tout termeu deλS4 qui est typable est fortement normalisable.

III. La traduction de G ödel-Tarski

On peut traduire toute formuleF de logique (minimale) intuitionniste en une formuleF ◦ de S4 comme suit:

b◦ = 2b (F ⇒ G)◦ = 2(F ◦ ⇒ G◦)

Autrement, on ajoute des2 devant toute sous-formule. On rappelle que les types de la logique minimale sont ceux
des types simples, c’est-à-dire tous ceux qui ne contiennent pas2. Un λ-terme est aussi vu comme unλS4-terme qui
ne contient ni bôıte ni oṕerateur∂.

1. Pour tout contexte de typageΓ = x1 : F1, . . . , xn : Fn, on noteΓ◦ le contextex1 : F ◦
1 , . . . , xn : F ◦

n . Montrer
que la traductionF 7→ F ◦ préserve la prouvabilité. On montrera plus préciśement qu’il existe une traduction
desλ-termest enλS4-termest◦ tels que, siΓ ⊢ t : F est d́erivable dans la discipline de types simples du cours,
alorsΓ◦ ⊢ t◦ : F ◦ est d́erivable. (Pour rendre les choses claires: on demande ici une d́efinition formelle det◦,
indépendamment de tout typage; puis une démonstration de la propriét́e demand́ee).

2. Montrer qu’en revanche, la traduction ne préserve pas la réduction: il existe desλ-termess, t tels ques → t en
λ-calcul, mais on n’a pass◦ → t◦.

3. Proposer de nouvelles règlesà ajouter̀aλS4, qui assurent d’une part ques → t impliques◦ → t◦ enλS4 étendu,
et d’autre part que la propriét́e d’auto-ŕeduction soit pŕeserv́ee.
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