
Étiquettes

Correction.
Documents autoriśes (en particulier le poly).
Dans tout le probl̀eme, on appelleramonöıdeà soulignementtout quadrupletM = (∣M ∣, 1, ., ),

où (∣M ∣, 1, .) est un monöıde, et est une fonction de∣M ∣ dans∣M ∣, qui à� associe uńelément not́e
�. Autrement dit,∣M ∣ est un ensemble, appelé lesupportdeM , l’ élémentneutre1 est unélément
deM ; pour tous�, � ∈ ∣M ∣, on peut former leproduit�.� ∈ M (on notera aussi�� au lieu de
�.�), de sorte que(��)
 = �(�
) (donnant ainsi un sens̀a la notation��
), et 1� = �1 = � ;
enfin pour tout� ∈ ∣M ∣, le souligńe� est unélément de∣M ∣. Le souligńe n’a aucune propriét́e
sṕeciale a priori.

Pour toute partieP d’un monöıde de soulignementM , on d́efinit le�P,M -calcul, comme suit.
Les�P,M -termes sont obtenus en décorant chaque�-terme par uńelément deM , sonétiquette.

Autrement dit, la syntaxe du�P,M -calcul est donńee par :

s, t, u, v, . . . ::= M� termeétiquet́e
M,N,P, . . . ::= x variable

∣ uv application (de termeśetiquet́es)
∣ �x ⋅ u abstraction (le corpsu estétiquet́e)

L’alpha-renommage est comme dans le�-calcul, mais laisse leśetiquettes invariantes. Par exemple,
(�x ⋅ x�)� est alpha-́equivalentèa (�y ⋅ y�)�, mais pas̀a (�y ⋅ y
)� si � ∕= 
.

On peutappliquer unéetiquette� à un terméetiquet́eu pour obtenir un terméetiquet́e not́e(u)�

(attention : les parenthèses font partie de la notation ;u� n’a pas de sens), défini par : tout terme
étiquet́e s’́ecrit de façon uniqueu = M� pour un certain terme nońetiquet́eM , alors(u)� = M��.

On d́efinit la substitutionu[x := v] (modulo alpha-renommage) comme suit. Notons que ceci
utilise l’application deśetiquettes, que nous venons de définir.

x�[x := v] = (v)�

y�[x := v] = y� (y variable autre quex)

(u1u2)
�[x := v] = ((u1[x := v])(u2[x := v]))�

(�z ⋅ u)�[x := v] = (�z ⋅ (u[x := v]))� (z non libre dansv et différente dex)

Finalement, on d́efinit la (�P )-réduction par la r̀egle :

(�P ) ((�x ⋅ u)�v)� → (u[x := (v)�])�� (si � ∈ P )
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Donc on interdit la(�P )-réduction si� n’est pas dansP ; et on effectue deux applications
d’étiquettes, unèav avec l’́etiquette� souligńee, et une au contracté tout entier. Une façon un peu
plus simple de d́ecrire ceci, quoique pas entièrement correcte, est(�x ⋅ u)�v → (u[x := (v)�])�.

Par exemple, siP est suffisamment grand, on aura :

((�x ⋅ (x1x2)3)4(�x ⋅ (x5x6)7)8)9 → ((�x ⋅ (x5x6)7)841(�x ⋅ (x5x6)7)842)349

→ ((�x ⋅ (x5x6)7)8428415(�x ⋅ (x5x6)7)8428416)7841349

→ . . .

Dans tout le probl̀eme, je donne une indication de la longueur de ma solution, par exemple
“ (16l.)” indique que j’ai une solution de 16 lignes. Notez que je suisassez verbeux. Ces indications
ont essentiellement pour but de vous remettre sur le droit chemin si jamais vous vous embarquez
dans une solution inutilement longue.

1 Étiquettes de Hyland-Wadsworth

Dans cette section, nous considérons le monöıdeà soulignement d́efini comme suit :
– ∣M ∣ = ℕ ∪ {∞} ;
– l’ élément neutre est∞ ;
– le produit�� est d́efini commemin(�, �) ; on conviendra quemin(�,∞) = min(∞, �) =
� ;

– le soulignement est défini par∞ = ∞, � = �− 1 si � ∕= 0,∞, 0 = 0.
On poseP = ∣M ∣ ∖ {0,∞} = ℕ ∖ {0}. La (�P )-réduction devient donc :

(�P ) ((�x ⋅ u)�v)� → (u[x := (v)�−1])min(�,�) (si � ∕= 0,∞)

Ceci s’appelle le calcul̀a étiquettes de Hyland-Wadsworth.
On va d́emontrer que(�P ) termine, par une adaptation de la méthode de ŕeductibilit́e, usuel-

lement appeĺee de calculabilit́e (“computability” ; aucun rapport avec la calculabilité au sens des
machines de Turing). Cette adaptation est dueà Roel de Vrijer.

SoitSN l’ensemble des termeśetiquet́es fortement normalisants. Posonsℓ(u) l’ étiquettedeu,
c’est-̀a-direℓ(M�) = �.

1. (2l.) Montrer que siu → v, alorsℓ(u) ≥ ℓ(v).

Si le ŕedex contract́e està profondeur au moins 1, alorsℓ(u) = ℓ(v). Sinon,u =
((�x ⋅ s)�t)�, ℓ(u) = �, v = (s[x := (t)�−1])min(�,�), etℓ(v) = min(�, �) ≤ ℓ(u).

2. (7l.) On d́efinit simultańement une relation binaire⊳ et la notion de terméetiquet́ecalculable
comme suit. (Ceci n’a rieǹa voir avec une notion de calculabilité à la Turing.)
– s ⊳ t si et seulement sis → t, ou biens est de la forme(�x ⋅ u)�, ett = (u[x := (v)�

′

])�
′′

pour certains�′ < �, �′′ ≤ �, et pour un certain terméetiquet́e v tel que(v)�
′

est
calculable ;

– s estcalculablesi et seulement sis est dans la partie bien fondée de⊳, c’est-̀a-dire qu’il
n’existe pas de chaı̂ne infinies = s0 ⊳ s1 ⊳ . . . ⊳ sk ⊳ . . .
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Montrer que ceci est une définition correcte, effectúee par ŕecurrence surℓ(s).

Dans la d́efinition des ⊳ t, on utilise la notion de calculabilité sur des termes(v)�
′

avec
�′ < � ; or ℓ((v)�

′

) = min(ℓ(v), �′) ≤ �′ < � = ℓ(s), donc la notion de calculabilité
est utiliśee uniquement sur des termes d’étiquettes strictement plus petites.

Dans la d́efinition de la calculabilit́e, on utilise la d́efinition de⊳ sur une infinit́e de
couplessk ⊳ sk+1. Par la question 1,ℓ(sk) ≤ ℓ(s). Or, par ce que nous venons d’obser-
ver, ceci n’utilise la notion de calculabilité que sur des termes d’étiquettes strictement
inférieuresà ℓ(s).

3. (3l.) Montrer(CR1) : tout terme calculable est fortement normalisant.

Soits un terme calculable. Si l’on a une chaı̂ne infinies = s0 → s1 → . . . → sk → . . .,
alors par d́efinition de⊳, on a la châıne infinies = s0 ⊳ s1 ⊳ . . . ⊳ sk ⊳ . . ., ce qui
contredit le fait ques soit calculable.

4. (2l.) Montrer(CR2) : si s → t ets est calculable, alorst est calculable.

Si s → t, alors s ⊳ t. Si t n’était pas calculable, il y aurait une⊳-réduction infinie
partant det, donc aussi une partant des : contradiction.

5. (3l.) Disons qu’un terméetiquet́e estneutresi et seulement s’il n’est pas de la forme(�x⋅u)�

pour aucunéetiquette�. Montrer (CR3) : si s est un terméetiquet́e neutre dont tous les
réduits en unéetape (pour→) sont calculables, alorss lui-même est calculable.

Consid́erons une ŕeduction infinie partant des : s = s0 ⊳ s1 ⊳ . . . ⊳ sk ⊳ . . .. Comme
s = s0 est neutre, on a en faits0 → s1. Par hypoth̀ese,s1 est calculable, ce qui contredit
le fait que la ŕeduction est infinie. Doncs est calculable.

6. (1l.) En d́eduire que toute variabléetiquet́eex� est calculable.

Par (CR3) : x� est neutre et n’a aucun réduit en unéetape.

7. (10l.) Montrer que, si(s)
 ⊳ t, alors il existe un terméetiquet́e t′ tel ques ⊳ t′, et (t′)
 = t.

On consid̀ere trois cas.
– Si (s)
 → t et le ŕedex contract́e dans(s)
 n’est pas au sommet, alors on peut

contracter le m̂eme ŕedex danss, et le ŕesultat est clair.
– Si(s)
 → t au sommet, c’est-à-dire s = ((�x ⋅ u)�v)�, et t = (u[x := (v)�−1])��
,

il suffit de posert′ = (u[x := (v)�−1])��.
– Si (s)
 est de la forme(�x ⋅ u)� avect = (u[x := (v)�

′

])�
′′

, �′ < �, �′′ ≤ �, où
(v)�

′

est calculable. Alorss est de la forme(�x ⋅ u)�1 avecmin(�1, 
) = �. Mais
alors on a encore�′ < �1, �′ ≤ �1. Donc s ⊳ t : prendre t′ = t, et noter que
(t′)
 = (u[x := (v)�

′

])min(�′′,
) = t, car �′′ ≤ � = min(�1, 
), donc�′′ ≤ 
, d’où
min(�′′, 
) = �′′.

8. (3l.) En d́eduire que sis est calculable, alors(s)
 est calculable pour tout
 ∈ ℕ.
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S’il existait une châıne infinie(s)
 = s0 ⊳ s1 ⊳ . . . ⊳ sk ⊳ . . ., par la question
préćedente il existerait une chaı̂ne infinies = s′0 ⊳ s′1 ⊳ . . . ⊳ s′k ⊳ . . . avec(s′k)


 = sk
pour toutk : mais ceci contredirait le fait ques est calculable.

9. (16l.)Montrer que sis ett sont calculables, alors(st)
 est calculable pour tout
 ∈ ℕ∪{∞}.

On peut utiliser(CR3). On d́emontre que(st)
 est calculable pour touss, t calcu-
lables par ŕecurrence sur le couple(s, t) ordonńe par le produit lexicographique de→
avec→. Notons qu’on peut le faire par(CR1) : tout terme calculable est fortement
normalisant.

Les ŕeduits en unéetape de(st)
 sont d’une des trois formes :
– (s′t)
 avecs → s′ : par (CR2) s

′ est encore calculable, et on applique l’hypothèse
de ŕecurrence ;

– (st′)
 avect → t′ : idem ;
– (u[x := (t)�−1])min(�,
), où s = (�x ⋅ u)�, � ∈ P . Or commet est calculable,(t)�−1

l’est aussi par la question 8.
De plus,�′ = �− 1 < �, et�′′ = min(�, 
) ≤ �, doncs ⊳ (u[x := (t)�−1])min(�,
),
par définition de⊳.
Commes est calculable, il n’y aucune⊳-réduction infinie partant des, donc pas non
plus de(u[x := (t)�−1])min(�,
).

Dans tous les cas, les réduits en unéetape de(st)
 sont calculables. Comme(st)
 est
neutre, par(CR3), (st)
 est calculable.

10. (10l.) Montrer que siu[x := v] est calculable pour tout terméetiquet́e calculablev, alors
(�x ⋅ u)� est calculable pour tout� ∈ ℕ ∪ {∞}.

D’abord, toute variable est calculable, donc en posantv = x∞, u = u[x := x∞] est
calculable. Doncu est fortement normalisant. Si l’on avait une chaı̂ne infinie partant
de (�x ⋅ u)�, elle commencerait donc par un nombre fini d’applications de→, puis
continuerait par une application de⊳ qui n’est pas→.

Autrement dit, elle serait de la forme(�x ⋅ u)� → (�x ⋅ u1)
� → . . . → (�x ⋅ uk)

� ⊳

(uk[x := (v′)�
′

])�
′′

⊳ . . ., où u = u0 → u1 → . . . → uk, �′ < �, �′′ ≤ �, et òu (v′)�
′

est calculable. Par(CR2), uk[x := v] est calculable pour tout terme calculablev, donc
uk[x := (v′)�

′

] est calculable.

Par la question 8 (si�′′ ∕= ∞, sinon c’est trivial),(uk[x := (v′)�
′

])�
′′

est calculable.
Mais ceci contredit le fait que la réduction partant de ce dernier est infinie.

11. (16l.) En d́eduire quetout terme à étiquettes de Hyland-Wadsworth est calculable, donc
fortement normalisant.

Disons qu’une substitution� est calculable si et seulement si elle envoie toute variable
vers un terme calculable. On définitu� par : x�� = (v)� où �(x) = v, six est dans le
domaine de�, les autres caśetantévidents.

Par récurrence sur la structure deu, on d́emontre queu� est calculable pour toute
substitution calculable�.
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Lorsqueu = x�, etx est dans le domaine de�, v = �(x) est calculable, donc aussi
u� = (v)� par la question 8.

Lorsqueu = (st)
, alorsu� = ((s�)(t�))
 est calculable par hypoth̀ese de ŕecurrence
et la question 9.

Lorsqueu = (�x ⋅ s)�, supposonsx fraı̂che, ce que l’on peut fairèa alpha-renommage
près. En particulier, on peut supposer quex n’est pas dans le domaine de�, ni libre
dans aucun terme dans l’image de�. Par hypoth̀ese de ŕecurrence,s(� ∪ [x := v]) =
s�[x := v] est calculable pour toutv calculable. Par la question 10,(�x ⋅ s�)� est
calculable. Mais ceci estu�.

En prenant pour� la substitution vide, on en déduit que tout terméetiquet́e u est
calculable, donc fortement normalisant par(CR1).

2 Étiquettes de Lévy

On noteraL(A) le monöıde à soulignementlibre sur un alphabetA non vide. On le d́efinit
comme suit :

– SoitL0(A) = A∗, l’ensemble des mots forḿes sur l’alphabetA.
– Si Ln(A) est d́efini, on d́efinit Ln+1(A) commeétant l’ensemble des mots de la forme
�0�1�1�2�2 . . . �k−1�k�k, où k ∈ ℕ, les�i et les�j sont deśeléments deLn(A).

On notera queLn(A) ⊆ Ln+1(A) (prendrek = 0). On d́efinit L(A) =
∪

n∈ℕ Ln(A). Leséléments
deL(A) sont appeĺees leśetiquettes de Ĺevysur l’alphabetA.

On notera que tout élément de L(A) s’écrit de façon unique sous la forme
�0�1�1�2�2 . . . �k−1�k�k, où les�i et les�j sont encore deśeléments deL(A). L’ élément neutre
1 est le mot vide�. Le produit est obtenu par concaténation, et le soulignement est déjà d́efini.

La hauteurℎ(�) d’uneétiquette de Ĺevy est d́efinie comme le plus petit entiern tel que� ∈
Ln(A). De façonéquivalente :

ℎ(�) = 0 si � ∈ A∗ (aucun soulignement)

ℎ(�0�1�1�2�2 . . . �k−1�k�k) = max(
k

max
i=0

ℎ(�i), 1 +
k

max
j=1

ℎ(�j)) si k ≥ 1

Autrement dit, la hauteur est le plus grand nombre de soulignements imbriqúes.
Rappelons que la réduction du calcul̀a étiquettes de Ĺevy est :

(�P ) ((�x ⋅ u)�v)� → (u[x := (v)�])�� (si � ∈ P )

1. (20l.) Montrer que si les hauteurs desétiquettes deP sont majoŕees, autrement dit s’il existe
un entiern tel queℎ(�) < n pour tout� ∈ P , alors tout�P,L(A)-terme est fortement norma-
lisant (pour la(�P )-réduction).
L’id ée est de se ramener auxétiquettes de Hyland-Wadsworth, bien sûr. Mais vous aurez
besoin de quelques lemmes auxiliaires :énoncez-les clairement, et démontrez-les au fur età
mesure.
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On d́efinit une traduction des�P,M(A)-termes vers les termesà étiquettes de Hyland-
Wadsworth, en remplaçant chaqueétiquette de Ĺevy� étiquetant un terme parn−ℎ(�).
Notonsu∗ le termeu ainsi traduit.
On observe le premier lemme : (1)((w)�)∗ = (w∗)n−ℎ(�). En effet,́ecrivonsw = M�,
alors ((w)�)∗ = (M��)∗ = (M ∗)n−ℎ(��) (pour une d́efinition évidente deM ∗), or
n − ℎ(��) = n − max(ℎ(�), ℎ(�)) = min(n − ℎ(�), n − ℎ(�)) ; et (w∗)n−ℎ(�) =
(M ∗)min(n−ℎ(�),n−ℎ(�)).
On observe ensuite que : (2)(u[x := w])∗ = u∗[x := w∗]. C’est par ŕecurrence sur
la structure deu. Le cas essentiel est celui où u = x� : (u[x := w])∗ = ((w)�)∗ =
(w∗)n−ℎ(�) par (1). D’autre part,u∗[x := w∗] = xn−ℎ(�)[x := w∗] = (w∗)n−ℎ(�).
On v́erifie enfin que : (3) sis → t alors s∗ → t∗. Le cas essentiel est celui
d’un (�P )-rédex : s = ((�x ⋅ u)�v)�, � ∈ P , t = (u[x := (v)�])��. Alors
s∗ = ((�x ⋅ u∗)n−ℎ(�)v)n−ℎ(�), t∗ = (u∗[x := ((v)�)∗])n−ℎ(��) (par (2)) = (u∗[x :=
(v∗)n−ℎ(�)])n−ℎ(��) par (1).
Comme� ∈ P , n− ℎ(�) est dansℕ ∖ {0}. D’autre part,n− ℎ(�) = n− ℎ(�)− 1 et
n − ℎ(��) = min(n − ℎ(�), n − ℎ(�)). Doncs∗ → t∗ dans le calcul̀a étiquettes de
Hyland-Wadsworth.
De (3) on d́eduit que tout ŕeduction infinie dans le calcul de Lévy induit par traduction
une ŕeduction infinie dans le calcul de Hyland-Wadsworth. Il n’y en a donc pas, par les
résultats de la section 1.

2. (8l.) L’ effacementE(u) d’un termeà étiquettes de Ĺevy est le�-terme (ordinaire) obtenu
en enlevant toutes leśetiquettes. Unrelèvementd’un �-termet est un termèa étiquettes de
Lévyu tel queE(u) = t.
Montrer que sis, t1, t2 sont des�-termes tels ques →∗ t1 et s →∗ t2 dans le�-calcul
(ordinaire), alorss, t1, t2 ont des rel̀evementss′, t′1, t

′

2 tels ques′ →∗ t′1 et s′ →∗ t′2 en
�P,L(A)-calcul, pour un certain ensembleP d’étiquettes de Ĺevy dont les hauteurs sont ma-
jorées.

On se contente d’ajouter desétiquettes de hauteur0 à tous les sous-termes des, pour
obtenirs′. Il est clair que l’on peut reproduire toutes les contractions effectúees lors des
réductionss →∗ t1 et s →∗ t2, à condition d’ajouter̀a P lesétiquettes idoines. Si l’on
contractem1 rédexes des à t1 etm2 des à t2, alors la hauteur deP est majoŕee par
max(m1,m2) : on peut donc prendren = max(m1,m2) + 1 pour collerà la définition
de la question 1.
On peut aussi prendre pourP l’ensemble detoutesles étiquettes de Ĺevy de hauteur
au plusmax(m1,m2).

3. (9l.) Montrer que le�P,L(A)-calcul est localement confluent, et ce pour n’importe quel en-
sembleP ⊆ L(A). (On demande un argument rapide, pas forcément complet, mais qui fait
bien apparâıtre le ou les cas essentiels.)

C’est comme dans le�-calcul. Supposonss → s1 et s → s2. Si les deux ŕedex
contract́es danss, pour aboutirà s1 et à s2 respectivement, sont indépendants, c’est-à-
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dire qu’aucun n’est au-dessus de l’autre, alors il suffit de réduire le ŕedex non encore
contract́e dans chaqueui pour obtenir, en unéetape, un ŕeduit commun.

Le seul cas int́eressant est celui d’un rédex((�x ⋅u)�v)�, avecv = v[((�x′ ⋅u′)�
′

v′)�
′

].
Ceci peut se ŕeduire ens1 = (u[x := (v)�])�� ou ens2 = ((�x ⋅ u)�v[(u′[x′ :=
(v′)�

′

])�
′�′

])�.

Alors s1 se ŕeduit, en autant d’́etapes qu’il y a d’occurrences dex dansu, en(u[x :=
(v[(u′[x′ := (v′)�

′

])�
′�′

])�])��, ets2 se ŕeduit en unéetape en le m̂eme terme.

4. (7l.) Déduire des deux questions préćedentes une nouvelle démonstration du fait que le�-
calcul est confluent. (Les questions préćedenteśenoncent que, m̂eme si le�-calcul n’est pas
fortement normalisant, il se comporte localement comme s’il l’ était.)

Le�P,L(A)-calcul est localement confluent et fortement normalisant par la question 1.
Il est donc confluent.

Si s →∗ t1 et s →∗ t2 dans le�-calcul (ordinaire), alorss, t1, t2 ont des rel̀evements
s′, t′1, t

′

2 tels ques′ →∗ t′1 et s′ →∗ t′2 en�P,L(A)-calcul par la question 2, pourP un
ensemble d’́etiquettes de Ĺevy de hauteur< n, où n est un entier assez grand.

Alors il existe un�P,L(A)-termeu′ tel quet′1, t
′

2 →∗ u′. Mais alorst1, t2 →∗ E(u′) en
�-calcul.

3 Réductions quasi-internes

Une ŕeductions → t en�P,L(A)-calcul estinternesi et seulement si le rédex contract́e danss
n’a aucun sous-terme strict qui soit un rédex.

Par exemple,((�y ⋅ (�x ⋅x�)�y�)�z�)
 → ((�y ⋅y����)�z�)
 est une ŕeduction interne si� ∈ P

(et n’est pas une réduction sinon). La ŕeduction((�y ⋅ (�x ⋅ x�)�y�)�z�)
 → ((�x ⋅ x�)�z���)�
 est
une ŕeduction interne si� ∈ P et� ∕∈ P ; si �, � ∈ P c’est une ŕeduction qui n’est pas interne.

On noteras →int t si s se ŕeduit par une ŕeduction en unéetape qui est interne.
On d́efinit une notion de ŕeductionquasi-interneen�-calcul comme suit. (La notion, appelée

“inside-out reduction”, áet́e introduite par Welch en 1975.) L’idée est la suivante. Lorsque l’on
réduits ent par�-réduction, les ŕedex non contractés danss se retrouvent copiés un certain nombre
de fois danst (possiblement0). Les ŕedex det ainsi obtenus sont appelés lesrésidusde ŕedex de
s. En ǵeńeral, t contient d’autres ŕedex, les ŕedexcréés par la contraction. Par exemple, dans
(�x ⋅ xx)(�y ⋅ yy), l’unique ŕedex dans le contracté (�y ⋅ yy)(�y ⋅ yy) est cŕeé. Une ŕeduction
s = s0 → s1 → . . . → sn = t est intuitivement quasi-interne si et seulement si aucun rédex
contract́e dans cette réduction n’est ŕesidu d’un ŕedex qui apparâıt comme sous-terme d’un rédex
contract́e avant lui. Autrement dit, si on décide de contracter un rédexr, qui contient un ŕedexr′

comme sous-terme (strict), on ne pourra plus jamais contracter (aucun ŕesidu de)r′ à l’avenir. On
notera alorss =⇒io t.

Plutôt que de formaliser la notion, on admettra que l’effacementd’une ŕeduction interne en
�P,L(A)-calcul est une ŕeduction quasi-interne en�-calcul. Autrement dit, on admettra que sis =
s0 →int s1 →int . . . →int sn = t en�P,L(A)-calcul, alorsE(s) =⇒io E(t).
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1. (8l.) Montrer que les ŕeductions quasi-internes sontcofinalesen �-calcul. Par ceci, nous
entendons le résultat suivant : sis →∗ t en �-calcul, alors il existe un�-termeu tel que
s =⇒io u et t →∗ u.

Si s →∗ t, alors s et t ont des rel̀evementss′, t′ respectivement tels ques′ →∗ t′

en �P,L(A)-calcul, pour un certain ensembleP de hauteurs majoŕees. C’est un cas
particulier de la question 2 de la section 2.

Par la question 1 de la m̂eme section, la stratégie de ŕeduction interne termine en
partant des′, disons sur un termeu′. Posonsu = E(u′). Par l’observation admise,
s =⇒io u.

Comme le�P,L(A)-calcul est confluent, et queu′ est en forme normale, on a donc aussi
t′ →∗ u′, donct →∗ u.

2. (2l.) En d́eduire que les stratégies quasi-internes du�-calcul sont standardisantes : sis a une
forme normalet, alorss =⇒io t.

Par la question pŕećedente, on as =⇒io u et t →∗ u. Mais commet est en forme
normale,t = u.

Lesétiquettes ont bien d’autres applications. On peut par exemple en d́eduire le th́eor̀eme
de standardisation, avec quelques efforts supplémentaires : voir le livre de Barendregt. On
consultera bien entendu la thèse de Jean-Jacques Lévy (1978), qui montre notamment que
les étiquettes de Ĺevy sont une des trois façons de caractériser lesfamilles de ŕedex, que
l’on doit partager pour parvenir̀a définir une ŕeduction optimale (. . . au sens de Lévy) : les
réductions optimales doivent réduire tous les ŕedex d’une m̂eme famille en une seuleétape.
C’est ce que les algorithmes de Kathail et de Lamping (1990) réussiront̀a faire.

J’ai dit en cours que ces notions de réductions optimales avaient un rapport avec la
géoḿetrie de l’interaction. Voir l’article “The Geometry of Optimal Lambda Reduction”
par Abadi, Gonthier et Ĺevy (1992). Notamment, si l’on choisit pourM un monöıde inversif,
alors on peut d́efinir � comme valant�∗. Il se trouve qu’alors leśetiquettes calculent la
géoḿetrie de l’interaction du terme que l’on réduit ( !).
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