Etiquettes

Correction.

Documents autorés (en particulier le poly).

Dans tout le prol@ime, on appellenmonddea soulignementbut quadruplefl/ = (|M], 1, ., ),
ou (|M],1,.) estun mondle, et estune fonction dgV/| dans M|, quia« associe ulement noé
«. Autrement dit,| M | est un ensemble, apde supportde M, I' élementneutrel est unélement
de M ; pour tousa, € |M]|, on peut former lgroduit .5 € M (on notera aussi( au lieu de
a.f), de sorte quéaS)y = a(B7y) (donnant ainsi un serisla notatiom/5y), etla = al = «;
enfin pour toutr € | M|, le souligreé o est unélément dgM|. Le souligré n’a aucune propzie
speciale a priori.

Pour toute partig”® d’'un monade de soulignement/, on c&finit le \F**-calcul, comme suit.

Les\PM-termes sont obtenus egcbrant chaqua-terme par urelément deV/, sonétiquette
Autrement dit, la syntaxe di™" -calcul est don@e par :

s, t,u,v,... == M* termeétiqueé

M,N,P,... == x variable

| w application (de termestiqueés

| Az -u abstraction (le corps estétiqueg)

L'alpha-renommage est comme dang4ealcul, mais laisse legiquettes invariantes. Par exemple,
(\z - )7 est alphaéquivalentea (\y - y*)”, mais pasa (\y - )" sia # 7.

On peutappliquer unettiquettes a un termeetiqueé u pour obtenir un termétiqueé noe (u)”
(attention : les parendéises font partie de la notation? n’a pas de sens),afini par : tout terme
étiquet s'ecrit de fagon unique = M pour un certain terme nogtiqueé M, alors(u)® = M,

On c&finit la substitutionu[z := v] (modulo alpha-renommage) comme suit. Notons que ceci
utilise I'application degtiquettes, que nous venons dsidir.

[z = 0] v)®
Yyl =0 = y* (y variable autre que)
(uiug)®fz :==v] = ((wilz = v])(uelr = v]))"
Az -uw)%x:=v] = (Az- (ulx :=0]))" (z non libre dang et differente der)

Finalement, on éfinit la (37)-réduction par laggle :

B (Az-uw)0)’ = (ur = (v))* (sia € P)
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Donc on interdit la(37)-réduction sia n'est pas dans”; et on effectue deux applications
d’étiquettes, unawv avec l'etiquetten: souligrée, et une au contratout entier. Une fagcon un peu
plus simple de écrire ceci, quoique pas eatement correcte, eghz - u)*v — (ulz := (v)%])°.

Par exemple, sP est suffisamment grand, on aura:

(O - (222 O - (2529)7)8)° = ((\a - (2529) T34 (M - (2528)7)342)349
- ((\x- (x5x6)7>8é2£55(Ax ) (x5x6)7)8§2%6>784_11349

—

Dans tout le prokiime, je donne une indication de la longueur de ma solutianexample
“(26l.)" indique que j'ai une solution de 16 lignes. Notez que je ssisez verbeux. Ces indications
ont essentiellement pour but de vous remettre sur le dreitnih si jamais vous vous embarquez
dans une solution inutilement longue.

1 Etiquettes de Hyland-Wadsworth

Dans cette section, nous corsidns le moniea soulignementé&fini comme suit :
— [M] =NU {oo};
— I'élément neutre esb ;
— le produitafs est c.fini commemin(c, 5) ; on conviendra queiin(«, co) = min(oo, a) =
Q,
— le soulignement est&dini parco = 0o, = a — 1sia #0,00,0 = 0.
On poseP = |M|\ {0,00} = N\ {0}. La (5?)-réduction devient donc :

(B7) (e w)*0)” = (ufz = (0)* )@ (sia #0,00)

Ceci s’appelle le calc étiquettes de Hyland-Wadsworth

On va cemontrer que 37) termine, par une adaptation de l&thode de&ductibilite, usuel-
lement appéle de calculabil@ (“computability” ; aucun rapport avec la calculal@lidau sens des
machines de Turing). Cette adaptation esta@oel de Vrijer.

Soit SN I'ensemble des termesiqueés fortement normalisants. Posdiig) I’ étiquettede u,
c'esta-dire/(M*) = a.

1. (2I.) Montrer que siu — v, alorsé(u) > {(v).

Si le redex contra@& esta profondeur au moins 1, alor§u) = /¢(v). Sinon,u =
(M- 5)2)8, L(u) = B,v = (s := (1) 1])min@d) etl(v) = min(a, B) < l(u).

2. (71.) On cefinit simultarement une relation binaireet la notion de termétiqueé calculable
comme suit. (Ceci n’a riea voir avec une notion de calculabdia la Turing.)

— s>t sietseulement si — ¢, ou biens est de la forméAz - u)?, ett = (u[z := (v)*])*”
pour certainsa’ < «, o < a, et pour un certain termétiqueé v tel que (v)® est
calculable;;

— s estcalculablesi et seulement si est dans la partie bien foéd de>, c’esta-dire qu'il
n'existe pas de chae infinies = so> s> ... > s > ...
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Montrer que ceci est uneefinition correcte, effectee par ecurrence suf(s).

Dans la céfinition des > ¢, on utilise la notion de calculabil sur des terme@)® avec

o < a;orf((v)®) =min({(v),a) < o < a={(s),donc la notion de calculabili
est utili®ee uniqguement sur des termestitjuettes strictement plus petites.

Dans la cefinition de la calculabilié, on utilise la @finition dex> sur une infinié de
coupless;, > s, 1. Par la question 1{(s;) < ¢(s). Or, par ce que nous venons d'obser-
ver, ceci n'utilise la notion de calculabigtque sur des termeséatiquettes strictement
inférieuresa ¢(s).

3. (3I.) Montrer (C'R;) : tout terme calculable est fortement normalisant.

Soits unterme calculable. Sil'on a une cime infinies = sy — s1 — ... — s — ...,
alors par cefinition der>, on a la chane infinies = sp > sy > ... > s > ..., C€ qui
contredit le fait ques soit calculable.

4. (21.) Montrer (C'R,) : sis — t ets est calculable, alorsest calculable.

Sis — t, alorss > t. Sit n’était pas calculable, il y aurait une-réduction infinie
partant det, donc aussi une partant de: contradiction.

5. (3I.) Disons gu’un termétiqueé estneutresi et seulement s’il n’est pas de la forifer - u)*
pour aucuneetiquettea. Montrer (C'R3) : Si s est un termeetiqueé neutre dont tous les
reduits en unétape (pour—) sont calculables, alorslui-méme est calculable.

Consicerons une eéduction infinie partantde : s = sg > s1 > ... > s, > .... Comme
s = sg estneutre, on aen faiy — s;. Par hypotlese,s; est calculable, ce qui contredit
le fait que la &duction est infinie. Dongest calculable.

6. (11.) En déduire que toute variabktiquetexz® est calculable.
Par (CR3) : x* est neutre et n'a aucureduit en unetape.
7. (101.) Montrer que, si(s)” > ¢, alors il existe un termétiqueé ¢’ tel ques > ¢/, et (t')” = t.

On consi@re trois cas.

— Si(s)” — t et le redex contra& dans(s)” n'est pas au sommet, alors on peut
contracter le @me Edex dans, et le esultat est clair.

— Si(s)” — t au sommet, c’esi-dire s = ((\z - u)*v)?, ett = (u[z = (v)*"!])*,

il suffit de poset’ = (u[z := (v)*~1])*%.

— Si(s)” est de la formé\z - u)* avect = (u[z := (v)*])*, o/ < a,a” < a, 0Ol
(v)* est calculable. Alors est de la formé\z - u)* avecmin(ay,y) = a. Mais
alors on a encoreY’ < ay, & < «aq. Doncs > t : prendret’ = t, et noter que
(") = (u[z == (v)*])™"7) = ¢ caro” < a = min(ay,~), donca” < ~, d'oll
min(a”,y) = .

8. (3l.) En céduire que sk est calculable, alor&)” est calculable pour tout € N.



S'il existait une chie infinie(s)” = sy > sy > ... > s > ..., par la question
précédente il existerait une ciae infinies = s, > s} > ... > s} > ... avec(s,)” = s
pour toutk : mais ceci contredirait le fait que est calculable.

9. (161.)Montrer que sk ett sont calculables, alo(st)” est calculable pour tout € NU{oo}.

On peut utiliser(C'R3). On cémontre qugst)” est calculable pour tous, ¢ calcu-
lables par ecurrence sur le couples, t) ordonre par le produit lexicographique de-
avec—. Notons qu’on peut le faire paiC'R;) : tout terme calculable est fortement
normalisant.
Les eduits en unétape dest)” sont d'une des trois formes :
— (§'t)Y avecs — s : par (C'R;) s’ est encore calculable, et on applique 'hypéese
de récurrence;
— (st')Y avect — ' : idem;
— (u[z := ()™ ols = (Az-u)®, o € P. Or comme est calculable(t)>—*
I'est aussi par la question 8.
De plus,0’ = a —1 < a, eta” = min(a,v) < a, doncs & (ufz = (t)*~1])minle),
par définition de>.
Commes est calculable, il n’y aucune-réduction infinie partant de, donc pas non
plus de(uz := (t)*1])min(@),
Dans tous les cas, legduits en unétape dest)” sont calculables. Comniet)” est
neutre, par(C' R3), (st)" est calculable.

10. (101.) Montrer que siu[z := v] est calculable pour tout term@iqueé calculablev, alors
(Ax - u)“ est calculable pour tout € NU {oo}.

D’abord, toute variable est calculable, donc en posant >, u = u[z := z*°| est
calculable. Doncu est fortement normalisant. Si I'on avait une @& infinie partant
de (A\z - u)?®, elle commencerait donc par un nombre fini d’applications-eepuis
continuerait par une application dequi n’est pas—.

Autrement dit, elle serait de la formex - u)* — (Az - u1)* — ... = Az - up)* >

(up[r = ()¥D > .., 00u=1uy = u — ... = up, o < a,a” <a,etdl (V)

est calculable. PafC R,), ux[x := v] est calculable pour tout terme calculabledonc
ug[z := (v')*'] est calculable.

Par la question 8 (siv” # oo, sinon c’est trivial),(u; [z := (v/)*])*" est calculable.
Mais ceci contredit le fait que laéduction partant de ce dernier est infinie.

11. (16l.) En deduire quetout terme a étiquettes de Hyland-Wadsworth est calculable, donc
fortement normalisant.

Disons gu’une substitutiom est calculable si et seulement si elle envoie toute variable
vers un terme calculable. Oréfinituo par : 2“0 = (v)* o o(x) = v, Siz estdans le
domaine der, les autres cagtantévidents.

Par récurrence sur la structure de, on cemontre queio est calculable pour toute
substitution calculable.



Lorsqueu = z%, etz est dans le domaine dg v = o(x) est calculable, donc aussi
uo = (v)* par la question 8.

Lorsqueu = (st)7, alorsuo = ((so)(to))” est calculable par hypo#tse de écurrence
et la question 9.

Lorsqueu = (Ax - ), supposons fraiche, ce que I'on peut fair@ alpha-renommage
prés. En particulier, on peut supposer quén’est pas dans le domaine de ni libre
dans aucun terme dans I'image dePar hypotlese de écurrences(o U [z := v]) =
solx := v| est calculable pour tout calculable. Par la question 1Q\z - so)* est
calculable. Mais ceci esto.

En prenant pours la substitution vide, on enédiuit que tout termeétiqueé u est
calculable, donc fortement normalisant par' R, ).

2 Etiquettes de Levy

On noteral.(A) le mondde a soulignementibre sur un alphabetl non vide. On le éfinit
comme suit :

— SoitLy(A) = A*, 'ensemble des mots fores sur I'alphabet!.

— Si L,(A) est cfini, on cefinit L,,,1(A) commeétant I'ensemble des mots de la forme

apBiaqPeas . .. a1 Brag, OU K € N, lesq; et lesp; sont delements del,,(A).
On notera qué.,,(4) C L,1(A) (prendrek = 0). On cefinit L(A) = (J, o Ln(A). Leséléements
de L(A) sont appdes legtiquettes de évysur I'alphabetA.

On notera que toutéléement de L(A) s’écrit de facon unique sous la forme
apfrasfacs . . . a1 Bray, OU lesa; et lesf; sont encore deslements de(A). L' élément neutre
1 est le mot vide:. Le produit est obtenu par conéagtion, et le soulignement eséja cefini.

La hauteurh(«) d’'une étiquette de Evy est @finie comme le plus petit entiertel quea €
L,(A). De fagoréquivalente :

h(a) = 0 sia € A* (aucun soulignement)
haoBronfeas . .. a1 o) = max(mla()x h(a;), 1+ mllex h(B;)) sik>1
Piepe Pk e g

Autrement dit, la hauteur est le plus grand nombre de soaitigants imbrigés.
Rappelons que l&&duction du calcuh étiquettes de évy est :

B (Ow-w)™)” = (uz = (0)2)*  (sia € P)

1. (201.) Montrer que si les hauteurs deiquettes dé”> sont majoees, autrement dit s'il existe
un entiern tel queh(a) < n pour touta € P, alors tout\"*(4)-terme est fortement norma-
lisant (pour la(%)-réduction).

L'id ée est de se ramener agtiquettes de Hyland-Wadsworth, biefir.sMais vous aurez
besoin de quelques lemmes auxiliairémoncez-les clairement, ekghontrez-les au fur &t
mesure.



On cé&finit une traduction dea”™(4)-termes vers les termesétiquettes de Hyland-
Wadsworth, en remplagant chaggquette de Bvya étiquetant un terme par—h(«a).
Notonsu* le termeu ainsi traduit.

On observe le premier lemme : (((w)*)* = (w*)"~), En effetecrivonsw = M?,
alors ((w)®)* = (MP>)* = (M*)"~"B) (pour une @finition évidente de\/*), or
n — h(Ba) = n — max(h(B), h(a)) = min(n — h(B),n — h(a)); et (w*)" ") =

(M ymin(n=h(B)n—h(a)),

On observe ensuite que : (B)[z := w])* = u*[x := w*|. C'est par €currence sur
la structure deu. Le cas essentiel est celuia = z* : (u[z = w])* = (w)*)* =
(w*)"~M) par (1). D’autre part,u*[z := w*] = 2" M|z ;= w*] = (w*)" M),

On \érifie enfin que : (3) sis — t alors s* — t*. Le cas essentiel est celui
dun (BF)-rédex :s = ((\z - w))?, a € P, t = (ulz = (v)2])*". Alors
' = ((Aa - u) M) b = (e = ((0)2)])" M) (par (2)) = (u'[z =
(o)t =P) par (1).

Commex € P,n — h(a) estdanN \ {0}. D’autre part,n — h(a) =n — h(a) — 1 et
n — h(af) = min(n — h(a),n — h(5)). Doncs* — t* dans le calcuk étiquettes de
Hyland-Wadsworth.

De (3) on e&duit que toutéduction infinie dans le calcul deélzy induit par traduction
une eduction infinie dans le calcul de Hyland-Wadsworth. Il myaedonc pas, par les
résultats de la section 1.

2. (8l.) L' effacement(u) d’'un termea étiquettes de &vy est lel-terme (ordinaire) obtenu
en enlevant toutes legiquettes. Umelevement’un \-termet est un terme étiquettes de
Lévyu tel queE(u) = t.

Montrer que sis, t1, t; sont des\-termes tels que —* t; et s —* ¢, dans leA-calcul
(ordinaire), alorss, t1, t; ont des redvementss’, t/, t}, tels ques’ —* t| ets’ —* ¢}, en
AP _calcul, pour un certain ensembfed’étiquettes de &vy dont les hauteurs sont ma-
jorées.

On se contente d’ajouter désiquettes de hauteura tous les sous-termes depour
obtenirs’. Il est clair que I'on peut reproduire toutes les contractieffectées lors des
réductionss —* t; ets —* ty, a condition d’ajoutera P lesétiquettes idoines. Sil'on
contractem, rédexes de a t; etm, des at,, alors la hauteur deP est majoée par
max(mq, ms9) : On peut donc prendre = max(my, my) + 1 pour collera la définition
de la question 1.

On peut aussi prendre pou? I'ensemble ddoutesles étiquettes de &vy de hauteur
au plusmax(my, ms).

3. (91.) Montrer que le\" (4 -calcul est localement confluent, et ce pour n'importe quel e
sembleP C L(A). (On demande un argument rapide, paséarent complet, mais qui fait
bien appartre le ou les cas essentiels.)

C’est comme dans la-calcul. Supposons — s; et s — s,. Si les deux &dex
contraces dans;, pour aboutira s, eta s, respectivement, sont ibdendants, c’est-
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dire qu'aucun n’est au-dessus de l'autre, alors il suffit @duire le €dex non encore
contrack dans chaque; pour obtenir, en unétape, un éduit commun.

Le seul cas iréiressant est celui d’uredex((\z - u)*v)?, avecv = v[(Az’ - u')*v")?].
Ceci peut se&duire ens; = (u[lr = (v)2])* ou ensy, = ((A\z - u)*v[(v'[z" =
()PP,

Alors s; se reduit, en autant ddtapes qu'il y a d’'occurrences dedansu, en(ufz :=
(v][(v'[z' := (v")2])*F])2])*?, ets, se duit en uneétape en le @me terme.

4. (71.) Déduire des deux questionsgoedentes une nouvelleethonstration du fait que I&-
calcul est confluent. (Les questiong&grdente€noncent que, Bme si leh-calcul n'est pas
fortement normalisant, il se comporte localement comnid’ &fait.)

Le AL _calcul est localement confluent et fortement normalisamti@ question 1.
Il est donc confluent.

Sis —* t; ets —* t dans leA-calcul (ordinaire), alorss, t1, t, ont des rekvements
', 1), th tels ques’ —* t) ets’ —* t, en \PH4)-calcul par la question 2, pouP un
ensemble d@tiquettes de &vy de hauteux n, oun est un entier assez grand.

Alors il existe un\>(4)-terme/’ tel quet’, t, —* «/. Mais alorst,,t, —* E(u') en
A-calcul.

3 Reéductions quasi-internes

Une eductions — ¢ en A\PX(4)-calcul estinternesi et seulement si leédex contraé danss
n’a aucun sous-terme strict qui soit Ladex.

Par exemple((A\y - (M- 2¢)%y")?2%)" — ((\y-y"2¢*)P2%)7 est une éduction interne sic € P
(et n’est pas uneaduction sinon). Lagduction((\y - (Az - 2¢)%y")%2%)7 — ((Ax - 29)*2%27)57 est
une eduction interne s¥ € P eta ¢ P; Sia, f € P c’est une eduction qui n’est pas interne.

On noteras —n; t Si s Se Bduit par une&duction en unétape qui est interne.

On cfinit une notion deéductionquasi-interneen A-calcul comme suit. (La notion, apgel
“inside-out reduction”, &té introduite par Welch en 1975.) L&k est la suivante. Lorsque I'on
réduits ent par5-réduction, les&dex non contraét dans se retrouvent cops un certain nombre
de fois dang (possiblemen0). Les édex def ainsi obtenus sont ap@s lesrésidusde edex de
s. En ¢éréral, t contient d’autres &dex, les @dexcréés par la contraction. Par exemple, dans
(A\x - zx)(Ay - yy), 'unique édex dans le contra&t \y - yy)(\y - yy) est céé. Une Eduction
s =8 — s — ... = 8, = testintuitivement quasi-interne si et seulement si au@atex
contracé dans cetteéduction n’esté&sidu d'un edex qui appaiacomme sous-terme d’uedex
contracé avant lui. Autrement dit, si onégide de contracter uedexr, qui contient un &dexr’
comme sous-terme (strict), on ne pourra plus jamais caetrgaucun eésidu de)”’ a I'avenir. On
notera alors —, t.

Plutt que de formaliser la notion, on admettra que I'effacentBabe ©duction interne en
APLA) _caleul est une&duction quasi-interne ekrcalcul. Autrement dit, on admettra quessi=
S0 —int S1 —int - - - —int Sn = t en AP -calcul, alorsE(s) =i, E(t).



1. (8l.) Montrer que les &ductions quasi-internes somfinalesen A\-calcul. Par ceci, nous
entendons leasultat suivant : s —* ¢ en A-calcul, alors il existe ur\-termew tel que
§ =>io u ett =" u.

Sis —* t, alors s ett ont des rebvements’, ¢’ respectivement tels qué —* ¢/

en AP _calcul, pour un certain ensemblB de hauteurs majd@es. C'est un cas
particulier de la question 2 de la section 2.

Par la question 1 de la Bme section, la stragie de éduction interne termine en
partant des’, disons sur un terme’. Posonsu = E(u’). Par I'observation admise,
S =—=jp U.

Comme le\"“(“)-calcul est confluent, et qué est en forme normale, on a donc aussi
t' —*u/, donct —* u.

2. (21.) En ceduire que les stragies quasi-internes ducalcul sont standardisantes ss une
forme normald, alorss =, t.

Par la question pecdente, on & —j, u ett —* u. Mais comme est en forme
normale,t = wu.

Lesétiquettes ont bien d’autres applications. On peut par eleren @éduire le tleoreme
de standardisation, avec quelques efforts sapm@ntaires : voir le livre de Barendregt. On
consultera bien entendu lagbe de Jean-Jacqueg\y (1978), qui montre notamment que
les étiquettes de &vy sont une des trois facons de caéaider lesfamilles de édex que
I'on doit partager pour parveni& définir une €duction optimale (... au sens déwy) : les
réductions optimales doivergduire tous les&dex d’une rame famille en une seudtape.
C’est ce que les algorithmes de Kathail et de Lamping (1980%siron& faire.

Jai dit en cours que ces notions déductions optimales avaient un rapport avec la
géonttrie de linteraction. Voir 'article “The Geometry of Omphal Lambda Reduction”
par Abadi, Gonthier et &vy (1992). Notamment, si I'on choisit pauf un mondade inversif,
alors on peut éfinir « comme valanty*. Il se trouve qu’alors legtiquettes calculent la
géonetrie de l'interaction du terme que l'oréduit (!).



