Etiquettes

Documents autorés (en particulier le poly).

Dans tout le prol@me, on appellermonddea soulignementout triplet M = (|M]|, 1, ., ), ou
(|M],1,.) estun mondle, et est une fonction deV/| dans|M |, qui &« associe urglement nod
«. Autrement dit,| M | est un ensemble, apgde supportde M, I' élementneutrel est unélement
de M ; pour tousa, 5 € |M]|, on peut former Igproduit .3 € M (on notera aussi au lieu de
a.3), de sorte quéa3)y = a(fv) (donnant ainsi un serisla notation37), etla = al = «;
enfin pour toutx € | M|, le souligré o est unélement dgM|. Le souligré n’a aucune propzié
speciale a priori.

Pour toute partig® d’'un monade de soulignement/, on c&finit le \** -calcul, comme suit.

Les\M-termes sont obtenus egcbrant chagqua-terme par urelement deV/, sonétiquette
Autrement dit, la syntaxe di**-calcul est don@e par :

s, t,u,v,... == M* termeétiqueé

M,N,P,... == x variable

| w application (de termestiqueés

| Az -u abstraction (le corps estétiqueg)

L'alpha-renommage est comme dang4ealcul, mais laisse legiquettes invariantes. Par exemple,
(\z - )P est alphaéquivalentea (\y - y*)”, mais pas (\y - y7)” sia # 7.

On peutappliquer unettiquettes a un termeetique€ u pour obtenir un termétiqueé noe (u)”
(attention : les paren#ises font partie de la notation? n’a pas de sens)&fini par : tout terme
étiqueé secrit de facon unique = M pour un certain terme nagtiqueé M, alors(u)® = M*P.

On c&finit la substitutionu[z := v] (modulo alpha-renommage) comme suit. Notons que ceci
utilise I'application degtiquettes, que nous venons dsidir.

[z =0 = (v)°
Yyl =v] = ¢ (y variable autre que)
(urug)[z :=v] = ((w]zx = v])(ug[x := v]))”
Az -u)%x:=v] = (Az-(ulx :=0]))" (z non libre dans et difféerente der)

Finalement, on éfinit la (57)-réduction par laggle :

B (Az-uw)0)’ = (ur = (v))*" (sia € P)



Donc on interdit la(s7)-réduction sia n'est pas dans”; et on effectue deux applications
d’étiquettes, unawv avec l'etiquetten: souligrée, et une au contratout entier. Une fagcon un peu
plus simple de écrire ceci, quoique pas eatement correcte, eghz - u)*v — (ulz := (v)%])°.

Par exemple, sP est suffisamment grand, on aura:

(()\l‘ . ($11‘2)3)4(/\{L' . (1‘51'6)7)8)9 N ((/\{E . (I51‘6)7)8é1()\$ . (x5$6)7)842)349
— (- (335556)7)8&2%5(/\1, . (x5x6)7)8g2g6)7841349
.

Dans tout le prokme, je donne une indication de la longueur de ma solutianexample
“(16l.)" indique que j'ai une solution de 16 lignes. Notez que je ssisez verbeux. Ces indications
ont essentiellement pour but de vous remettre sur le dreitndh si jamais vous vous embarquez
dans une solution inutilement longue.

1 Etiquettes de Hyland-Wadsworth

Dans cette section, nous coriidns le monimea soulignementé&fini comme suit :
— |M]| = NU {oo};
— I'élement neutre esp ;
— le produita3 est c.fini commemin(c, ) ; on conviendra queain (o, co) = min(oo, a) =
o
— le soulignement es&fini paroc = 0o, = a— 1sia # 0,00,0 = 0.
On poseP = |M|\ {0,00} = N\ {0}. La (3”)-réduction devient donc :

(87 (Az-w) ) = (ufz = (0)* ) (sia#£0,00)

Ceci s’appelle le calca étiquettes de Hyland-Wadsworth

On va cemontrer que37) termine, par une adaptation de l&thode de&ductibilite, usuel-
lement appéle de calculabilé (“computability” ; aucun rapport avec la calculal@liau sens des
machines de Turing). Cette adaptation est@roel de Vrijer.

Soit. SN 'ensemble des termegiqueés fortement normalisants. Posdiig) I étiquettede u,
c'esta-dire/(M®) = a.

1. (2I.) Montrer que siu — v, alorsé(u) > ¢(v).

2. (71.) On cefinit simultarement une relation binaireet la notion de termétiqueé calculable
comme suit. (Ceci n’a riea voir avec une notion de calculab@id la Turing.)

— s>t sietseulement si — ¢, ou biens est de la forméAz - u)?, ett = (u[z := (v)*])*”
pour certainsa’ < «, o < a, et pour un certain termétiqueé v tel que (v)® est
calculable;;

— s estcalculablesi et seulement si est dans la partie bien foéd de>, c’esta-dire qu'il
n'existe pas de chae infinies = so> s> ... > s > ...

Montrer que ceci est uneefinition correcte, effectee par ecurrence suf(s).

3. (3I.) Montrer (C'R;) : tout terme calculable est fortement normalisant.
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4. (21.) Montrer (C'Ry) : sis — t ets est calculable, alorsest calculable.

5. (3l.) Disons qu’un termétiqueé estneutresi et seulement s’il n’est pas de la foriper - u)*
pour aucunectiquettea. Montrer (C'R3) : Si s est un termeetiqueé neutre dont tous les
reduits en unétape (pour—) sont calculables, alorslui-méme est calculable.

(11.) En déduire que toute variabletiqueéez est calculable.

(101.) Montrer que, sis)" > t, alors il existe un termétiqueé ¢’ tel ques > t/, et (t')” = t.

(31.) En céduire que sk est calculable, alor&)” est calculable pour tout € N.

(161.) Montrer que sk ett sont calculables, alofst)” est calculable pour tout € NU{co}.

10. (101.) Montrer que siu[z := v] est calculable pour tout terméiqueé calculablev, alors
(Ax - u)® est calculable pour tout € N U {oo}.

11. (16l.) En deduire quetout terme a étiquettes de Hyland-Wadsworth est calculable, donc

fortement normalisant.

© o N O

2 Etiquettes de Levy

On noteral.(A) le mondde a soulignementibre sur un alphabetl non vide. On le éfinit
comme suit :

— SoitLy(A) = A*, 'ensemble des mots fores sur I'alphabet!.

— Si L,(A) est cfini, on cefinit L,,,1(A) commeétant I'ensemble des mots de la forme

apfBraqfPeas . .. a1 B, OU Kk € N, lesq; et lesf; sont delements del,,_1(A).
On notera qué.,,_1(A) C L, (A) (prendrek = 0). On c&finit L(A) = {J, o Ln(A). Leséléements
de L(A) sont appddes legtiquettes de évysur I'alphabetA.

On notera que toutéléement de L(A) s’écrit de facon unique sous la forme
apfron faas . .. ag_1 P, OU lesa; et lesf; sont encore de@léments de.(A). L' élément neutre
1 est le mot vide:. Le produit est obtenu par conéattion, et le soulignement eséja cefini.

La hauteurh(«) d’'une étiquette de Evy est @finie comme le plus petit entiertel quea €
L,(A). De fagoréquivalente :

ha) = 0 sia € A* (aucun soulignement)

haofBronfeay . .. a1 Brag) = max(mgox h(a;), 1+ m%lx h(B;)) Sik>1
P12 Pk P paa

Autrement dit, la hauteur est le plus grand nombre de soetigants imbrigés.
Rappelons que laeduction du calcuh étiquettes de évy est :

B (e w)) = (ulr = ()2) (sia € P)

1. (201.) Montrer que si les hauteurs desquettes dé”> sont majoees, autrement dit s'il existe
un entiern tel queh(a) < n pour touta € P, alors tout\">*(4)-terme est fortement norma-
lisant (pour la(3%)-réduction).

L'id ee est de se ramener aétquettes de Hyland-Wadsworth, biefir.sMais vous aurez
besoin de quelques lemmes auxiliairémoncez-les clairement, etghontrez-les au fur et
mesure.



2. (8l.) L effacement?(u) d'un termea étiquettes de &vy est lel-terme (ordinaire) obtenu
en enlevant toutes legiquettes. Umrelevement’un \-termet est un termea étiquettes de
Lévyu tel queE(u) = t.

Montrer que sis, t1, to sont des\-termes tels que —* t; ets —* ¢, dans leA-calcul
(ordinaire), alorss, t1, t2 ont des redvementss’, ¢/, t}, tels ques’ —* t} ets’ —* ¢, en
AL _caleul, pour un certain ensembfed’étiquettes de &vy dont les hauteurs sont ma-
jorées.

3. (91.) Montrer que lex“(“-calcul est localement confluent, et ce pour n'importe quel e
sembleP C L(A). (On demande un argument rapide, paséarent complet, mais qui fait
bien appartre le ou les cas essentiels.)

4. (71.) Déduire des deux questionsgoedentes une nouvelleéthonstration du fait que I&-
calcul est confluent. (Les questiong&grdenteenoncent que, Bme si leh-calcul n’est pas
fortement normalisant, il se comporte localement commni¢’ &fait.)

3 Reéductions quasi-internes

Une eductions — ¢ en A4 -calcul estinternesi et seulement si leédex contraé danss
n’a aucun sous-terme strict qui soit Ladex.
Par exemple(( Ay - (Az-2¢)%y")?2%)" — ((\y-y"2¢*)"2%)7 est une éduction interne sic € P
(et n’est pas uneaduction sinon). Lagduction((\y - (Az - 2¢)%y")?2%)7 — ((Az - 2¢)*2%27)57 est
une eduction interne s¥ € P eta ¢ P; Sia, S € P c’est une eduction qui n’est pas interne.
On noteras —y; t Si s se Bduit par une&duction en unétape qui est interne.
On cefinit une notion deéductionquasi-interneen A-calcul comme suit. (La notion, apjee
“inside-out reduction”, &té introduite par Welch en 1975.) L&k est la suivante. Lorsque I'on
réduits ent par-réduction, les&dex non contraét dans se retrouvent cops un certain nombre
de fois dang (possiblemen0). Les edex def ainsi obtenus sont ap@s lesrésidusde ©dex de
s. En ¢éréral, t contient d’autres &dex, les @dexcréés par la contraction. Par exemple, dans
(A\x - zx)(Ay - yy), 'unique édex dans le contra&t \y - yy)(\y - yy) est céé. Une Eduction
s =8 — s — ... — &, = t estintuitivement quasi-interne si et seulement si au&atex
contracé dans cetteéduction n’esté&sidu d’'un edex qui appaiacomme sous-terme d’uedex
contracé avant lui. Autrement dit, si onatgide de contracter ugdexr, qui contient un @dexr’
comme sous-terme (strict), on ne pourra plus jamais caetrgaucun esidu de)”’ a I'avenir. On
notera alors —, t.
Plutbt que de formaliser la notion, on admettra que I'effacentBabe ©duction interne en
APLA) caleul est une&duction quasi-interne ekrcalcul. Autrement dit, on admettra quessi=
50 —*int S1 —int - - - —int Sn = t en AL -caleul, alorsE(s) =i, E(t).
1. (8l.) Montrer que les &ductions quasi-internes somfinalesen \-calcul. Par ceci, nous
entendons leasultat suivant : si —* ¢ en A-calcul, alors il existe um\-termew tel que
§ =>io u ett —* u.

2. (21.) En deduire que les stragies quasi-internes ducalcul sont standardisantes ss une
forme normald, alorss =, t.



