
Étiquettes

Documents autoriśes (en particulier le poly).
Dans tout le probl̀eme, on appelleramonöıdeà soulignementtout tripletM = (|M |, 1, ., ), où

(|M |, 1, .) est un monöıde, et est une fonction de|M | dans|M |, qui àα associe uńelément not́e
α. Autrement dit,|M | est un ensemble, appelé lesupportdeM , l’ élémentneutre1 est unélément
deM ; pour tousα, β ∈ |M |, on peut former leproduit α.β ∈ M (on notera aussiαβ au lieu de
α.β), de sorte que(αβ)γ = α(βγ) (donnant ainsi un sens̀a la notationαβγ), et 1α = α1 = α ;
enfin pour toutα ∈ |M |, le souligńe α est unélément de|M |. Le souligńe n’a aucune propriét́e
sṕeciale a priori.

Pour toute partieP d’un monöıde de soulignementM , on d́efinit leλP,M -calcul, comme suit.
LesλP,M -termes sont obtenus en décorant chaqueλ-terme par uńelément deM , sonétiquette.

Autrement dit, la syntaxe duλP,M -calcul est donńee par :

s, t, u, v, . . . ::= Mα termeétiquet́e
M,N,P, . . . ::= x variable

| uv application (de termeśetiquet́es)
| λx · u abstraction (le corpsu estétiquet́e)

L’alpha-renommage est comme dans leλ-calcul, mais laisse leśetiquettes invariantes. Par exemple,
(λx · xα)β est alpha-́equivalentèa (λy · yα)β, mais pas̀a (λy · yγ)β si α 6= γ.

On peutappliquer unéetiquetteβ à un terméetiquet́eu pour obtenir un terméetiquet́e not́e(u)β

(attention : les parenthèses font partie de la notation ;uβ n’a pas de sens), défini par : tout terme
étiquet́e s’́ecrit de façon uniqueu = Mα pour un certain terme nońetiquet́eM , alors(u)β = Mαβ.

On d́efinit la substitutionu[x := v] (modulo alpha-renommage) comme suit. Notons que ceci
utilise l’application deśetiquettes, que nous venons de définir.

xα[x := v] = (v)α

yα[x := v] = yα (y variable autre quex)

(u1u2)
α[x := v] = ((u1[x := v])(u2[x := v]))α

(λz · u)α[x := v] = (λz · (u[x := v]))α (z non libre dansv et différente dex)

Finalement, on d́efinit la (βP )-réduction par la r̀egle :

(βP ) ((λx · u)αv)β → (u[x := (v)α])αβ (si α ∈ P )

1



Donc on interdit la(βP )-réduction siα n’est pas dansP ; et on effectue deux applications
d’étiquettes, unèav avec l’́etiquetteα souligńee, et une au contracté tout entier. Une façon un peu
plus simple de d́ecrire ceci, quoique pas entièrement correcte, est(λx · u)αv → (u[x := (v)α])α.

Par exemple, siP est suffisamment grand, on aura :

((λx · (x1x2)3)4(λx · (x5x6)7)8)9 → ((λx · (x5x6)7)841(λx · (x5x6)7)842)349

→ ((λx · (x5x6)7)8428415(λx · (x5x6)7)8428416)7841349

→ . . .

Dans tout le probl̀eme, je donne une indication de la longueur de ma solution, par exemple
“ (16l.)” indique que j’ai une solution de 16 lignes. Notez que je suisassez verbeux. Ces indications
ont essentiellement pour but de vous remettre sur le droit chemin si jamais vous vous embarquez
dans une solution inutilement longue.

1 Étiquettes de Hyland-Wadsworth

Dans cette section, nous considérons le monöıdeà soulignement d́efini comme suit :
– |M | = N ∪ {∞} ;
– l’ élément neutre est∞ ;
– le produitαβ est d́efini commemin(α, β) ; on conviendra quemin(α,∞) = min(∞, α) =

α ;
– le soulignement est défini par∞ = ∞, α = α − 1 si α 6= 0,∞, 0 = 0.

On poseP = |M | \ {0,∞} = N \ {0}. La (βP )-réduction devient donc :

(βP ) ((λx · u)αv)β → (u[x := (v)α−1])min(α,β) (si α 6= 0,∞)

Ceci s’appelle le calcul̀a étiquettes de Hyland-Wadsworth.
On va d́emontrer que(βP ) termine, par une adaptation de la méthode de ŕeductibilit́e, usuel-

lement appeĺee de calculabilit́e (“computability” ; aucun rapport avec la calculabilité au sens des
machines de Turing). Cette adaptation est dueà Roel de Vrijer.

SoitSN l’ensemble des termeśetiquet́es fortement normalisants. Posonsℓ(u) l’ étiquettedeu,
c’est-̀a-direℓ(Mα) = α.

1. (2l.) Montrer que siu → v, alorsℓ(u) ≥ ℓ(v).

2. (7l.) On d́efinit simultańement une relation binaire⊲ et la notion de terméetiquet́ecalculable
comme suit. (Ceci n’a rieǹa voir avec une notion de calculabilité à la Turing.)
– s ⊲ t si et seulement sis → t, ou biens est de la forme(λx · u)α, ett = (u[x := (v)α′

])α′′

pour certainsα′ < α, α′′ ≤ α, et pour un certain terméetiquet́e v tel que(v)α′

est
calculable ;

– s estcalculablesi et seulement sis est dans la partie bien fondée de⊲, c’est-̀a-dire qu’il
n’existe pas de chaı̂ne infinies = s0 ⊲ s1 ⊲ . . . ⊲ sk ⊲ . . .

Montrer que ceci est une définition correcte, effectúee par ŕecurrence surℓ(s).

3. (3l.) Montrer(CR1) : tout terme calculable est fortement normalisant.
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4. (2l.) Montrer(CR2) : si s → t ets est calculable, alorst est calculable.

5. (3l.) Disons qu’un terméetiquet́e estneutresi et seulement s’il n’est pas de la forme(λx·u)α

pour aucunéetiquetteα. Montrer (CR3) : si s est un terméetiquet́e neutre dont tous les
réduits en unéetape (pour→) sont calculables, alorss lui-même est calculable.

6. (1l.) En d́eduire que toute variabléetiquet́eexα est calculable.

7. (10l.) Montrer que, si(s)γ ⊲ t, alors il existe un terméetiquet́e t′ tel ques ⊲ t′, et(t′)γ = t.

8. (3l.) En d́eduire que sis est calculable, alors(s)γ est calculable pour toutγ ∈ N.

9. (16l.)Montrer que sis ett sont calculables, alors(st)γ est calculable pour toutγ ∈ N∪{∞}.

10. (10l.) Montrer que siu[x := v] est calculable pour tout terméetiquet́e calculablev, alors
(λx · u)α est calculable pour toutα ∈ N ∪ {∞}.

11. (16l.) En d́eduire quetout terme à étiquettes de Hyland-Wadsworth est calculable, donc
fortement normalisant.

2 Étiquettes de Lévy

On noteraL(A) le monöıde à soulignementlibre sur un alphabetA non vide. On le d́efinit
comme suit :

– SoitL0(A) = A∗, l’ensemble des mots forḿes sur l’alphabetA.
– Si Ln(A) est d́efini, on d́efinit Ln+1(A) commeétant l’ensemble des mots de la forme

α0β1α1β2α2 . . . αk−1βkαk, où k ∈ N, lesαi et lesβj sont deśeléments deLn−1(A).
On notera queLn−1(A) ⊆ Ln(A) (prendrek = 0). On d́efinit L(A) =

⋃
n∈N

Ln(A). Leséléments
deL(A) sont appeĺees leśetiquettes de Ĺevysur l’alphabetA.

On notera que tout élément de L(A) s’écrit de façon unique sous la forme
α0β1α1β2α2 . . . αk−1βkαk, où lesαi et lesβj sont encore deśeléments deL(A). L’ élément neutre
1 est le mot videǫ. Le produit est obtenu par concaténation, et le soulignement est déjà d́efini.

La hauteurh(α) d’uneétiquette de Ĺevy est d́efinie comme le plus petit entiern tel queα ∈
Ln(A). De façonéquivalente :

h(α) = 0 si α ∈ A∗ (aucun soulignement)

h(α0β1α1β2α2 . . . αk−1βkαk) = max(
k

max
i=0

h(αi), 1 +
k

max
j=1

h(βj)) si k ≥ 1

Autrement dit, la hauteur est le plus grand nombre de soulignements imbriqúes.
Rappelons que la réduction du calcul̀a étiquettes de Ĺevy est :

(βP ) ((λx · u)αv)β → (u[x := (v)α])αβ (si α ∈ P )

1. (20l.) Montrer que si les hauteurs desétiquettes deP sont majoŕees, autrement dit s’il existe
un entiern tel queh(α) < n pour toutα ∈ P , alors toutλP,L(A)-terme est fortement norma-
lisant (pour la(βP )-réduction).
L’id ée est de se ramener auxétiquettes de Hyland-Wadsworth, bien sûr. Mais vous aurez
besoin de quelques lemmes auxiliaires :énoncez-les clairement, et démontrez-les au fur età
mesure.
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2. (8l.) L’ effacementE(u) d’un termeà étiquettes de Ĺevy est leλ-terme (ordinaire) obtenu
en enlevant toutes leśetiquettes. Unrelèvementd’un λ-termet est un termèa étiquettes de
Lévyu tel queE(u) = t.
Montrer que sis, t1, t2 sont desλ-termes tels ques →∗ t1 et s →∗ t2 dans leλ-calcul
(ordinaire), alorss, t1, t2 ont des rel̀evementss′, t′1, t′2 tels ques′ →∗ t′1 et s′ →∗ t′2 en
λP,L(A)-calcul, pour un certain ensembleP d’étiquettes de Ĺevy dont les hauteurs sont ma-
jorées.

3. (9l.) Montrer que leλP,L(A)-calcul est localement confluent, et ce pour n’importe quel en-
sembleP ⊆ L(A). (On demande un argument rapide, pas forcément complet, mais qui fait
bien apparâıtre le ou les cas essentiels.)

4. (7l.) Déduire des deux questions préćedentes une nouvelle démonstration du fait que leλ-
calcul est confluent. (Les questions préćedenteśenoncent que, m̂eme si leλ-calcul n’est pas
fortement normalisant, il se comporte localement comme s’il l’ était.)

3 Réductions quasi-internes

Une ŕeductions → t enλP,L(A)-calcul estinternesi et seulement si le rédex contract́e danss
n’a aucun sous-terme strict qui soit un rédex.

Par exemple,((λy · (λx ·xζ)αyη)βzθ)γ → ((λy ·yηαζα)βzθ)γ est une ŕeduction interne siα ∈ P

(et n’est pas une réduction sinon). La ŕeduction((λy · (λx · xζ)αyη)βzθ)γ → ((λx · xζ)αzθβη)βγ est
une ŕeduction interne siβ ∈ P etα 6∈ P ; si α, β ∈ P c’est une ŕeduction qui n’est pas interne.

On noteras →int t si s se ŕeduit par une ŕeduction en unéetape qui est interne.
On d́efinit une notion de ŕeductionquasi-interneenλ-calcul comme suit. (La notion, appelée

“inside-out reduction”, áet́e introduite par Welch en 1975.) L’idée est la suivante. Lorsque l’on
réduits ent parβ-réduction, les ŕedex non contractés danss se retrouvent copiés un certain nombre
de fois danst (possiblement0). Les ŕedex det ainsi obtenus sont appelés lesrésidusde ŕedex de
s. En ǵeńeral, t contient d’autres ŕedex, les ŕedexcréés par la contraction. Par exemple, dans
(λx · xx)(λy · yy), l’unique ŕedex dans le contracté (λy · yy)(λy · yy) est cŕeé. Une ŕeduction
s = s0 → s1 → . . . → sn = t est intuitivement quasi-interne si et seulement si aucun rédex
contract́e dans cette réduction n’est ŕesidu d’un ŕedex qui apparâıt comme sous-terme d’un rédex
contract́e avant lui. Autrement dit, si on décide de contracter un rédexr, qui contient un ŕedexr′

comme sous-terme (strict), on ne pourra plus jamais contracter (aucun ŕesidu de)r′ à l’avenir. On
notera alorss =⇒io t.

Plutôt que de formaliser la notion, on admettra que l’effacementd’une ŕeduction interne en
λP,L(A)-calcul est une ŕeduction quasi-interne enλ-calcul. Autrement dit, on admettra que sis =
s0 →int s1 →int . . . →int sn = t enλP,L(A)-calcul, alorsE(s) =⇒io E(t).

1. (8l.) Montrer que les ŕeductions quasi-internes sontcofinalesen λ-calcul. Par ceci, nous
entendons le résultat suivant : sis →∗ t en λ-calcul, alors il existe unλ-termeu tel que
s =⇒io u et t →∗ u.

2. (2l.) En d́eduire que les stratégies quasi-internes duλ-calcul sont standardisantes : sis a une
forme normalet, alorss =⇒io t.
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