Jean Goubault-Larrecq

7. Recherche de preuves,

}\’_C al Cl]l autres logiques

propositionnelles
T'Fu: | ANFy . T'Fu:F Tho:Fy
——— (Var) e LD (M)
Iz:Fta:F I'Fmu: F; I'F (u,v) : Fy A Fy
Ttu: F=F I‘I—U:Fl(A ) | R A e = e (deomF,yg{fv(u))(Ab) IR S e o B W S T F,$23F2|—1)21F(vE) = G
e & —— (V];),1=1,2
IFuwv: By LEAz-u: P = F Fl—caseu{ lel'_mjl}' Fl—Liu:Fl\/Fz( 2
LoXo > Vg



Aujourd hui

# Suite de notre étude du
A-calcul simplement typé:
recherche de preuve en logique propositionnelle

intuitionniste minimale

* Nouveaux connecteurs logiques: A, V, L, =
— logique propositionnelle intuitionniste

* Logique propositionnelle classique



Recherche de preuve

(en logique propositionnelle)



Recherche de preuve

« logique minimale

T e F (Ax) en déduction naturelle »

J = Fr—F Fi F, Fi F5
L 5 (=E) L+ =

(=1)

“ Probleme (prouvabilité). En entrée, un jugementI ~ F
Question: est-il dérivable?

“ Le., y a-t-il une dérivation dont la conclusion est I' ~ F?



Recherche de preuve

« logique minimale

T e F (Ax) en déduction naturelle »

J = Fr—F Fi F, Fi F5
L 5 (=E) L+ =

(=1)

“ Probleme. En entrée, unjugementI + F
Question: est -1l dérivable?

+ Jdée: chercher en arriere.
Exemple: peut-on montrer - (F = G) = F) = F?



(Ax) « logique minimale

1B s F en déduction naturelle »
(= F) = F e Fy F, Fll_ Fy
(=E) (=D
= F2 B F1 = F2
— -

quelle regle pourrait-

on appliquer pour

= ((F — G) — F) — F obtenir ce jugement?



(Ax) « logique minimale

1B s F en déduction naturelle »
(= F) = F e Fy F, Fll_ Fy
(=E) (=0
= F2 B F1 = F2

oui, bien str, c’est

(F == G) — F — F la possibilité la

(=1) plus évidente;

— ((F == G) == F) — [ continuons



(Ax) « logique minimale

1B s F en déduction naturelle »
(= F) = F e Fy F, Fll_ Fy
(=E) =D
= F2 B F1 = F2

ah, mais que faire
ici?

(E— = e

EE—C— ) — =



(Ax) « logique minimale

1B s F en déduction naturelle »
(= F) = F e Fy F, Fll_ Fy
E I
e I =0 T Pl =

on peut inventer ; ,
... et espérer

une nouvelle :
pouvoir la

formule H
prouver

(B —C—"F = Ep (F=G)=F+rH

(=E)
Vo= = JE =

=G —=F) —F

(=1



« Telle quelle, la recherche de preuve est difficile a
automatiser (besoin d’inventer des formules, plus grave
encore que de devoir backtracker)

+ Notamment, il n’est méme
en fait, on aurait déja pu

pas clair que la prouvabilité vouloir appliquer (SE), et
SO1t déCid abl e inventer une formule ici...

comment décider?

quelle regle pourrait-
on appliquer pour

= ((F — G) — F) — F obtenir ce jugement?




R/
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Preuves en forme normale

['idée de Gerhard Gentzen (1934, 1936):

(qui I'a quand méme appliquée directement a I’arithmétique, pas juste notre pauvre logique minimale...)

Montrer que siI' - F a une dérivation, alors il en a une

https://opc.mfo.de/photoNormal?id=8540

en forme normale;

et que les preuves en forme normale sont faciles a

trouver (aucune formule a inventer) 1)

L R Ee R

Bon, en fait, il n"y est pas arrivé en IRR:
déduction naturelle, mais Dag Prawitz oui (1965 ) Se¥ I

https://pp-prod-admin.it.su.se/polopoly fs/1.208175!/image/image.jpg gen/derivatives/article 465/image.jpg



Preuves en forme normale

(Ax) « logique minimale

15 F F en déduction naturelle »
B Fy = Fy IF ks Fy P, F1|_ F
(=E) (=D
= F2 Ra= F1 = F2
BEE———

» (C’est tout simple: une preuve en forme normale,
c’est une preuve dont le A-terme est 3-normal

* Mais avant, une petite parenthese...



7/
%

Une parenthese: Gurry-Howard

On a dé]é vUu: Monde de Monde des
lalogique  programmes

type

— formule = type
— preuve = programme

formule

A-terme

Sads (programme)

Mais que signifie la
3-réduction sur les preuves?

B-réduction
(exécution)



Détours

o TU1
. 702
r, X.F |_ u . G e « 7'(1[3(?1:7'(2] »
—\’I) : d : % (voir preuve du lemme 1
: AR
E=Axu. L =G b0k " dela deriere fis) e

= RAxuv: G = " T+ ufx=0]:G

PN L

B-redex = détour: B-réduction =
élimination des détours

on introduit un =,
pour l’éliminer juste apres

(~ coupure en calcul des séquents,
voir cours de Gilles Dowek [pour les saclaisiens])



7/
%

Une parenthese: Gurry-Howard

On a dé]é vUu: Monde de Monde des
lalogique  programmes

type

— formule = type
— preuve = programme

formule

A-terme

Sads (programme)

Mais que signifie la
3-réduction sur les preuves?

B-réduction
(exécution)



7/
%

Une parenthese: Gurry-Howard

On a dé]é vUu: Monde de Monde des
lalogique  programmes

type

— formule = type

formule
— preuve = programme

A-terme

Sads (programme)

La B-réduction est

I’élimination des détours élimination  B-réduction

des détours  (exécution)
Un A-terme normal est

une preuve sans détour




Revenons a notre probleme

X/
%

L'idée de Gerhard Gentzen (1934, 1936):

(qui I'a quand méme appliquée directement a |’arithmétique, pas juste notre pauvre logique minimale...)

N~ : o\
> '
J| L ACh

' Arivati : 7 P
Montrer que si I' - F a une dérivation, alors il en a une

tps://opc.mfo.de/photoNormal?id=8540

en forme normale;

et que les preuves en forme normale sont faciles a
trouver (aucune formule a inventer)

Bon, en fait, il n’y est pas arrivé en

déduction naturelle, mais Dag Prawitz oui (1965) ¥ S

https://pp-prod-admin.it.su.se/polopoly fs/1.208175!/image/image.jpg gen/derivatives/article 465/image. jpg



Preuves sans détour

(Ax) A-calegigin PN ¢y pe
r, Fr F en déduction naturelle »
= Fir=F Ik Fi B F = F,
Bk Fy (=E) T e (=1)

« (’est tout simple: une preuve sans détour,
c’est une preuve dont le A-terme est f-normal

“ Refaisons apparaftre les A-termes

* Un terme 3-normal est une forme normale de téete
AT e e e e e
dont les arguments uy, ..., Uy sont eux-meémes [S-normaux



T'ypage des formes normales

“ Nos regles de typage typent tous les A-termes

* Nous allons créer de nouvelles regles de typage
qui ne typent plus que les formes 3-normales, en
utilisant que ce sont des formes normales de téte itérées



T'ypage des formes normales

BigiEi s e b el
(=)

'+ E—me——pbe
A\ e e b G 2
F/(BC)

A+ OllcceeontientXs ki —= . —= . —F

+ Par Jl Réessayons de démontrer + (F = G) = F) = F |
| T —————

» une regle (="1) qui introduit les abstractions

« une regle (BC) [« backchain »] pour les applications



r, F], ooy Fn}_ F

(=D

'+ Fi=..=F,=F
A+ F, A+ F
(BC)
At F ou A contient v - F1=...=F,=F

quelle regle pourrait-
on appliquer pour

= ((F — G) — F) — F obtenir ce jugement?



(=D

(BC)

ouAcontient  Fi1=...=F,=F

.,‘

(F — G) — F — F oui: C'est la seule

(=+]) regle applicable
EE—C— ) —



(=D

(BC)

ouAcontient  Fi1=...=F,=F

ah, mais que faire
ici?

Vo= = JE =
—+]
"Ur=C —=F) -t ™&



(=D

ouAcontient  Fi1=...=F,=F

'+ Fi=..=F,=F
A+ F A+ I
(BC)
A+ F
R —

(= Cf— e
A< (F=G)=F|F

(BC)

EE—C— ) —

(

=+])

B

oui: c’est la seule

regle applicable



(=D

(BC)

ouAcontient  Fi1=...=F,=F

aucune regle ne s’applique:
le jugement donné n’est et maintenant?

pas dérivable

encore une fois,

(F = G) — F, joe G c’est la seule

(1) regle applicable
(F=>G)=>FI—F:G(BC)
Vo= = JE = )

(=1

EE—C— ) —



l.a lo1 de Peirce

o fornile (BE—C)l—F — F
est la loi de Peirce (prononcé « peurse », pas « pirce »)

Elle est exprimable mais pas démontrable Charles Sanders Peirce
en logique intuitionniSte minimale https://commons.wikimedia.org/w/index.php?lzgzlfcilielgglili%

Et pourtant elle est valide en logique classique!

n’'importe quoi

... si F est vraie, alors ((F = G) = F) = F est vraie*—i,lique vrai

... sl F est fausse, F = G est vraie, —

faux implique

donc (F = G) = F est fausse ____——n'importe quoi
donc ((F = G) = F) = F est vraie



l.a lo1 de Peirce

+ Laformule (F=G)=F)=F
eSt la IOi de Peirce (prononcé « peurse », pas « pirce »)

+ Elle est exprimable mais pas démontrable Charles Sanders Peirce

Domaine public,
ttps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=128147

en logique intuitionniste minimalé

« (En fait, logique classique = intuitionniste+Peirce)



N/
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Prouvabilité

Thm (R. Statman 1979). La prouvabilité en logique
propositionnelle intuitionniste minimale est décidable,

et PSPACE-complete.

(en logique classique, c’est NP-complet, ce qui est beaucoup plus bas;
vous verrez PSPACE avec S. Haddad a Paris-Saclay: c’est la classe des problemes
décidables en espace polynomial et temps arbitraire.)

... mais la procédure de recherche par (=+I) et (BC)

n’est pas suffisante pour ¢a (voir suite)

Richard Statman

http://www.cs.cmu.edu/Groups/pop/img/statman. jpg



Le ler probleme: non-déterminisme inutile

I, xi:Fy, ..., xu:Fy = u:F
(=)
'+ Fi=..=F,=F
A+ Fq A+ B
(BC)
A+ IE

ouAcontient Fi=...=F,=F

B

* Essayez de prouver F = G = F

“ Facile, d’accord, mais imaginez comment procédera

o J

I"algorithme de recherche de preuve sugg#*== i:~~-

oui, celui-ci, c'est

° °
M

celui auquel vous

voir tester non déterministique ave certainement it

mais celui-la est

possible aussil! (:>+I) avec n=1 ou n=2 pense...
et si ’essai de droite
n’aboutit pas a une F—HG=F F, =B
preuve, il faudra en (=+]) (=+])
principe backtracker et I — G (n=1) —FEFE=G=F (n=2)

essayer celui-ci ) , .
... et Cest effectivement inutile,

voir la suite



La n-expansion

* (Je reviens temporairement )
X Thu:Fi=F Tho:F o Ty:FFulz:=y]: F (ygdomr,ygfv(u))(AbS)
au systeme de typage usuel) ~— e i

* De méme que la [B-Iéduction est I’élimination des détours,

“ la n-expansion élimine les cas d’axiomes sur des formules
non atomiques:

(Ax)
[ LG s

(BC)

(Ax) > ; . ;
ILxF=GrHxF=G I, x:F = G, y:F -+ xy:G

(=)
(cas particulier de (BC) avec n=0) I x:F=GL )\y_xy;]f = G

(oui, c’est la n-réduction a I'envers)



R/
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La n-expansion

(Ax) {
Ix:F=G, y:F - x:F=G I, v:F= G, y:F - y:F

Je ne vais pas rentrer dans les détails, | ="

ILxF=GF Ayxy:F=G

mais: JRS——

sur les formes [3-normales bien typées, la n-expansion
termine, sur une forme (3-normale dite n-longue
(voir poly types.pdf, exercice 12 p.12)

on peut former un systeme de typage qui ne type plus
que les formes B-normales n-longues



Typage des formes p-normales n-longues

iy
+1
e {2
A Fq m
(BCO)
A+ oulA contient + F1=...=F, =}1@




ler probleme: résolu

Réessayons de démontrer F = G = F
(je suppose F atomique)

Nous avions deux possibilités:




ler probleme: résolu

Réessayons de démontrer F = G = F
(je suppose F atomique)

Nous avions deux possibilités... plus maintenant:

impossible: c’est maintenant la
G = F pas atomique seule regle applicable

FRGAF FGCLE
(=*]) (=+1)
I—F%G%F (n=1) e — = (n=2)




ler probleme: résolu

Réessayons de démontrer F = G = F
(je suppose F atomique)

Nous avions deux possibilités... plus maintenant:

impossible: o
G = F pas atomique

F j5 EGFHFE
\Q/é (=+1) (=)

PTGl e a0 O



2eme probleme: bouclage

A=AF A EEE; c’est ballot, hein?
A=AL A e
A=AL A

FA=A)= A =

“ Solution: tests de bouclage: si on retombe sur un
jugement déja vu plus bas, backtracker

* Les seuls cas de backtracking sont le choix de la formule
Fi1=...= F,= A dans (BC)

Al_Fl AT Al_Fm
(BC)
A+ A ouAconttent Fi=...=F, = A




scme probleme: bouclage

(A—B) B A ALT
4 — by — O 4= 4
(A=B)=B, A+ B

A= By =B 4 T}
(A=B)= B B

~ (A= B)=B)=1B

“ On doit ratfiner les tests de bouclage:

(=*1)

backtracker si on retrouver le méme jugement
en ignorant les duplications de formules(jenejustiﬁeraipascelaformellement)

Al_Fl AT Al_Fm
(BC)
A+ A ouAconttent Fi=...=F, = A




Recherche de preuve

“ Tout ceci permet de démontrer:

“ Thm. Le probleme de prouvabilité en logique
intuitionniste minimale est décidable.

(Prouver que c’est PSPACE-complet est une autre paire de manches. La procédure
que nous avons donnée est dans la classe encore plus grande coONEXPTIME.)






ordinairement, une logique est cohérente si on ne peut

« consistent » en anglais; pas y démontrer le faux;
certains disent « consistante » en frangais, mais ici, nous n’avons pas de formule « faux »...

% mais ce sont les soupes qui sont € et dans une logique avec « faux », on peut tout
consistantes... si elle sont bien denses. démontrer: donc une logique est cohérente si on ne

peut pas en démontrer toutes les formules!

“ Th n. La logique prop. intuit onniste minimale est

cohérente: il existe une formule F qu’on ne peut pas
démontrer (i.e., on ne peut pas dériver - F).

* Preuve: tous les exemples qu’on a vus (Peirce, (A = A)
= A, ((A = B) = B) = B), mais aussi juste A, ou A est
une formule atomique.




Cohérence

* Notre stratégie pour montrer la cohérence:
— il n"y a pas de A-terme normal u tel que ~u: A

— si A avait une preuve, il aurait une preuve normale
(théoréme de normalisation forte)



Cohérence

* Notre stratégie pour montrer la cohérence:
— il n"y a pas de A-terme normal u tel que ~u: A

— si A avait une preuve, il aurait une preuve normale
(théoréme de normalisation forte)

C’est quand méme un marteau-pilon
pour écraser une mouche!



Cohérence: une preuve plus simple

(AX) « logique minimale 79 .
I, F+ F . en déduction naturelle » n lmporte quOI
TN E=F TR i - 7, implique vrai
=E =) !

o

* On définit une sémantique...

faux
a 2 valeurs de vérité (0=faux, 1=vrai) implique
i n’importe

[F=G]p =[Flp = [Glp, voir: o

(c’est quand méme plus simple que les candidats de réductibilité!)

* [Alp = p(A) — p est un environnement
qui a chaque formule atomique
associe sa valeur de vérité



Cohérence: une preuve plus simple

(Ax) « logique minimale e .
L, F F en déduction naturelle » n lmporte qU.Ol

TN E=F TR i - 7, implique vrai

(=E) (=I)!
Ba F bl Fy = Fy

+ On vérifie que tout jugement dérivable

faux
Fi, ..., Fx = F est valide: pour tout p implique
tel que [F1]p=...=[F.]p=1, on a [Flp=1 impore

(récurrence sur la dérivation)

“ Donc un jugement non valide
(par exemple -~ A: prendre p(A)=0)
n’est pas deérivable.



Incomplétude

(AX) « logique minimale 79 .
I, F+ F . en déduction naturelle » n lmporte quOI
TN E=F TR i - 7, implique vrai
ECl =5 =R R (=1)

+ Tout jugement dérivable est valide,

faux
mais la réciproque est fausse: implique
n’importe

+ la formule de Peirce quoi

(E—C) —El— L
est valide, mais pas dérivable en logique intuitionniste

(... minimale, mais ¢a n’est pas tres important)

+ normalement, Stéphane devrait vous parler de

la sémantique de Kripke — qui, elle, est complete.
Saul Aaron Kripke

https://cdn.britannica.com/s:250x250,c:crop/37/99637-050-F356C11F/Saul-Kripke. jpg




Cohérence

En résumé, on a fait une preuve de cohérence
de la logique prop. intuitionniste minimale
extraordinairement compliquée.

' Gi P
A quol ca sert? iuseppe Peano
Pour la cohérence de cette logique, a rien.

Mais plus tard, on fera I’arithmétique
de Peano, et ca sera une autre histoire!

Par Auteur inconnu — School of Mathematics and Statistics,
University of St Andrews, Scotland [1], Domaine public,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=2633677



Autres connecteurs logiques

(2 commencer par le faux)



| .e faux

+ J’ai donné une définition tordue de la cohérence,
au motif qu'on n’avait pas de faux

“ Rajoutons-le!



Voila ce qu’on ajoute:

« Types (formules): « Termes: * Réduction:
BG4 D= (B} (Arno = vl
| F=G uo (V) (Vu)v — Vu
du faux on ER (« faux ») AX. U
peut déduire Vy

n'importe quoi
élimination du faux

'~ u: (... et pas d’intro du faux!)
(L E) (Ax)
I'-Vu:G g S e e
e — G TI—U:F(\E) I''xFFu:G (‘I)

Fuov: G A —




Autoréducuon

+ La regle (Vu)v — Vu correspond a la simplification de

preuve:
Ty .
=i 5 By
(LE) ey — sl
Fl‘V’U,IF1:>F2 Fl_?}ZFl (J_E)
(=F) I'-Vu: Fy
I' - Vuv : Fy

“ Ce n’est pas une élimination de détour
a proprement parler: on n’en a pas besoin pour montrer
la cohérence de la logique correspondante; mais c’est
une simplification utile quand méme.



Curry-Howard de nouveau

Un programme de type L ne termine pas normalement
... pensez-y comme a un programme qui a appelé

la primitive abort () en C VALEUR RENVOYEE

. , La fonction abort() ne revient jamais.
Ou une exceptlon non Capturee . http://manpagesfr.free.fr/man/man3/abort.3.html
en Caml

Siu: 1, alors Vu est un cast vers un type arbitraire F
« de toute fagon, le résultat qu’il (ne) retourne (pas) est de type F »

La regle (Vu)v — Vu propage l'exception.


http://manpagesfr.free.fr/man/man3/abort.3.html

Normalisation forte

* Thm. Tout terme typable (dans ce nouveau systeme de
types) est fortement normalisable.

+ La démonstration est comme la derniere fois...

je vous montre juste les changements (en rouge).



Candidats de réductibilité

+ Un ensemble de AV-termes S est un candidat de

réductibilité si et seulement si:

o (CRl) S Q SN (SN = les fortement normalisables pour (3)+(V))

@ (CRZ) siueS—ualorsu’ &S (on suit les réductions en avant)

par () ou (V)

s (CR3) S1 U neutre alorsu €S (réductions en arriére)

4

u' 4 u

ou u neutre SS1 ne commence ni par A ni par V.



Candidats de réductibilité

(CR1) SC SN
(CR2)siueS—u'alorsu’ €S

(CR3) si uneutre i, e8

« Lemme A. Si S et S” sont des candidats de /| .

réductibilité, alors S = S’ aussi.
S—& =1l Y aceS eS|

(Preuve: comme la derniere fois.) — e

“ On pose RED4 = SN pour toute formule atomique A,

REDr—c = REDrF=REDyg;,
RED, = 5N

+ SN vérifie (CR1)-(CR3) (facile). Donc:

* Lemme B. Pour tout type F, REDrest un candidat.

(Preuve: par récurrence sur F.)



(CR1) SCSN

Un 1€mm€ uti1€ (CR2)siu€ S —ualors u’ € S

(CR3) si uneutre oy e S

u/l\ CS

ul u, —_—

* Lemme C. Si (pour tout v € REDy, s[x:=v] € REDg)
alors Ax.s € REDr-.g

* Preuve: comme la derniere fois, a coups de (CR3).
« Permettait de traiter de la regle (=)

* Nous avons une nouvelle regle (LE), pour laquelle nous
démontrons le...



(CR1) SCSN

Un autre 1€mm€ UIile (CR2)siu €S —u’alorsu’' €S

(CR3) si uneutre i, e8

u/l\ cS

4 u’ —_—

* Lemme D. Siu € RED,, alors pour tout type F,
Vu € REDr

+ Preuve: par récurrence sur F

# 51 F atomique ou 1, toutes les réductions de Vu se
passent dans u, donc Vu € SN=REDrF

* Dans le cas d"un type fleche...



(CR1) S €SN

Un autre lemme utle el
7als
u' 4 u’ S

¢ ... 1l reste a démontrer que Vu € REDr-g, sachant que
Vi € REDg (hyp. réc.) et u € RED,=SN

# Par définition de, REDr—g, il suffit de démontrer que
pour tout v € REDr, (Vu)v est dans REDg

0:0 Il y a trO].S CaS (Vu)v (po}g a}ler plus Yite, je no’{erai
/ . . un réduit en une.etape que ccznq
de réduction pgssibles: / / \ el
J J
Dans REDg, par hypothese Vu  (Vu')o (Vu)o
(facile!) |
Dans REDg, pourquoi?

(il semble que ce soit aussi difficile
a montrer que (Vu)v € REDg, non?)



(CR1) SC SN

Un autr€ 1€mm€ Utlle (CR2) si u €5 —u’alors u’ €S

(CR3) si uneutre oy e S

ll/l\ cS

* ...1l reste a démontrer que V» =~ 77 _.* Jque

* .
—_ e —> Xlechogr'
- <ur (1, v) ordonne pat
écurrence CR1))

%irsrdeux sont dans SN, pat ( ontrer que
. £, (Vu)v est dans REDg

“ Il y a trois cas (Vi)
de réduction possibles: / / \
Dans REDg, par hypothese Vu  (Vu')o (Vu)o’
(facile!)

Dans REDg, par hypothese de
récurrence



Normalisation forte

+ Def: 8 € REDr ssi pour tout x:F dans I', 8(x) € REDr

+ Thm.siI +~ u: G dérivable alors

pour toute O € REDr, u6 € REDg.

“ Preuve: par récurrence sur la dérivation de I' + u : G, comme

la derniere fois; on utilise la déf. de REDr_.¢ dans le cas de
(=E), le Lemme C pour (=1)

+ Nouveau cas: regle (LE) e
par hyp. réc., u6 € RED, Vg C (L E)
donc (Vu)0 € REDg par le Lemme D. &

Lemme D. Si u € RED,, alors pour tout type G,
Vu € REDg

T — R




Conséquences

* Eh bien, comme pour le A-calcul sans le faux:

“ La prouvabilité est décidable
(toujours PSPACE-complete)

« et la logique est cohérente
(et maintenant on peut vraiment montrer que L n’est

pas dérivable, voir le corollaire 3 du poly types.pdf).



Autres connecteurs logiques:
le « non »



lln’yarien afaire!

“ En intuitionniste comme en classique,

on peut définir —F (« non F »)
comme F = 1

» (Faites I'expérience, comparez la table de vérité des deux

en logique classique
—avec juste vrai et faux comme valeurs de vérité)



Autres connecteurs logiques:
le «et»



Voila ce qu’on ajoute:

+ Types (formules): ¢ Termes:

G —A Tl

L E=
| FAG (« FetG»)

+ Réductions:

(B A —0
(7t1) 711 <U,0> —= U
(712) 7102 <U, 0> — v

UT
Ax.U

<u,v> (couples)

1 u  (premiere projection)
T2 u (deuxieme projection)

la 1ere projection d’un couple <u,v>

se réduit en u

(non, ce n’est pas une égalité,

syntaxiquement!)



lypage

(Ax)
Eiv bl

e e 0 F EoxElba: 6

I'uv:G A =G
F—u:EAG I'tu:EFAG e B e i

(A E1) (A E2) (AT)
I'-mu:F I['Fmou:G I'<uv>:FAG

mais je vous rassure: on peut démontrer
que F A G implique G A F
(et réciproquement):
exercice, trouvez le terme de preuve!

oui, il y a deux regles d’élimination!
c’est de la syntaxe, le A ne commute pas en
syntaxe (= juste du texte!)



Brouwer-Heyting-Kolmogorov

: Rappel de la derniere fois c’est le type produit F + G de Caml
Une preuve de F=G est u

entrée des preuves de Fe LCLUULLIT UED PLITUVED Uc U

“ Ici, une preuve de F A G est un couple formé:
— d’'une preuve de F
— et d'une preuve de G

* Mais attention! C’est une intuition sémantique...

en syntaxe, onax: FAG F x: F A G dérivable
et pourtant x n’est pas de la forme <u,v>!



Candidats de réductibilité

“ L'intuition sémantique mene a la définition:
RED: e — v L7 u E REDcet 70 2. RED e}

“ On définit les termes neutres comme ceux qui ne sont ni
de la forme Ax.u ni de la forme <u,v>

(ni de la forme Vu si on ajoute aussi le faux)

+ Normalisation forte: comme avant.



Autres connecteurs logiques:
le « ou »



Voila ce qu’on ajoute:

+ Types (formules): ¢ Termes:

G —A el
| F= G x1 est liée; sa portée est v;
HE Ve (« B ») similairement pour x; et v2

| cas@uf (pattern matching)

/ l1 X1P» 01

Comparez: | 220 02
» Réductions: les regles (11) et (12) U (premiere injection)
ne se déclenchent @« (deuxieme injection)

([‘))) (Ax‘u)v —MHLX, que Sl case est suivi
(1) case(uyu of i x, deuouden ;) 5 p[x1:=u
(12) case@4 of ixir vl 1yx2w V) — Vo|x2:=U




Nota bene

case u of est la notation Standard ML
[1 X1 P 01
| Lo XD 0>
i e e
g e it 1
Dans le poly, j’ai écrit case u < >
L1X9 > U9 7

(parce que sinon, j’avais des débordements infernaux dans les marges...
mais c'est trop difficile a reproduire dans ces transparents)

En Caml, on écrirait match u with
s e b e Ok |

[» X2 P 0>



lypage

oui, il y a deux regles d'introduction (Ax)

Eiv bl

logiquement, ceci est une regle d’analyse de cas: (=1)
pour démontrer H sachant que Fv G est vrai,  Y.U . F=G
on démontre H sous I'hypothese F, B G
. , \ 7B
et on démontre H sous I'hypothese G - (vIy) (V)

: I'-vu:FvG

I'Fu:FvG Do I, x0:G+v:H

(VE)

I'caseuofiuixirol bxo»ov: H



Brouwer-Heyting-Kolmogorov

“ Rappel de la derniere foiten Caml, on écrirait
type FVG = iotal of F

| iota2 of G
entrée des preuvesde F« ._.__...._ _.__ _._.uvesde G

Une preuve de F=G est 1 ui prend en

« Ici, une preuve de F vV G est un couple (tag, m):
— ou tag = « gauche » et 7t est une preuve de F
— ou bien tag=« droite » et 1t est une preuve de G

* Encore une fois c’est une intuition sémantique...

fausse en syntaxe.



Normalisation forte

“ Normalisation forte: mais c’est plus compliqué
qu’avant, et je ne le ferai pas

“ (pas plus que dans le poly...)



La logique propositionnelle intuitionniste

“ On peut tout mettre ensemble...
la logique propositionnelle

intuitionniste est: el
(LE) (Ax)
I'-Vu:G I.xF-x:F
* coherente [ruiF=G TroFge  LxFruiG oo
I'~uv:G I'FAxu:F=G
+ de pr()uvabﬂité décidable r+-u:rFrc oy [ -4 FAGuey [ruiF [F:Goy
(tOllellI'S PSPACE-Compléte) I'-mu:F I'mou:G I'-<uv>:FAG
I'-u:F I'~u:G

(VL) (VI2)
I'-uu:FvG I'-ou:FVvG
(B) (Ax.u)o — u[x:=0v]

(V) (Vu)o — Vu e Eve e I el oo 1
(1t1) 711 <u,0> — u

(VE)
I'-caseuofiyxi»roil bxy,p v H

(712) T2 <U,0> —=> 0 L —— e ———————
(11) casenuof 1 x1P o1l 12 X2 v — vi[x1:=U]

(1n) case puof ux1P V1l X2 V) — Vo[x2:=U]

R — ———————————



La logique classique



Logique classique

* La logique définie par une sémantique avec juste 2
valeurs de vérité (faux, vrai)...

* a causé quelques soucis aux théoriciens de la preuve et
aux lambda-calculistes...

“ mais j'en parlerai la prochaine fois,
on en a fait suffisamment
pour aujourd’hui, non?



