
Résolution śemantique

Correction.

On se ŕeférera parfois au poly ; il s’agira toujours des versions au moins égales̀a 4 du cours.
La résolutionsémantiqueest un raffinement de la résolution paraḿetŕee par la donńee d’une

interpŕetation de HerbrandH0.
On suppose qu’on a un algorithmeA+ qui semi-d́ecide la validit́e d’une clause donnée en

entŕee dansH0. Autrement dit : pour toute clauseC, A+(C) termine, retourne un booléen, et si
ce booĺeen est “vrai”, alorsH0 |= C. En revanche, siA+(C) retourne “faux”, alors on ne sait
pas siH0 |= C ouH0 6|= C. Par contraposition, siH0 6|= C, alorsA+(C) doit retourner “faux”.

De façon syḿetrique, on suppose qu’on a un algorithmeA
− tel que siA−(C) retourne “vrai”,

c’est queH0 rend fausse toute instance close deC. En d’autres termes, s’il existe une instance
closeCθ telle queH0 |= Cθ, alorsA−(C) doit retourner “faux”.

La règle derésolution śemantiqueest :

C1 ∨ ±A1 ∨ . . . ∨ ±An C ′ ∨ ∓A′

1

C1σ ∨ C ′σ

où± désigne un signe,+ ou−, et∓ désigne le signe opposé, et òu les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) n ≥ 1 ;

(ii) σ = mgu {Aj
.
= A′

1|1 ≤ j ≤ n} ;

(iii) A+(C1∨±A1∨ . . .∨±An) retourne “faux”, etA1, . . . , An sont maximaux dansC1∨±A1∨
. . . ∨ ±An ;

(iv) A−(C ′ ∨ ∓A′

1) retourne “faux”.

La maximalit́e est, comme d’habitude, comprise par rapportà un ordre strict≻ stable.

1. Nous allons suivre l’argument de la démonstration du th́eor̀eme 8 du poly, et montrer
que la ŕesolution śemantique est complète. Construisons l’interprétationI comme suit (je
reprends les notations de la-dite démonstration).
Appelons clausegéńeratrice CN , et par extensionCNθN , toute clause telle queH0 6|=
CNθN . On peutécrireCNθN de façon unique sous la forme±NHN ∨ VN ∨ FN , où VN

est la disjonction des littéraux (autres que±NHN ) deCNθN vrais dansH0, etFN est celle
de ceux (autres que±NHN ) qui sont faux dansH0. Observer queCN est ǵeńeratrice si et
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seulement siH0 6|= ±NHN etVN est la disjonction vide, i.e.,CNθN = ±NHN ∨ FN avec
H0 6|= ±NHN .
On construit alors une interprétationpartielleIk, c’est-̀a-dire un ensemble de littéraux clos
ne contenant pas̀a la fois+A et−A pour aucun atome closA, par ŕecurrence surk : I0

est la fonction de domaine vide, et siIk est d́ejà construite, on considère toutes les clauses
géńeratricesCN telles que±NHN = ±A0

k+1
, où le signe± est− si H0 |= A0

k+1
, + sinon ;

s’il existe une telle clause géńeratrice telle queIk 6|= FN , posonsIk+1 = Ik ∪ {±A0
k+1

} ;
sinon,Ik+1 = Ik ∪ {∓A0

k+1
}, où∓ est le signe opposé de±. Finalement,I = In.

Démontrer :

(I .1) Pour toute clause géńeratriceCN telle queI 6|= FN , alorsI |= ±NHN .

(I .2) Si I |= ±H etH0 6|= ±H, alors il existe une clause géńeratriceCN telle que±N =
± etHN = H. De plus,I 6|= FN .

(I .1) SupposonsI 6|= FN . EcrivonsCNθN = ±NHN∨FN , et posonsk l’unique entier
tel queHN = A0

k+1
. CommeFN ne contient que des atomes d’indices≤ k, et queI

restreint aux atomes d’indices≤ k est justeIk, on aIk 6|= FN . Par construction,Ik+1

est ńecessairement́egalà Ik ∪ {±NHN}, doncI |= ±NHN , puisqueIk+1 estégalà
I restreint aux atomes d’indices≤ k + 1 (donc coincide avecI surHN = A0

k+1
).

(I .2) SupposonsI |= ±H etH0 6|= ±H. EcrivonsH = A0
k+1

, alorsIk+1 |= ±A0
k+1

.
Par construction deIk+1, il existe une clause géńeratriceCN avecCNθN = ±NHN ∨
FN , HN = A0

k+1
= H, et de plus±N est− si H0 |= A0

k+1
, + sinon. On a alors deux

cas :
– Cas 1,Ik 6|= FN . On en d́eduit imḿediatementI 6|= FN , c’est-̀a-dire la deuxìeme

partie de(I .2). De plus, par constructionIk+1 |= ±NHN , doncI |= ±NHN , c’est-
à-dire I |= ±NH ; les signes±N et± coincident donc, puisqueI |= ±H, ce qui
finit de prouver la premìere partie de(I .1).

– Cas 2,Ik |= FN . AlorsIk+1 6|= ±NHN par construction deIk+1, doncI 6|= ±NHN ,
donc±N est le signe opposé à ±. En particulier∓H = ±NHN . Or H0 6|= ±H

par hypoth̀ese, doncH0 |= ∓H, c’est-̀a-direH0 |= ±NHN . Mais ceci contredit le
fait queCN est ǵeńeratrice, donc le cas 2 n’arrive jamais.

2. Prémisse principale.Soit NI le nœud d’́echec correspondantà I. Montrer que l’on peut
écrireCNI

sous la formeC ′ ∨ ∓A′

1, de sorte que(iv) soit vrai.

CommeCNI
θNI

est fausse enNI , par (I.1) CNI
n’est pas ǵeńeratrice, donc par

définitionH0 |= CNI
θNI

, doncA−(CNI
) retourne faux. De plus, commeCNI

θNI
=

±NI
HNI

∨ VNI
∨ FNI

, où VNI
contient au moins un littéral vrai dansH0. Soit∓A′

1

un littéral deCNI
tel que∓A′

1θNI
soit vrai dansH0. On peut donćecrire CNI

sous
une forme telle que (iv) soit vrai.

3. Prémisse auxiliaire.Montrer qu’il existe alors ńecessairement une clause géńeratriceCN

telle que±N = ± et HN = A′

1θNI
. En d́eduire queCN s’écrit sous la formeC1 ∨ ±A1 ∨

. . . ∨ ±An, de sorte que les conditions(i), (ii) , et (iii) soient v́erifiées ;

2



CommeCNI
θNI

est fausse enNI , ∓A′

1θNI
est faux dansI. Donc le litt́eral oppośe

±A′

1θNI
est à la fois vrai dansI et faux dansH0. Par (I.2), il existe une clause

géńeratrice CN telle que±N = ± et HN = A′

1θNI
. CommeCN est ǵeńeratrice,

H0 6|= CNθN , doncH0 6|= CN , doncA+(CN) retourne “faux”. ÉcrivonsCN sous la
formeC1∨±A1∨. . .∨±An, où les±Ai sont les litt́eraux deCN dont les instances par
θN sontégalesà ±HN = ±A′

1θNI
. Clairement ils sont maximaux, ce qui démontre

(iii).
Ensuite, en supposant sans perte de géńeralité queC1 ∨ ±A1 ∨ . . . ∨ ±An et CNI

n’ont aucune variable libre en commun,θNI
∪ θN unifieA′

1 avecA1, . . . ,An. Il existe
donc un unificateurσ vérifiant (ii). La propriét́e (i) est claire.

4. Montrer que si(T,C•, θ•) est un arbre d́ecoŕe pour un ensemble insatisfiable de clauses
S, si C1σ ∨ C ′σ est une clause obtenue par résolution śemantique selon les lignes des
questions pŕećedentes, et si(T ′, C ′

•
, θ′

•
) est un arbre d́ecoŕe pourS ∪ {C1σ ∨ C ′σ}, alors

µ(T,C•, θ•) (>, (>mul)mul)lex µ(T ′, C ′

•
, θ′

•
). Autrement dit, l’arbre d́ecoŕe d́ecrôıt dans la

mesureµ donńee dans le cours.
On rappelle queµ(T,C•, θ•) = (|T |, µ−(T,C•, θ•)), où la taille |T | est le nombre de
nœuds dans l’arbreT , µ−(T,C•, θ•) est le multi-ensemble desµ1(CN , θN ), N parcourant
les nœuds d’échec deT , et µ1(CN , θN ) est le multi-ensemble contenant autant de fois
l’entier i qu’il y a de littéraux±A′ deCN tels queA′θN = A0

i .

Exactement comme dans le cours, démonstration du th́eor̀eme 8, fin.

5. En d́eduire que la ŕesolution śemantique est complète.

Partant d’un ensemble insatisfiableS de clauses, le processus des questions
préćedentes termine. Lorsque ceci termine, c’est qu’on a obtenuun arbre d́ecoŕe dont
la racine est un nœud d’échec, c’est-̀a-dire un ensemble de clauses contenant�. Il
existe donc une d́erivation finie de la clause vide depuisS par résolution śemantique.

6. Montrer que la ŕesolution śemantique et la résolution ordonńee avec śelection ont un cas
particulier en commun : pour la résolution śemantique, prendreH0 l’interprétation de Her-
brand vide (qui rend tous les atomes faux ; définir les algorithmesA+ et A

− explicite-
ment ici) ; pour la ŕesolution ordonńee avec śelection, d́efinir explicitement la fonction de
sélection correspondante.

Si H0 est l’interpŕetation de Herbrand vide,H0 |= C si et seulement siH0 est une
clause non positive, c’est-à-dire si et seulement siH0 contient au moins un littéral
négatif. De façońequivalente,H0 6|= C si et seulement siC est une clause positive.
On d́efinit doncA+(C) comme retournant “faux” siC est une clause positive, “vrai”
sinon. D́efinissons d’autre partA−(C) comme retournant toujours “faux”.
On obtient ainsi la r̀egle

C1 ∨ +A1 ∨ . . . ∨ +An C ′ ∨ −A′

1

C1σ ∨ C ′σ

où les conditions suivantes sont vérifiées :
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(i) n ≥ 1 ;

(ii) σ = mgu {Aj
.
= A′

1|1 ≤ j ≤ n} ;

(iii) C1∨+A1∨ . . .∨+An est une clause positive etA1, . . . , An sont maximaux dans
C1 ∨ +A1 ∨ . . . ∨ +An.

Ceci est exactement la règle de ŕesolution ordonńee avec śelection, òu sel (C ′) ren-
voie un singleton siC ′ n’est pas une clause positive, et∅ sinon.

7. SoitS = S0 ∪ S1 un ensemble de clauses du premier ordre tel que l’on sait queS0 est sa-
tisfiable (par exemple, un ensemble de clauses décrivant l’arithḿetique, ou l’analyse). En
utilisant la compĺetude de la ŕesolution śemantique avec comme interprétationH0 n’im-
porte quelle interpŕetation telle queH0 |= S0, montrer que la r̀egle de ŕesolution ordonńee :

C1 ∨ ±A1 ∨ . . . ∨ ±An C ′ ∨ ∓A′

1

C1σ ∨ C ′σ

où± désigne un signe,+ ou−, et∓ désigne le signe opposé, et òu les conditions suivantes
sont v́erifiées :

(i’) n ≥ 1 ;

(ii’) σ = mgu {Aj
.
= A′

1|1 ≤ j ≤ n} ;

(iii’) A1, . . . , An sont maximaux dansC1 ∨ ±A1 ∨ . . . ∨ ±An et C1 ∨ ±A1 ∨ . . . ∨ ±An

n’est pas dansS0 ;

lue de sortèa ce que la conclusionC1σ∨C ′σ soit ajout́eeàS1, est compl̀ete. (Intuitivement,
ceci exprime que l’on n’a pas besoin de résoudre deux clauses deS0 ensemble, ceci ne
pouvant mener̀a une contradiction ; mais ce n’est bien sûr pas un argument formel.) On
notera queS0 ne bouge pas, seulS1 reçoit de nouvelles clauses.

Soit H0 un mod̀ele quelconque deS0. Définissons l’algorithmeA+ par : A+(C)
retourne “vrai” si C ∈ S0, et “faux” sinon. (Ceci demandèa ce queS0 soit un
ensemble ŕecursif de clauses si l’on veut que ceci définisse un algorithme au sens
usuel. Ceci est en géńeral de toute façon appliqúe sur des ensembles finis de clauses.)
ClairementA+ vérifie les contraintes imposées surA+. Quant à A−, il retourne
toujours “faux”. Les contraintes surA− sont v́erifiées de façon triviale.

8. La ŕesolution śemantique est-elle toujours complète lorsqu’onélimine les tautologies au
cours de la recherche de preuve ?

Oui, comme dans le cours, aucun nœud d’échec ne peut̂etreétiquet́e par une tauto-
logie.

9. La ŕesolution śemantique est-elle toujours complète lorsqu’on élimine les clauses
linéairement subsuḿees au cours de la recherche de preuve ?

Oui, par exactement le m̂eme argument que dans le cours, puisque la mesure utilisée
des arbres d́ecoŕes est la m̂eme.
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