Résolution #mantique

Correction.

On se eférera parfois au poly ; il s’agira toujours des versions ainsegalesa 4 du cours.

La résolutionsemantiqueest un raffinement de l&solution parametree par la donee d’'une
interpietation de Herbrang(,.

On suppose qu’on a un algorithrE"™ qui semi-ccide la validié d’'une clause dor@e en
entiée dansk,. Autrement dit : pour toute clause, A*(C') termine, retourne un boeén, et si
ce booéen est “vrai”, alorsH, = C. En revanche, sii*(C) retourne “faux”, alors on ne sait
pas siH, = C ouH, = C. Par contraposition, $i(, (= C, alorsA™(C) doit retourner “faux”.

De fagon syrétrique, on suppose qu’on a un algorith#e tel que siA~(C') retourne “vrai”,
c’est queH, rend fausse toute instance close(deEn d’autres termes, s'il existe une instance
closeC¥d telle queXH, = C6, alorsA~(C') doit retourner “faux”.

La regle derésolution #mantiqueest :

CiVEA, vV...VEA4, C'VFA
010'\/0,0'

ou =+ désigne un signe}- ou —, et désigne le signe oppéset ai les conditions suivantes sont
vérifiees :
) n>1;
(i) o =mgu {4; = Aj|1 <j <n};
(i) AT(C1VEA V... VLA,) retourne “faux”, etd,, ..., A, sont maximaux dans; vV +A; v
..V A,
(iv) A= (C"Vv FA)) retourne “faux”.
La maximaligé est, comme d’habitude, comprise par rapparh ordre strict- stable.
1. Nous allons suivre I'argument de l&monstration du #oeme 8 du poly, et montrer

gue la esolution #mantique est comgle. Construisons l'interptation/ comme suit (je
reprends les notations de la-diterdonstration).

Appelons clausegérératrice C'y, et par extensio'y0y, toute clause telle quél, =
Cn0y. On peutécrire Cy0y de facon unique sous la formey Hy vV Vy V Fy, oU Vy
est la disjonction des ligraux (autres que y H y) deC'y 6y vrais dansH,, etFy est celle
de ceux (autres que y Hy) qui sont faux dan8{,. Observer qué€'y est gerératrice si et
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seulement sH, [~ £y Hy etVy est la disjonction vide, i.e(/x0y = £y Hy V Fy avec
Ho £ £vHy.

On construit alors une interptationpartielle 7, c’esta-dire un ensemble de Etaux clos
ne contenant pa& la fois+A et —A pour aucun atome clod, par €currence suk : I
est la fonction de domaine vide, etlgiest cja construite, on consiule toutes les clauses
gérératricesC)y telles quetyHy = £A},,, ou le signet est— siH, = A}, ,, + sinon;
s'il existe une telle clauseégératrice telle qudy, ~ Fy, posonsly; = I, U {iA2+1};
sinon,fj1 = I; U{FA)_,}, ol F est le signe oppésde+. Finalement] = I,.
Démontrer :

(/.1) Pour toute clauseageératriceC'y telle quel [~ Fy, alors] = £y Hy.

(I.2) Sil = +H etH, = £H, alors il existe une clauseegératriceCy telle quety =
+etHy = H.Deplus,] £~ Fy.

(1.1) Supposons (= Fy. EcrivonsCnb0y = £y Hy VT, et posong I'unique entier

tel queHy = Aj),,. CommeFy ne contient que des atomes d'indicesk, et que/

restreint aux atomes d’indices k est justel;, on aly [~ Fy. Par construction/y,
est recessairemeréigala I, U {+yHy}, doncl = +y Hy, puisquel,; estégala

I restreint aux atomes d'indices k + 1 (donc coincide aveé sur Hy = A}, ;).

(1.2) Supposons$ (= +H etH, [~ +H. EcrivonsH = A}, alors I = +A)_,.

Par construction dd,. 1, il existe une clauseéyératriceCy avecCyly = tnvHyV

Fn, Hy = A)_ | = H, etde plusty est— siH, = A}, ,, + sinon. On a alors deux

cas:

— Cas 1,1, [~ Fy. On en @duit imnédiatement’ [~ Fy, c’esta-dire la deuxéme
partie de(7.2). De plus, par constructiofy, ., = +xHy, doncl = +yHy, c'est-
a-dire I = +xyH ; les signesty et + coincident donc, puisqué = +H, ce qui
finit de prouver la prengre partie dg(/.1).

— Cas 2, | Fy.Alorsi,, = £y Hy par construction dé€, 1, doncl = +xHy,
donc+y est le signe opp@&a +. En particulier+H = £y Hy. Or Hy = £H
par hypotlese, doné{, = FH, c'esta-dire H, = 4+ Hy. Mais ceci contredit le
fait queC\y est gerératrice, donc le cas 2 n’arrive jamais.

2. Prémisse principaleSoit N; le nceud dechec correspondaat/. Montrer que I'on peut
écrireCy, sous la forme”” v A/, de sorte quéiv) soit vrai.

CommeCly, 0y, est fausse eV, par (I.1) Cn, n'est pas @nreratrice, donc par
définition H, = Cy,0n,, doncA~ (Cy,) retourne faux. De plus, comntéy, 6y, =
+n,Hy, V VN, V TFn,, 0UVy, contient au moins un liéral vrai dansi,. SoitFA)
un litteral deCl, tel quexA’fdy, soit vrai danskH,. On peut don&crire C'y, sous
une forme telle que (iv) soit vrai.

3. Prémisse auxiliaireMontrer qu’il existe alors @cessairement une clausengratriceC'y
telle quety = + et Hy = A 0y,. En céduire que’y s'écrit sous la forme&’; v +A4; v
...V A, de sorte que les conditioi$, (ii), et(iii) soient \erifiees;



CommeCl, 0y, est fausse etV;, FA 6y, est faux dand. Donc le literal oppog
+A 0y, esta la fois vrai dans! et faux dansK,. Par (/.2), il existe une clause
gérératrice C'y telle quety = + et Hy = A}fy,. CommeCy est grératrice,
Ho ¥~ CnOy, doncH, = Cy, doncA™(Cy) retourne “faux”. EcrivonsCly sous la
formeC;V+A;V...V+A,, oulestA; sontles literaux deC'y dontles instances par
Oy sontégalesa £Hy = +A’0y,. Clairement ils sont maximaux, ce qumontre
(iii).

Ensuite, en supposant sans perte éeggalite queC; v £A; V...V £A4, etCly,
n’ont aucune variable libre en commuy, U6y unifie A} avecA,, ..., A,. Il existe
donc un unificateus verifiant (ii). La propriét (i) est claire.

4. Montrer que s(7, C,, 6.) est un arbre &o® pour un ensemble insatisfiable de clauses
S, si Cio vV C'o est une clause obtenue p&solution émantique selon les lignes des
questions pFcadentes, et i7", C., 0,) est un arbre &o€ pourS U {Cyo V C'c}, alors
(T, Co,8a) (>, (Zmut) )iz (T7, CL, 0,). Autrement dit, I'arbre @cog decrdt dans la
mesureu, donree dans le cours.

On rappelle quew(T',C,,0,) = (|T|,n (T, C,,0,)), 0u la taille |T| est le nombre de
noeuds dans l'arbr€, p~ (T, C,, 0,) est le multi-ensemble des (Cy,0y), N parcourant
les nceuds @&chec deT’, et 1, (Cy,0y) est le multi-ensemble contenant autant de fois
I'entier i qu'il y a de litteraux+=A4’ deCly tels queA’dy = AY.

Exactement comme dans le cour@spubnstration du thoreme 8, fin.
5. En ceduire que la&solution #mantique est comgie.

Partant d’'un ensemble insatisfiablé de clauses, le processus des questions
précdentes termine. Lorsque ceci termine, c’est qu’on a ohiararbre cecoré dont

la racine est un noeud &chec, c’esk-dire un ensemble de clauses conteriantl
existe donc uneétivation finie de la clause vide depuigar résolution #€mantique.

6. Montrer que la@&solution #mantique et lagsolution ordonée avec 8lection ont un cas
particulier en commun : pour l&solution #mantique, prendr&, I'interprétation de Her-
brand vide (qui rend tous les atomes faufidir les algorithmesA™ et A~ explicite-
ment ici) ; pour la esolution ordon@e avec 8lection, @&finir explicitement la fonction de
selection correspondante.

SiH, est l'interprétation de Herbrand videél{, = C si et seulement $k, est une
clause non positive, c’est-dire si et seulement §i(, contient au moins un liéral
négatif. De fagorequivalenteH, ~ C si et seulement i’ est une clause positive.
On c&finit doncA ™ (C') comme retournant “faux” sC' est une clause positive, “vrai”
sinon. Definissons d’autre pattl— (C') comme retournant toujours “faux”.

On obtient ainsi la égle
CiV+AV...V+A, C'V-A]
Ciov (o
ou les conditions suivantes sor@nfiées :
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) n>1;

(i) o =mgu{4; = A}l <j<n};

(i) C;v+A;V...V+A, estune clause positive dt, ..., A, sont maximaux dans
CiV+A V...V+A,.

Ceci est exactement |&gle de solution ordonée avec 8lection, @i sel (C”) ren-

voie un singleton i’ n’est pas une clause positive,(esinon.

7. SoitS = Sy U .S; un ensemble de clauses du premier ordre tel que I'on saibgjest sa-
tisfiable (par exemple, un ensemble de claugesidant I'arithnétique, ou I'analyse). En
utilisant la compktude de la&solution €mantique avec comme integpationH, n'im-
porte quelle intergtation telle qué{, |= Sy, montrer que laggle de esolution ordonee :

CiV+A,vV...V£A4, C'VFA
CioVv Co
ou + désigne un signe} ou —, etF désigne le signe oppéset ai les conditions suivantes
sont \erifiées :
i) n>1;
(i) o =mgu{A; = A1 <j<n},;
@iy Aq,..., A, sontmaximaux dan§; Vv +A;Vv...V+A,etC;vV+A V...V£A,
n'est pas dansj ;

lue de sort& ce que la conclusiafi;o vV C’o soit ajougea S, est compte. (Intuitivement,
ceci exprime que I'on n’a pas besoin desoudre deux clauses &g ensemble, ceci ne
pouvant menea une contradiction ; mais ce n’est bidir pas un argument formel.) On
notera que5, ne bouge pas, sedl recoit de nouvelles clauses.

Soit H, un moetle quelconque dé&,. Définissons l'algorithmeA™ par : A1 (C)
retourne “vrai” si C' € S, et “faux” sinon. (Ceci demanda ce queS; soit un
ensemble &cursif de clauses si I'on veut que ceéfiisse un algorithme au sens
usuel. Ceci est enggéral de toute facon appligusur des ensembles finis de clauses.)
ClairementA* vérifie les contraintes impées surA*. Quanta A, il retourne
toujours “faux”. Les contraintes sud~ sont \erifiees de fagon triviale.

8. La resolution #mantique est-elle toujours corgfe lorsqu’orélimine les tautologies au
cours de la recherche de preuve ?

Oui, comme dans le cours, aucun nceugctiec ne peltre étiqueé par une tauto-
logie.
9. La résolution &mantique est-elle toujours corep@ lorsqu’on élimine les clauses
linéairement subsuees au cours de la recherche de preuve ?

Oui, par exactement le @me argument que dans le cours, puisque la mesureadtilis
des arbres dcofés est la rame.



