Devoir de logique: calcul propositionnel

February 18, 2014

Soit P, = {a;j| 1 < i <n+1,1 < j < n} un ensembe de variables proposition-
nelles paramétré par n € Nyn > 1. On note I'y = {VJ_ja; | 1 < i < n+1} et
An:{ail,j/\ah,j ‘ 1<7<n, 1<y <i2§n+l}.

PHP,, est le séquent T';, - A,,. Montrer que c’est une tautologie.

Sous forme clausale, PHP,, est codé par I’ensemble des clauses S,, = I', UA, ol A, =
{ma;i, ; V-ai,; |1 <j<n,1<i; <ip <n+1}. Montrer que S, est insatisfaisable.
La taille d’'une formule (resp. d’un séquent) ¢ est le nombre de connecteurs logiques et
d’occurrences de variables propositionnelles de ¢.

La taille d’une preuve par résolution est le nombre d’applications de la regle de résolution
dans la preuve (on ne compte pas les factorisations).

La taille d’'une preuve en calcul des séquents est le nombre de regles qui sont soit des
coupures, soit des regles d’introduction (on ne compte pas les contractions ou affaiblisse-
ments).

1 Il n’y a pas de petite preuve de PHP en calcul des séquents
sans coupure

Dans toute la question, on ne considere que des séquents I' B A construits sur les variables
propositionnelles et les seuls connecteurs logiques V, A.

Si o est une application d’un sous-ensemble des variables propositionnelles de P dans
{T,L}, on note I'” - A7 le séquent défini comme suit:

e P? = g(P) si P est dans le domaine de o

e (VYY) =Tsig?=Toup? =T. (pV )7 = ¢ sip? =L, (¢p V)7 =7 si ¢7 =L.
Dans les autres cas, (¢ V)7 = ¢7 V7

e (PN =7 sip? =T, (pAY)T =97 si¢? =T, (¢ A1) =L si ¢? =1 ou 97 =1.
Dans les autres cas, (¢ A1) = ¢7 A°.

o (D1, 0p)7 F (h1,...,1g)7 est le séquent {¢f | o7 # T} {¢7 | 7 #L} si, pour rout
J, Yjo # T et, pour tout ¢, ¢ #L. Sinon c’est le séquent L+ T.

Si 7 est une application d’un ensemble P de variables propositonnelles dans un ensemble
Q de variables propositionnelles, 7w est étendue aux formules de maniére compatible avec les



connecteurs logiques (7(¢ V ¢) = w(¢) V 7(¢)) par exemple) et par l'identité sur les variables
propositionnelles qui ne sont pas dans P.

On dit que PHP,, se plonge dans I' = A, s’il existe un sous ensemble ¢ des variables propo-
sitionnelles de I' F A et une injection 7 de P,, dans ’ensemble des variables propositionnelles
de I' - A telle que I' = A7 = n(T',, F A,,).

1. Montrer que, si 7 est une preuve de I' - A dans le calcul des séquents sans coupure,
alors, pour tout o, il existe une preuve de I'° = A de taille inférieure ou égale & celle
de 7 dans le calcul des séquents sans coupure.

2. Soit I' H A un séquent tel que toutes les formules de I' sont construites a ’aide des vari-
ables propositionnelles et du seul connecteur logique V et toutes les formules de A sont
construites a ’aide des variables propositionnelles et du seul connecteur logique A, Sup-
posons que I' = A s’obtient, soit par introduction du V a gauche, soit par introduction
du A & droite, & partir des séquents I = A’ et T” = A”.

Montrer que, si PHP, 1 se plonge dans I' = A, alors

e ou bien I';, - A, se plonge dans IV = A’ et T',, = A,, se plonge dans I' = A
e ou bien I';,11 F A, 41 se plonge dans I'un des séquents TV = A/, T = A",

3. Montrer que toute preuve de I';, - A,, dans le calcul des séquents sans coupure est de
taille au moins 2™ — 1.

2 Simulation du calcul des séquents sans coupure par la résolution

Si ¢ est une formule du calcul propositionnel (qu’on voit ici comme un arbre étiqueté par
les connecteurs logiques), on associe & ¢ une variable propositionnelle Ay, par sous-formule
¢ PU{T,L}. Par convention, Ap = P si P € P. On note ¢(¢) ’ensemble des formules:

o c(p)=0sipePU{T, L}
e C —|(25 = {—\Aﬁd,\/_'Agi),Aqﬁ\/Aﬂqﬁ}Uc((b)

(

(
o c(PV ) ={-Agvy V AgV Ay, =Ag V Agvy, Ay V Agyy } U () U c(y)
o c(dNAY) = {Agny V Ay V Ay, 2 Agny V Ag, mAgny V Ay} U c(¢) Uc(¥)
(

o c(p— ) = {—|A¢_>¢ V —|A¢ V A¢,A¢_>¢ V —|A¢,A¢ \% A¢_>¢} Ue(p) Ue(y)

1. Montrer que, si £ est un ensemble de clauses satisfaisable et m est une preuve par
résolution de £, L 1 ot L est un littéral, alors il existe une preuve par résolution 7’
de £ F L, de taille inférieure ou égale a celle de .

2. Montrer qu’il existe un polynéme P telle que, si m est une preuve de I' - A dans
le calcul des séquents sans coupure, alors il existe une preuve 7’ par résolution de
{c(@) |6 e TUAYU{Ay [ ¢ e THU{-Ay | ¥ € A} L telle que la taille de 7" est
bornée par P(|x|).



3 Il n’y a pas de preuve courte de PHP par résolution

On fixe une preuve d’insatisfaisabilité de .S,, par résolution et factorisation binaire. On note
D,, 'ensemble des clauses dérivées par cette preuve (les clauses étiquetant les noeuds de la
preuve). On suppose de plus que D,, est de cardinal minimal.

1. On note V(C') 'ensemble des variables propositionnelles apparaissant dans C' et a; ; la

clause a1 ;V---Vaj—1;Vaiy1,;V---Vanyrj. SiC est une clause, C' est la clause obtenue

en remplacant tous les littéraux négatifs =P par P dans C.

On note Z~ l’ensemble des interprétations « telles qu’il existe exactement un indice ¢
tel que:

pour tout k # 4, il existe un unique indice jj, tel que ay;, € a

aijl,...,a@n §é (6%

Pour toute clause C' on note enfin

w(C) = min{|W||W CT,,YVa € T™,a = W entraine a |= C'}

Montrer que, si « € Z7, alors a |= C ssi a = C.
Calculer w(C) pour C €T, C € Ay et C =1.

Montrer que, si C' s’obtient a partir de C7, Cy par une étape de résolution binaire,
alors w(C) < w(Cy) + w(Cy).

En déduire qu’il existe Cy € D,, telle que ”T‘H <w(Cp) <2 x "T‘H

Montrer que, pour toute clause C, [V/(C)| > w(C) x (n + 1 —w(C)) .

En déduire le lemme de Haken: D, contient une clause Cp telle que \V(é\oﬂ >

(n+1)2
2 x

2. Soit L, = {C|C € D, |V(C)| > @}'

[Ln|

Montrer qu’il existe une variable a;; qui apparait dans au moins ‘g clauses de
L,.
Montrer qu’il existe une preuve d’insatisfaisabilité de S;,_1 par résolution binaire
telle que |Ly—1| < %\Lnl.
e . e s ntl
En utilisant la question 1f (et I'inégalité (£)6 > 2) montrer que |L,| > 2721 .
Et donc que toute preuve d’insatisfaisabilité de 5, par résolution et factorisation
n+1
binaire contient au moins 221 noeuds distincts...

4 1l existe une preuve courte de PHP dans le calcul des séquents
avec coupure

C’est 'objet d’un autre DM...



Solution

Il n’y a pas de petite preuve de PHP en calcul des séquents sans coupure

1. On montre ce résultat par récurrence sur la taille de m:

e Si 7 est réduite & un axiome, alors Le T'ou T € A, ou 'N A # (). Dans les deux
premiers cas, la situation est inchangée pour I'?, A,

Dans le dernier cas, si P € I' N A, ou bien P n’est pas dans le domaine de o et
dans ce cas P? € ' N A?. ou bien o(P) = T et dans ce cas T = A7, ou bien
o(P) =1 et dans ce cas I'” =_1.

Dans tous les cas ' = A% s’obtient grace a un axiome.

e Si 7 n’est pas réduit a une feuille, 4 cas se présentent suivant la derniere regle
d’inférence appliquée:

— introduction du V a gauche

T 9
oA T,k A
T,V A

Par hypothese de récurrence, il existe des preuves 7{ et 7§ de (I', )7 = A7 et
(I',4)? F A7 respectivement, telles que |7{| < |m1| et [7]| < |mal.
Si (¢ V)7 = ¢? V7, alors il suffit de choisir pour 77 la preuve obtenue en
appliquant une introduction gauche de V aux deux séquents (I', ¢)? F A7 et
(I',¥)? F AY. La preuve obtenue est de taille 1 + |7]| + |7§| < ||
Si ¢7 =1 alors (¢ V)7 = ¢7 et il suffit de choisir 77 = 7§: |77| < |m2| < |7
Si ¢ =1, il suffit de choisir 77 = 7{.
Si(pV)? =T, alors ¢? =T ouyp? = T et il suffit & nouveau de choisir 7§
ou m§ pour 7.
introduction de A a gauche. -
1

LowrA

Lony A
De méme que dans le cas précédent: si ¢ = T ou ¢? = T, il suffit de choisir
77 =7{. Si ¢ =L ou y? =1, on a une preuve triviale (de taille 1). Dans les
autres cas, on peut appliquer la regle d’introduction de A a gauche a 7{ et on
obtient une preuve 77 de taille inférieure ou égale a celle de .
introduction de A a droite

T T
'EA T'FA Y
F'FAOAY

Si ¢% =T (resp. 7 = T), il suffit de choisir 77 = 7§ (resp. 77 = n{). Si
¢? =1L (resp. 7 =1), il suffit de choisir 77 = 7] (resp. 77 = 7).

Dans les autres cas, (¢ A, A)? = ¢% A7, A7 et il suffit de choisir 77 comme
la preuve obtenue a partir de 7§ et 7§ par introduction du A a droite.



— introduction de V a droite -

A ¢,¢

'EAOVY
Si¢? =1 ou ¢? =1, on choisit 77 = 7{. Si¢? =T outy? =T, on a une
preuve triviale (en une étape). Sinon, il suffit d’appliquer V-r a «{.

2. soient o et 7 tels que I' = A7 = n(Ty411 F Aptq),

e Si la derniere regle est une introduction gauche:

oFA TiypEA
Fovyt-A

— Si (¢ V)7 =T alors I'),41 se plonge dans I', ¢ = A (cas ou ¢? = T) ou dans
'y F A (cas o 07 = T). Dans les deux cas on utilise les mémes o, 7.

— Sinon, on montre que I';, = A,, se plonge dans les deux prémisses. Par symétrie,
il suffit de considérer I'; ¢ = A. Comme ¢ # T, les variables propositionnelles
de ¢ ne sont pas dans o. Soit P l'une d’elles.

Par injectivité de , il existe au plus une variable a;, j, € Py, telle que m(a;, j,) =
0Sii<ig

P. On définit 7" par 7'(ai;) = T(aiyes)j10)) on €(i) = { 1 Sinon

~_ ] 0Sij<3o
0G) = { 1 Sinon
n+1

{V (aij) | 1<i<n+2}

On considere ¢’ définie par:

* 81 @ est dans le domaine de o, alors ¢/(Q) = o(Q)

x o(P)=T

* 0(Q) =L sim(a;z) =Q et iFigousim(ai,;)=Q et j# jo.
(T,¢)7 A7 =T |- A7

Fa’:{ \/ (a”)|1<z<n+2z#zo}—{\/ (aij) | <i<n+l}
1<j<n+1,j#350 Jj=1
De plus, comme (7(a;, ) A m(ai, ;)7 =L si iy # ig

A% = {m(ai, ;) Am(ai,;) | 1 <ip <iy <n+42,d1 #do, iz # i0,J # jo}
={m(ai, ;) N7 (aipj) | 1 < i1 <dip <n+1,1<j<n}
e Si la derniere regle est une introduction droite,
k¢, A TEp,A
TFoAny, A

La preuve est tres semblable au cas précédent:



— Si (p AY)? =L, alors I'y41 F A4 se plonge dans I' = A ¢ (cas ou ¢7 =1)
oudans I'F A4 (cas ou 97 =1).

— Sinon, ¢ = 7(ai, j,) et Ylsigma = w(ai, ) avec iy # is. Pour le séquent
I' = ¢, A, on étend o en affectant a;, j, a T, et a, j, 7 # jo & L et a; 4y, 1 # io
4 L. De cette maniére, ¢ =.1.

On construit ensuite 7’ comme dans le premier cas, et on obtient un plonge-
ment de I',, = A,

3. On montre ce résultat par récurrence sur n: pour n = 1, la preuve de aj 2,a22 = a1 2/a22
utile une regle d’introduction et un axiome. Sa taille est 1 = 2% — 1.

Si IL,,41 est une preuve de taille minimale de I';, 41 F A, 41 dans le calcul des séquents
sans coupure, soit IV = A’ et T = A” les deux prémisses de la derniere regle de IT,, .
D’apres la question précédente, I';, 11 F A,4q1 se plonge dans 'une des deux prémisses
(disons I = A) ou T';, F A, se plonge dans les deux séquents.

Supposons d’abord 7(T'y 41 F A1) =177 B A, D’apres la premiére question, il existe
une preuve de I = A’? de taille inffieure & la preuve de IV = A’ et donc strictement
inférieure & la taille de II. Mais dans ce cas 7~ !(II) est une preuve de I, i1 F Ay,
contredisant la minimalité de II. (Noter que 7 est une injection, mais comme il y a égalité
des séquents, c’est aussi une surjection sur I’ensemble des variables propositionnelles de
I79 = A’ donc m~! est bien définie et I'image de la preuve est une preuve).

Si maintenant 7 (T, F A,) = IVt B A7t et mo(T), H Ay) = 1772 = A”92, D’apres la
premiére question les preuves II7' de IV = A7t et 1192 de I'72 | 6”72 sont de taille
respectivement inférieures aux tailles des preuves Iy de IV = A’ et IIp de I = A”.

Comme 7 1(1‘[‘1’1) et my ! (IT3?) sont des preuves de I'y, - A,,, par hypothese de récurrence,
ITIT'| > 2" — 1 et |I13%] > 2"~L. Par conséquent,

T =1+ [Ty | + [Tp| > 14 [ 4+ T2 > 142" — 142" —1=2"" 1

2. Simulation du calcul des séquents sans coupure par la résolution

1. On montre par récurrence sur la longueur d’une preuve de taille n > 1 que, pour toute
clause C, si £, L+ C, alors ou bien £ - C', ou bien £ - C V L, et, dans le dernier cas, la
preuve est de taille au plus n.

e Dans le cas de base, trois situations se présentent:
— il existe deux clauses C1,Cy € & telles que, par résolution, C7,Cs F C. Dans
cecas EFC
— il existe une clause C7 € &€ telle que C1 - C et, a nouveau £ + C
— il existe une clause C VL € £ et CV L,L+ C. Dans ce dernier cas C VL € &
et donc £ F C' V L et la preuve obtenue est de taille 0 (donc inférieure a 1).
e Supposons que la propriété est vraie pour des preuves de taille n > 1 et considérons

une preuve de taille n + 1. On distingue alors deux cas, selon la derniere regle
appliquée:



— C’est une résolution entre Cy et Cy:
T 9
oG
C

Par hypothése de récurrence, ou bien £ - Cj et £ F (5, et dans ce cas £
C1 V Cq, ou bien pour I'un des indices au moins (par exemple 7 = 1), il existe
une preuve 7, de C; V L telle que |r}| < |m;|. On obtient alors la preuve de

CcvVL:
) T
Ci VL Cy
CVL

Dont la taille est inférieure a |m1| + |m2| + 1.

— ** cas a revoir ** C’est une factorisation de Cy: E,—~P = Cy ks C. Par
hypothese de récurrence, £ + Cy ou E F Cy V P, dans les deux cas, par
factorisation, on obtient £+ C ou E+ C'V P.

11 suffit alors d’appliquer ce résultat avec C =1: comme & est satisfaisable, si £, L 1,
on obtient une preuve de taille inférieure de £ - L.

On prend pour polynome P(n) = 3n. ** question a terminer ** On note ¢(I') =
{c(0) 9 e TYU{Ag, ¢ €T} et (D) ={c(9),p € Ay U{-Ay, ¢ € A}

On raisonne par récurrence sur la taille de la preuve. Par exemple, dans le cas d’une in-
troduction de V & gauche, par HR, soit 71 une preuve de contradiction de ¢(I'), ¢(¢), c(A), Ay
et mp une preuve de contradiction de ¢(I'), c(v)), c(A), Ay telles que || + |ma| < 3 X
(Iw] = 1).

Par la premiére question, on a des preuves 7}, 7, par résolution de ¢(I'), c(A), ¢(¢), -
—Ag et c(I'), c(A), c(y) F Ay,

A¢V¢ —|A¢\/¢ V A¢ V Aw 7Ti

A¢ V Aw —\A¢ 7Té
1

La preuve obtenue est de taille inférieure & 3(|w| — 1) + 3...

3. Il n’y a pas de preuve courte de PHP par résolution

1.

(a) Montrons d’abord que, pour « € 7, a |= —a; j ssia = a1;V.. . Va1 ;Vai1,;V. ..V
an+1,j. Les interprétations o € Z~ sont caractérisées par un indice i, € {1,...,n+1}
et une bijection 0, de {1,...,n 4+ 1} \ {ia} dans {1,...,n}: aj¢ € a ssi £ = 0,(j).
@ }: —a; j ssi ¢ 75 9;1(]) ssi ag-1(5),; S {CLLJ‘, ey A1 5y Qi 1y - - ’an—i-l,j} ssi o ):
a1 V... Vai—1;Vai+1;V...Vapylj-
Il en résulte que, pour tout a € Z~ et toute clause C, a |= —a; jVC ssia = a; ;VC.
Par récurrence sur le nombre de littéraux négatifs de C on obtient le résultat voulu.



(b)

Si C € Iy, il suffit de choisir W = {C} a = W entraine o |= C. Par ailleurs, il
existe un o € Z~ qui falsifie C. Donc w(C) = 1.

Si C € A, alors comme « induit une bijection 0, de {1,...,n + 1} \ {is} dans
{1,...,n}, a = C. Il en résulte que w(C) = 0.

Si W est un sous-ensemble a n éléments de I',, il existe un indice 7 tel que a; V- - -V
a;n ¢ W. Les interprétations de Z~ ne contenant aucun a;j,1 = 1,...,n satisfont
alors W: w(L) > n. D’autre part, aucune interprétation de Z~ ne satisfait ',

puisqu’elles satisfont toutes les clauses de A, et S,, est insatisfaisable d’apres la
question précédente. Il en résulte que w(L) =n + 1.

Soient W;, i = 1,2 des sous-ensemble de I';, de cardinal minimal tel que, pour tout
a € I7, a = W; entraine a |= C;. Alors, si W = Wy UW,, a = W entraine que
al=CietalCy Soit Cp =CVajet Cy=CHV —a; . o= Ci ACy entraine
que a = C] ou bien a;; € a et, dans ce dernier cas, o |= C5. Dans tous les cas
a = C1 Vv Ch. 1l en résulte que w(C V Ch) < |[Wp UWs| < w(Ch) + w(Ca).

Considérons un arbre tg de preuve par résolution binaire et factorisation, qui con-
duit a la clause vide et dont les noeuds sont étiquetés par des éléments de D,,.
Associons a chaque noeud d’étiquette C' l'entier w(C'). On extrait un sous-arbre
de tp de la maniere suivante: soit e(t) définie sur les arbres de preuves par:

e Si C étiquette la racine de ¢ et w(C) < 2 x %L alors retourner ¢.

e Sinon, l'arbre n’est pas réduit a une feuille d’apres (b). Si la dernite regle est
une factorisation, retourner e(t’) ot ¢’ est I'unique fils de la racine de t.

e Sinon soient 1, to les fils de la racine de t, étiquetés respectivement par C1, Cs.
Retourner e(t;) tel que w(C;) = max{w(C1).w(Ca)}.

S . +1
Par (b), e(to) # to. e(to) a une racine étiquetée par C; telle que w(C1) < 2 x 3=

Son pere est étiqueté par C tel que w(C) > 2 x ”TH et son frére unique est étiqueté
par C; telle que w(C3) < w(Cy). Or, d’aprés (c), w(Cp)+w(Cs) > w(C) > 2x 2L
Donc w(Cy) > 2t et Cy est la clause cherchée.

Soit W C T, tel que |W| = w(C). Si w(C) = 0, le résultat est démontré, de méme
si w(C) = n+1. Supposons désormais n > w(C) > 1. Soit C; = a; 1 V- -Vaint1 €
Wet Cj=aj1V-Vajn € W. Soit a; € I~ telle que oy = C et oy = Ci.
Une telle affectation existe, par minimalité de W. Soit 6; la bijection induite, de
{1,...,n+1}\ {i} dans {1,...,n}.

Soit a; I'affectation obtenue a partir de a; en échangeant les roles de i et j: a; 1, € o
ssiajr € oy, Va0 & o et, pour tout k # 4, j, ary € o ssi apy € . Autrement
dit o; définit une bijection de {1,...,n+1}\{j} dans {1,...,n} par 6;(i) = 6;(j)
et et 0;(k) = 0;(k) pour k # 1, j.

a; = W puisque C; ¢ W. Donc, par définition, o = C. Mais par ailleurs «; = C.
D’aprés (a), a; = C et aj = C.

Or o; et a; ne different que dans I'interprétation des variables a; ,a;j; (qui sont
échangées). Donc a;,(;) € V(@)

~

Maintenant, j peut étre choisie de n+1—w(C') manieres distinctes: V(C') contient
donc n + 1 — w(C) variables a; j distinctes. Comme 7 peut par ailleurs étre choisi
de w(C) fagons distinctes, on a |V (C)| > w(C) x (n+ 1 — w(C)).



(f)

On remarque (par un raisonnement élémentaire sur les fonctions de variable réelle)
que la fonction x — xx (n+1—2x) atteint son minimum sur un intervalle [a, b] & 'une
des extrémités de 'intervalle. En utilisant les questions 1d et le, D), contient une
clause C[) telle que |V(Co)| = min{™H x (n4+1—241), 2 x 2l s (n41-2x 2} =

Considérons 'application de I'ensemble {(C, P)|C € L,,P € V(C)} qui Il y a une
paire (C, P) associe P. C’est une application d’un ensemble de cardinal au moins
|Ly| % ”H) dans un ensemble de cardinal n(n + 1). Comme (n + 1)2 > n(n + 1)

|Ln |

(et d’apres le principe des tiroirs et des chaussettes), au moins éléments ont

la méme image, ce qui est exactement le résultat souhaité.

D’apres la question 2a, il existe une variable propositionnelle qui apparait dans
au moins % clauses de L,. Soit a;; cette variable. Affectons cette variable a
T et toutes les variables a;x, k # j, arj,k # ¢ a L,et simplifions '’ensemble des
clauses: apres renommage des variables (on a retiré un tiroir et une chaussette),
on obtient une instance de S,,_1 et une preuve d’insatisfaisabilité dans laquelle les
clauses contenant a; ; ont disparu: |L,—1| < Z|Ly|.

On itere le résultat de la question précédente 2L fois: ‘L3><"T+1’ < (3 )n+1 |Ly|. Par
ailleurs, d’apres la question 1f, D, « 1 contient une clause Cy telle que ]V(Co)] >

n+1

2x (3x )2 x = (nH) Autrement dit |L3Xn+1\ > 1, et donc |Ly| > (§) 7 >
2%51 (car ()0 > 2).



