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Automates a pile

Exercice 1 (Ezemples d’automates a pile)

1. Construire un automate & pile reconnaissant par pile vide le langage
L={a""|0<n<p<2n}.

2. Construire un automate a pile reconnaissant le langage de Dyck D;.

3. Construire un automate a pile reconnaissant le langage L = {ww | w €
X*} et son complémentaire.

4. Construire un automate a pile reconnaissant le complémentaire du
langage L = {ww | w € X*}.

Exercice 2 (Variantes d’automates a pile)

Soit A = (Q, X, Z,T, qo, 20, F) un automate a pile.

1. Montrer que I'on peut construire un automate a pile équivalent A’ tel
que 7" C Q' x Z'x (X U{e}) x Q' x Z=2.

2. Montrer que I'on peut construire un automate a pile équivalent A’ tel
que les mouvements de la pile sont uniquement de type push ou pop.

Exercice 3 (Ensembles calculables)
Soit A = (Q, X, Z,T, qo, 20, F') un automate a pile. Vous avez vu que 1'on
peut effectivement calculer I’ensemble X suivant :

X={(pz,9) €QxZxQ|3p,x) = (q.)}

En utilisant X montrer que 'on peut effectivement calculer les ensembles
Y, V et W définis ci-dessous :

Y ={(p.2,¢,9) €EQx ZxQxZ|3p,x) > (q,hy)}
V={(p=z)eQxZ]|3p,z) >}
W={(p,2,09) €QxZxQxZ|3(px) > (q,9)}

Exercice 4 (Le langage d’une pile est rationnel)
On considére des systémes dont le fonctionnement peut étre modélisé par



une variante d’automate a pile qui n’a pas de canal d’entrée ; celui-ci évo-
lue donc en fonction seulement de I'état de controéle et de la lettre en haut
de la pile.

Définition Un systéme a pile S est un quadruplet S = (Q, I, 6,q0) ou
Q, I, 6, qo sont respectivement, l’ensemble des états de controle, I’alpha-
bet de pile, la relation de transition § C (Q x (I'U{e})) x (Q x I'*), et
létat (de controle) initial.

Définition Un état de S est un couple (q,«) ot ¢ € @Q est un état
de controle et o € I'* un mot de pile. L’état initial de S est (qo,€).
Un état (¢',d’) est directement accessible a partir d’un état (q, ), noté
(q,) = (¢,d), sia=Ba, o =pu et ((q,a),(qd,v)) €40. La fermeture
réflexive et transitive de = est notée =*.

Notation On notera une transition ((q,¢), (¢',a)) par (q,a+,q") ; de méme
une transition ((¢,a), (¢',€)) sera notée (q,a_,q’).

Définition Le langage de la pile de S dans l'état q, noté L(S,q), est défini
par : L(S,q) = {a € I'*;(q0,¢) = (¢,0)}. Le langage de la pile de S ,
noté L(S), est la réunion des L(S,q) pour q € Q.

1. Expliquer comment on peut simuler un systéme a pile S quelconque
par un autre ayant une relation de transition dans {(Q x I') x (Q x

{eDru (@ x {e}) x (@ x I}

On considére dans toute la suite de l'exercice que  satisfait cette

contrainte et peut donc étre représentée par un ensemble fin de tri-

plets (¢,z,q') on chaque = € {a_,ay,b_,by} quand I' = {a,b}.

On associe alors a un systéme a pile S = (@, I, qo) 'automate fin

S =(Q,I,d,q0,Q) avec &' C Q x (I"'U{e}) x @ est la plus petite

relation satisfaisant les conditions suivantes :

— si(q,a4,q") €9, alors (q,a,q") € &', et

—si (q,a—,q') € § et (¢",a,q) € &' alors (¢,e,¢') € & , ou &
représente la fermeture transitive de §’.

2. Soit Sy le systéme a pile S1 = ({q1,92, 93}, {a,b},d1,q1) ou &1 est
I’ensemble

{(ql)a-‘ra q?)a (Q2a b-‘ra q3)a (q37 b—7q1)a (qlu b+7q3)}'

Dessiner S; et Pautomate associé S.



. Montrer que (g, ) est accessible a partir de (go,€) dans S si et seule-
ment si g est accessible dans S’ par le mot «.

. Montrer que pour tout ¢ € @, le langage L(S,q) est rationnel; en
conclure que le langage de la pile, L(S), est aussi rationnel.

. Expliquer comment calculer ¢’ et prouver la terminaison de votre al-
gorithme.



