Langages formels

8. Grammaires algébriques
26 mars 2007

Exercice 1 — Applications du lemme d’Ogden
En utilisant le lemme d’Ogden énoncé en cours, montrer les assertions suivantes.
1. L1 = {a'blck|j =max(i, k) } n’est pas algébrique.
2. Ly={a™m c™|n>0,m>0}U{a9bPcP |p > 0,q > 0} est algébrique et ambigu.

Exercice 2 — Problémes indécidables
On rappelle que le probleme suivant, dit de la correspondance de Post, est indécidable :

Soient uy,...,ux etvy,..., vy deux listes de méme longueur dont les éléments
sont des mots sur un certain alphabet X. Existe-t-il une suite d’indices iy, ..., 1,
(avecn > 0) telle que uy, ... uy, =Vvi, ... vq, ?

Soient L et L’ des langages algébriques. Montrer que les probléemes suivants sont indéci-
dables en général :

1. LNnL' =07
2. L=x*?
3. L est-il ambigu?

Exercice 3 — Grammaires réduites
Soit G = (X, V, P, S) une grammaire algébrique.
1. Montrer que l'on peut :
a. Calculer 'ensemble des variables productives de G ;
b. Décidersi Lg(S) =0;
c. Calculer 'ensemble des variables accessibles de G.

2. On suppose que Lg(S) # (. Montrer que I'on peut effectivement construire une gram-
maire réduite équivalente a G.

3. Réduire la grammaire suivante :

S— aT +bTU + abTS + UV u— au+bu
T—al+bT+a V—=al+bS+a

Exercice 4 — Grammaires propres
Soit G = (X, V, P, S) une grammaire algébrique.
1. Montrer que I'on peut calculer 'ensemble des variables x telles que € € Lg(x).

2. Montrer que I'on peut effectivement construire une grammaire propre G’ qui engendre
Lg(S) \{e)



Exemple Rendre propre la grammaire suivante :

S—>TUu+ W +X U—au+Vv W — cW+e¢
T—TT+W V-oU+WwW+ XaV X—-W+b

Exercice 5 — Forme normale de Chomsky
Soit G = (X, V, P, S) une grammaire.

1. Montrer que l'on peut construire une grammaire équivalente G’ en forme normale de
Chomsky faible (resp. forte).

2. Montrer que I'on peut décider si L;(S) est fini.

3. Mettre la grammaire suivante sous forme normale de Chomsky forte :

S — bA+ aB A —bAA+aS+a B— aBB+bS+Db

Exercice 6 — Probléme du mot

Soit G une grammaire propre en forme normale de Chomsky forte. Montrer que I'on
peut décider si un mot u € I* est engendré par G en temps polynomial.

Exercice 7 — Forme normale de Greibach

Soit G = (X, V,P,S) une grammaire algébrique de langage associé non vide. G est en
forme normale presque Greibach si toutes les productions de P sont de la forme X — ax
aveca € et x € (VUZ)*, G est en forme normale de Greibach si toutes les productions
de P sont de la forme X — ax avec a € L et x € V*.

1. Soit G une grammaire algébrique, X — 1Y, une reglede PetsoitY — B1+...+Bm
I'ensemble des régles de P ayant Y comme membre gauche. Montrer que la grammaire
G’ obtenue en remplacant la regle X — Yo, par les regles X — «1fix2 (pour
1 <1< m) engendre le méme langage que G.

2. Soit G une grammaire algébrique propre, X — Xoj + ... X, 'ensemble des regles
de P ayant X comme membre gauche et X comme symbole le plus a gauche dans les
membres droits, X — 31+ ...+ Bs le reste des regles de P ayant X comme membre
gauche. Montrer que la grammaire G’ obtenue en ajoutant une variable Z et en rem-
placant 'ensemble des régles ayant X comme membre gauche par les régles

X—=P1Z+...BsZ+B1+...+ Bs Z o0 Z+...002+ 1+ .. .0

engendre le méme langage que G.

3. On considére une grammaire algébrique G = (X, V, P, S), propre et réduite. On suppose
que V = {Xj... Xy} et S = X;. Montrer que I'on peut construire une suite (Gi)ogi<n
de grammaires engendrant le méme langage que G telles que Gy = G et pour tout
0 < 1 < n, G; a pour ensemble de non-terminaux V; = V U{Z;...Z;} et vérifie que
pour toute regle Xy — v,

— 7y ne commence pas par un non-terminal de {Xy... X }U{Z;...Zi}sik <1

— Y ne commence pas par un non-terminal de {X;... X} U{Z;...Zisik > 1

En déduire qu'on peut obtenir a partir de G,, une grammaire algébrique sous forme
normale de Greibach engendrant le méme langage que G.



