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Toutes les réponses devront étre correctement justifiées.
Le chiffre en regard d’une question est une indication sur sa difficulté ou sa longueur.

1 Mots

Soit X un alphabet et L C ¥* un langage. On définit le tiers médian de L par

TM(L) = {v € ¥* | Ju,w € ¥* tels que uwvw € L et |u| = |v| = |w|}.

a) On suppose que L est reconnu par un automate (non déterministe) A = (Q,%, 7,1, F).
Montrer que TM(L) peut étre reconnu par un automate (non déterministe) A’ = (Q', 2,7, I', F")
tel que |Q’| < |QJ3. 1 faut bien str définir "automate A’ et prouver qu’il reconnait bien TM(L).

b) On suppose maintenant que L est reconnu par un morphisme h: ¥* — M ou M est un
monoide fini. Montrer que TM(L) peut étre reconnu par un morphisme h': 3* — M’ ot M’ est
un monoide tel que |M'| = 20(M]) 11 faut bien str définir le monoide, le morphisme et prouver
qu’il reconnait bien TM(L).

On considére maintenant ’opération inverse :
™ L) = {uvw € * |v € Let |u| = |v] = |w|}.
est 'ensemble des mots dont le tiers médian est dans L.

¢) On suppose que L C ¥* est un langage reconnaissable.
Le langage TM~!(L) est-il nécessairement reconnaissable ?
Le langage TM~!(L) est-il nécessairement algébrique ?
Mémes questions en supposant que |X| = 1.

d) Soient 1, p2 € MSO(Z, <) deux formules closes qui définissent des langages L; = L(p;) € BT
(1 = 1,2). Construire a partir de ¢ et 2 une formule ¢ qui définit la concaténation Lj - Lo.

e) Les langages L; = {a"b"a™ | n > 0} et Lo = {aPb™a? | n = p+q > 0} sont-ils reconnaissables ?
Sont-ils algébriques ?

f) Donner une grammaire algébrique qui engendre le langage L3 = {w € {a,b}* | |w|a = 2|w|p}.
Prouver que votre grammaire engendre bien le langage Ls.



2 Arbres

On considere I'ensemble T'(F) des termes construits avec un symbole binaire F» = {c} et deux
constantes Foy = {a, b}.

On note L = {w € {a,b}" | |w|, = |w|p}.

[2] a) L’ensemble {t € T(F) | Fr(t) € L} des termes dont la frontiere est dans le langage L est-il
reconnaissable ?

[4] b) Construire un automate d’arbres A tel que £(A) C T'(F) et Fr(L(A)) = L.



