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Toutes les réponses devront être correctement justifiées.
Le chiffre en regard d’une question est une indication sur sa difficulté ou sa longueur.

1 Automates et logique

On fixe un alphabet Σ contenant au moins les deux lettres a et b. On s’intéresse à la formule

ϕ1(x) = ∃z (z ≤ x ∧ Pb(z) ∧ ∀y (z < y ≤ x→ Pa(y))) .

On note Σ′ = Σ × {0, 1}, Σ0 = Σ × {0} et Σ1 = Σ × {1}. On rappelle qu’un mot W =
(a1, b1) · · · (an, bn) ∈ Σ∗0Σ1Σ

∗
0 code le mot w = a1 · · · an ∈ Σ∗ et la valuation σ vérifiant σ(x) = i

si et seulement si bi = 1. On écrit W = (w, σ) pour indiquer que W code le mot w et la valuation
σ. Le langage défini par ϕ1 est

L1 = {W = (w, σ) ∈ Σ∗0Σ1Σ
∗
0 | w, σ |= ϕ1} .

[1] a) Donner un automate qui reconnâıt L1.

[1] b) Donner une expression sans étoile pour le langage L1.

Pour tout mot a1 · · · an ∈ Σ+ et toute position 1 ≤ i ≤ n, on note

(a1 · · · an, i) = (a1, 0) · · · (ai−1, 0)(ai, 1)(ai+1, 0) · · · (an, 0) ∈ Σ∗0Σ1Σ
∗
0 .

Pour tout langage L ⊆ Σ∗0Σ1Σ
∗
0, on définit le langage

L′ = {(a1, b1) · · · (an, bn) ∈ (Σ′)∗ | ∀ 1 ≤ i ≤ n, bi = 1⇐⇒ (a1 · · · an, i) ∈ L} .

[4] c) Montrer que si L est reconnaissable alors L′ est aussi reconnaissable.
Indication : Si A = (Q,Σ′, δ, q0, F ) est un automate déterministe complet reconnaissant L,
construire un automate A′ = (Q′,Σ′, δ′, q′0, F

′) avec Q′ = Q × 2Q × 2Q, q′0 = (q0, ∅, ∅) et F ′ =
Q× 2F × 2Q\F .

2 Automates d’arbres

Soit A2 = {d1, d2} un alphabet de directions et Σ un alphabet. Soit t : A∗2 → Σ un arbre binaire.
Un ensemble X ⊆ dom(t) est un préfixe de t si X 6= ∅ et X est fermé par préfixe : uv ∈ X
implique u ∈ X pour tous u, v ∈ A∗2.
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Pour un arbre t, un préfixe X de t et un nœud u ∈ X, on définit la frontière Fr(u,X, t) inducti-
vement par :
– si u est une feuille de X, i.e., uA2 ∩X = ∅, alors Fr(u,X, t) = t(u) ∈ Σ,
– si u est d’arité 1 dans X, i.e., uA2 ∩X = {ud}, alors Fr(u,X, t) = Fr(ud,X, t),
– si u est d’arité 2 dansX, i.e., uA2∩X = {ud1, ud2}, alors Fr(u,X, t) = Fr(ud1, X, t)Fr(ud2, X, t).

Soit L ⊆ Σ∗ un langage de mots. On note L′ ⊆ T2(Σ) l’ensemble des arbres t : A∗2 → Σ tels qu’il
existe un préfixe X de t avec Fr(ε,X, t) ∈ L.

[4] a) Montrer que si L ⊆ Σ∗ est un langage reconnaissable de mots, alors L′ ⊆ T2(Σ) est un langage
d’arbres reconnaissable.

3 Grammaires

Pour cet exercice, on rappelle que le langage de Dyck

D∗1 = {v ∈ {a, b}∗ | |v|a = |v|b et |u|a ≥ |u|b pour tous préfixes u de v}

est engendré par la grammaire non ambiguë S → aSbS + ε.

[2] a) Montrer que le langage L1 = {v ∈ {a, b}∗ | |u|a = |u|b} n’est pas rationnel.
Donner une grammaire algébrique G1 qui engendre le langage L1.
Il faut bien sûr prouver que G1 engendre exactement le langage L1.

[2] b) On considère le langage L′1 = {v ∈ L1 | ∀u ∈ L1, u ≤ v =⇒ (u = ε ∨ u = v)}.
Donner une grammaire algébrique non ambiguë G′1 qui engendre le langage L′1.
Il faut bien sûr prouver que G′1 est non ambiguë et engendre L′1.

[1] c) Montrer que le langage L2 = {aibjck | k = max(i, j)} n’est pas algébrique.

[2] d) Soit L3 = {v ∈ {a, b, c}∗ | |v|a = |v|b = |v|c > 0}.
Donner une grammaire contextuelle G3 qui engendre L3.
Il faut bien sûr prouver que G3 engendre exactement le langage L3.

On note pref(L) l’ensemble des préfixes des mots d’un langage L.

[2] e) Montrer que si L est un langage algébrique alors pref(L) est aussi algébrique.

Soit L ⊆ Σ∗ un langage sur l’alphabet Σ. On note 1
2(L) l’ensemble des mots u ∈ Σ∗ tels que

uΣ|u| ∩ L 6= ∅, i.e., l’ensemble des premières moitiés des mots de L.

[1] f) Montrer que 1
2(D∗1) = pref(D∗1).

[4] g) Montrer que la moitié d’un langage rationnel est un langage rationnel : si L ⊆ Σ∗ est un
langage rationnel alors 1

2(L) est aussi rationnel.

[**] h) Question subsidiaire : Montrer que la moitié d’un langage algébrique n’est pas nécessairement
algébrique.
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