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Toutes les réponses devront étre correctement justifiées.
Le chiffre en regard d’une question est une indication sur sa difficulté ou sa longueur.

1 Automates

Remarque: Toutes les questions du type “Donner un automate qui ...” doivent étre
justifiées, i.e., il faut donner 'automate mais aussi prouver qu’il vérifie bien la propriété
requise.

On considere l'alphabet ¥ = {a,b,c} et le langage L = Y*abX*abX* des mots contenant
au moins 2 occurrences du facteur ab.

a) Donner un automate non déterministe avec 5 états qui reconnait le langage L.
Montrer que 'on ne peut pas reconnaitre le langage L avec un automate, déterministe ou
non, ayant au plus 4 états.

b) Donner un automate déterministe pour le langage L.
¢) Donner 'automate minimal du langage L.

On considére maintenant l'alphabet ¥ = {a,d,c,d} et 'ensemble T' des arbres étiquetés
par X dont les noeuds internes sont binaires et étiquetés par d et la frontiere est dans le
langage L défini ci-dessus.

d) Donner un automate d’arbres déterministe ascendant qui reconnait le langage 7.

e) Montrer que le langage T' ne peut pas étre reconnu par un automate d’arbres détermi-
niste descendant.



2 Langages de Dyck

Soit ¥, = {a1,...,an} U{as,...,a,} Palphabet formé de n paires de parentheses.
Soit Gy, = (£,,,{S},P,,S) la grammaire dont les regles sont

S —aSaS+---+a,5a,5 +¢.
Le langage D) = L¢,, (S) est appelé langage de Dyck sur n paires de parentheses
a) Montrer que Dj, = L (S) ot la grammaire G}, = (3,,{S},P;,,S) a pour regles

S —SS+a15a1 + - +a,Sa, +¢ .

b) Montrer que D} = {w € X7 | |w|s, = |w|a, et |v]q, > |v|a, pour tous préfixes v < w}.
On considére le systéme de réécriture (type 0) Glh = (£,,,P))) dont les régles sont

P! ={aa; >e|1<i<n}.

c) Montrer que D = {w € ¥* | w 5 ¢ dans G }.

d) Soit A = (Q,%X,,T.1,F) un automate fini. Etant donné un couple (p,q) € Q?, montrer
que 'on peut décider s’il existe un mot de Dyck w € D} qui est ’étiquette d'un chemin
de p & g dans A: p = q.

Soit I" un alphabet disjoint de %, ¥ =X, UIl' et L C I'* un langage.
On définit la cloture clot(L) = {v € T* | 3w € L tel que w = v dans G”'}.

e) Montrer que si L est reconnaissable, alors clot(L) aussi.
On définit la réduction red(L) = {v € clot(L) | v 4 dans GJ}.
f) Montrer que si L est reconnaissable, alors red(L) aussi.

g) Soit A = (Q,%,,,T,1,F) un automate fini. On définit pour k > 0 les ensembles

R ={(p,q) € Q*| Fw € D} tel que p = q dans A}
Ro={(pp) | p € Q}
Ri11 ={(p,g) | Ir € Q tel que (p,r) € Ry A (r,q) € R} U
{(p.q) | 3(W.d) € Ri, Fi € {1,... ,n} tels que p L5 p' A ¢’ > g dans A}

Montrer que la suite (Rj)r>0 est croissante et que R = U Ry.
k>0
En déduire un algorithme pour calculer R et donner sa complexité en fonction de la taille

de A.



