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Toutes les réponses devront être correctement justifiées.

Le chiffre en regard d’une question est une indication sur sa difficulté ou sa longueur.

1 Rationnels, algébriques et automates à pile

Le but de l’exercice est de prouver que les langages des mots de pile d’un automate à pile
sont reconnaissables.

On considère un alphabet A = {a1,ā1, . . . ,an,ān} et le langage de Dyck D∗n ⊆ A∗ engendré
par la grammaire

S → ε+
n∑

i=1

aiSāiS

[1] a) Montrer que D∗n ·D∗n = D∗n.

On définit la relation de réduction

=⇒ = {(uaiāiv , uv) | u,v ∈ A∗ et 1 ≤ i ≤ n}

et on note ∗=⇒ la clôture réflexive et transitive de =⇒.

[3] b) Montrer que D∗n = {w ∈ A∗ | w ∗=⇒ ε}.
On considère un automate fini A = (Q,A,T,I,F ) avec T ⊆ Q × A × Q. Pour p,q ∈ Q on
définit Lp,q(A) comme l’ensemble des mots w ∈ A∗ acceptés par A si on prend p comme
unique état initial et q comme unique état final. Enfin, on définit

X = {(p,q) ∈ Q2 | Lp,q(A) ∩D∗n 6= ∅}

[1] c) Montrer que la relation X est réflexive, transitive et qu’elle est calculable, i.e., étant
donné (p,q) ∈ Q2, on peut décider si (p,q) ∈ X
On définit par récurrence des relations Xk ⊆ Q2 par

X0 = {(p,p) | p ∈ Q}
Xk+1 = Xk ∪ {(p,q) | ∃ p′,q′,r′ ∈ Q, ∃ 1 ≤ i ≤ n avec

(p,ai,p
′) ∈ T, (p′,q′) ∈ Xk, (q′,āi,r

′) ∈ T et (r′,q) ∈ Xk}

[2] d) Montrer que X =
⋃
k≥0

Xk.
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On définit l’automate A′ = (Q,A,T ′,I,F ) en ajoutant des ε-transitions à l’automate A :

T ′ = T ∪ {(p,ε,q) | (p,q) ∈ X}

[1] e) Montrer que L(A′) est fermé par réduction, i.e., si le mot uaiāiv est accepté par A′
alors il en est de même du mot uv.

[2] f) Montrer que L(A′) = {v ∈ A∗ | ∃w ∈ L(A) avec w ∗=⇒ v}.
[1] g) Soient u,v,v′ ∈ A∗ trois mots. Montrer que si u =⇒ v et u =⇒ v′ alors v = v′ ou il

existe w ∈ A∗ tel que v =⇒ w et v′ =⇒ w.

[3] h) En déduire que la relation de réduction est confluente, i.e., pour tous u,v,v′ ∈ A∗, si
u
∗=⇒ v et u ∗=⇒ v′ alors il existe w ∈ A∗ tel que v ∗=⇒ w et v′ ∗=⇒ w.

Un mot v ∈ A∗ est irréductible s’il n’existe pas de mot w ∈ A∗ tel que v =⇒ w.

[1] i) Montrer que pout tout v ∈ A∗ il existe un unique w ∈ A∗ irréductible tel que v ∗=⇒ w.

On note ρ : A∗ → A∗ l’application qui associe à un mot v ∈ A∗ l’unique mot irréductible
ρ(v) ∈ A∗ tel que v ∗=⇒ ρ(v).

[2] j) Montrer que si L ⊆ A∗ est un langage rationnel, alors ρ(L) est aussi rationnel.

Dans la suite, A = (Q,Σ,Z,T ) sera un automate à pile avec l’ensemble fini de transitions
T ⊆ Q×Z× (Σ∪{ε})×Q×Z∗. On considère T comme un alphabet et on introduit pour
q ∈ Q les sous-alphabets

Gq = T ∩ ({q} × Z × (Σ ∪ {ε})×Q× Z∗)
Dq = T ∩ (Q× Z × (Σ ∪ {ε})× {q} × Z∗)

Pour p,q ∈ Q, on définit le langage Lp,q ⊆ T ∗ par ε ∈ Lp,q si p = q et

Lp,q ∩ T+ = (Gp · T ∗ ∩ T ∗ ·Dq) \
⋃
r 6=s

T ∗ ·Dr ·Gs · T ∗

On suppose que l’alphabet de pile est Z = {a1,a2, . . . ,an} et on définit le morphisme
h : T ∗ → A∗ par h((p,z,x,q,u)) = z̄u (on rappelle que A = {a1,ā1, . . . ,an,ān}).
Finalement, pour (p,z,q) ∈ Q× Z ×Q, on définit

Kp,z,q = ρ(z · h(Lp,q)) ∩ Z∗

[1] k) Montrer que Kp,z,q est un langage rationnel.

[2] l) Soit τ ∈ Lp,q tel que u = ρ(zh(τ)) ∈ Z∗. Montrer qu’il existe un calcul (p,z) ∗−→ (q,u)
dans l’automate à pile A.

[3] m)Montrer que Kp,z,q = {u ∈ Z∗ | ∃ (p,z) ∗−→ (q,u) dans A}.
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