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Les exercices sont indépendants.
Toutes les réponses devront étre correctement justifices.

1 Automates a pile

a) Donner un automate a pile déterministe et temps réel pour le langage

L={we{ab}"||wls="2wp} .

2 Grammaires

Soit G = (X,V,P,S) une grammaire algébrique. Une variable = € V est strictement récur-
sive (SR) s'il existe une dérivation z = uxv dans G avec u,v € Lt

L’objectif est de montrer qu'une grammaire algébrique sans variable SR engendre un
langage rationnel.

a) Montrer que I'on peut décider si une grammaire algébrique contient des variables SR.
Indication : Etant données une grammaire algébrique G = (X,V,P,S) et une variable z € V,
montrer que ’on peut effectivement calculer ’ensemble

Z={yecV |3z uyvavec uw € X7} .

b) Soit G = (X,V,P,S) une grammaire algébrique sans variable SR. Montrer que I’on peut
effectivement construire une grammaire algébrique G’ = (X,V’,P’,S") réduite, propre, sans
variable SR et telle que Lo (S") = La(S) \ {€}-

c) Soit G = (X,V,P,S) une grammaire algébrique réduite, en forme normale de Greibach et
sans variable SR. Montrer qu’il existe une constante K € N telle que pour toute dérivation
gauche © = ua avec u € X* et « € V* on a |a| < K.

d) Soit G = (X,V,P,S) une grammaire algébrique réduite, en forme normale de Greibach
et sans variable SR. Montrer que le langage engendré L (S) est rationnel.

Soit G = (X,V,P,S) une grammaire algébrique propre. Soit € V et soient

A={ae (EUV)" |z - za € P}
B={peXuV\{z})(ZuV)" |z — 3€eP}
(

On définit la grammaire G’ = (X,V/,P’,S) en ajoutant une variable 2/ (V' = V @ {2'})
et en remplacant les régles de G issues de x par les régles x — 3+ B2’ pour 3 € B et
¥ — a+ az’ pour a € A.



e) Montrer que si y =% uzv dans G’ avec y,z €V et u,v € X%, alors y % uzv dans G.
f) Montrer que si G n’a pas de variable SR alors il en est de méme pour G'.

g) Soit G = (X,V,P,S) une grammaire algébrique sans variable SR. Montrer que I’on peut
effectivement construire une grammaire algébrique G' = (X,V’,P’.S’) réduite, en forme
normale de Greibach, sans variable SR et telle que L (S") = Lo(S) \ {e}.

h) En déduire qu'un langage est rationnel si et seulement si il peut étre engendré par une
grammaire algébrique sans variable SR.

3 Grammaires contextuelles

a) Le langage L = {a? | p est premier} peut-il étre engendré par une grammaire contex-
tuelle?



