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Motivations

Définition :

1. Description et analyse (lexicale et syntaxique) des langages (programmation,
naturels, . . . )

2. Modèles de calcul

3. Abstractions mathématiques simples de phénomènes complexes dans le but de
I Prouver des propriétés.
I Concevoir des algorithmes permettant de tester des propriétés ou de résoudre

des problèmes.

4. Types de données
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Références

[5] Jean-Michel Autebert, Jean Berstel et Luc Boasson.
Context-Free Languages and Pushdown Automata.
Handbook of Formal Languages, Vol. 1, Springer, 1997.

[6] Jean Berstel.
Transduction and context free languages.
Teubner, 1979.

[11] Jean-Éric Pin.
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Handbook of Formal Languages,
Vol. 1, Word, Language, Grammar,
Springer, 1997.

[14] Jacques Stern.
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Fonctions séquentielles

Automates d’arbres



9/98

Grammaires de type 0

Définition : Grammaires générales (type 0)

G = (Σ, V, P, S) où

I Σ est l’alphabet terminal

I V est l’alphabet non terminal (variables)

I S ∈ V est l’axiome (variable initiale)

I P ⊆ (Σ ∪ V )∗ × (Σ ∪ V )∗ est un ensemble fini de règles ou productions.

Exemple : Grammaire G1 pour {a2n | n > 0}

1 : S −→ DXaF 3 : XF −→ Y F 5 : DY −→ DX 7 : aZ −→ Za

2 : Xa −→ aaX 4 : aY −→ Y a 6 : XF −→ Z 8 : DZ −→ ε

Définition : Dérivation

α ∈ (Σ ∪ V )∗ se dérive en β ∈ (Σ ∪ V )∗, noté α −→ β, s’il existe (α2, β2) ∈ P tel
que α = α1α2α3 et β = α1β2α3.
On note

∗−→ la clôture réflexive et transitive de −→.
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Grammaires de type 0

Définition : Langage engendré

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire et α ∈ (Σ ∪ V )∗.

Le langage engendré par α est LG(α) = {u ∈ Σ∗ | α ∗−→ u}.
Le langage élargi engendré par α est L̂G(α) = {β ∈ (Σ ∪ V )∗ | α ∗−→ β}.
Le langage engendré par G est LG(S).
Un langage est de type 0 s’il peut être engendré par une grammaire de type 0.

Théorème : Chomsky 1959, voir [9, Thm 9.3 & 9.4]

Un langage L ⊆ Σ∗ est de type 0 ssi il est récursivement énumérable.
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Grammaires contextuelles

Définition : Grammaire contextuelle (type 1, context-sensitive)

Une grammaire G = (Σ, V, P, S) est contextuelle si toute règle (α, β) ∈ P vérifie
|α| ≤ |β|.
Un langage est de type 1 (ou contextuel) s’il peut être engendré par une grammaire
contextuelle.

Les règles 6 et 8 de la grammaire G1 ne sont pas ‘non-décroissantes’.

Exemple : Grammaire G2 contextuelle pour {a2n | n > 0}

1 : S −→ DTF 3 : T −→ XT 5 : Xaa −→ aaXa 7 : Daaa −→ aaDaa

2 : S −→ aa 4 : T −→ aa 6 : XaF −→ aaF 8 : DaaF −→ aaaa

Remarque :

Le langage engendré par une grammaire contextuelle est propre.
Si on veut engendrer le mot vide on peut ajouter Ŝ −→ S + ε.
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Grammaires contextuelles

Définition : Forme normale (context-sensitive/contextuelle)

Une grammaire G = (Σ, V, P, S) contextuelle est en forme normale si toute règle
est de la forme (α1Xα2, α1βα2) avec X ∈ V et β 6= ε.

Les règles 5, 7 et 8 de la grammaire G2 ne sont pas en forme normale.

Théorème : Forme normale [4, Prop. 2, p. 156]

Tout langage de type 1 est engendré par une grammaire contextuelle en forme
normale.

Exemple : Une grammaire contextuelle en FN pour {a2n | n > 0}

1 : S −→ aTa 3 : T −→ XT 5 : XA −→ XY 8 : Xa −→ AAa

2 : S −→ aa 4 : T −→ AA 6 : XY −→ ZY 9 : ZA −→ AAA

7 : ZY −→ ZX 10 : aA −→ aa
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Grammaires contextuelles

Théorème : Kuroda 1964, voir [9, Thm 9.5 & 9.6]

Un langage est de type 1 ssi il est accepté par une machine de Turing non déterministe
en espace linéaire.
Les langages contextuels sont strictement inclus dans les langages récursifs.

Théorème : Problème du mot (Kuroda 1964 pour déterministe)

Étant donnés un mot w et une grammaire G, décider si w ∈ LG(S).
Le problème du mot est PSPACE-complet pour les grammaires de type 1.

Théorème : indécidabilité du vide
On ne peut pas décider si une grammaire contextuelle engendre un langage vide.

Exercices :

1. Montrer que {an2 | n > 0} est contextuel.

2. Montrer que {ww | w ∈ {a, b}+} est contextuel.
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Grammaires algébriques

Définition : Grammaire hors contexte ou algébrique ou de type 2

Une grammaire G = (Σ, V, P, S) est hors contexte ou algébrique si P ⊆ V ×(Σ∪V )∗

(sous ensemble fini).

Un langage est de type 2 (ou hors contexte ou algébrique) s’il peut être engendré
par une grammaire hors contexte.

On note Alg la famille des langages algébriques.

Exemples :

1. Le langage {anbn | n ≥ 0} est algébrique.

2. Expressions complètement parenthésées.

Lemme : fondamental

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire algébrique, α1, α2, β ∈ (Σ ∪ V )∗ et n ≥ 0.

α1α2
n−→ β ⇐⇒ α1

n1−→ β1, α2
n2−→ β2 avec β = β1β2 et n = n1 + n2
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Langages de Dyck

Définition : D∗n
Soit Σn = {a1, . . . , an}∪ {ā1, . . . , ān} l’alphabet formé de n paires de parenthèses.
Soit Gn = (Σn, V, Pn, S) la grammaire définie par S −→ a1Sā1S+ · · ·+anSānS+ε.
Le langage D∗n = LGn(S) est appelé langage de Dyck sur n paires de parenthèses

Exercices : Langages de Dyck

1. Montrer que
D∗1 = {w ∈ Σ∗1 | |w|a1 = |w|ā1 et |v|a1 ≥ |v|ā1 pour tous v ≤ w}.

2. On considère le système de réécriture (type 0) Rn = (Σn, P
′
n) dont les règles

sont P ′n = {(aiāi, ε) | 1 ≤ i ≤ n}.
Montrer que D∗n = {w ∈ Σ∗n | w

∗−→ ε dans Rn}.
3. Soit Γ un alphabet disjoint de Σn, Σ = Σn ∪ Γ et L ⊆ Σ∗ un langage.

On définit la clôture clot(L) = {v ∈ Σ∗ | ∃w ∈ L,w ∗−→ v dans Rn}.
Montrer que si L est reconnaissable, alors clot(L) aussi.

On définit la réduction red(L) = {v ∈ clot(L) | v 6−→ dans Rn}.
Montrer que si L est reconnaissable, alors red(L) aussi.
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Grammaires linéaires
Définition : Grammaire linéaire

La grammaire G = (Σ, V, P, S) est

I linéaire si P ⊆ V × (Σ∗ ∪ Σ∗V Σ∗),

I linéaire gauche si P ⊆ V × (Σ∗ ∪ V Σ∗),

I linéaire droite si P ⊆ V × (Σ∗ ∪ Σ∗V ).

Un langage est linéaire s’il peut être engendré par une grammaire linéaire.

On note Lin la famille des langages linéaires.

Exemples :
I Le langage {anbn | n ≥ 0} est linéaire.

I Le langage {anbncp | n, p ≥ 0} est linéaire.

Proposition :

Un langage est rationnel si et seulement si il peut être engendré par une grammaire
linéaire gauche (ou droite).
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Hiérarchie de Chomsky

Théorème : Chomsky

1. Les langages réguliers (type 3) sont strictement contenus dans les langages
linéaires.

2. Les langages linéaires sont strictement contenus dans les langages algébriques
(type 2).

3. Les langages algébriques propres (type 2) sont strictement contenus dans les
langages contextuels (type 1).

4. les langages contextuels (type 1) sont strictement contenus dans les langages
récursifs.

5. les langages récursifs sont strictement contenus dans les langages
récursivement énumérables (type 0).
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Arbres de dérivation

Définition :

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.

Un arbre de dérivation pour G est un arbre t étiqueté dans V ∪ Σ ∪ {ε} tel que
chaque nœud interne u est étiqueté par une variable x ∈ V et si les fils de u portent
les étiquettes α1, . . . , αk alors (x, α1 · · ·αk) ∈ P .

De plus, si k 6= 1, on peut supposer α1, . . . , αk 6= ε.

Exemple :

Arbres de dérivation pour les expressions.
Mise en évidence des priorités ou de l’associativité G ou D.

Définition : Ambigüité
I Une grammaire est ambigüe s’il existe deux arbres de dérivations (distincts) de

même racine et de même frontière.

I Un langage algébrique est non ambigu s’il existe une grammaire non ambigüe
qui l’engendre. Dans le cas contraire, on dit qu’il est inhéremment ambigu.
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Considérons la grammaire Ge
F ETE 1 Ex E 1 E I N
N 011121 19
Le mot vu 2 3 5 admet deux arbres
de dérivation Tr et Ta

E E

Ie Élie
ÉLIE

E INI I I
Z N N IN IN fI l

3 5 172 3
La grammaire G est donc ambigüe

L'arbre de dérivation est utile après l'analyse
syntaxique pour La génération de code
Par exemple pour l'évaluation de l'expression

Et 7 F25
17 15 5 5

21N 3 5 Étiez IN5
1 1 123N NE 21N IN 5

1 1735 2 3

La grammaire doit étre non ambigüe et
générer Le bon arbre de dérivation
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Grammaire Gz Grammaire
F Et T l T F TTE 1 T
T Tx F I F T Fx T l F
F N 1 E F N l E

Ces grammaires sont non aurbigües
L'arbre de dérivation correspond à la

priorité de x sur

F 17 Si on commence la dérivation
2ff75 par E T alors pour

2f 475 engendrer le symbolel l
2F 3F NI il faudra remonter à E

l l
2N 3N 5 avec F E et il y

aura des parenthèses2 3

La différence entre lesgrammaires Ç et G
se situe au niveau de l'associativité des
opérateurs qui sont à un même niveau de
priorité
Exemple analyser le mot 2 3 5
avec Ça au 63

F Et N l E N IN E Nt El N E N
F 4 E 6
f75 2N 77 8

z Nz associativité 3 N 77 5
l

2N gauche droite N 5
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Arbres de dérivation

Lemme : Dérivations et arbres de dérivation

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.

1. Si x
∗−→ α une dérivation de G alors il existe un arbre de dérivation t de G tel

que rac(t) = x et Fr(t) = α.

2. Si t un arbre de dérivation de G alors il existe une dérivation rac(t)
∗−→ Fr(t)

dans G.
Si Fr(t) ∈ Σ∗ alors on peut faire une dérivation gauche rac(t)

∗−→g Fr(t).

Une dérivation est gauche si on dérive toujours le non terminal le plus à gauche.

Remarques :
I 2 dérivations sont équivalentes si elles sont associées au même arbre de

dérivation.

I Il y a bijection entre dérivations gauches terminales et arbres de dérivation
ayant une frontière dans Σ∗.

I Si la grammaire est linéaire, il y a bijection entre dérivations et arbres de
dérivations.
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Preuve du Lemme Arbres de dérivation
1 Récurrence sur n longueur de dérivation
x Is x x Et xt or

x x E a seulement la racine a

ma x E a t xp
ou x pr pre x E
avec P E E U V

Lemme fondamental 2 4 4 Pi ai
n l Mnt nn

HR arbre ti avec raclti p Fr1 ti di
alors t _x1 tn tn

pr pa
u u
Lr xp

2 Récurrence sur htt hauteur de l'arbre
htt 0 alors tu ne x

htt 0 alors t _alt __ tn a

toi tu sous arbres de la racine

HR On a des dérivations
Pi raclt Frltit xi f1 E i Ek
et x pr pu C P et x 4 en
Donc x pr pk g ah x
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Ambigüité

Exemples :
I La grammaire S −→ SS + aSb+ ε est ambigüe mais elle engendre un langage

non ambigu.

I La grammaire E −→ E + E | E × E | a | b | c est ambigüe et engendre un
langage rationnel.

Proposition : Tout langage rationnel peut être engendré par une gram-
maire linéaire droite non ambigüe.

Exercice : if then else
Montrer que la grammaire suivante est ambigüe.

S → if c then S else S | if c then S | a
Montrer que le langage engendré n’est pas ambigu.
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Grammaires et automates d’arbres

Théorème : (admis)

1. Soit L un langage d’arbres reconnaissable.
Le langage Fr(L) des frontières des arbres de L est algébrique.

2. Soit L′ un langage algébrique propre (ε /∈ L′).
Il existe un langage d’arbres reconnaissable L tel que L′ = Fr(L).
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Lemme d’itération

Théorème : Bar-Hillel, Perles, Shamir ou Lemme d’itération
Soit L ∈ Alg, il existe N ≥ 0 tel que pour tout w ∈ L,
si |w| ≥ N alors on peut trouver une factorisation w = αuβvγ avec
|uv| > 0 et |uβv| < N et αunβvnγ ∈ L pour tout n ≥ 0.

Exemple :

Le langage L1 = {anbncn | n ≥ 0} n’est pas algébrique.

Corollaire :
Les familles Alg et Lin ne sont pas fermées par intersection ou complémentaire.
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Lemme d’Ogden

Plus fort que le théorème de Bar-Hillel, Perles, Shamir.

Lemme : Ogden

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire. Il existe un entier N ∈ N tel que pour tout

x ∈ V et w ∈ L̂G(x) contenant au moins N lettres distinguées, il existe y ∈ V et
α, u, β, v, γ ∈ (Σ ∪ V )∗ tels que

I w = αuβvγ,

I x
∗−→ αyγ, y

∗−→ uyv, y
∗−→ β,

I uβv contient moins de N lettres distinguées,

I soit α, u, β soit β, v, γ contiennent des lettres distiguées.
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Lemme d’Ogden

Exercice :

Le langage L2 = {anbncpdp | n, p ≥ 0} est algébrique mais pas linéaire.

Corollaire :
La famille Lin n’est pas fermée par concaténation ou itération.

Exercice :

Le langage L3 = {anbncp | n, p > 0} ∪ {anbpcp | n, p > 0} est linéaire et
(inhéremment) ambigu.

Corollaire :
Les langages non ambigus ne sont pas fermés par union.
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Grammaires quadratiques

Définition : Taille d’une grammaire

La taille d’une grammaire G = (Σ, V, P, S) est |G| = |Σ|+ |V |+ ||P ||
avec ||P || =

∑
x−→α∈P

1 + |α|.

Pour simplifier certains algorithmes ou obtenir une meilleure complexité, il est
parfois utile de borner la taille des seconds membres des règles.

Définition : Forme normale quadratique faible (FNQF)

Une grammaire G = (Σ, V, P, S) est en FNQF si P ⊆ V × (V ∪ Σ)≤2.

Remarque: Pour une grammaire en FNQF on a ||P || = O(|P |).

Proposition :

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.
On peut construire en temps O(|G|) une grammaire équivalente G′ en FNQF.
En particulier, |G′| = O(|G|).
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Forme normale quadratique faible
E S a Sbs l E n'est pas en FNQF

Le membre droit asks est de longueur 2

S E I a Ss est une grammaire
Sse équivalente en FNQF

Sa bs
Lemme Soit G Env P 5
On peut construire en temps linéaire

G équivalente en FNQF
En particules IG't 01161

t V l 0
A règle r dx.sn C P haine 04PM

si KIEZ alors
ajouter x x à P

sinon 2 41 2ps te 3 dit EUV
ajouter re fer à V
où tu fessantdesnouvellesvariables

ajouter à
2e fera t HE t z Le Ma
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Grammaires réduites

Définition : Grammaires réduites

La grammaire G = (Σ, V, P, S) est réduite si toute variable x ∈ V est

I productive : LG(x) 6= ∅, i.e., ∃ x ∗−→ u ∈ Σ∗, et

I accessible : il existe une dérivation S
∗−→ αxβ avec α, β ∈ (Σ ∪ V )∗.

Lemme : Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.

1. On peut calculer l’ensemble des variables productives de G O(|G|).

2. On peut décider si LG(S) = ∅ O(|G|).

3. On peut calculer l’ensemble des variables accessibles de G O(|G|).

Corollaire : Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire

Si LG(S) 6= ∅, on peut construire une grammaire réduite équivalente O(|G|).

Preuve : Restreindre aux variables productives, puis aux variables accessibles.
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Calcul desVariables productives en temps linéaire
O Xp _fort VI 3 n sa c Pavée

X Xu
d Kuxutz

Remi_ XD suite A

Xu Xia X Xu
X XVI

Lemmy tu o Xu Yu oû

Yu_forer I It arbre de dérivation avec
x radt Fr1 HEE htt en

Prg Récurrence sur n

n o six rae.lt et htt D alors
Fr LH x Ee Dae Yo il

n Soit x C Xun
3 a x EP avec x C CEUX

Nz Xk
si ai c c soit t x

si ai C Xu soit ti un AD de racine xi
Fr ti C et htti Eu AR
soit t x t est 1 AD

Fr1 f CDu À tD huentDone a C Yun
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II Sait se CYu et t un AD tg
Frit C Et donc htt 1

Alors t Y XD II KAD
hl ti En

soit hl ti O et di _raetti C E UK
Soit xi rae.lt C Yu E Xu par HR

Done x x an xp EP et d VX D

X est l'ensemble des variables productives

LÜX 0 N 1Gt
NI itération car X Xv
Chaque itération calcul de Xx

se fait en 6 UPU

Réâtorn
Pourchaque règle a x C P
créer la clause yr yr x 61161
à Un alpha Syr y te

En particulier une règle x x avec x E

engendre la clause a

Une variable est productive ssi elle s'évalue à vrai
On peut calculer les variables productive
en temps linéaire
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Calcul de X en 61161 Ago direct

Pour chaque variable y EV on crée la liste
Règles y des règles x x tp tg yC alpha

Créerfile V F
H x C V faire ProdCa False GAVI

Règles Ex
Pour chaque r la EP faire GLUM

n IV Malphead
Si n 0 a 1 Prod fr3 alors

Prod cas True F enfilerCes 64 1 4Sinon

HyC VM alpha faire
ajouter r à Règles y

TQ F faire 041Pa

y F débiter
Y r x x C RèglesEy faire

n Mr 1

si nos on 7 Prodce alors
Prod ces True F enfiler x

On peut décider en temps 6114 si Lgbt
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Calcul des variables accessibles en temps linéaire
Soit G E V P S

On construit un graphe
Sommets V
arètes F Ca g Ile EP avec

y C alphabet x

Remarques
e On peut construire le graphe V E

en temps 6C 1Gt
2 Une variable est accessible dans 6
Ssi elle est accessible à partir de 5
dans le graphe VIE

3 On peut calculer l'ensemble Y des variables
accessibles par un parcours largeur ou

profondeur du graphe VIE à partir de 5
temps linéaire
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ondie linéaire

Calculer l'ensemble X des var productives 0493
Calculer P P M Xx Eu X 644
G svp 5 équivalente à GELE Xp 5

Calculer l'ensemble Y des van accessibles
de la grammaire G OGGI
Calculer P P M Xx EU X 64Gt
G LE Y P s est réduite et

équivalente à G

Si on restreint aux variablesaccessibles
puis aux variables productives
la grammaire obtenue n'est pas forcémentréduite

r S a 51 Se Srsz Sa b
Toutes les variables sont accessibles
Mais Sr n'est pas productive
si on l'enlève il reste 5 a Seb
et sa n'est plus accessible
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Grammaires propres
Définition : Grammaires propres

La grammaire G = (Σ, V, P, S) est propre si P ⊆ V × ((Σ ∪ V )+ \ V ),
i.e., elle ne contient pas de règle de la forme x −→ ε ou x −→ y avec x, y ∈ V .
Un langage L ⊆ Σ∗ est propre si ε /∈ L.

Lemme :

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.
On peut calculer l’ensemble des variables x telles que ε ∈ LG(x) O(|G|).
On peut construire une grammaire équivalente sans ε-règle autre que S −→ ε et dans
ce cas S n’apparâıt dans aucun membre droit O(|G|).

Proposition :

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.
On peut construire une grammaire propre G′ qui engendre LG(S) \ {ε} O(|G|2).

Remarque : la réduction d’une grammaire propre est une grammaire propre.

Corollaire :
On peut décider si un mot u ∈ Σ∗ est engendré par une grammaire G.
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Suppressiondescrègles i linéaire
d Calculer Z fa C V l I ate
Rex Z est l'ensemble des variables productives

avec les règles PM Xx V
Donc on peut calculer Z eu OCI GD
On peut décider en GC lol si EE Lots

2 On suppose G en FN QF

P
règle se a C P 041PM
Si E alors ajouter x x à

Si x NEZ alors ajouter de àP
Si x Xixe naze 2 alors ajouter x xp à P

G E V P

Rey Si SEZ on peutajouter un nouvel
axiome 5 et les règles S 5 2

4 G est encore quadratique
Si LGCxs.IE alors kg ces 0 6hLeur ci dessous

Done G n'est pas forcément réduite même si
G est réduite
La réduction d'une grammaire sans E règle
est encore sans E règle
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Leurme_VxEVLGslxs_LGCxsYe3Preuve_ihaeile.Sixx GP alors n Ià dans G
Done x Fw dans G x Fw dans G
De plus Et Lg Lse car il n'y a pas
d'e règle dans 0

Et Ree sur hauteur arbre dérivation
Sa.tt AD avec raeltt xetwFLHEEtktcyt.seSait ni raclti et wi _Fr LTD

I I Si vite alors
CHR ni Fu dans G

Si y E wz alors x sera C P et
2 Ivy wz w dans G

Si y E Y alors x ne C P et
a Fwiw dans G

Si y E vu idem
Y cure est impossible car niveau En

zencas t.ae vu Fr Lte C Et
HR tac LTD 7W dans G

Deplus se rae Lt C P D
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Suppression des règles n y 0 WING

soit Gr EN E une grammaire_
Soit Pz x x 17 y x EE avec x V et

x Ay dans Gr
G Env Pa n'a pas de règle x y

termine ta EV Les koalas
Preuve ED récurrence longueur dérivation
si x vu C Et dans Ç alors x w GR V
si n y age x 7W dans Gr
avec x v alors x Frr dans Ga donc
x sxt P.HR tu dans Ç v

TIS récurrence longueur dérivation
a x tweet dans Ga

7 y x GR avec x Ay dans Ge
De plus HR x Fw dans Gr
Don x Fw dans Got De

Reine Il Pall NI x MPM
Ga quadratique Ga aussi
Ga sans E règle Gc aussi
Ga peut avoir des variables non accessibles
La réduction d'une grammaire propre

pas de x x ou x y est encore propre
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Calcul de Pa en temps 6C Nkvd
On suppose que Ç n'a pas d'E règle
1 Hy Et calculer

Wey fact I n 5g dans G
Age Construire le graphe n E te

F fly a En I x y CPa OUIII
A y C V faire un DFS dans LV E

à partir de y pour obtenir My
DFSLg OCI ED OU
Ayer NI fais OLIVIA

2 f y a ETE avec x et V 64vlxllh.lt
H newly
Ajouter x x à

Corollaire le problème du mot est décidable
Soit G une grammaire et vu C un mot
On a déjà vu comment décider si E CLacs
en temps 6C 1Gt
si vu E calculer G'équivalente propre etréduite Si se Is lui alors n 2 21W

car chaque dérivation ajoute une lettre terminale
ou augmente strictement la longueur du mot B
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Grammaires quadratiques

Définition : Forme normale de Chomsky (FNC)

Une grammaire G = (Σ, V, P, S) est en forme normale de Chomsky si P ⊆ {(S, ε)}∪
(V × (V 2 ∪ Σ)) et si (S, ε) ∈ P alors S n’apparâıt dans aucun membre droit.

Proposition :

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire.
On peut construire en temps O(|G|2) une grammaire équivalente en FN de Chomsky.

Remarque :

La réduction d’une grammaire en FNC est encore en FNC.
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Forme normale de Chomsky FNC 011617
Soit G EN P 5

1 Mettre la grammaire en FN QF OU Gt
2 Supprimer les règles a se 61161
3 Introduire de nouvelles variables 6 KI

na aeg
et les règles a

Dans les règles se gaz remplacer
Les lettres terminales par les variables
correspondantes
ex x ay devient nay
les règles sont maintenant

P E V E U V Uv V

4 Supprimer les règles a y OCNI.la
La grammaire est en FNC

on peut éventuellement la réduire
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Problèmes décidables

Proposition : Problème du mot : Cocke, Younger, Kasami [9, p. 139]

Soit G une grammaire algébrique.

On peut décider si un mot w est engendré par G en temps O(|w|3).

Exercice :

Soit G une grammaire algébrique et A un automate fini.

Montrer que l’on peut décider en temps polynomial si L(G) ∩ L(A) 6= ∅.

Proposition : Vide et finitude

Soit G une grammaire algébrique.

On peut décider si le langage engendré par G est vide, fini ou infini (PTIME).
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Soit G E V P une grammaire
w gaz au C Et un mot
On suppose G eu EN QF et sans E règle

Pevxtuvure
Rey On peut transformer en temps linéaire une

grammaire G arbitraire en une grammaire G
en FN QF et sans E règle
Programmation dynamique
Pour 1 Ei Ej En WE j ai aj
V leiejeufciij7 fxfvlx swfi.is
Equations de récurrence

f1 ci En fci.is a EV x ai
On peut calculer fCi en temps 6cL Pt
Construire le graphe V E où

F gin I x YEP 0C I

Calculer 4 ÇaCV I x ai CPq OCI Pt
Calculer reach Ui dans V E O IPI

V
reicjcnfci.siReaehfxc VIJx syzEPJiekzjytfci.ben Ef http

6 Pi 6 Ipl Cj i 611MW
On calcule f ci j A1 Ei c je n GCIPIIWP
fans la C V l r vu
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Problèmes indécidables

Proposition :

Soient L,L′ deux langages algébriques et R un langage rationnel.
Les problèmes suivants sont indécidables :

I L ∩ L′ = ∅ ?

I L = Σ∗ ?

I L = L′ ?

I L ⊆ L′ ?

I R ⊆ L ?

I L est-il rationnel ?

I L est-il déterministe ?

I L est-il ambigu ?

I L est-il algébrique ?

I L ∩ L′ est-il algébrique ?
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Problème de correspondance de Post PCP
Données 2 morphismes f y A B
Question 3 w E At to few gens
Ce problème est indécidable

tunnel le langage Lf est linéaire Etdéterministe
Lf un feu UE At où un miroir de u

Pré Lf est engendré par la grammaire linéaire

Gg F aff a Va C A et F

exemple de dérivation
S au Ff eau anan_ Ff1 au flan

au an Ff4 flan
au an flan an f morphisme

Corollaire 1 Le vide de l'intersection de langages
linéaires est indécidable
Preuve PCP a une solution ssi LfhLg 01

Corollaire 2 l'ambiguité d'une grammaire est
indécidable

Preuve Gp et Gg sont non ambiguës
Done Gg U Gg est ambigüe Ssi LgMkg 0
Pour Gg UGg on ajoute l'axiome 5 et les règles

5 F 5 G
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Lemme2 le langage 4f est linéaire Etdéterministe
4f qu v l u C A EB v feu

Preuve Ou construit la grammaire linéaire Gye
5 a 5 feat Faf A
5 a Saw si a CA Iwletflast mais

w n'estpas un suffixe defla
5 a Saw si a C A et hula 1fLast
es Sz
avec des grammaires linéaires droite pour les
langages rationnels

L Sr A B
Le A

LCS B

Remarque On utilise les règles
S azur pour engendrer un mot à et

avec v trop court flu C Btr
S Ss pour engendrer un mot à et

avec v trop long v C Bt feu
S a Srw pour engendrer un mot à et

avec vzby feu vz t'y b b



50/98

Corollaire L'universalité d'un langage linéaire
est indécidable

Preuve Le Langage L 4f U Ley U At B

est linéaire
Claim L Et soi PCP n'a pas de solution
1 si PCP a une solution u C At tg ce feu glu
alors Û v E At B VL U

gdonc un v L et L Et
2 Si L 3 WE At BAL 4f U g
alors vu Y rt avec ce C At feu glu
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Propriétés de clôture
Proposition :

1. La famille Alg est fermée par concaténation, itération.

2. La famille Alg est fermée par substitution algébrique.

3. Les familles Alg et Lin sont fermées par union et miroir.

4. Les familles Alg et Lin sont fermées par intersection avec un rationnel.

5. Les familles Alg et Lin sont fermées par morphisme.

6. Les familles Alg et Lin sont fermées par projection inverse.

7. Les familles Alg et Lin sont fermées par morphisme inverse.

Définition : Substitutions algébriques

Une substitution σ : A→ P(B∗) est algébrique si ∀a ∈ A, σ(a) ∈ Alg

Définition : Projection

La projection de A sur B ⊆ A est le morphisme π : A∗ → B∗ défini par

π(a) =

{
a si a ∈ B
ε sinon.
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Transductions rationnelles

Définition : Transduction rationnelle

Une transduction rationnelle (TR) τ : A∗ → P(B∗) est la composée d’un morphisme
inverse, d’une intersection avec un rationnel et d’un morphisme.

Soient A,B,C trois alphabets, K ∈ Rat(C∗) et ϕ : C∗ → A∗ et ψ : C∗ → B∗ deux
morphismes. L’application τ : A∗ → P(B∗) définie par τ(w) = ψ(ϕ−1(w)∩K) est
une TR.

Proposition :

Les familles Alg, Lin et Rat sont fermées par TR.
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Transductions rationnelles
Théorème : Chomsky et Schützenberger

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. L est algébrique.

2. Il existe une TR τ telle que L = τ(D∗2).

3. Il existe un entier n, un rationnel K et un morphisme alphabétique ψ tels que
L = ψ(D∗n ∩K).

Corollaire :
Les langages non ambigus ne sont pas fermés par morphisme.

Théorème : Elgot et Mezei, 1965

La composée de deux TR est encore une TR.

Théorème : Nivat, 1968

Une application τ : A∗ → P(B∗) est une TR si et seulement si son graphe
{(u, v) | v ∈ τ(u)}

est une relation rationnelle (i.e., un langage rationnel de A∗ ×B∗).
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Forme normale de Greibach

Définition :

La grammaire G = (Σ, V, P ) est en
FNG (forme normale de Greibach) si P ⊆ V × ΣV ∗

FNPG (presque Greibach) si P ⊆ V × Σ(V ∪ Σ)∗

FNGQ (Greibach quadratique) si P ⊆ V × (Σ ∪ ΣV ∪ ΣV 2)

Remarque : on passe trivialement d’une FNPG(Q) à une FNG(Q).

Théorème :

Soit G = (Σ, V, P ) une grammaire propre.
On peut construire G′ = (Σ, V ′, P ′) en FNG équivalente à G,
i.e., V ⊆ V ′ et LG(x) = LG′(x) pour tout x ∈ V .

La difficulté est d’éliminer la récursivité gauche des règles.

Exemple : Mettre la grammaire suivante en FNPG

G1 :

{
x1 −→ x1b+ a
x2 −→ x1b+ ax2x1
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Ç arts a

nz sxrbtaxa.ae
Méthode à la main
Icm abt at abt
On peut engendrer to avec x b bat
Donc dans G on met

a tant
à b bah

Oua Lew14cm
Reste à traiter ma un b
Il suffit de remplacer x par ataxteOn obtient dans G xz sabtaxfbtaz.ae
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Forme normale de Greibach

Preuve

Soit G = (Σ, V, P ) une grammaire avec V = {x1, . . . , xn}.

Pour i, j ∈ {1, . . . , n} on pose

{
αi,j = x−1

i P (xj) ⊆ (Σ ∪ V )∗

βj = P (xj) ∩ (Σ · (Σ ∪ V )∗ ∪ {ε})
de sorte que les règles de G s’écrivent xj →

∑
i xiαi,j + βj pour 1 ≤ j ≤ n.

On peut écrire P vectoriellement : X → XA+B
avec X = (x1, . . . , xn), B = (β1, . . . , βn) et A = (αi,j)1≤i,j≤n.

On définit G′ = (Σ, V ′, P ′) par V ′ = V ] {yi,j | 1 ≤ i, j ≤ n} et

P ′ :
X → BY +B
Y → AY +A

i.e.
xj →

∑
k βkyk,j + βj

yi,j →
∑
k αi,kyk,j + αi,j

avec Y = (yi,j)1≤i,j≤n.

Proposition : Equivalence des grammaires

Les grammaires G et G′ sont équivalentes, i.e., ∀x ∈ V , LG(x) = LG′(x).
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On illustre la preuve sur

Ga seins taisez ya b
Mz Zinzinzant a

A L
B tripat lbia
X serina

On a bien XA B

lis
X BY B s'écrit byntayartbxzsbyezt ayzz.tn

Ces règles sont déjà en FNG

Yu antre yutazyntartaz
Y AY A s'écrit Gez tartadyntazyntaz

ya ayntaryant a

Yzz ayez taryzztaz
Ces règles ne sont pas en FNG
Mais les variables à gauche sont mourez

substitution

gu byntayartbfyntdtlbyrztayzztalgnty.AE
g byntayantb yntlbyrztayzztalgezty.IE
yzr saynt byntayzrtb yzr ta

yzz sayrztlbyntayzrtbkyzz.IE
la grammaire GI est en ENG
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Preuve de la Proposition
Fx Et LgLx La la

Induction sur la longueur d'une dérivation
gauche dans G pour c et droite dans G'pour s
1 Lglas c LG tu
Une dérivation gauche x ngw dans 6 s'écrit
a ai gainur agnizuzy gaipeuk uzur gvhi.tk zur

avec unC diriouztqz.in UhC Limite et Uhf Bin
puis l'halbi Uzun g

w

Lemme fondamental W WhenWE way
et ui gui avec nth t net t nk
HR dans G on a ui dur tt 1 Ei Etat

De plus on a dans G'la dérivation droite suivante

aio duhnbinio duknukyin.io duhti YYI.io d'hm

d Wta Wh way w

2 LG ln 3kg x similaire
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Forme normale de Greibach

Exemple : Mettre la grammaire suivante en FNG(Q)

G2 :

{
x1 −→ x1x1 + x1x2 + x2a+ b
x2 −→ x1x2 + x2x1 + a

Remarque : Grammaire propre

Si G est propre alors pour 1 ≤ i, j ≤ n on a

αi,j ⊆ (Σ ∪ V )+ et βj ⊆ Σ · (Σ ∪ V )∗

donc les règles X → BY +B de G′ sont en FNPG.

On définit G′′ à partir de G′ en remplaçant chaque variable x` en tête d’un mot de
αi,j par sa définition

∑
k βkyk,` + β`.

Proposition : FNG et FNGQ
I Les grammaires G et G′′ sont équivalentes.

I Si G est une grammaire propre alors G′′ est en FNPG.

I Si G est propre et en FN de Chomsky, alors G′′ est en FNGQ.
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Plan
Introduction

Langages reconnaissables

Grammaires

Langages algébriques

5 Automates à pile

Définition et exemples

Modes de reconnaissance

Lien avec les langages algébriques

Mots de pile

Langages déterministes

Complémentaire

Analyse syntaxique

Fonctions séquentielles

Automates d’arbres
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Automates à pile

Définition : A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) où
I Q ensemble fini d’états

I Σ alphabet d’entrée

I Z alphabet de pile

I T ⊆ QZ × (Σ ∪ {ε})×QZ∗ ensemble fini de transitions

I q0z0 ∈ QZ configuration initiale

I F ⊆ Q acceptation par état final.

De plus, A est temps-réel s’il n’a pas d’ε-transition.

Définition : Système de transitions (infini) associé

I T = (QZ∗, T ′, q0z0, FZ
∗)

I Une configuration de A est un état ph ∈ QZ∗ de T
I Transitions de T : T ′ = {pzh a−→ qgh | (pz, a, qg) ∈ T}.
I L(A) = {w ∈ Σ∗ | ∃ q0z0

w−→ qh ∈ FZ∗ dans T }.
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Configuration qqn Zzzzi

77 automate A dans l'état qi 9 sommet de pile tête de lectureZz
Sur Zn

Une transition pa a qg ET se représente

graphiquement par p 3 q

configuration initiale par 490
Ex p âb cP In pro
A 2 9 22 qb IE Zo Cleo

o
20 9 28 Zible Zo Cho

exemple de calcul acceptant pour ABBE
0 a 1 Zz 122 a 12320 b 22220 zz

b 220 c 320 C 320
Run An est déterministe D

An est temps réel TR

Fh est à fond depile testable i e

la pile ne contient plus qu'un symbole
Ssi le sommet de pile est zo
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Automates à pile

Exemples :
I L1 = {anbncp | n, p > 0} et L2 = {anbpcp | n, p > 0}
I L = L1 ∪ L2 (non déterministe)

Exercices :

1. Montrer que le langage {ww̃ | w ∈ Σ∗} et son complémentaire peuvent être
acceptés par un automate à pile.

2. Montrer que le complémentaire du langage {ww | w ∈ Σ∗} peut être accepté
par un automate à pile.

3. Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile. Montrer qu’on peut
construire un automate à pile équivalent A′ tel que
T ′ ⊆ Q′Z × (Σ ∪ {ε})×Q′Z≤2.

4. Soit A un automate à pile. Montrer qu’on peut construire un automate à pile
équivalent A′ tel que les mouvements de la pile sont uniquement du type push
ou pop.
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Ex p âbPcP In pro
Az 20 9 20 qb Izz Z CIE

o
20 9 20 Zob zzo A A

4 5 4 6 201 7

exemple de calcul acceptant pour ce té
0 a 420 b 5220 b 52220 C 6220 C 620 E 720
L'automate Az est D mais pas TR

Ex U Lz
Il sulfit de faire Az Arutz en fusionnant
l'état initial 0

Mais Az est non déterministe ND à cause de
Zoya 7 1

08 alg S4
Run pas d'automate D pour D q ND

Exercice Construire un automate à pile
déterministe pour

pâté Inp of UfabPDPln.pro
Rani Pas d'automate DtTR pour

D TR Ç D
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Propriétés fondamentales

Lemme : fondamental

Soient A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile, p, r ∈ Q, g, h ∈ Z∗, w ∈ Σ∗ et
n ≥ 0. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. pgh w−−→n r est un calcul de A,

2. il existe deux calculs pg
w1−−→n1

q et qh
w2−−→n2

r de A avec q ∈ Q, w = w1w2 et
n = n1 + n2.

Preuve
=⇒: Dans le calcul pgh w−−→n r, on considère la première fois que le contenu de
la pile est h (possible car initialement gh, finalement ε). Soit qh la configuration
correspondante après n1 étapes. Le calcul s’écrit pgh

w1−−→n1
qh

w2−−→n2
r.

Si p0g0h
a1−→ p1g1h · · ·

ak−→ pkgkh est un calcul de A tel que gi 6= ε pour 0 ≤ i < n
alors p0g0

a1−→ p1g1 · · ·
ak−→ pkgk est un calcul de A.

⇐=: On utilise la remarque suivante: Si sf v−→k s′f ′ est un calcul de A avec s ∈ Q,
f, f ′, f ′′ ∈ Z∗ alors sff ′′ v−→k s′f ′f ′′ est aussi un calcul de A.
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Acceptation généralisée
Définition :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile et K ⊆ QZ∗ un langage reconnais-
sable. Le langage reconnu par A avec acceptation généralisée K est

LK(A) = {w ∈ Σ∗ | ∃ q0z0
w−→ qh ∈ K dans T }

Cas particuliers :

I K = FZ∗ : acceptation classique par état final.

I K = Q : acceptation par pile vide.

I K = F : acceptation par pile vide et état final.

I K = QZ ′Z∗ avec Z ′ ⊆ Z : acceptation par sommet de pile.

Exemple :

L = {anbn | n ≥ 0} peut être accepté par pile vide ou par sommet de pile.

Proposition : Acceptation généralisée

Soit A un automate à pile avec acceptation généralisée K, on peut effectivement
construire un automate à pile A′ acceptant par état final tel que LK(A) = L(A′).
Donc, tous les modes d’acceptation ci-dessus sont équivalents.
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Exemple a b In o

acceptation par sommet de pilezalzzzb.IE L f20
12019 220 zble déterministe

Acceptation par pile vide
Zofle Zola12020 Zable non déterministe
20K120g Z b E non ambigu
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Acceptation généralisée

Preuve : Acceptation généralisée

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile et K ⊆ QZ∗ un langage reconnu
par l’automate fini déterministe B = (P,Z ∪Q, δ, p0, F ) avec P ∩Q = ∅.
Intuition: l’automate A′ commence par simuler A, puis (choix ND) lit la configura-
tion atteinte qh ∈ QZ∗ dans l’automate B pour voir si elle est acceptante.
Soit A′ = (Q′,Σ, Z ] {⊥}, T ′, q′0⊥, {f}) avec Q′ = Q ] P ] {q′0, f}, et

1. q′0 · ⊥
ε−→ q0 · z0⊥ ∈ T ′, Initialisation

2. T ⊆ T ′, Simulation

3. q · z ε−→ δ(p0, q) · z ∈ T ′, si q ∈ Q et z ∈ Z ] {⊥}, Acceptation

4. p · z ε−→ δ(p, z) · ε ∈ T ′, si p ∈ P et z ∈ Z, Acceptation

5. p · ⊥ ε−→ f · ε ∈ T ′, si p ∈ F , Acceptation

Exercice: Montrer que L(A,K) = L(A′).

Remarque: A′ reconnâıt aussi L(A,K) par pile vide.

Exercice: Modifier A′ pour qu’il reconnaisse L(A,K) par sommet de pile.
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Automates à pile et grammaires

Proposition : Automate à pile vers grammaire

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile reconnaissant par pile vide. On peut
construire une grammaire G qui engendre L(A).

De plus, si A est temps-réel alors G est en FNG.

Proposition : Grammaire vers automate à pile

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire. On peut construire un automate à pile simple
(un seul état) A qui accepte LG(S) par pile vide.

De plus, si G est en FNPG alors on peut construire un tel A temps-réel.

Si G est en FNGQ alors on peut construire un tel A standardisé (T ⊆ Z×Σ×Z≤2).
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Preuve Automate a Pile vers Grammaire
On construit G E V P avec

V Xp z q I pq C Q et ZEZ
de telle sorte que l'on ait
Lemme Lg Xp z g fur ET I pa q dans tt

Pour cela on définit les règles de G par
P Xpqq 7 aXp yr pa Xp yn q

pa Spry yu ET donc a C Euh yiez
pr par par C Q

Rein si n o la règle est Xpqq a

Preuve de Leur vue
C Récurrence sur longueur d'une dérivation
Xp z q

m w C
si un 1 alors w _a C EU E3 et pza sqc T.DK
si vu 1 alors la dérivation s'écrit

Xpqq
a Xpyrpé Xpuynq w

avec f2 psys yu ET
Leurmeboudeunental Xp y p Wi dans Gavee
WI w un et m t un t mn put q
HR pigi Ïpi dans A
On recolle en utilisant le LF pour A

prepays yu payé ya psy yu
Puyu Ipn F9
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Récurrence sur longueur du calcul

px wmqdanst
m 1 w ac EUK3etpx.IQ ET

donc px aq C P OK

m 1 le calcul s'écrit

pa E pryor ya q avec n 1 et w _av

Donc Xpzq saxpy.pe Xpayaput EP et
LF des automates à Pile appliqué n I lais
Z pa pu et des calculs pig pin de 7
avec m l mnt mn et v q vu put 9
HR on a dans 6 Les dérivations

Xpiyipin oi
On recolle pour obtenir dans G

Xpzq saxpynpi Xpuyupnn
T.at Xpzyzpz Xpuyuput
avr Un Xpayupa avr tu w

Preuve Grammaire vers Automate a Pile
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Lemme V xc GUVFVwtoxgwdemsGssix.IE dans 7
FI Ree sur n dans x ni dérivation
n D vu C

et

vérifications x E dans 1
n 0 x vas avec ceC Et nev SECEUVÉ

On applique la règle x X P x 7g vos gw
LF w uv et ses go
HR 8f E E dans A
done x tes E dans A

vérifications

Ree sur n dans x E calculderno W E L donc 9GW
n on 1 six a fanée a C alors le calcul
est 8 E avec w _av

HR f go donc x af T.gov au

2 x x 8 avec x C V alors le calcul est
E 8f12

n l
HR TE gw Done a ses Egres Engue
Remarque Si G est en FNPG on remplace
les expansions par x a x la axer
L'automate obtenu est TR
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Configurations accessibles (mots de pile)

Proposition : Reconnaissabilité des configurations accessibles

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.
Pour p ∈ Q et g ∈ Z∗, on note

C(pg) = {qh ∈ QZ∗ | ∃ pg −→+ qh dans T }

l’ensemble des configurations accessibles à partir de pg.
On peut effectivement construire un automate fini B qui reconnâıt C(pg).

Preuve : Voir plus loin.

Corollaire : Décidabilité du vide

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile.
On peut décider si L(A) = ∅.

Preuve

Il suffit de tester si q0 ∈ F ou C(q0z0) ∩ FZ∗ 6= ∅.
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Calculs d’accessibilité
Corollaire :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.
On peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. X = {(p, x, q) ∈ Q× Z ×Q | ∃ px −→+ q dans T }
2. Y = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px −→+ qy dans T }
3. W = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px −→+ qyh dans T }
4. X ′ = {(p, x, q) ∈ Q× Z ×Q | ∃ px ε−→+ q dans T }
5. Y ′ = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px ε−→+ qy dans T }
6. W ′ = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px ε−→+ qyh dans T }

Preuve

1. (p, x, q) ∈ X ssi q ∈ C(px).

2. (p, x, q, y) ∈ Y ssi qy ∈ C(px).

3. (p, x, q, y) ∈W ssi C(px) ∩ qyZ∗ 6= ∅.
On applique ce qui précède à l’automate A′ obtenu à partir de A en ne conservant
que les ε-transitions.
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Clôture et réduction.

Soit Γ un alphabet, Γ = {a | a ∈ Γ} une copie de Γ et Γ̃ = Γ ] Γ.

On définit la réduction sur Γ̃∗ par aa red−−→ ε pour a ∈ Γ.

Remarque : Soit D = {w ∈ Γ̃∗ | w red−−→∗ ε}.
On peut montrer que D est engendré par la grammaire S −→ ε+

∑
a∈Γ aSaS.

Il s’agit donc du langage de Dyck en considérant a comme une parenthèse ouvrante
et a comme la parenthèse fermante correspondante.

Pour L ⊆ Γ̃∗ on pose Clot(L) = {w ∈ Γ̃∗ | ∃v ∈ L, v red−−→∗ w}.

Lemme : Reconnaissabilité de la clôture

Si L ⊆ Γ̃∗ est un langage reconnaissable alors Clot(L) ⊆ Γ̃∗ aussi.
On peut construire un automate pour Clot(L) à partir d’un automate pour L
(PTime).
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Clôture et réduction.
Preuve : Reconnaissabilité de la clôture

Soit A = (Q, Γ̃, T, I, F ) un automate fini reconnaissant L.

Pour p, q ∈ Q, on note Ap,q = (Q, Γ̃, T, p, q) et Lp,q = L(Ap,q).

On peut décider si Lp,q ∩D 6= ∅ en PTime

On peut calculer (PTime) l’ensemble R = {(p, q) ∈ Q2 | Lp,q ∩D 6= ∅}.

On définit A′ = (Q, Γ̃, T ′, I, F ) en ajoutant à A des ε-transitions:

T ′ = T ∪ {(p, ε, q) | (p, q) ∈ R}.

Remarque: R2 = R et donc dans un calcul de A′ il est inutile de prendre deux (ou
plus) ε-transitions consécutives.

Lemme: L(A′) = Clot(L).

⊆: Soit w = a1 · · · an ∈ L(A′). On a un calcul acceptant dans A′

p0
ε−→ q0

a1−→ p1
ε−→ q1 · · ·

an−−→ pn
ε−→ qn

pour tout 0 ≤ i ≤ n, il existe un mot vi ∈ Lpi,qi ∩D. On obtient

v = v0a1v1 · · · anvn red−−→∗ w
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Clôture et réduction.

Preuve : Reconnaissabilité de la clôture

⊇: Par induction sur le nombre n de réductions: Soit v red−−→n w avec v ∈ L.

Si n = 0 alors w = v ∈ L = L(A) ⊆ L(A′).

Si n > 0 alors v red−−→n−1 w′ red−−→1 w.

On peut écrire w′ = w1aaw2 et w = w1w2 avec a ∈ Γ.

Par induction, on a un calcul acceptant pour w′ dans A′. Ce calcul s’écrit

q0
w1−−→ p

a−→ p′
ε−→ q′

a−→ q
w2−−→ qf .

(p′, q′) ∈ R donc il existe u ∈ Lp′,q′ ∩D.

On en déduit aua ∈ Lp,q ∩D et donc (p, q) ∈ R.

On obtient le calcul acceptant pour w dans A′:

q0
w1−−→ p

ε−→ q
w2−−→ qf .
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Configurations accessibles (Preuve)
Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.

On définit Γ = Q ] Z et le langage fini K = {qhx p | ∃ (px, a, qh) ∈ T} ⊆ Γ̃+.

Lemme : Soit n ≥ 0

il existe un calcul pg −→n qh dans A ssi il existe w ∈ Kn tel que wpg red−−→2n qh

Corollaire : C(pg) = Clot(K+pg) ∩QZ∗.

Puisque K est un langage fini, le langage K+pg est reconnaissable et on peut
construire (PTime) un automate B qui reconnâıt Clot(K+pg) ∩QZ∗.

Preuve du Lemme
=⇒: par récurrence sur n. Soit pg −→n qh un calcul de A.

Si n = 0 alors qh = pg et on prend w = ε ∈ K0.

Si n > 0 alors g = xg′ et le calcul s’écrit

pg = pxg′ a−→1 p′h′g′ −→
n−1

qh avec (px, a, p′h′) ∈ T .

Par induction, il existe w′ ∈ Kn−1 tel que w′p′h′g′
red−−−→

2(n−1)
qh.

Soit w = w′(p′h′x p) ∈ Kn. On a wpg red−−→2n qh.
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Configurations accessibles (Preuve)

Preuve du Lemme
⇐=: par récurrence sur n. Soit w ∈ Kn tel que wpg red−−→2n qh.

Si n = 0 alors w = ε et qh = pg: on a pg −→0 qh dans A.

Si n > 0 alors w = w′v avec w′ ∈ Kn−1 et v = p′h′x r ∈ K.

Toutes les lettres barrées doivent être réduites à partir de wpg = w′p′h′x rpg.

On en déduit r = p et g = xg′.

Donc, on a une transition (px, a, p′h′) ∈ T et une réduction w′p′h′g′
red−−−→

2(n−1)
qh.

Par induction, il existe un calcul p′h′g′ −→
n−1

qh dans A.

Finalement,

pg = pxg′ a−→1 p′h′g′ −→
n−1

qh dans A.
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Calculs d’accessibilité
Exercice : Calculs infinis

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.
Montrer qu’on peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. V = {(p, x) ∈ Q× Z | ∃ px −→ω dans T }
2. V ′ = {(p, x) ∈ Q× Z | ∃ px ε−→ω dans T }

Preuve : Indications
On calcule l’ensemble V comme plus grand point fixe. Pour cela, on définit:

V0 = Q× Z
Vm+1 = {(p, x) ∈ Q× Z | ∃(px, a, p1y1 · · · yn) ∈ T,

∃1 ≤ k ≤ n, ∃p2, . . . , pk ∈ Q tels que

(pk, yk) ∈ Vm et ∀1 ≤ i < k, (pi, yi, pi+1) ∈ X}

Montrer alors que (Vm)m≥0 est une suite décroissante et que

V =
⋂
m≥0

Vm
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Langages déterministes
Définition : Automate à pile déterministe

A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) est déterministe si

I ∀(pz, a) ∈ QZ × (Σ ∪ {ε}), |T (pz, a)| ≤ 1,

I ∀ pz ∈ QZ, T (pz, ε) 6= ∅ =⇒ ∀ a ∈ Σ, T (pz, a) = ∅
Un langage L ⊆ Σ∗ est déterministe s’il existe un automate à pile déterministe qui
accepte L par état final.

Exemples :

1. Le langage L4 = {anbpcn | n, p > 0} ∪ {anbpdp | n, p > 0} est déterministe
mais pas D+TR.

2. L5 = {anban | n > 0} peut être accepté par un automate D+TR mais pas
par un automate D+S car il n’est pas fermé par préfixe.

Exercices :
1. Montrer que D∗n est D+TR mais pas D+S.

2. Montrer que le langage {anbn | n > 0} ∪ {anb2n | n > 0} est non ambigu
mais pas déterministe.
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Ex 4 gâble Impro U a bPdP Inp o

BYE AckAy A Aile A
Z a Az 3 74

Ab Bp
Bill 7

1 72 Z EK
U Un Bdk
AHAH BiblBB dz AEK

un

Exemple decalcul
Belle

1211A a 9,1 AAzb sZBAAzb s2BBAttz s3BAAz
BAAz E.LA 442 46

1291A a 9,1 AAzb sZBAAzbRBBAAzds5BAttzd5AAz E.sc Az

L'automate Ag est déterministe mais pas tempered
On pourrait enlever les E transitions
3A E 4 42Kf et 5A 2,6

mais pas 3B E 3
Il n'y a pas d'automate DER pour Lg
Done DIR q D
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Acceptation par pile vide

Exemples :

1. Le langage L5 = {anban | n ≥ 0} peut être accepté par pile vide par un
automate D+TR+S.

2. Le langage L4 = {anbpcn | n, p > 0} ∪ {anbpdp | n, p > 0} peut être accepté
par pile vide par un automate D.

Exercices :

1. Montrer qu’un langage L est déterministe et préfixe (L ∩ LΣ+ = ∅) ssi il
existe un automate déterministe qui accepte L par pile vide.

2. Montrer que pour les automates à pile déterministes, l’acceptation par pile
vide est équivalente à l’acceptation par pile vide ET état final.

Exercice :
Montrer que D∗n peut être accepté par sommet de pile par un automate D+TR+S.
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Ex 4 fa ba In o

Z a Az Ap le

Ap Aide Ziale z Aj est DtTR
a Zeb LE
AMAA

Mais pas d'automate simple avec acceptation
par état final car Lz n'est pas fermé par préfixe

z al z A Af est D TR 5À Da blc et accepte Lg par
A ale pile vide

Exemple de calcul sur àbà

z I zA ez AA aszAAA bsAAA AA.es A E

Ex 4 est reconnu par pile vide par l'automate
t'a obtenu en ajoutant à Ag les transitions
6A E 6 et

y
A de

62,2 6 z Ek
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Complémentaire

Théorème : Les déterministes sont fermés par complémentaire.

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate à pile déterministe A′ qui reconnâıt Σ∗ \ L(A).

Il y a deux difficultés principales :

1. Un automate déterministe peut se bloquer (deadlock) ou entrer dans un
ε-calcul infini (livelock). Dans ce cas il y a des mots qui n’admettent aucun
calcul dans l’automate.

2. Même avec un automate déterministe, un mot peut avoir plusieurs calculs
(ε-transitions à la fin) certains réussis et d’autres non.
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Blocage

Définition : Blocage

Un automate à pile A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) est sans blocage si pour toute configu-

ration accessible pα et pour toute lettre a ∈ Σ il existe un calcul pα ε−→∗
a−→.

Proposition : Critère d’absence de blocage

Un automate déterministe est sans blocage si et seulement si pour toute configura-
tion accessible pα on a

1. α 6= ε, et donc on peut écrire α = xβ avec x ∈ Z,

2. px
ε−→ ou ∀a ∈ Σ, px

a−→,

3. px 6 ε−→ω .

De plus, ce critère est décidable.

Remarque :

Si A est sans blocage alors chaque mot w ∈ Σ∗ a un unique calcul maximal (et fini)

q0z0
w−−→∗ pα 6 ε−→ dans A (avec α 6= ε).
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Blocage
Preuve : Critère d’absence de blocage

Si A est sans blocage alors il satisfait clairement le critère.

Réciproquement, supposons que A satisfait le critère.

On calcule X ′ = {(r, x, s) ∈ Q× Z ×Q | ∃ rx ε−→+ s dans T }.
Soit pα une configuration accessible et a ∈ Σ.

On écrit α = x1x2 · · ·xn avec xi ∈ Z.

Il n’existe pas de calcul pα ε−→+ p′ car sinon la configuration p′ est accessible ce qui
contredit le point 1 du critère.

Donc il existe 1 ≤ k ≤ n et des états p2, . . . , pk tels que

(p, x1, p2), (p2, x3, p3), . . . , (pk−1, xk−1, pk) ∈ X ′

et il n’existe pas pk+1 avec (pk, xk, pk+1) ∈ X ′.
La configuration pkxk · · ·xn est accessible, donc pkxk 6 ε−→ω (critère point 3).

On en déduit pkxk
ε−→∗ qyβ avec qy 6 ε−→ et donc qy

a−→ (critère point 2).

Finalement, pα ε−→∗ pkxk · · ·xn ε−→∗ qyβxk+1 · · ·xn
a−→

Décidabilité du critère: on vérifie que C(q0z0)∩Q = ∅ (point 1) et pour chaque px
tel que px = q0z0 ou C(q0z0) ∩ pxZ∗ 6= ∅, on vérifie le point 2 du critère et que
(p, x) /∈ V ′ (point 3).
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Blocage

Proposition : Suppression des blocages

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut ef-
fectivement construire un automate à pile déterministe sans blocage A′ =
(Q′,Σ, Z ′, T ′, q′0z

′
0, F

′) qui reconnâıt le même langage.

Preuve

Q′ = Q ] {q′0, d, f}, F ′ = F ] {f}, Z ′ = Z ] {⊥}, z′0 = ⊥ et
pour p ∈ Q, a ∈ Σ et x ∈ Z

1. q′0⊥
ε−→ q0z0⊥,

2. Si px
a−→ qα ∈ T alors px

a−→ qα ∈ T ′,
3. Si px 6 a−→ et px 6 ε−→ dans A alors px

a−→ dx ∈ T ′,
4. Si px 6 ε−→ω dans A et px

ε−→ qα ∈ T alors px
ε−→ qα ∈ T ′,

5. Si px ε−→ω dans A et ∃ px ε−→∗ qα avec q ∈ F alors px
ε−→ fx ∈ T ′,

6. Si px ε−→ω dans A et ∀ px ε−→∗ qα on a q /∈ F alors px
ε−→ dx ∈ T ′,

7. p⊥ ε−→ d⊥, d⊥ a−→ d⊥, dx
a−→ dx et fx

a−→ dx.

Cette construction est effective.
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Blocage

Preuve : A′ est déterministe, sans blocage, constructible en PTime

Déterministe: il suffit de le vérifier.

Sans blocage: on vérifie les conditions du critère.

1. C′(q′0⊥) ∩Q = ∅: on ne peut pas vider entièrement la pile car le fond de pile ⊥
n’est jamais effacé.

2. Soit pxα une configuration accessible. Supposons px 6 ε−→ dans A′.
Si p ∈ Q alors x 6= ⊥ (7) et donc (2,3) ∀ a ∈ Σ, px

a−→
On a p 6= q′0 et si p ∈ {d, f} alors (7) ∀ a ∈ Σ, px

a−→ (notons que px 6= f⊥).

3. Soit pxα une configuration accessible. Supposons px ε−→ω dans A′.
Ce calcul ne peut pas utiliser les états d et f : il n’utilise que les transitions (1,4).

La transition (1) est utilisée au plus une fois.

Si px 6= q′0⊥ alors px ε−→ω dans A et on ne peut pas utiliser la transition (4).

Si px = q′0⊥ alors q0z0
ε−→ω dans A et la transition (4) est impossible aussi.

Constructible en PTime:

Pour les conditions des transitions (4,5,6) on utilise les ensembles V ′, X ′ et W ′.
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Blocage
Preuve : L(A) ⊆ L(A′)
Soit q0z0

w−→ qβ un calcul acceptant de A pour w ∈ Σ∗.

Si le calcul ne passe pas par une configuration pxα avec px ε−→ω ((p, x) ∈ V ′) alors

q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

qβ⊥
est un calcul acceptant de A′.
Sinon, le calcul s’écrit q0z0

w−→ pxγ ε−→∗ qβ avec px ε−→ω
Donc β = αγ avec px ε−→∗ qα et q ∈ F . On obtient un calcul acceptant dans A′:

q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

pxγ⊥ ε−→(5) fxγ⊥

Preuve : L(A′) ⊆ L(A)

Un calcul acceptant de A′ ne peut pas atteindre l’état puits d. Deux possibilités:

Si le calcul accepte grâce à l’état f , il s’écrit:

q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

pxγ⊥ ε−→(5) fxγ⊥
On en déduit q0z0

w−→ pxγ dans A et il existe px ε−→∗ qα dans A avec q ∈ F .

Donc w est accepté par le calcul q0z0
w−→ pxγ ε−→∗ qαγ de A.

Sinon, le calcul de A′ s’écrit q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

qβ⊥ avec q ∈ F
et on obtient le calcul acceptant q0z0

w−→ qβ dans A pour w.
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Complémentaire

Proposition :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate à pile déterministe A′ qui reconnâıt Σ∗ \ L(A).

Proposition :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate à pile déterministe équivalent A′ tel qu’on ne puisse
pas faire d’ε-transition à partir d’un état final de A′.

Exercice :
Montrer que tout langage déterministe est non ambigu.
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Complémentaire
Preuve : Complémentaire

On suppose A déterministe et sans blocage. On pose Q′ = Q× {1, 2, 3, 4}.
L’état initial est q′0 = (q0, 1) si q0 /∈ F et q′0 = (q0, 2) sinon.

1. Si px
ε−→ qα ∈ T et i ∈ {1, 2} alors

(p, i)x
ε−→ (q, j)α ∈ T ′ avec j =

{
1 si i = 1 ∧ q /∈ F
2 sinon.

2. Si px
a−→ qα ∈ T et i ∈ {1, 2} alors (p, i)x

ε−→ (p, i+ 2)x ∈ T ′ et

(p, i+ 2)x
a−→ (q, j)α ∈ T ′ avec j =

{
1 si q /∈ F
2 sinon.

L’automate A′ est déterministe et sans blocage.
Soit w ∈ Σ∗ et q0z0

w−→ pα l’unique calcul maximal de A sur w. On a pα 6 ε−→.
L’unique calcul maximal de A′ sur w s’écrit q′0z0

w−→ (p, j)α avec j = 3 si le calcul
de A n’a pas visité F depuis la dernière transition visible (6= ε), et j = 4 sinon.

I Avec F ′ = Q× {3} on obtient L(A′) = L(A).

I Avec F ′ = Q× {4} on obtient L(A′) = L(A).

Dans les deux cas, à partir d’un état de F ′ il n’y a pas d’ε-transition.
De plus, chaque mot w ∈ L(A′) a un unique calcul acceptant dans A′.
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Langages déterministes

Exercice :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0,K) un automate à pile déterministe avec acceptation
généralisée par le langage rationnel K ⊆ QZ∗.
Montrer qu’on peut effectivement construire un automate à pile déterministe
équivalent reconnaissant par état final.

Exercice :
Soit A un automate à pile déterministe. Montrer qu’on peut effectivement con-
struire un automate à pile déterministe qui reconnâıt le même langage et dont les
ε-transitions sont uniquement effaçantes : px

ε−→ q.
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Lemme d’itération pour les déterministes

Lemme : Itération
Soit L ⊆ Σ∗ un langage déterministe. Il existe un entier N ∈ N tel que tout mot
w ∈ L contenant au moins N lettres distinguées se factorise en w = αuβvγ avec

1. ∀p ≥ 0 : w = αupβvpγ ∈ L(A),

2. uβv contient moins de N lettres distinguées,

3. soit α, u, β soit β, v, γ contiennent des lettres distiguées,

4. pour tout γ′ ∈ Σ∗,

∃p : αupβvpγ′ ∈ L =⇒ ∀p : αupβvpγ′ ∈ L

Preuve Admis. Voir [4]
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Langages déterministes

Proposition : Décidabilité et indécidabilité

On ne peut pas décider si un langage algébrique est déterministe.

Soient L,L′ deux langages déterministes et R un langage rationnel.
Les problèmes suivants sont décidables :

I R ⊆ L ? R ⊆ L⇐⇒ R ∩ L = ∅
I L = R ? R = L⇐⇒ R ∩ L = ∅ = R ∩ L
I L est-il rationnel ?

I L = L′ ? Géraud Sénizergues, prix Gödel 2002

Les problèmes suivants sont indécidables :

I L ∩ L′ = ∅ ?

I L ⊆ L′ ?

I L ∩ L′ est-il algébrique ?

I L ∩ L′ est-il déterministe ?

I L ∪ L′ est-il déterministe ?
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