Langages formels

Paul Gastin

Paul.Gastin@lsv.fr
http://www.lsv.fr/~gastin/Langages/

L3 Informatique Cachan
2019-2020


http://www.lsv.fr/~gastin/Langages/

Plan

@ Introduction

Langages reconnaissables
Grammaires

Langages algébriques
Automates a pile
Analyse syntaxique
Fonctions séquentielles

Automates d’arbres

u]
8
l
n
it

DA



Motivations

Définition :
1. Description et analyse (lexicale et syntaxique) des langages (programmation,
naturels, ...)

2. Modeles de calcul
3. Abstractions mathématiques simples de phénomenes complexes dans le but de

Prouver des propriétés.
Concevoir des algorithmes permettant de tester des propriétés ou de résoudre
des problemes.

4. Types de données
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Automates a pile

Définition : A= (Q,%, Z,T, qoz0, F') ol
() ensemble fini d'états
> alphabet d’entrée
Z alphabet de pile
T CQZ x (XU{e}) x QZ* ensemble fini de transitions
qozo € QZ configuration initiale
F C () acceptation par état final.
De plus, A est temps-réel s'il n'a pas d’e-transition.

Définition : Systeme de transitions (infini) associé
T =(QZ*,T,q020, FZ*)
Une configuration de A est un état ph € QZ* de T
Transitions de 7: T = {pzh % qgh | (pz,a,qg) € T}.
L(A) ={we ¥*| I gz — gh € FZ* dans T}.
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Automates a pile

Exemples :
Ly ={a"b"c? | n,p > 0} et Ly = {a™bPcP | n,p > 0}
L = L, U Ly (non déterministe)

Exercices :

1. Montrer que le langage {ww | w € ¥*} et son complémentaire peuvent &tre
acceptés par un automate a pile.

2. Montrer que le complémentaire du langage {ww | w € ¥*} peut étre accepté
par un automate a pile.

3. Soit A= (Q,%,Z,T,qoz0, F) un automate a pile. Montrer qu'on peut
construire un automate a pile équivalent A’ tel que
T CQ'Zx (XU{e}) x Q' Z=2.

4. Soit A un automate a pile. Montrer qu'on peut construire un automate a pile
équivalent A’ tel que les mouvements de la pile sont uniquement du type push
ou pop.
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Propriétés fondamentales

Lemme : fondamental

Soient A = (Q,%, Z,T,qoz0) un automate a pile, p,r € Q, g,h € Z*, w € ¥* et
n > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. pgh —+ 7 est un calcul de .A

. il existe deux calculs pg ===+ q et gh —=2+ r de A avec ¢ € Q, w = wws et
n =mnj + no.

Preuve

=: Dans le calcul pgh —+ 7, on considére la premigre fois que le contenu de
la pile est h (possible car initialement gh, finalement €). Soit gh la configuration
correspondante aprés n; étapes. Le calcul s'écrit pgh — gh —2> 1

Si pogoh —> plglh - 25 prgrh est un calcul de A tel que g; # € pour 0 < i < n
alors pogo R P191 - L e Prgk est un calcul de A.

<=: On utilise la remarque suivante: Si sf —+ s’ f’ est un calcul de A avec s € Q,
L "€ Z* alors sff" =+ s’ f f" est aussi un calcul de A.



Acceptation généralisée
Définition :
Soit A = (Q,%,Z,T,qoz) un automate a pile et K C QZ* un langage reconnais-
sable. Le langage reconnu par A avec acceptation généralisée K est

Li(A) ={we¥* |3 gz — qh € K dans T}
Cas particuliers :
K = FZ* . acceptation classique par état final.
K = @ : acceptation par pile vide.
K = F : acceptation par pile vide et état final.
K =QZ'Z* avec Z' C Z : acceptation par sommet de pile.

Exemple :

L = {a™b"™ | n > 0} peut &tre accepté par pile vide ou par sommet de pile.

Proposition : Acceptation généralisée

Soit A un automate a pile avec acceptation généralisée K, on peut effectivement
construire un automate a pile A’ acceptant par état final tel que Lx (A) = L(A").
Donc, tous les modes d'acceptation ci-dessus sont équivalents.
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Acceptation généralisée

Preuve : Acceptation généralisée

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0) un automate a pile et K C QZ* un langage reconnu
par I'automate fini déterministe B = (P, Z U Q, §, po, F') avec PN Q = ().
Intuition: I'automate A" commence par simuler A, puis (choix ND) lit la configura-
tion atteinte gh € QZ* dans |'automate B pour voir si elle est acceptante.

Soit A/ = (Q, 2, ZW{L}, T, ¢\ L, {f}) avec @' = QW P W{qy, [}, et

Lgh-L S qo-zleT, Initialisation
2. T CT, Simulation
3.¢- 25 0(po,q) - 2€T,sigeQet z€ ZW{L}, Acceptation
4. p-z2508(p,2)-ecT sipePetzeZ, Acceptation
5. p-L S f-eeT, sipeF, Acceptation

Exercice: Montrer que L£(A, K) = L(A).
Remarque: A’ reconnait aussi £(A, K) par pile vide.

Exercice: Modifier A’ pour qu'il reconnaisse £(.A, K) par sommet de pile.



Automates a pile et grammaires

Proposition : Automate a pile vers grammaire

Soit A= (Q, %, Z, T, gozo) un automate a pile reconnaissant par pile vide. On peut
construire une grammaire G qui engendre L£(A).

De plus, si A est temps-réel alors G est en FNG.

Proposition : Grammaire vers automate a pile

Soit G = (X, V, P, S) une grammaire. On peut construire un automate a pile simple
(un seul état) A qui accepte Li(S) par pile vide.

De plus, si G est en FNPG alors on peut construire un tel A temps-réel.

Si G est en FNGQ alors on peut construire un tel A standardisé (T C Z x X x Z<2).
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Définition : Automate LL ou expansion/vérification
Soit G = (£, V, P, S) une grammaire réduite.
On construit I'automate a pile simple non déterministe qui accepte par pile vide :
= (E,2UV,T,S) ol les transitions de 7' sont des
expansions : {(z,¢,0) | (z,a) € P} ou
vérifications : {(a,a,€) | a € £}.
Remarque : sommet de pile & gauche.
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Configurations accessibles (mots de pile)

Proposition : Reconnaissabilité des configurations accessibles

Soit A =(Q,X%,Z,T,qoz) un automate a pile.
Pour p € Q et g € Z*, on note

C(pg) ={gh € QZ* | 3 pg - gh dans T}

I'ensemble des configurations accessibles a partir de pg.
On peut effectivement construire un automate fini B qui reconnait C(pg).

Preuve : Voir plus loin.

Corollaire : Décidabilité du vide

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F) un automate a pile.
On peut décider si L(A) = 0.

Preuve
Il suffit de tester si go € F ou C(qozo0) N FZ* # 0.



Calculs d’accessibilité

Corollaire :

Soit A =(Q,X%,Z,T,qoz) un automate a pile.
On peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. X={(p,z,q9) €Q X Zx Q|3 pr— qdans T}

2.Y={p,2,q,y) €EQ X ZxQxZ|3I pxr 5 qy dans T}

3. W =A{(p,z,q,9y) €EQ X ZxQxZ|3pxr = qyh dans T}
4. X' ={(p,r,q) €eQ x Z xQ |3 pr 5> qdans T}

5 Y ={(p,r,q,y) EQXZxQxZ |3 px - qydans T}

6. W ={(p,z,q,y) €EQ X ZxQxZ|3px— qyh dans T}
Preuve

1. (p,x,q) € X ssi g € C(px).

2. (p,x,q,y) €Y ssiqy € C(px).

3. (p,z,q,y) € W ssi C(px) NqyZ* # 0.
On applique ce qui préceéde a I'automate A’ obtenu a partir de A en ne conservant
que les e-transitions.



Cloture et réduction.

Soit I' un alphabet, T = {a@ | a € '} une copiede et I =T T.

On définit la réduction sur I'* par @aa =% ¢ pour a € .

Remarque : Soit D = {w € I'* | w =5 ¢}.

On peut montrer que D est engendré par la grammaire S — ¢+ > . aSaS.
Il s’agit donc du langage de Dyck en considérant @ comme une parenthése ouvrante
et a comme la parenthése fermante correspondante.

Pour L C I'* on pose Clot(L) = {w € I'* | Jv € L, v =% w}.
Lemme : Reconnaissabilité de la cloture

Si L C T'* est un langage reconnaissable alors Clot(L) C I'* aussi.
On peut construire un automate pour Clot(L) a partir d'un automate pour L
(PTIME).



Cloture et réduction.
Preuve : Reconnaissabilité de la cloture

Soit A = (Q,f,T, I, F') un automate fini reconnaissant L.

Pour p,q € @, on note A, , = (Q, L,T,p,q q) et L, = L(A, ).

On peut décider si L, , N D # () en PTIME

On peut calculer (PTIME) I'ensemble R = {(p,q) € Q* | L, ,N D # 0}.

On définit A" = (Q,f,T’,I,F) en ajoutant a A des e-transitions:
T'=TU{(p,e.q) | (p,q) € R}.

Remarque: R? = R et donc dans un calcul de A’ il est inutile de prendre deux (ou
plus) e-transitions consécutives.

Lemme: L(A’) = Clot(L).
C: Soit w =ay ---a, € L(A’). On a un calcul acceptant dans A’
€ al 1> An 1>
Po—>qo —>P1—>q1 " —>Pn —qn
pour tout 0 <4 < n, il existe un mot v; € Ly, 4, N D. On obtient

d
V= 0ga1U] - GpUp —— W



Cloture et réduction.

Preuve : Reconnaissabilité de la cloture

D: Par induction sur le nombre n de réductions: Soit v L,f) w avec v € L.

Sin=0alorsw=veL=L(A)CLA).

Sin >0 alors v 229 w/ 5% ).

On peut écrire w’' = wiaaw, et w = wiwy avec a € I,

Par induction, on a un calcul acceptant pour w’ dans A’. Ce calcul s'écrit
G p 5 S d S a2 g

(»',q') € R donc il existe u € L,y o N D.

On en déduit aua € L, ,N D et donc (p,q) € R.

On obtient le calcul acceptant pour w dans A’:

wi € wa
qo —> P — q — qf.



Configurations accessibles (Preuve)
Soit A = (Q, %, Z,T,qoz0) un automate a pile.

On définit T = Q W Z et le langage fini K = {q¢hzp | 3 (pz,a,qh) € T} CT'+.

Lemme : Soit n >0
il existe un calcul pg — qh dans A ssi il existe w € K™ tel que wpg —ss qh

Corollaire : C(pg) = Clot(K pg) N QZ*.

Puisque K est un langage fini, le langage K Tpg est reconnaissable et on peut
construire (PTIME) un automate B qui reconnait Clot(K Tpg) N QZ*.

Preuve du Lemme
—: par récurrence sur n. Soit pg - qh un calcul de A.
Sin =0 alors gh = pg et on prend w = ¢ € K°.
Sin > 0 alors g = zg’ et le calcul s’écrit
pg = pxg’ -1 p'h'g’ — gh avec (px,a,p'h’) € T.
Par induction, il existe w’ € K™~ ! telnaue w'p'hg % gh.

g — o (ol BT n red 2(n—1)
Soit w = w'(p’W'ZTP) € K™. On a wpg —=> qh.



Configurations accessibles (Preuve)

Preuve du Lemme

<=: par récurrence sur n. Soit w € K" tel que wpg —rg% qh.

Sin =0 alors w = ¢ et ¢gh = pg: on a pg » qh dans A.

Sin >0 alors w =w'v avec w’ € K" ! etv=phz7 € K.

Toutes les lettres barrées doivent &tre réduites a partir de wpg = w'p’h'T Tpg.
On en déduit r =p et g = xg’.

Donc, on a une transition (pz,a,p’h’) € T et une réduction w'p’h’g’ 2(;%; qh.
Par induction, il existe un calcul p'h/g’ — gh dans A.
Finalement,

pg = prg - p'l'g’ — qh dans A.



Calculs d’accessibilité

Exercice : Calculs infinis

Soit A = (Q,%,Z,T,q0z) un automate a pile.
Montrer qu'on peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. V=A{(p,x) e Q x Z |3 px - dans T}
2. V' ={(p,x) €Q x Z |3 pr - dans T}

Preuve : Indications
On calcule I'ensemble V' comme plus grand point fixe. Pour cela, on définit:

V():QXZ

Vm+1 = {(p, ZL’) € Q X Z ‘ El(pxaaaplyl o yn) € T?
d1 <k <n, dpa,...,pr € Q tels que

(Pr yk) € Vi et V1 < i <k, (ps,Yi,pit1) € X}

Montrer alors que (V,)m>0 est une suite décroissante et que

V:ﬂvm

m>0



Langages déterministes

Définition : Automate a pile déterministe
A=(Q,%,Z,T, qoz, F) est déterministe si

V(pz,a) € QZ x (XU {e}), [T(pz,a)] <1,

Vpz € QZ, T(pz,e) #0 = VaeX, T(pz,a)=10

Un langage L C X* est déterministe s'il existe un automate a pile déterministe qui
accepte L par état final.

Exemples :
1. Le langage L4 = {a"bPc™ | n,p > 0} U {a™b"dP | n,p > 0} est déterministe
mais pas D+TR.

2. Ls = {a™ba™ | n > 0} peut &tre accepté par un automate D+TR mais pas
par un automate D+S car il n'est pas fermé par préfixe.

Exercices :
1. Montrer que D} est D+TR mais pas D+S.

2. Montrer que le langage {a™b" | n > 0} U {a"b®" | n > 0} est non ambigu
mais pas déterministe.
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Acceptation par pile vide

Exemples :
1. Le langage L5 = {a™ba™ | n > 0} peut étre accepté par pile vide par un
automate D+TR+S.
2. Le langage Ly = {a™bPc™ | n,p > 0} U {a"bPdP | n,p > 0} peut étre accepté
par pile vide par un automate D.

Exercices :

1. Montrer qu'un langage L est déterministe et préfixe (L N LET = () ssi il
existe un automate déterministe qui accepte L par pile vide.

2. Montrer que pour les automates a pile déterministes, |'acceptation par pile
vide est équivalente a I'acceptation par pile vide ET état final.

Exercice :
Montrer que D} peut étre accepté par sommet de pile par un automate D+TR+S.
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Complémentaire

Théoreme : Les déterministes sont fermés par complémentaire.

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F) un automate a pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate a pile déterministe A’ qui reconnait ¥* \ £L(A).

Il'y a deux difficultés principales :

1. Un automate déterministe peut se bloquer (deadlock) ou entrer dans un
e-calcul infini (livelock). Dans ce cas il y a des mots qui n’admettent aucun
calcul dans I'automate.

2. Méme avec un automate déterministe, un mot peut avoir plusieurs calculs
(e-transitions a la fin) certains réussis et d'autres non.



Blocage

Définition : Blocage
Un automate a pile A = (Q, %, Z, T, qoz0) est sans blocage si pour toute configu-
ration accessible pa et pour toute lettre a € ¥ il existe un calcul pov —+-.

Proposition : Critere d'absence de blocage

Un automate déterministe est sans blocage si et seulement si pour toute configura-
tion accessible pa on a

1. « # ¢, et donc on peut écrire « = x3 avec x € Z,
2. pm@ouVaEE,px&,
3. px 2.

De plus, ce critere est décidable.

Remarque :

Si A est sans blocage alors chaque mot w € X* a un unique calcul maximal (et fini)
q0%0 —= pa 2 dans A (avec a # ¢).



Blocage
Preuve : Critere d'absence de blocage
Si A est sans blocage alors il satisfait clairement le critere.
Réciproquement, supposons que A satisfait le critére.
On calcule X' = {(r,z,s) € @ x Zx Q| I rz = s dans T }.
Soit pa une configuration accessible et a € X.
On écrit o = zyxo - - - T, avec x; € 7.

Il n'existe pas de calcul pa = p’ car sinon la configuration p’ est accessible ce qui
contredit le point 1 du critere.

Donc il existe 1 < k < n et des états po, ..., py tels que
(p,21,p2), (P2, %3,P3), - - - » (Ph—1, Th—1, ) € X'
et il n'existe pas py41 avec (pk, Tk, Pr+1) € X'
La configuration pyxy - - - o, est accessible, donc ppzy —& (critere point 3).
On en déduit prx, — qy avec qy 7 et donc qy = (critere point 2).
Finalement, PO =3 PRTE - Ty —=> QYPBTEL1 - Ty N
Décidabilité du critere: on vérifie que C(goz0) N Q = @ (point 1) et pour chaque px

tel que px = qozo ou C(qozo) NprZ* # 0, on vérifie le point 2 du critére et que
(p,x) ¢ V' (point 3).



Blocage

Proposition : Suppression des blocages

Soit A = (Q,%,Z,T,q0z0, F) un automate a pile déterministe, on peut ef-
fectivement construire un automate a pile déterministe sans blocage A’ =
(Q,%,Z', T, gz, F') qui reconnait le méme langage.

Preuve

Q' =Qu{q,d, [} FF=Fu{f} Z'=Z9{l} z=Let
pourpe Q,a€Xetx e

1.
. Sipr % qae T alors pr = qae e T,

. Si pz & et pr % dans A alors pz = dz € T',

. Sipr - dans A et pr 5 go € T alors pz = qa € T',

S 1B W N

ahL = qozoL,

. Si pr —» dans A et 3 pxr = qa avec g € F alors pxr = fo e T,
. Sipzr <> dans A etV pr <> qaonaqé¢ F alors pr = de e T,
7.

pl Sdl,dl 5 dl, de 2 de et fx 5 dao.

Cette construction est effective.



Blocage

Preuve : A’ est déterministe, sans blocage, constructible en PTIME
Déterministe: il suffit de le vérifier.
Sans blocage: on vérifie les conditions du critére.

1. C'(ghL) N @ = (): on ne peut pas vider entierement la pile car le fond de pile L
n'est jamais effacé.

2. Soit pxa une configuration accessible. Supposons pz 2 dans A’.
SipeQalors x # 1 (7) et donc (2,3) Va € %, pr =

Onap#q)etsipc{d f}alors (7) Va € X, pr % (notons que px # f1).

3. Soit pra une configuration accessible. Supposons px —+ dans A’.

Ce calcul ne peut pas utiliser les états d et f: il n'utilise que les transitions (1,4).
La transition (1) est utilisée au plus une fois.

Si px # g} L alors pr > dans A et on ne peut pas utiliser la transition (4).

Si pr = ¢} L alors qozo —> dans A et la transition (4) est impossible aussi.
Constructible en PTIME:

Pour les conditions des transitions (4,5,6) on utilise les ensembles V', X' et W'.



Blocage
Preuve : L(A) C L(A)

Soit gozo — ¢ un calcul acceptant de A pour w € X*.

Si le calcul ne passe pas par une configuration pra avec pr —* ((p,x) € V') alors
%L 113 0201 (—> qBL

est un calcul acceptant de A’.

Sinon, le calcul s'écrit gozo — pry — ¢ avec pr —»

Donc B = ary avec px —+ qa et ¢ € F. On obtient un calcul acceptant dans A’:

/ £ w £
9oL 717 20201 o pryLl 5y foyl

Preuve : L(A") C L(A)
Un calcul acceptant de A’ ne peut pas atteindre I'état puits d. Deux possibilités:
Si le calcul accepte grace a I'état f, il s'écrit:

4L 17 G201 (—3 pryL rf fayL
On en déduit gozg — px~y dans A et il existe pxr = go dans A avec ¢ € F.
Donc w est accepté par le calcul gozo — pry = gory de A.
Sinon, le calcul de A’ s’écrit gL T? qozoL —> qBL avec q € F

et on obtient le calcul acceptant gozo — ¢f3 dans A pour w.



Complémentaire

Proposition :

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F) un automate a pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate a pile déterministe A’ qui reconnait X* \ £L(A).

Proposition :

Soit A = (Q,%,Z,T,qoz0, F') un automate a pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate a pile déterministe équivalent A’ tel qu'on ne puisse
pas faire d’e-transition a partir d'un état final de A’.

Exercice :
Montrer que tout langage déterministe est non ambigu.



Complémentaire

Preuve : Complémentaire

On suppose A déterministe et sans blocage. On pose Q' = @ x {1,2,3,4}.
L'état initial est ¢j, = (qo, 1) si qo ¢ F et g}, = (qo,2) sinon.

1 sii=1Aq¢F

(p,i)e = (¢,j)o € T" avec j = .
2 sinon.

1. Sipr S gaeTetic{1,2} alors {
2. Sipr % g€ Tetic{1,2} alors (p,i)x = (p,i +2)x € T' et
a . . 1 si F

(p,i+2)x = (q,7)a € T' avec j = s!qgé
2 sinon.

L'automate A’ est déterministe et sans blocage.

Soit w € X* et gozo — pa I'unique calcul maximal de A sur w. On a pa 7.
L'unique calcul maximal de A’ sur w s'écrit g{zo = (p,7)a avec j = 3 si le calcul
de A n'a pas visité F' depuis la derniére transition visible (# ¢), et j = 4 sinon.

Avec F' = @ x {3} on obtient £(A") = L(A).

Avec F' = @ x {4} on obtient L(A") = L(A).
Dans les deux cas, a partir d'un état de F’ il n'y a pas d’e-transition.
De plus, chaque mot w € L(.A") a un unique calcul acceptant dans A’.




Langages déterministes

Exercice :

Soit A = (Q,X%,Z,T,qoz0, K) un automate a pile déterministe avec acceptation
généralisée par le langage rationnel K C QZ*.

Montrer qu'on peut effectivement construire un automate a pile déterministe
équivalent reconnaissant par état final.

Exercice :

Soit A un automate a pile déterministe. Montrer qu'on peut effectivement con-
struire un automate a pile déterministe qui reconnait le méme langage et dont les
e-transitions sont uniquement effacantes : pz = q.



Lemme d’itération pour les déterministes

Lemme : Itération

Soit L C ¥* un langage déterministe. Il existe un entier N € N tel que tout mot
w € L contenant au moins NNV lettres distinguées se factorise en w = aufvy avec

1. Vp>0:w=auPBvPy e L(A),

2. ufv contient moins de IV lettres distinguées,

3. soit «, u, 8 soit 3, v,y contiennent des lettres distiguées,
4.

pour tout v’ € ¥*,
Ip:auPBrPy € L = Vp:ouPPvPy €L

Preuve Admis. Voir [4]



Langages déterministes

Proposition : Décidabilité et indécidabilité
On ne peut pas décider si un langage algébrique est déterministe.

Soient L, L’ deux langages déterministes et R un langage rationnel.
Les problemes suivants sont décidables :

RCL? RCL< RN
L=R7? R=L<= RNL=10
L est-il rationnel 7
L=L"? Géraud Sénizergues, prix Godel 2002
Les problemes suivants sont indécidables :
LNL =07
Lcrv
LN L est-il algébrique ?
LN L est-il déterministe ?
LU L’ est-il déterministe ?
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