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Motivations

Définition :

1. Description et analyse (lexicale et syntaxique) des langages (programmation,
naturels, . . . )

2. Modèles de calcul

3. Abstractions mathématiques simples de phénomènes complexes dans le but de
I Prouver des propriétés.
I Concevoir des algorithmes permettant de tester des propriétés ou de résoudre

des problèmes.

4. Types de données
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Fonctions séquentielles

Automates d’arbres



9/48

Plan

Introduction

Langages reconnaissables

Grammaires

4 Langages algébriques
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Fonctions séquentielles

Automates d’arbres



11/48

Automates à pile

Définition : A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) où
I Q ensemble fini d’états

I Σ alphabet d’entrée

I Z alphabet de pile

I T ⊆ QZ × (Σ ∪ {ε})×QZ∗ ensemble fini de transitions

I q0z0 ∈ QZ configuration initiale

I F ⊆ Q acceptation par état final.

De plus, A est temps-réel s’il n’a pas d’ε-transition.

Définition : Système de transitions (infini) associé

I T = (QZ∗, T ′, q0z0, FZ
∗)

I Une configuration de A est un état ph ∈ QZ∗ de T
I Transitions de T : T ′ = {pzh a−→ qgh | (pz, a, qg) ∈ T}.
I L(A) = {w ∈ Σ∗ | ∃ q0z0

w−→ qh ∈ FZ∗ dans T }.
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Configuration qqn Zzzzi

77 automate A dans l'état qi 9 sommet de pile tête de lectureZz
Sur Zn

Une transition pa a qg ET se représente

graphiquement par p 3 q

configuration initiale par 490
Ex p âb cP In pro
A 2 9 22 qb IE Zo Cleo

o
20 9 28 Zible Zo Cho

exemple de calcul acceptant pour ABBE
0 a 1 Zz 122 a 12320 b 22220 zz

b 220 c 320 C 320
Run An est déterministe D

An est temps réel TR

Fh est à fond depile testable i e

la pile ne contient plus qu'un symbole
Ssi le sommet de pile est zo
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Automates à pile

Exemples :
I L1 = {anbncp | n, p > 0} et L2 = {anbpcp | n, p > 0}
I L = L1 ∪ L2 (non déterministe)

Exercices :

1. Montrer que le langage {ww̃ | w ∈ Σ∗} et son complémentaire peuvent être
acceptés par un automate à pile.

2. Montrer que le complémentaire du langage {ww | w ∈ Σ∗} peut être accepté
par un automate à pile.

3. Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile. Montrer qu’on peut
construire un automate à pile équivalent A′ tel que
T ′ ⊆ Q′Z × (Σ ∪ {ε})×Q′Z≤2.

4. Soit A un automate à pile. Montrer qu’on peut construire un automate à pile
équivalent A′ tel que les mouvements de la pile sont uniquement du type push
ou pop.
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Ex p âbPcP In pro
Az 20 9 20 qb Izz Z CIE

o
20 9 20 Zob zzo A A

4 5 4 6 201 7

exemple de calcul acceptant pour ce té
0 a 420 b 5220 b 52220 C 6220 C 620 E 720
L'automate Az est D mais pas TR

Ex U Lz
Il sulfit de faire Az Arutz en fusionnant
l'état initial 0

Mais Az est non déterministe ND à cause de
Zoya 7 1

08 alg S4
Run pas d'automate D pour D q ND

Exercice Construire un automate à pile
déterministe pour

pâté Inp of UfabPDPln.pro
Rani Pas d'automate DtTR pour

D TR Ç D
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Propriétés fondamentales

Lemme : fondamental

Soient A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile, p, r ∈ Q, g, h ∈ Z∗, w ∈ Σ∗ et
n ≥ 0. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. pgh w−−→n r est un calcul de A,

2. il existe deux calculs pg
w1−−→n1

q et qh
w2−−→n2

r de A avec q ∈ Q, w = w1w2 et
n = n1 + n2.

Preuve
=⇒: Dans le calcul pgh w−−→n r, on considère la première fois que le contenu de
la pile est h (possible car initialement gh, finalement ε). Soit qh la configuration
correspondante après n1 étapes. Le calcul s’écrit pgh

w1−−→n1
qh

w2−−→n2
r.

Si p0g0h
a1−→ p1g1h · · ·

ak−→ pkgkh est un calcul de A tel que gi 6= ε pour 0 ≤ i < n
alors p0g0

a1−→ p1g1 · · ·
ak−→ pkgk est un calcul de A.

⇐=: On utilise la remarque suivante: Si sf v−→k s′f ′ est un calcul de A avec s ∈ Q,
f, f ′, f ′′ ∈ Z∗ alors sff ′′ v−→k s′f ′f ′′ est aussi un calcul de A.
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Acceptation généralisée
Définition :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile et K ⊆ QZ∗ un langage reconnais-
sable. Le langage reconnu par A avec acceptation généralisée K est

LK(A) = {w ∈ Σ∗ | ∃ q0z0
w−→ qh ∈ K dans T }

Cas particuliers :

I K = FZ∗ : acceptation classique par état final.

I K = Q : acceptation par pile vide.

I K = F : acceptation par pile vide et état final.

I K = QZ ′Z∗ avec Z ′ ⊆ Z : acceptation par sommet de pile.

Exemple :

L = {anbn | n ≥ 0} peut être accepté par pile vide ou par sommet de pile.

Proposition : Acceptation généralisée

Soit A un automate à pile avec acceptation généralisée K, on peut effectivement
construire un automate à pile A′ acceptant par état final tel que LK(A) = L(A′).
Donc, tous les modes d’acceptation ci-dessus sont équivalents.
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Exemple a b In o

acceptation par sommet de pilezalzzzb.IE L f20
12019 220 zble déterministe

Acceptation par pile vide
Zofle Zola12020 Zable non déterministe
20K120g Z b E non ambigu
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Acceptation généralisée

Preuve : Acceptation généralisée

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile et K ⊆ QZ∗ un langage reconnu
par l’automate fini déterministe B = (P,Z ∪Q, δ, p0, F ) avec P ∩Q = ∅.
Intuition: l’automate A′ commence par simuler A, puis (choix ND) lit la configura-
tion atteinte qh ∈ QZ∗ dans l’automate B pour voir si elle est acceptante.
Soit A′ = (Q′,Σ, Z ] {⊥}, T ′, q′0⊥, {f}) avec Q′ = Q ] P ] {q′0, f}, et

1. q′0 · ⊥
ε−→ q0 · z0⊥ ∈ T ′, Initialisation

2. T ⊆ T ′, Simulation

3. q · z ε−→ δ(p0, q) · z ∈ T ′, si q ∈ Q et z ∈ Z ] {⊥}, Acceptation

4. p · z ε−→ δ(p, z) · ε ∈ T ′, si p ∈ P et z ∈ Z, Acceptation

5. p · ⊥ ε−→ f · ε ∈ T ′, si p ∈ F , Acceptation

Exercice: Montrer que L(A,K) = L(A′).

Remarque: A′ reconnâıt aussi L(A,K) par pile vide.

Exercice: Modifier A′ pour qu’il reconnaisse L(A,K) par sommet de pile.
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Automates à pile et grammaires

Proposition : Automate à pile vers grammaire

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile reconnaissant par pile vide. On peut
construire une grammaire G qui engendre L(A).

De plus, si A est temps-réel alors G est en FNG.

Proposition : Grammaire vers automate à pile

Soit G = (Σ, V, P, S) une grammaire. On peut construire un automate à pile simple
(un seul état) A qui accepte LG(S) par pile vide.

De plus, si G est en FNPG alors on peut construire un tel A temps-réel.

Si G est en FNGQ alors on peut construire un tel A standardisé (T ⊆ Z×Σ×Z≤2).
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Preuve Automate a Pile vers Grammaire
On construit G E V P avec

V Xp z q I pq C Q et ZEZ
de telle sorte que l'on ait
Lemme Lg Xp z g fur ET I pa q dans tt

Pour cela on définit les règles de G par
P Xpqq 7 aXp yr pa Xp yn q

pa Spry yu ET donc a C Euh yiez
pr par par C Q

Rein si n o la règle est Xpqq a

Preuve de Leur vue
C Récurrence sur longueur d'une dérivation
Xp z q

m w C
si un 1 alors w _a C EU E3 et pza sqc T.DK
si vu 1 alors la dérivation s'écrit

Xpqq
a Xpyrpé Xpuynq w

avec f2 psys yu ET
Leurmeboudeunental Xp y p Wi dans Gavee
WI w un et m t un t mn put q
HR pigi Ïpi dans A
On recolle en utilisant le LF pour A

prepays yu payé ya psy yu
Puyu Ipn F9
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Récurrence sur longueur du calcul

px wmqdanst
m 1 w ac EUK3etpx.IQ ET

donc px aq C P OK

m 1 le calcul s'écrit

pa E pryor ya q avec n 1 et w _av

Donc Xpzq saxpy.pe Xpayaput EP et
LF des automates à Pile appliqué n I lais
Z pa pu et des calculs pig pin de 7
avec m l mnt mn et v q vu put 9
HR on a dans 6 Les dérivations

Xpiyipin oi
On recolle pour obtenir dans G

Xpzq saxpynpi Xpuyupnn
T.at Xpzyzpz Xpuyuput
avr Un Xpayupa avr tu w

Preuve Grammaire vers Automate a Pile
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Lemme V xc GUVFVwtoxgwdemsGssix.IE dans 7
FI Ree sur n dans x ni dérivation
n D vu C

et

vérifications x E dans 1
n 0 x vas avec ceC Et nev SECEUVÉ

On applique la règle x X P x 7g vos gw
LF w uv et ses go
HR 8f E E dans A
done x tes E dans A

vérifications

Ree sur n dans x E calculderno W E L donc 9GW
n on 1 six a fanée a C alors le calcul
est 8 E avec w _av

HR f go donc x af T.gov au

2 x x 8 avec x C V alors le calcul est
E 8f12

n l
HR TE gw Done a ses Egres Engue
Remarque Si G est en FNPG on remplace
les expansions par x a x la axer
L'automate obtenu est TR
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Configurations accessibles (mots de pile)

Proposition : Reconnaissabilité des configurations accessibles

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.
Pour p ∈ Q et g ∈ Z∗, on note

C(pg) = {qh ∈ QZ∗ | ∃ pg −→+ qh dans T }

l’ensemble des configurations accessibles à partir de pg.
On peut effectivement construire un automate fini B qui reconnâıt C(pg).

Preuve : Voir plus loin.

Corollaire : Décidabilité du vide

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile.
On peut décider si L(A) = ∅.

Preuve

Il suffit de tester si q0 ∈ F ou C(q0z0) ∩ FZ∗ 6= ∅.
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Calculs d’accessibilité
Corollaire :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.
On peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. X = {(p, x, q) ∈ Q× Z ×Q | ∃ px −→+ q dans T }
2. Y = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px −→+ qy dans T }
3. W = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px −→+ qyh dans T }
4. X ′ = {(p, x, q) ∈ Q× Z ×Q | ∃ px ε−→+ q dans T }
5. Y ′ = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px ε−→+ qy dans T }
6. W ′ = {(p, x, q, y) ∈ Q× Z ×Q× Z | ∃ px ε−→+ qyh dans T }

Preuve

1. (p, x, q) ∈ X ssi q ∈ C(px).

2. (p, x, q, y) ∈ Y ssi qy ∈ C(px).

3. (p, x, q, y) ∈W ssi C(px) ∩ qyZ∗ 6= ∅.
On applique ce qui précède à l’automate A′ obtenu à partir de A en ne conservant
que les ε-transitions.
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Clôture et réduction.

Soit Γ un alphabet, Γ = {a | a ∈ Γ} une copie de Γ et Γ̃ = Γ ] Γ.

On définit la réduction sur Γ̃∗ par aa red−−→ ε pour a ∈ Γ.

Remarque : Soit D = {w ∈ Γ̃∗ | w red−−→∗ ε}.
On peut montrer que D est engendré par la grammaire S −→ ε+

∑
a∈Γ aSaS.

Il s’agit donc du langage de Dyck en considérant a comme une parenthèse ouvrante
et a comme la parenthèse fermante correspondante.

Pour L ⊆ Γ̃∗ on pose Clot(L) = {w ∈ Γ̃∗ | ∃v ∈ L, v red−−→∗ w}.

Lemme : Reconnaissabilité de la clôture

Si L ⊆ Γ̃∗ est un langage reconnaissable alors Clot(L) ⊆ Γ̃∗ aussi.
On peut construire un automate pour Clot(L) à partir d’un automate pour L
(PTime).
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Clôture et réduction.
Preuve : Reconnaissabilité de la clôture

Soit A = (Q, Γ̃, T, I, F ) un automate fini reconnaissant L.

Pour p, q ∈ Q, on note Ap,q = (Q, Γ̃, T, p, q) et Lp,q = L(Ap,q).

On peut décider si Lp,q ∩D 6= ∅ en PTime

On peut calculer (PTime) l’ensemble R = {(p, q) ∈ Q2 | Lp,q ∩D 6= ∅}.

On définit A′ = (Q, Γ̃, T ′, I, F ) en ajoutant à A des ε-transitions:

T ′ = T ∪ {(p, ε, q) | (p, q) ∈ R}.

Remarque: R2 = R et donc dans un calcul de A′ il est inutile de prendre deux (ou
plus) ε-transitions consécutives.

Lemme: L(A′) = Clot(L).

⊆: Soit w = a1 · · · an ∈ L(A′). On a un calcul acceptant dans A′

p0
ε−→ q0

a1−→ p1
ε−→ q1 · · ·

an−−→ pn
ε−→ qn

pour tout 0 ≤ i ≤ n, il existe un mot vi ∈ Lpi,qi ∩D. On obtient

v = v0a1v1 · · · anvn red−−→∗ w
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Clôture et réduction.

Preuve : Reconnaissabilité de la clôture

⊇: Par induction sur le nombre n de réductions: Soit v red−−→n w avec v ∈ L.

Si n = 0 alors w = v ∈ L = L(A) ⊆ L(A′).

Si n > 0 alors v red−−→n−1 w′ red−−→1 w.

On peut écrire w′ = w1aaw2 et w = w1w2 avec a ∈ Γ.

Par induction, on a un calcul acceptant pour w′ dans A′. Ce calcul s’écrit

q0
w1−−→ p

a−→ p′
ε−→ q′

a−→ q
w2−−→ qf .

(p′, q′) ∈ R donc il existe u ∈ Lp′,q′ ∩D.

On en déduit aua ∈ Lp,q ∩D et donc (p, q) ∈ R.

On obtient le calcul acceptant pour w dans A′:

q0
w1−−→ p

ε−→ q
w2−−→ qf .
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Configurations accessibles (Preuve)
Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.

On définit Γ = Q ] Z et le langage fini K = {qhx p | ∃ (px, a, qh) ∈ T} ⊆ Γ̃+.

Lemme : Soit n ≥ 0

il existe un calcul pg −→n qh dans A ssi il existe w ∈ Kn tel que wpg red−−→2n qh

Corollaire : C(pg) = Clot(K+pg) ∩QZ∗.

Puisque K est un langage fini, le langage K+pg est reconnaissable et on peut
construire (PTime) un automate B qui reconnâıt Clot(K+pg) ∩QZ∗.

Preuve du Lemme
=⇒: par récurrence sur n. Soit pg −→n qh un calcul de A.

Si n = 0 alors qh = pg et on prend w = ε ∈ K0.

Si n > 0 alors g = xg′ et le calcul s’écrit

pg = pxg′ a−→1 p′h′g′ −→
n−1

qh avec (px, a, p′h′) ∈ T .

Par induction, il existe w′ ∈ Kn−1 tel que w′p′h′g′
red−−−→

2(n−1)
qh.

Soit w = w′(p′h′x p) ∈ Kn. On a wpg red−−→2n qh.
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Configurations accessibles (Preuve)

Preuve du Lemme
⇐=: par récurrence sur n. Soit w ∈ Kn tel que wpg red−−→2n qh.

Si n = 0 alors w = ε et qh = pg: on a pg −→0 qh dans A.

Si n > 0 alors w = w′v avec w′ ∈ Kn−1 et v = p′h′x r ∈ K.

Toutes les lettres barrées doivent être réduites à partir de wpg = w′p′h′x rpg.

On en déduit r = p et g = xg′.

Donc, on a une transition (px, a, p′h′) ∈ T et une réduction w′p′h′g′
red−−−→

2(n−1)
qh.

Par induction, il existe un calcul p′h′g′ −→
n−1

qh dans A.

Finalement,

pg = pxg′ a−→1 p′h′g′ −→
n−1

qh dans A.
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Calculs d’accessibilité
Exercice : Calculs infinis

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) un automate à pile.
Montrer qu’on peut effectivement calculer les ensembles suivants :

1. V = {(p, x) ∈ Q× Z | ∃ px −→ω dans T }
2. V ′ = {(p, x) ∈ Q× Z | ∃ px ε−→ω dans T }

Preuve : Indications
On calcule l’ensemble V comme plus grand point fixe. Pour cela, on définit:

V0 = Q× Z
Vm+1 = {(p, x) ∈ Q× Z | ∃(px, a, p1y1 · · · yn) ∈ T,

∃1 ≤ k ≤ n, ∃p2, . . . , pk ∈ Q tels que

(pk, yk) ∈ Vm et ∀1 ≤ i < k, (pi, yi, pi+1) ∈ X}

Montrer alors que (Vm)m≥0 est une suite décroissante et que

V =
⋂
m≥0

Vm
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Langages déterministes
Définition : Automate à pile déterministe

A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) est déterministe si

I ∀(pz, a) ∈ QZ × (Σ ∪ {ε}), |T (pz, a)| ≤ 1,

I ∀ pz ∈ QZ, T (pz, ε) 6= ∅ =⇒ ∀ a ∈ Σ, T (pz, a) = ∅
Un langage L ⊆ Σ∗ est déterministe s’il existe un automate à pile déterministe qui
accepte L par état final.

Exemples :

1. Le langage L4 = {anbpcn | n, p > 0} ∪ {anbpdp | n, p > 0} est déterministe
mais pas D+TR.

2. L5 = {anban | n > 0} peut être accepté par un automate D+TR mais pas
par un automate D+S car il n’est pas fermé par préfixe.

Exercices :
1. Montrer que D∗n est D+TR mais pas D+S.

2. Montrer que le langage {anbn | n > 0} ∪ {anb2n | n > 0} est non ambigu
mais pas déterministe.
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Ex 4 gâble Impro U a bPdP Inp o

BYE AckAy A Aile A
Z a Az 3 74

Ab Bp
Bill 7

1 72 Z EK
U Un Bdk
AHAH BiblBB dz AEK

un

Exemple decalcul
Belle

1211A a 9,1 AAzb sZBAAzb s2BBAttz s3BAAz
BAAz E.LA 442 46

1291A a 9,1 AAzb sZBAAzbRBBAAzds5BAttzd5AAz E.sc Az

L'automate Ag est déterministe mais pas tempered
On pourrait enlever les E transitions
3A E 4 42Kf et 5A 2,6

mais pas 3B E 3
Il n'y a pas d'automate DER pour Lg
Done DIR q D
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Acceptation par pile vide

Exemples :

1. Le langage L5 = {anban | n ≥ 0} peut être accepté par pile vide par un
automate D+TR+S.

2. Le langage L4 = {anbpcn | n, p > 0} ∪ {anbpdp | n, p > 0} peut être accepté
par pile vide par un automate D.

Exercices :

1. Montrer qu’un langage L est déterministe et préfixe (L ∩ LΣ+ = ∅) ssi il
existe un automate déterministe qui accepte L par pile vide.

2. Montrer que pour les automates à pile déterministes, l’acceptation par pile
vide est équivalente à l’acceptation par pile vide ET état final.

Exercice :
Montrer que D∗n peut être accepté par sommet de pile par un automate D+TR+S.
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Ex 4 fa ba In o

Z a Az Ap le

Ap Aide Ziale z Aj est DtTR
a Zeb LE
AMAA

Mais pas d'automate simple avec acceptation
par état final car Lz n'est pas fermé par préfixe

z al z A Af est D TR 5À Da blc et accepte Lg par
A ale pile vide

Exemple de calcul sur àbà

z I zA ez AA aszAAA bsAAA AA.es A E

Ex 4 est reconnu par pile vide par l'automate
t'a obtenu en ajoutant à Ag les transitions
6A E 6 et

y
A de

62,2 6 z Ek
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Complémentaire

Théorème : Les déterministes sont fermés par complémentaire.

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate à pile déterministe A′ qui reconnâıt Σ∗ \ L(A).

Il y a deux difficultés principales :

1. Un automate déterministe peut se bloquer (deadlock) ou entrer dans un
ε-calcul infini (livelock). Dans ce cas il y a des mots qui n’admettent aucun
calcul dans l’automate.

2. Même avec un automate déterministe, un mot peut avoir plusieurs calculs
(ε-transitions à la fin) certains réussis et d’autres non.
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Blocage

Définition : Blocage

Un automate à pile A = (Q,Σ, Z, T, q0z0) est sans blocage si pour toute configu-

ration accessible pα et pour toute lettre a ∈ Σ il existe un calcul pα ε−→∗
a−→.

Proposition : Critère d’absence de blocage

Un automate déterministe est sans blocage si et seulement si pour toute configura-
tion accessible pα on a

1. α 6= ε, et donc on peut écrire α = xβ avec x ∈ Z,

2. px
ε−→ ou ∀a ∈ Σ, px

a−→,

3. px 6 ε−→ω .

De plus, ce critère est décidable.

Remarque :

Si A est sans blocage alors chaque mot w ∈ Σ∗ a un unique calcul maximal (et fini)

q0z0
w−−→∗ pα 6 ε−→ dans A (avec α 6= ε).
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Blocage
Preuve : Critère d’absence de blocage

Si A est sans blocage alors il satisfait clairement le critère.

Réciproquement, supposons que A satisfait le critère.

On calcule X ′ = {(r, x, s) ∈ Q× Z ×Q | ∃ rx ε−→+ s dans T }.
Soit pα une configuration accessible et a ∈ Σ.

On écrit α = x1x2 · · ·xn avec xi ∈ Z.

Il n’existe pas de calcul pα ε−→+ p′ car sinon la configuration p′ est accessible ce qui
contredit le point 1 du critère.

Donc il existe 1 ≤ k ≤ n et des états p2, . . . , pk tels que

(p, x1, p2), (p2, x3, p3), . . . , (pk−1, xk−1, pk) ∈ X ′

et il n’existe pas pk+1 avec (pk, xk, pk+1) ∈ X ′.
La configuration pkxk · · ·xn est accessible, donc pkxk 6 ε−→ω (critère point 3).

On en déduit pkxk
ε−→∗ qyβ avec qy 6 ε−→ et donc qy

a−→ (critère point 2).

Finalement, pα ε−→∗ pkxk · · ·xn ε−→∗ qyβxk+1 · · ·xn
a−→

Décidabilité du critère: on vérifie que C(q0z0)∩Q = ∅ (point 1) et pour chaque px
tel que px = q0z0 ou C(q0z0) ∩ pxZ∗ 6= ∅, on vérifie le point 2 du critère et que
(p, x) /∈ V ′ (point 3).
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Blocage

Proposition : Suppression des blocages

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut ef-
fectivement construire un automate à pile déterministe sans blocage A′ =
(Q′,Σ, Z ′, T ′, q′0z

′
0, F

′) qui reconnâıt le même langage.

Preuve

Q′ = Q ] {q′0, d, f}, F ′ = F ] {f}, Z ′ = Z ] {⊥}, z′0 = ⊥ et
pour p ∈ Q, a ∈ Σ et x ∈ Z

1. q′0⊥
ε−→ q0z0⊥,

2. Si px
a−→ qα ∈ T alors px

a−→ qα ∈ T ′,
3. Si px 6 a−→ et px 6 ε−→ dans A alors px

a−→ dx ∈ T ′,
4. Si px 6 ε−→ω dans A et px

ε−→ qα ∈ T alors px
ε−→ qα ∈ T ′,

5. Si px ε−→ω dans A et ∃ px ε−→∗ qα avec q ∈ F alors px
ε−→ fx ∈ T ′,

6. Si px ε−→ω dans A et ∀ px ε−→∗ qα on a q /∈ F alors px
ε−→ dx ∈ T ′,

7. p⊥ ε−→ d⊥, d⊥ a−→ d⊥, dx
a−→ dx et fx

a−→ dx.

Cette construction est effective.
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Blocage

Preuve : A′ est déterministe, sans blocage, constructible en PTime

Déterministe: il suffit de le vérifier.

Sans blocage: on vérifie les conditions du critère.

1. C′(q′0⊥) ∩Q = ∅: on ne peut pas vider entièrement la pile car le fond de pile ⊥
n’est jamais effacé.

2. Soit pxα une configuration accessible. Supposons px 6 ε−→ dans A′.
Si p ∈ Q alors x 6= ⊥ (7) et donc (2,3) ∀ a ∈ Σ, px

a−→
On a p 6= q′0 et si p ∈ {d, f} alors (7) ∀ a ∈ Σ, px

a−→ (notons que px 6= f⊥).

3. Soit pxα une configuration accessible. Supposons px ε−→ω dans A′.
Ce calcul ne peut pas utiliser les états d et f : il n’utilise que les transitions (1,4).

La transition (1) est utilisée au plus une fois.

Si px 6= q′0⊥ alors px ε−→ω dans A et on ne peut pas utiliser la transition (4).

Si px = q′0⊥ alors q0z0
ε−→ω dans A et la transition (4) est impossible aussi.

Constructible en PTime:

Pour les conditions des transitions (4,5,6) on utilise les ensembles V ′, X ′ et W ′.
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Blocage
Preuve : L(A) ⊆ L(A′)
Soit q0z0

w−→ qβ un calcul acceptant de A pour w ∈ Σ∗.

Si le calcul ne passe pas par une configuration pxα avec px ε−→ω ((p, x) ∈ V ′) alors

q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

qβ⊥
est un calcul acceptant de A′.
Sinon, le calcul s’écrit q0z0

w−→ pxγ ε−→∗ qβ avec px ε−→ω
Donc β = αγ avec px ε−→∗ qα et q ∈ F . On obtient un calcul acceptant dans A′:

q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

pxγ⊥ ε−→(5) fxγ⊥

Preuve : L(A′) ⊆ L(A)

Un calcul acceptant de A′ ne peut pas atteindre l’état puits d. Deux possibilités:

Si le calcul accepte grâce à l’état f , il s’écrit:

q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

pxγ⊥ ε−→(5) fxγ⊥
On en déduit q0z0

w−→ pxγ dans A et il existe px ε−→∗ qα dans A avec q ∈ F .

Donc w est accepté par le calcul q0z0
w−→ pxγ ε−→∗ qαγ de A.

Sinon, le calcul de A′ s’écrit q′0⊥
ε−→(1) q0z0⊥

w−−→
(2,4)

qβ⊥ avec q ∈ F
et on obtient le calcul acceptant q0z0

w−→ qβ dans A pour w.
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Complémentaire

Proposition :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate à pile déterministe A′ qui reconnâıt Σ∗ \ L(A).

Proposition :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0, F ) un automate à pile déterministe, on peut effective-
ment construire un automate à pile déterministe équivalent A′ tel qu’on ne puisse
pas faire d’ε-transition à partir d’un état final de A′.

Exercice :
Montrer que tout langage déterministe est non ambigu.
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Complémentaire
Preuve : Complémentaire

On suppose A déterministe et sans blocage. On pose Q′ = Q× {1, 2, 3, 4}.
L’état initial est q′0 = (q0, 1) si q0 /∈ F et q′0 = (q0, 2) sinon.

1. Si px
ε−→ qα ∈ T et i ∈ {1, 2} alors

(p, i)x
ε−→ (q, j)α ∈ T ′ avec j =

{
1 si i = 1 ∧ q /∈ F
2 sinon.

2. Si px
a−→ qα ∈ T et i ∈ {1, 2} alors (p, i)x

ε−→ (p, i+ 2)x ∈ T ′ et

(p, i+ 2)x
a−→ (q, j)α ∈ T ′ avec j =

{
1 si q /∈ F
2 sinon.

L’automate A′ est déterministe et sans blocage.
Soit w ∈ Σ∗ et q0z0

w−→ pα l’unique calcul maximal de A sur w. On a pα 6 ε−→.
L’unique calcul maximal de A′ sur w s’écrit q′0z0

w−→ (p, j)α avec j = 3 si le calcul
de A n’a pas visité F depuis la dernière transition visible (6= ε), et j = 4 sinon.

I Avec F ′ = Q× {3} on obtient L(A′) = L(A).

I Avec F ′ = Q× {4} on obtient L(A′) = L(A).

Dans les deux cas, à partir d’un état de F ′ il n’y a pas d’ε-transition.
De plus, chaque mot w ∈ L(A′) a un unique calcul acceptant dans A′.
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Langages déterministes

Exercice :

Soit A = (Q,Σ, Z, T, q0z0,K) un automate à pile déterministe avec acceptation
généralisée par le langage rationnel K ⊆ QZ∗.
Montrer qu’on peut effectivement construire un automate à pile déterministe
équivalent reconnaissant par état final.

Exercice :
Soit A un automate à pile déterministe. Montrer qu’on peut effectivement con-
struire un automate à pile déterministe qui reconnâıt le même langage et dont les
ε-transitions sont uniquement effaçantes : px

ε−→ q.
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Lemme d’itération pour les déterministes

Lemme : Itération
Soit L ⊆ Σ∗ un langage déterministe. Il existe un entier N ∈ N tel que tout mot
w ∈ L contenant au moins N lettres distinguées se factorise en w = αuβvγ avec

1. ∀p ≥ 0 : w = αupβvpγ ∈ L(A),

2. uβv contient moins de N lettres distinguées,

3. soit α, u, β soit β, v, γ contiennent des lettres distiguées,

4. pour tout γ′ ∈ Σ∗,

∃p : αupβvpγ′ ∈ L =⇒ ∀p : αupβvpγ′ ∈ L

Preuve Admis. Voir [4]
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Langages déterministes

Proposition : Décidabilité et indécidabilité

On ne peut pas décider si un langage algébrique est déterministe.

Soient L,L′ deux langages déterministes et R un langage rationnel.
Les problèmes suivants sont décidables :

I R ⊆ L ? R ⊆ L⇐⇒ R ∩ L = ∅
I L = R ? R = L⇐⇒ R ∩ L = ∅ = R ∩ L
I L est-il rationnel ?

I L = L′ ? Géraud Sénizergues, prix Gödel 2002

Les problèmes suivants sont indécidables :

I L ∩ L′ = ∅ ?

I L ⊆ L′ ?

I L ∩ L′ est-il algébrique ?

I L ∩ L′ est-il déterministe ?

I L ∪ L′ est-il déterministe ?
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