
Algorithmique TD4Magistère Informatique 1ère Année10 O
tobre 2008Exer
i
e 1 La ré
ursivité, 
'est juste une pile1. É
rire une fon
tion utilisant une pile pour évaluer une expression en notation polonaiseinverse.
1, 1, +, 1, 1, 1, 1, +, /,−, +2. Rappeler la version ré
ursive du Tri Rapide (Qui
kSort) vue en 
ours.3. É
rire une version itérative du tri rapide en utilisant une pile.4. Quelle est la hauteur de pile dans le pire des 
as ? Optimisez votre algorithme : quelle estalors la hauteur maximale de la pile ?5. Considérons la fon
tion ré
ursive suivante :Fon
tion f(x, y :entiers)Variable lo
ale : kDebut

k = x + y + 1si x 6 0 ou y 6 0alorsrenvoie ksinon
k = f(x, y − 1)
k = f(x − 1, k)renvoie k�n siFinÉ
rire une version itérative de 
ette fon
tion en utilisant une pile.Exer
i
e 2 Arbres AVL (Extrait Partiel 2006)Un AVL est un arbre binaire de re
her
he (ABR) tel que pour 
haque noeud de l'arbre, ladi�éren
e de hauteur entre le sous-arbre gau
he et le sous-arbre droit est d'au plus 1.a) Soit n le nombre de noeuds et h la hauteur d'un AVL (la hauteur d'un arbre réduit à sara
ine est 1). Montrer que Fh+2 − 1 ≤ n ≤ 2h − 1 où Fk est le kième nombre de Fibona

i ave


F0 = 0, F1 = 1 et Fk+2 = Fk+1 + Fk pour k ≥ 0. Montrer que 
es bornes sont atteintes.Montrer que pour k ≥ 0 on a Fk+2 ≥ φk où φ = 1+
√
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2
. En déduire que log2(n+1) ≤ h ≤ logφ(n+1)et que la re
her
he dans un AVL se fait au pire en temps O(log(n)).Pour les algorithmes, un noeud x d'un AVL sera représenté par une stru
ture 
omportant� une 
lé, notée x · cle d'un type totalement ordonné (par exemple de type entier) ;� un sous-arbre gau
he, noté x · g et un sous-arbre droit, noté x · d ;� la hauteur de l'arbre, notée x · h.L'arbre vide est noté NULL. On notera h(x) la hauteur d'un arbre x ave
 h(NULL) = 0. Onnotera n(x) le nombre de noeuds d'un arbre x.b) Le but de 
ette question est d'é
rire une pro
édure EQUILIBRER(x) pour transformer enAVL en temps 
onstant un ABR de ra
ine x en supposant que ses deux sous-arbres sont des AVLet que la di�éren
e de hauteur entre les deux sous-arbres est d'au plus 2.1



Proposer un rééquilibrage dans le 
as où h(a · g) − h(a · d) = 2. On pourra distinguer les 
as
h(a · g · g) ≥ h(a · g · d) et h(a · g · g) < h(a · g · d). Illustrer les transformations sur des dessins.E
rire la pro
édure EQUILIBRER(x).
) E
rire un algorithme pour insérer une 
lé c dans un AVL x en temps au pire O(1 + h(x)). Si
x′ est l'arbre obtenu, 
omparer h(x′) et h(x). Justi�er la 
orre
tion de l'algorithme. Montrer que
et algorithme engendre au plus un rééquilibrage.d) E
rire un algorithme pour supprimer une 
lé c dans un AVL x en temps au pire O(1 + h(x)).Justi�er la 
orre
tion de l'algorithme (on ne demande pas une preuve de programme). Combiende rééquilibrages peuvent être né
essaires ?e) E
rire un algorithme qui réalise la fusion de deux AVL x et y et d'une 
lé c en supposant quetoutes les 
lés de x sont stri
tement inférieures à c et que toutes les 
lés de y sont stri
tementsupérieures à c. Cet algorithme devra fon
tionner en temps O(1 + |h(x) − h(y)|). Justi�er.f) E
rire un algorithme qui réalise la s
ission d'un AVL x en deux AVL y et z 
ontenant respe
-tivement les 
lés de x inférieures ou égales à c pour y et stri
tement supérieures à c pour z. Cetalgorithme devra fon
tionner en temps O(1 + |h(x)|). Justi�er.Exer
i
e 3 Arbres Binaires de Re
her
he BalisésDans un ABR balisé, les 
lés ne se trouvent qu'aux feuilles et les noeuds internes ont tousexa
tement 2 �ls et 
ontiennent des balises qui permettent d'orienter la re
her
he. Si x est unnoeud interne, alors :

{c(x.g)} < x.balise ≤ {c(x.d)}1. Montrer que n(a) = 2f(a) − 1 si a est un ABR balisé.2. E
rire les pro
édures d'insertion et de suppression dans un ABR balisé.3. E
rire une pro
édure pour transformer en temps linéaire un ABR balisé en un ABR 
lassiqueayant la même stru
ture.4. E
rire la pro
édure inverse.Exer
i
e 4 Etant donné un alphabet Σ ordonné, on dé�nit l'ordre lexi
ographique sur Σ∗ 
ommesuit : Soit w = a0a1...ap et w′ = b0b1...bq, w < w′ si et seulement si w est un pre�xe de w′ ou ∃jtel que ∀i < j ai = bi et aj < bj .La stru
ture d'arbre de base peut 
ontenir des mots é
rits sur un alphabet à deux lettres. Parexemple l'arbre 
i-dessous 
ontient les mots bab, ba, baa, bbb et a. Soit L un langage �ni sur unalphabet à deux lettres dont la somme des longueurs des mots vaut n. Montrer qu'on peut utiliserla stru
ture d'arbre de base pour trier le langage lexi
ographiquement en temps O(n).a babab bbbbaa
2


