Algorithmique

Examen du 15 novembre 2007

durée 3 heures

Les notes de cours et de TD sont autorisées, mais pas les livres.
Les exercices sont indépendants.

Toutes les réponses devront étre correctement justifiées. La rigueur des raisonnements, la
clarté des explications, et la qualité de la présentation influeront sensiblement sur la note.

1 Preuve de programme

On considere la fonction :

fonction f(a:int, b:int) : (int, int)
HYP: a > b >0
SPEC : 777
r <- amod b
si r = 0 alors retourner (1, 1 - (a div b)) fsi
(c,d) <- f(b,r)
retourner (d, ¢ - d - (a div b))

a) Quel est le résultat de f(39,15)7
b) Donner la spécification formelle de cette fonction.

c) Prouver avec la méthode de Hoare que cette fonction satisfait sa spécification.

d) Prouver que cette fonction termine toujours.

2 Arbres optimaux

On considere un ensemble de n clés ¢; < c3 < --- < ¢,. La clé ¢; a la probabilité p; d’étre
tirée, avec bien sur p; + --- + p, = 1. On veut construire un arbre binaire de recherche
(ABR) qui contient ces n clés et qui optimise le temps moyen de recherche. Le temps de
recherche d'une clé dans un ABR est le nombre de nceuds visités lors de cette recherche.

Soit ¢ un ABR contenant les n clés. On note prof,(¢;) la profondeur du noeud de ¢ qui
contient la clé ¢;. La profondeur de la racine est 1. Le temps moyen de recherche (cout)
pour l'arbre ¢ est donc:

cout(t) = Zpi - prof,(¢;).
i=1

Un arbre optimal pour [py,...,p,] est un ABR de cout minimal.

a) Pour n = 3, donner tous les ABR possibles et pour chacun d’eux le cott en fonction
de p1, p2 et ps. Application numérique: Calculer les cotts des ABR pour [6,3,4].



b) Un ABR de hauteur minimale est-il nécessairement optimal? Prouver que oui ou
donner un contre-exemple.

c) On considere 'algorithme (glouton) suivant : on trie les clés par probabilités décrois-
santes et on construit un ABR, a partir de I’arbre vide, par insertions successives des
clés par probabilités décroissantes (on utilise la procédure d’insertion usuelle, i.e., aux
feuilles).

Donner un exemple dans lequel I'arbre obtenu par cet algorithme n’est pas de hauteur
minimale mais dont le cout est inférieur aux cotits des arbres de hauteur minimale.

Cet algorithme donne-t-il nécessairement un arbre optimal? Prouver que oui ou donner
un contre-exemple.

Dans ce qui précede, nous avons uniquement considéré les recherches fructueuses. En géné-
ral, il faut aussi considérer les recherches infructueuses. On note toujours p; la probabilité
de tirer la clé ¢;. Pour 0 <7 < n, notons ¢; la probabilité de tirer une clé dans I'intervalle
|cisciva] (avec la convention ¢y = —o0 et ¢,41 = +00). Nous avons maintenant
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Pour 0 < i < n, on note d; une clé factice prise dans l'intervalle ]c;,c;11[. La clé d;
représente une recherche infructueuse dans l'intervalle associé |¢;,c;11].

Soit t un ABR dont les noeuds internes contiennent les n clés ¢y, ..., ¢, et dont les
feuilles contiennent les n + 1 clés factices dy, ..., d,. Le cott de la recherche de ¢; dans
t est toujours prof,(¢;). Le cout d’une recherche infructueuse dans Uintervalle |c;,c; 1| est
prof,(d;) — 1. Le —1 est di au fait que l'arbre réel ne contient pas la clé factice d; et que
le nombre de neeuds visités lors de cette recherche infructueuse est donc la profondeur du
pere de d; dans . Finalement, le cotit de I'arbre ¢ est maintenant :

cott(t) = Zpi - prof,(¢;) + Z q¢; - (prof,(d;) — 1)
i=1 i=0

et un arbre optimal pour [p1,....p, | qo, - - -,qs] est un ABR de colit minimal.

Dans cette définition, il est inutile de supposer que les p; et ¢; soient des probabilités, i.e.,
que p1+ -+ +p,+qo+ -+ g, = 1. Dans la suite, on abandonne donc cette restriction
et on parlera de poids au lieu de probabilités et on supposera les poids positifs ou nuls.

d) Est-ce quun arbre optimal pour [p1,...,pn | qo,---,qs] est aussi un arbre optimal
pour [qo,p1,41, - - - yPn,qn), i-€., si on considere dy, . . . ,d,, comme de vraies clés? Prouver que
oui ou donner un contre-exemple.

e) Montrer qu’il y a un unique arbre optimal pour [1,...,1]0,...,0] lorsque n = 2¥ — 1
(k > 0) et calculer son cotit.

Dans la suite, on fixe les poids [p1,...,pn | qo,.-.,qn]. Pour 0 < ¢ < j < n, on note
T(i,j) 'ensemble des ABR dont les nceuds internes contiennent les clés ¢;iq,...,c; et
dont les feuilles contiennent les clés factices d;, ... ,d;. On remarque que 7'(3,i) est réduit
a larbre contenant uniquement la clé factice d;. On note aussi Opt(i,j) I'ensemble des
arbres optimaux pour [piy1,....,0j | G, .- ..q;], i.e., 'ensemble des arbres de cout minimal
dans 7'(4,7).

f) On suppose 0 < i < j < n. Soit t € Opt(i,j) un arbre de racine ¢, et de sous-arbres
gauche et droit t, et ;. Montrer que t, € Opt(i,k — 1) et ty € Opt(k,j).



Pour 0 < ¢ < j < n, on note w(i,j) le poids total p;y1 + -+ +p; +¢ + -+ g;, en
particulier w(i,i) = ¢;. Pour 0 <i < j < n, on note C(4,5) le cout optimal pour les poids
[Dit1,---p; | Gis--..q5], 1., le colit d'un arbre quelconque de Opt(i,j), en particulier
C(ii) = 0.

g) Prouver que pour i < j on a

C(i,j) = w(i,j) + min C(i,k — 1) + C(k,j).

i<k<j

h) En déduire un algorithme permettant de calculer le tableau C' des cotits optimaux en
temps O(n?). Prouver que votre algorithme réalise bien cette complexité.

i) Ecrire une fonction arbreOpt ayant deux parametres entiers telle que arbreOpt(7,;)
retourne un arbre de Opt(4,7).

La suite du probleme vise a calculer les cotits optimaux en temps quadratique. Lorsque
0 <i < j <n,onnote R(i,j) 'ensemble des entiers k tels que ¢ est racine d'un arbre
de Opt(i,7). Soient A et B deux ensembles d’entiers. On note A < B si Va € A, Vb € B,
b < a implique b € A et a € B. Pour 1 < s < n, on considere la propriété:

Vi<i+l<j<n, j—i<s= R(ij—1) < R(ij) <R@i+1)) P(s)

j) Montrer P(2).

Dans la suite, on suppose que P(n) est vraie (la preuve de ce résultat n’est pas simple).
Pour 0 < i < j < n, on note r(i,j) = min R(7,j), i.e., r(i,j) correspond & la racine
minimale d'un arbre optimal pour [pit1,....p; | ¢, - - -,qj).

k) Pour 1 <i+1 < j < n, montrer que r(i,7) est Uentier k£ qui réalise le minimum de
C(i,k — 1)+ C(k,j) avec r(i,j — 1) < k <r(i+ 1,j).
1) Soit 1 < s < n. Montrer que

n—s

Zl—l—r(z’—l—l,i—l—s)—r(i,i—l—s—l)§2n.
i=0

m) Donner un algorithme quadratique qui calcule le tableau C' des couts optimaux et le
tableau r des racines minimales des arbres optimaux. Prouver que 'algorithme est correct
et qu’il est bien quadratique.

Quelques questions supplémentaires pour que personne ne s’ennuie.

n) Caractériser les arbres optimaux pour [1,...,1]0,...,0] lorsque n > 0 est arbitraire
et calculer le cout optimal.

o) Donner un arbre optimal pour [5,1,1,...,1]0,...,0] lorsque n = 40 et calculer le cott
optimal.

p) Montrer P(3).
q) Montrer P(n).



