L3 Informatique Automates et langages formels 20 mars 2014

Grammaires algébriques multiples
Devoir a rendre au plus tard le 10 avril

Le but de ce devoir est I’étude des grammaires algébriques multiples. L’idée est de
definir une classe intermédiaire de langages entre les langages algébriques et les langages
contextuels, de sorte a étendre le pouvoir d’expression des grammaires algébriques tout
en conservant au maximum une complexité algorithmique faible. La premiere partie pose
la définition des grammaires algébriques multiples et en explore ’expressivité, ainsi que
quelques formes normales. La deuxieme partie établit les bornes de complexité des divers
problémes relatifs a cette classe de langages. Finalement, la derniére partie s’intéresse
aux propriétés de fermeture de ces grammaires.

1 Préliminaires

Définition 1 (Grammaire algébrique multiple). Une grammaire algébrique multiple est
un tuple G = (3,V, P, S) tel que :

— X est ’alphabet terminal.

— V est l'alphabet des symboles non-terminaux avec arité.

— S est un non-terminal d’arité 1.

— P est un ensemble de regles de production de la forme :

Ag(s1,. .., 88) — Ar(z1,. .. ,:c,lﬁ) c A2, Tg)

N

ou :
— Les A; sont des non-terminaux d’arité k;.

— Les l‘; sont deux a deux distincts.

- sp e (XUX)¥, avech{x“iSn,jgki}.

— Chaque LL'; apparait au plus une fois dans le mot s = sq-...- si,, appelé membre
gauche de la regle.
— On appelle membre droit de la régle le mot 1 - ... - a:}ﬂ IEEREE - I

Les dérivations de cette grammaire sont définies comme suit :

— Les membres gauches des régles qui n’ont pas de membres droits sont dits dérivables.

— Si Aj(wi.. .wil), ooy Ap(w? .. wy ) sont dérivables pour certains mots w§ et que
Ao(81y- -0y 8k) — Ar(xl... mkl) o Ap(zy ... 2} ) est une régle de production,
alors Ag(sy, ..., sy, ) est aussi dérivable, ou sj est s, dans lequel les :L‘; sont rem-
placés par w?.

— Le langage engendré par G est L(G) = {w | S(w) est dérivable}.

1. Soit G la grammaire définie par les régles de production suivantes :
Ae,e)
A(za,yb) < A(z,y)
S(x-y) < Alz,y)
Montrer que L(G) = {a™b" | n € N}.
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2. Rappeler une démonstration du fait que {a"b"c" | n € N} n’est pas algébrique.
Montrer que {a"b"c™ | n € N} est un langage algébrique multiple.

Méme question pour {ww | w € ¥*}.
3. Montrer que tout langage algébrique est un langage algébrique multiple.

En déduire que les grammaires algébriques multiples sont strictement plus expres-
sives que les grammaires algébriques.

Définition 2 (Grammaire non-effagante). Une grammaire algébrique multiple est dite
non-effacante si, pour toutes les regles de production de la grammaire, toutes les variables
ac; du membre droit de la regle apparaissent exactement une fois dans le membre gauche
de la regle.

4. Montrer que pour toute grammaire algébrique multiple G, il existe une grammaire
algébrique multiple équivalente G’ telle que G’ soit non-effacante.

Définition 3 (Grammaire non-permutante). Une grammaire algébrique multiple est
dite non-permutante si, pour toutes les regles de production de la grammaire, pour tous
1 et tous 71 < jo, si xél et 933-2 apparaissent dans le membre gauche de la regle, alors xé-l
y apparait avant xéQ

5. Montrer que pour toute grammaire algébrique multiple G, il existe une grammaire
algébrique multiple équivalente G’ telle que G’ soit non-permutante. Montrer de
plus que si G est non-effacante, alors G’ est aussi non-effacante.

6. Soit L = {(a™b)* | n,k € N*}. Montrer que L est contextuel. Montrer que L n’est
pas un langage algébrique multiple.

7. Montrer que tout langage algébrique multiple est un langage contextuel.

En déduire que les grammaires algébriques multiples sont strictement moins ex-
pressives que les grammaires contextuelles.

8. Pour cette question, on suppose que ¥ = {a}. Montrer que, dans ce cas, les langages
algébriques et les langages algébriques multiples ont le méme pouvoir d’expression.

2 Problemes de décision
1. Montrer que le probleme du vide d’un langage algébrique multiple est décidable
en temps linéaire.

2. Montrer que le probleme de l'inclusion de deux langages algébriques multiples est
indécidable.

3. Soit G une grammaire algébrique multiple fixée. Soit w € X*. Montrer que 1’on
peut décider si w € L(G) en temps polynomial dans la taille de w.
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3 Propriétés de fermeture

1.

Montrer que les langages algébriques multiples sont clos par union, concaténation
et itération.

. Montrer que les langages algébriques multiples sont clos par intersection avec un

langage rationnel.

. Montrer que les langages algébriques multiples sont clos par morphisme et mor-

phisme inverse.

Montrer que les langages algébriques multiples ne sont pas clos par intersection et
par complémentaire.



	Préliminaires
	Problèmes de décision
	Propriétés de fermeture

