DM Langages Formels

A rendre le jeudi 14 mars

Soit ¥ un alphabet fini. On considére une extension des expressions régulieres
avec lopération d’inverse : soit Reg(X, ') 'ensemble des expressions

ex=0]1]alete|e-e|e e, olla€X.

1 ie., des

On note aussi Reg(X) l'ensemble des expressions qui n’utilisent pas
expressions régulieres usuelles.

Une expression e est interprétée comme une relation sur un ensemble E. Plus
précisément, étant donné un ensemble E' et une interprétation o : ¥ — P(E X F)
qui associe a chaque lettre une relation binaire sur F, on définit inductivement une

extension o : Reg(X, ') — P(E x E) de o aux expressions comme suit :

a(0)=10
o(1) ={(z,2) |z € E}
o(a) =o(a)
ole+ f)=oale)Ua(f)
ole- f) = ale)- olf) = {(z.2) € E x E | 3y, (w,) € ole) A (3, 2) € o(f)}
oe)=o(e) ={(z,y) e EXE|3In>0,3xg =2,21,...,2, =V,

VO <i<n,(zi,7i41) €0(e)}
ole) =o(e) ={(x,y) e Ex E|(y,z) €0(e)}.
En particulier, pour un mot u = agay - - - a,—1 € ¥*, o(u) = o(ag) - o(ay) -+ - o(an_1).
On dit que deux expressions e et f sont équivalentes, noté e = f, si pour tout
ensemble E et pour toute interprétation o : ¥ — P(E x E), on a g(e) = o(f). On

note également e C f si pour tous F et 0 : X — P(E x E), on a g(e) C o(f).
On s’intéresse au probleme de décider si deux expressions sont équivalentes.

1 Expressions régulieres

On considere d’abord le cas d’expressions régulieres construites sans I’opérateur —!.

On définit le langage L(e) C 3* d’une expression de maniere usuelle :

L(0) =0 L(1) = {e} L(a) = {a}
L(e; +e3) = L(ey) U L(ea) L(ey - e3) = L(ey) - L(ea) L(e*) = L(e)*.



Question 1.

(a) Montrer que pour tout ensemble E et pour toute interprétation o : ¥ —
P(E x E), pour toute expression réguliere e € Reg(X), on a

veL(e)

(b) Montrer que pour toutes expressions régulieres e, f € Reg(X), on a e = f si et
seulement si L(e) = L(f).

2 Expressions avec inverse

On dit qu'une expression ¢ € Reg(2, 7!) est normalisée si l'utilisation de ~! est
restreinte aux expressions atomiques, i.e., si e est de la forme :

ex=0|1]ala'|et+e|e-e|e, oua€ .

Question 2. Montrer que pour toute expression ¢ € Reg(X, 1), il existe une ex-
pression normalisée €/ € Reg(X, ') telle que e = €.

Question 3. On considere les expressions
_ _ -1 _ 1
e1=a es = aa - a e3 =bb "a

Pour tous 4,5 € {1,2,3}, a-t-on e; C ¢; ? Dans chaque cas, donner une preuve que
I'inclusion est valide ou un contre-exemple.

On définit une copie £ de ¥, qu'on suppose disjointe de ¥ :

Y={alaex}.

Pour a € X, on notera (@) = a. Pour tous £ et 0 : ¥ — P(E x E), on définit une
extension 7 : (X UX) — P(E x E) de o a ¥ U 3, en posant, pour tout a € X,

7la) =0o(a), et (@) = (o(a))".

Pour toute expression e € Reg(X, 1), on fixe une expression normalisée ¢’ telle
que e = €. On note 7(e) € Reg(XUX) 'expression réguliere sur XU obtenue en sub-
stituant toute occurence de ! dans ¢’ par @. Par exemple, 7((a + b~1)b(b~ta™1)*ab) =

(a + b)b(ba)*ab.



Question 4. Soit E un ensemble, et 0 : ¥ — P(E x E). Montrer que pour tout
e € Reg(3, 1),

Question 5. Montrer que si 7(e) = 7(f) alors e = f, mais que la réciproque n’est
pas vraie : donner un exemple d’expressions e et f telles que e = f, mais 7(e) #Z 7(f).

Soit u = ag...a,_1 € (ZUX)* ot a; € YUY pour tout 0 < i < n. On peut
voir w comme un mot ou comme une expression sur ¥ U X, mais aussi comme un
modele dans lequel on pourra évaluer les expressions. Plus précisément, on associe
a e ensemble E, = {0,...,n}, et Uinterprétation o, : ¥ — P(E, x E,) définie par

ou(a) ={(,i+1)|0<i<nAa=a}U{(i+1,0)|0<i<nAa =a}.

Comme au dessus, on notera o, : YUY — P(E, x E,) son extension & % UY : pour
tout a € X,

Oula) ={(,i+1)|0<i<nAa=a}U{(i+1,i)]|0<i<nAa; =a}
Ty {(i+ 1) |0<i<nAag=atU{(i+1,0)|0<i<nAa=a=(a)}.

u(@) =

Question 6. Soit u = abbaab, et e = (a+b"1)b(b~*a"!)*ab. Que vaut o, (e) ? Aucune
justification n’est demandée.

Question 7. Soit u,v € (X U X)*. Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Pour tous F et 0 : X — P(E x E), 7(u) Ca(v).
2. (0, |u|) € Tu(v).

Question 8. Soit e, f € Reg(X, !). Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. e=f.

2. Pour tout u € (X UX)*, o,(e) = au(f).

3. Pour tout u € (X UX)*, (0,|ul) € ou(e) si et seulement si (0, |u]) € o, (f).



Un automate a double sens (ou automate boustrophédon) est un automate fini
non-déterministe qui, a chaque transition, peut déplacer sa téte de lecture vers la
droite ou vers la gauche. Avant une transition, la téte de lecture de 'automate se
situe entre deux lettres, et, selon qu’il se déplace vers la gauche ou vers la droite,
I'automate va lire la lettre située & sa gauche ou a sa droite. !

Plus formellement, un automate a double sens sur un alphabet ¥ est un quadru-
plet B=(Q,T,I,F), ou

— () est un ensemble fini d’états,

— I C @ est un ensemble d’états initiaux,

— F C @ est un ensemble d’états acceptants,

— T CQx{—=,«}x 3 xQ est un ensemble de transitions.

Soit u = ag . ..a,—1 € ¥*. Un calcul de B sur u est une suite (qo, i), - - -, (qx, ix)
telle que pour tout 0 < j <k, (¢j,4;) € @ x{0,...,n}, et sij<k:
— soit ij+1 = ij +1et (Qj, —, ai].,qu) eTl,
— soit ;41 =1; — 1 et (g;, <—,aij_179j+1) eT.
Un calcul de B est acceptant siig =0, i =n, qo € I, et qx € F. Le langage accepté
par B, noté L(B), est I’ensemble des mots u € 3* tels que B a un calcul acceptant

sur u.
On admet temporairement le résultat suivant (prouvé dans la section 3) :

Théoreme 1. Pour tout automate a double sens B avec n états, on peut construire
effectivement un automate déterministe classique A avec 20"") états tel que L(A) =
L(B). De plus, la construction de A est dans PSPACE.

Pour tout e € Reg(2, 1), on note A, = (Q., Ty, I, F.) un automate fini sur
Y UX tel que L(A.) = L(7(e)). On lui associe un automate a double sens B, =
(Qe, Ue, I, F,) sur ¥ U X, défini par

Ue={(¢,=,a,¢) | (¢,a,¢) € T.} U{(q,+a,¢) | (¢,a,d) € T.}.

Chaque transition de A, sur une lettre a € ¥ U donne donc lieu & deux transitions
dans B, : une transition vers la droite sur a, et une transition vers la gauche sur a.

1. Remarque : une autre définition, plus usuelle, consiste a considérer que la téte de lecture
de 'automate est positionnée sur une lettre, et que la lettre lue ne dépend pas de la direction de
déplacement (comme dans une machine de Turing). On peut aussi ajouter des marqueurs de début
et de fin pour permettre a 'automate de tester s’il a atteint le début ou la fin du mot. Toutefois,
toutes ces définitions ont le méme pouvoir d’expression.
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Question 9. Montrer que
L(B.) = {u € (BUZ)" | (0,]ul]) € aule)}.

Question 10. Montrer que le probleme de I’équivalence de deux expressions dans
Reg(2, 71) est décidable. Quelle est sa complexité ?

3 Automates a double sens

On va maintenant prouver le Théoreme 1.

Soit B = (Q,T, I, F) un automate a double-sens sur un alphabet 3. Pour tout
u € X*, on appelle

— M u) l'ensemble des paires d’états (q,q') € @ x @ telles qu’il existe un calcul
de B sur u qui commence a gauche de u et finit a droite de u et va de 'état
q a l'état ¢, i.e., un calcul de B sur u de la forme (qo, ), -, (qx, i) tel que
o =q, i0 =0, gy = ¢, et iy, = |u|; similairement,

— p(u) Pensemble des (q,q¢") € Q x @ tels qu'il existe un calcul de B sur u de la
forme (qo, %), - - -, (g, ix) avec qo = q, io = |u|, gx = ¢/, et i = |ul.

Pour u,v € ¥*, on note u ~ v quand (A(u), pu(u)) = (A(v), u(v)).

Question 11. Montrer que ~ est une congruence a droite, c’est-a-dire une relation
d’équivalence telle que pour tous u,v,w € ¥*, u ~ v implique uw ~ vw.

Question 12. Prouver le Théoreme 1. On pourra construire un automate dont les
états sont des classes d’équivalence de ~.



