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Objectif : Logiciel de démonstration automatique

Objectif : Découvrir si les logiciels de demonstration automatique sont réalisables.
- Programmes capables de construire des demonstrations genérales.

Ce type de logiciel prend de l'intéret dans plusieurs champs d’applications.

« Le test de programmes peut étre une facon tres efficace de montrer la présence
de bugs mais est désespérément inadéquat pour prouver leur absence »

- Edsger Dijkstra.
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Contrainte : Théoreme d’indécidabilité de Church

D'apres le Théoréme de Church : La logique des prédicats est indécidable.
- Ainsi, la demontrabilité de la logique des prédicats est semi-décidable.

En effet, par énumération des arbres de preuves pour démontrer P :

- Siune démonstration de P existe: U'arbre de preuve sera obtenu a un moment.
- Sinon : L'algorithme bouclera indéfiniment.

L'énumération exhaustive comporte trop d'arbres de preuves a tester.
- Cependant, 'énumération moins naive a un intérét pratique.



La recherche de déemonstrations en déduction naturelle



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons P Q = (P A Q)

PHQ=(PANQ)



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons P Q = (P A Q)

=intro
PHQ=(PANQ)



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons P Q = (P A Q)

P.QFPAQ
PHQ=(PANQ)

intro



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons P Q = (P A Q)

/\intro

P.QFPAQ
PHQ=(PANQ)

intro



Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
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Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons P Q = (P A Q)
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Etude de cas : Limitation aux régles d’introduction

Enumérons les régles s'appliquant a chaque noeud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’introduction de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons P Q = (P A Q)

— aX. — aX
P.OFQ P.QFP
P,QFP/\Q intro
PHQ=(PANQ)

intro

La forme de la conclusion permet de guider le choix des introductions.
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Etude de cas : Limitation aux régles d’élimination

Enumérons les régles s'appliquant a chaque nceud, de bas en haut.
- Limitons-nous aux regles d’élimination de la déduction naturelle.

Exemple : Prouvons PAQ - P

—_— aX.
PAQFPAQ
PAQFP elim

A chaque neeud, il faut deviner (et donc énumeérer) :
- La regle a utiliser.
- Une ou plusieurs propositions dans le cas des regles d’élimination.

La forme des hypothéses ne permet pas de guider le choix des éliminations.
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Définition : Le calcul des séquents

Le calcul des sequents introduit d’autres regles de déeductions.
- Ce systéeme de déduction reduit la dissymetrie de la deduction naturelle.

Le calcul des séquents introduit deux types de regles :

- Regles droites : Regles d’introduction sur la conclusion (Introduction)
- Régles gauches : Régles d’introduction sur les hypothéses (Elimination)

Exemple : Prouvons PAQ + P

—— adX.
PQHP
/\gauche
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Définition : La regle de contraction

En déduction naturelle, il y a une permanence des hypotheéses.
- Les hypotheses peuvent donc étre utilisees plusieurs fois.

En calcul des séquents, il y a disparition de I'hypotheése :

I,P(t)FC
I',Vz P(z) - C

gauche

Une nouvelle regle permet de sauvegarder 'hypothese :
- Cette regle est appellée regle de contraction :
TLAAFC
I AFC

CONtr.gayche
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Le tiers-exclu fait voyager les propositions entre conclusions et hypotheses.

Une alternative est d'avoir plusieurs propositions en conclusion.
- On dénote A 'ensemble des conclusions d'un sequent.
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Proposition : Utilisation du tiers-exclu

Le tiers-exclu fait voyager les propositions entre conclusions et hypotheses.

Une alternative est d'avoir plusieurs propositions en conclusion.
- On dénote A 'ensemble des conclusions d'un sequent.
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Proposition : Utilisation du tiers-exclu

Le tiers-exclu fait voyager les propositions entre conclusions et hypotheses.

Une alternative est d'avoir plusieurs propositions en conclusion.
- On dénote A 'ensemble des conclusions d'un sequent.
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Proposition : Utilisation du tiers-exclu

Le tiers-exclu fait voyager les propositions entre conclusions et hypotheses.

Une alternative est d'avoir plusieurs propositions en conclusion.
- On dénote A 'ensemble des conclusions d'un sequent.
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Proposition : Utilisation du tiers-exclu

Le tiers-exclu fait voyager les propositions entre conclusions et hypotheses.

Une alternative est d'avoir plusieurs propositions en conclusion.
- On dénote A 'ensemble des conclusions d'un sequent.

—— aX. ——— aX.
P.QFQ PHP,Q

=
P,P N Q - Q gauche
PL —|(P N Q)vQ droite
“'gauche

—(P=Q),PFQ

Similairement aux hypothéses, il existe une régle de contraction a droite.
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+ Le choix du terme

EIdroite
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Calcul des séquents : Choix restants a effectuer

En calcul des séquents, il reste un nombre de choix a prendre a chaque nceud :

- Le choix du séquent (Choix indifférent)
- Le choix de la proposition (Choix arborescent fini)
- Le choix de la regle (Choix arborescent fini)

+ Le choix du terme
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P(f(f(c)) F P(f(f(c))) e |
P(f(f(e)))F 3z P(f(x)) droite
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Calcul des séquents : Choix restants a effectuer

En calcul des séquents, il reste un nombre de choix a prendre a chaque nceud :

- Le choix du séquent (Choix indifférent)
- Le choix de la proposition (Choix arborescent fini)
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En calcul des séquents, il reste un nombre de choix a prendre a chaque nceud :

- Le choix du séquent (Choix indifférent)
- Le choix de la proposition (Choix arborescent fini)
- Le choix de la regle (Choix arborescent fini)

+ Le choix du terme

>

P(f(f(c) F P(f(c))
P(f(f(c))) F 3z P(f(x))
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Calcul des séquents : Choix restants a effectuer

En calcul des séquents, il reste un nombre de choix a prendre a chaque nceud :

- Le choix du séquent (Choix indifféerent)
- Le choix de la proposition (Choix arborescent fini)
- Le choix de la regle (Choix arborescent fini)
- Le choix du terme (Choix arborescent infini)
?
P(f(f(c)) F P(f(c))

droite

P(f(f(c)) F 3z P(f(z))
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Calcul des séquents : Eviter 'énumération lors du choix du terme

Le choix du terme est nécessaire pour les regles Jyite €t Vgayche-

- Utilisons une méta-variable lorsqu’on utilise ces réegles.
- On obtient un schéma de démonstration.

PU(@) F PUX)
P(f(f(@) - 3z P(f(2))

droite

Il ne reste qu'a chercher une substitution des méta-variables.

- Cette substitution parfait le schéma de démonstration.
- En appliquant l'algorithme d’unification.
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