
Chapitre 1Les termes et les relations1.1 Les dé�nitions indutivesPuisque la sémantique d'un langage de programmation est une relation, nousallons ommener par présenter quelques outils qui permettent de dé�nir desensembles et des relations.L'outil le plus simple est la notion de dé�nition expliite. On peut, parexemple, dé�nir expliitement la fontion qui multiplie son argument par 2 :x 7→ 2 * x, l'ensemble des nombres pairs : {n ∈ N | ∃p ∈ N n = 2 * p}ou la relation de divisibilité : {(n,m) ∈ N
2 | ∃p ∈ N n = m * p}. Cepen-dant, es dé�nitions expliites ne su�sent pas à dé�nir tous les objets dont ona besoin. Un deuxième outil utile pour dé�nir des ensembles et des relations estla notion de dé�nition indutive. Cet outil s'appuie sur un théorème simple : lethéorème du point �xe.1.1.1 Le théorème du point �xeSoit ≤ une relation d'ordre � 'est-à-dire une relation ré�exive, antisymé-trique et transitive � sur un ensemble E et u0, u1, u2, ... une suite rois-sante, 'est-à-dire telle que u0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... L'élément l de E est appelélimite de la suite u0, u1, u2, ... si 'est la borne supérieure de l'ensemble{u0, u1, u2, ...} 'est-à-dire si� pour tout i, ui ≤ l� si pour tout i, ui ≤ l' alors l ≤ l'.Si elle existe, la limite d'une suite (ui)i est unique, et on la note limi ui.La relation d'ordre ≤ est dite faiblement omplète si toutes les suites rois-santes ont une limite.La relation d'ordre ordinaire sur l'intervalle [0, 1℄ de la droite réelle est unexemple de relation d'ordre faiblement omplète. De plus, ette relation a unplus petit élément 0. En revanhe, la relation d'ordre ordinaire sur R

+ n'est pasfaiblement omplète ar la suite roissante 0, 1, 2, 3, ... n'a pas de limite.7


