
5.3. LA SÉMANTIQUE DÉNOTATIONNELLE DE PCF TYPÉ 69nom si et seulement si JtK = n. Le sens diret de e théorème n'est pas tropdi�ile à démontrer, mais la réiproque n'est pas triviale.Exerie 5.9 Montrer, en utilisant le théorème d'équivalene des sémantiques,que si t est un terme los de type nat tel que JtK = ⊥, alors il n'existe pas deonstante entière n telle que t →֒ n.Exerie 5.10 Soit G la sémantique dénotationnelle du terme fun f:(nat ->nat) -> fun n:nat -> ifz n then 1 else n * (f (n - 1)).La sémantique dénotationnelle du terme fix f:(nat -> nat) fun n:nat-> ifz n then 1 else n * (f (n - 1)) est le plus petit point �xe de G.D'après le premier théorème du point �xe, 'est la limite de la suiteGn(⊥nat−>nat). Quelle est la fontion ⊥nat−>nat ? Quelle est la fontionGn(⊥nat−>nat) ? Quelle est la limite de ette suite ?Montrer que pour tout entier p, il existe un entier m tel que Gm(⊥nat−>nat)(p)= limn Gn(⊥nat−>nat)(p).Exerie 5.11 On onsidère les éléments suivants de l'ensemble Jnat -> natK :u la fontion qui vaut ⊥ en ⊥ et 0 partout ailleurs, vi la fontion qui vaut ⊥en ⊥ et 1 en i et 0 partout ailleurs et wi la fontion qui vaut ⊥ en ⊥, 0 en 0,1, ..., i-1 et ⊥ partout ailleurs.Soit F une fontion roissante de Jnat -> natK dans JnatK, telle que F u =0 et pour tout i, F vi = 1. Montrer que pour tout i, F wi = ⊥. Montrer quela fontion F n'est pas ontinue.Montrer qu'on ne peut pas programmer en PCF une fontion qui prend enargument une fontion g de type nat -> nat et retourne 0 si pour tout n, g n= 0 et 1 sinon.Exerie 5.12 (Une approhe informationnelle de la ontinuité) On peut êtresurpris du fait que l'on utilise la notion de ontinuité pour dé�nir la sémantiquede PCF alors que PCF ne alule qu'ave des nombres entiers et non avedes nombres réels. En fait, les fontions de N dans N, les suites entières, ontbeauoup de points ommuns ave les réels.Une bonne intuition est qu'une fontion f des réels dans les réels est ontinuesi pour aluler les n premières déimales de f x il su�t de onnaître un nombre�ni de déimales de x. Malheureusement, ela est tehniquement faux quand x ouf x est un nombre déimal. On dira don qu'un déimal est une approximationà n déimales d'un réel si la distane entre e déimal et e réel est inférieure à10−n. Ainsi, le nombre π a deux approximations à deux déimales : 3.14 et 3.15et il devient orret de dire que la fontion f est ontinue si pour aluler uneapproximation déimale à n déimales de f x il su�t de onnaître une ertaineapproximation déimale de x.Le but de et exerie est de montrer que, de manière similaire, une fontionf des suites entières dans les suites entières est ontinue si pour aluler les npremiers termes de f x il su�t de onnaître un segment initial �ni de x. Si onappelle approximation �nie d'une suite in�nie, ses segments initiaux �nis, ela


