
5.3. LA SÉMANTIQUE DÉNOTATIONNELLE DE PCF TYPÉ 67En sémantique dénotationnelle également, on a le hoix de dé�nir une fon-tion partielle J K, telle que Jfix x:nat (x + 1)K ne soit pas dé�ni, ou alorsajouter une valeur ⊥ à JnatK telle que Jfix x:nat (x + 1)K = ⊥.Si on ajoute une telle valeur ⊥, quand on interprète un terme de la formet + u, on ommene par interpréter u et t et si l'un des deux termes boule,alors 'est également le as du terme t + u. La sémantique dénotationnelle d'unterme de la forme t + u se dé�nit ainsi� Jt + uK = JtK + JuK si JtK et JuK sont des entiers,� Jt + uK = ⊥ si JtK = ⊥ ou JuK = ⊥.On peut maintenant remarquer que la fontion Jfun x:nat -> x + 1K quin'avait pas de point �xe, quand JnatK ne ontenait que les entiers en a désormaisun : ⊥, et que ette valeur est préisément elle que l'on veut attribuer ommesémantique au terme fix x:nat (x + 1), qui boule. La fontion Jfun x:nat-> xK, qui avait déjà plusieurs points �xes, en a un de plus⊥, et 'est e point �xelà que l'on veut attribuer omme sémantique du terme fix x:nat x. La fontion
Jfun x:nat -> x + xK qui avait un point �xe unique 0 en a maintenant deux :0 et ⊥ et 'est e seond point �xe que l'on veut attribuer omme sémantiquedu terme fix x:nat (x + x), qui boule.Toutes les fontions que nous avions onsidérées ont maintenant des points�xes et quand elles en ont plusieurs, dont ⊥, 'est e dernier que l'on veutprivilégier.5.3.3 La relation d'ordre de SottPour préiser ette idée, on dé�nit la relation d'ordre suivante, la relationd'ordre de Sott, sur l'ensemble JnatK
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...et, a�n de privilégier ⊥ sur les autres points �xes, on dé�nit Jfix x:nat tKomme le plus petit point �xe de la fontion Jfun x:nat -> tK. Reste à montrerque e plus petit point �xe existe, et pour ela nous allons utiliser le théorèmedu point �xe. Pour pouvoir appliquer e théorème, nous devons don montrerque la relation d'ordre que nous avons dé�nie sur JnatK est faiblement omplèteet que la sémantique d'un programme de type nat -> nat est toujours unefontion ontinue.Plus généralement, nous allons onstruire pour haque type A, un ensemble
JAK muni d'une relation d'ordre faiblement omplète et montrer que la séman-tique d'un programme de type A -> B est une fontion ontinue de JAK dans
JBK.Commençons par dé�nir les ensembles JAK. L'ensemble JnatK est par dé�ni-tion égal à N∪ {⊥}, muni de la relation d'ordre i-dessus. L'ensemble JA -> BKest par dé�nition l'ensemble des fontions ontinues de JAK dans JBK muni de larelation d'ordre f ≤ g si pour tout x dans JAK, f x ≤ g x.


