
66 CHAPITRE 5. LE LANGAGE PCF AVEC DES TYPESmatière de dé�nition de fontions. En mathématiques, ontrairement à e qui sepasse en PCF, on ne peut prendre le point �xe d'une fontion que quand elle-ia un point �xe, et si elle en a plusieurs, il est néessaire de préiser elui donton parle. Nous avons évoqué es questions lors de la dé�nition de PCF, pour lesrepousser. Le moment est venu d'y faire fae.Considérons une fontion qui n'a pas de point �xe : la fontion fun x:nat-> x + 1. En PCF, nous pouvons ependant onstruire le terme fix x:nat (x+ 1). De même, la fontion fun f:(nat -> nat) -> fun x:nat -> (f x) +1 n'a pas de point �xe, mais nous pouvons onstruire le terme fix f:(nat ->nat) fun x:nat -> (f x) + 1. La fontion fun x:nat -> x, quant à elle, aplusieurs points �xes, e qui ne nous empêhe pas de onstruire le terme fixx:nat x.Lors de la dé�nition de la sémantique opérationnelle de PCF, nous avonsdonné une règle de rédution pour la onstrution fixfix x:A t −→ (fix x:A t/x)tqui traduit l'idée de point �xe. En suivant ette règle nous voyons que le termea = fix x:nat (x + 1) se réduit sur a + 1, puis sur (a + 1) + 1, ... sansjamais arriver à un terme irrédutible. De même, si g = fix f:(nat -> nat)fun x:nat -> (f x) + 1, le terme g 0 se réduit, en deux étapes, sur (g 0)+ 1, puis ((g 0) + 1) + 1, ... sans jamais arriver à un terme irrédutible. Demême, le terme b = fix x:nat x se réduit sur b, puis sur b, ... sans jamaisarriver à un terme irrédutible. Autrement dit, il semble que quand on prend,en PCF, le point �xe d'une fontion qui n'en a pas ou qui en a plusieurs, ononstruit un programme qui boule.Il en est de même en Caml, où le programmelet re f x = (f x) + 1 in (f 0)boule ou en Java où 'est également le as du programmelass Loop {stati int f (int x) {return f(x) + 1;}stati publi void main (String [ ℄ args) {System.out.println(f(0));}}Il y a même des fontions, omme fun x:nat -> x + x qui ont un point �xeunique, mais dont le point �xe en PCF, fix x:nat (x + x), boule.Autrement dit, pour pouvoir omprendre la sémantique dénotationnelle dupoint �xe, il faut ommener par omprendre la sémantique des termes dontl'interprétation ne termine pas.La sémantique opérationnelle à petits pas n'attribue pas de résultat au alulde es termes : il n'y a pas de terme V telle que fix x:nat (x + 1) →֒ V. Etla sémantique opérationnelle à grands pas n'en attribue pas davantage. Commenous l'avons déjà dit, il est possible de ompléter la relation →֒ en ajoutant unevaleur ⊥ telle que fix x:nat (x + 1) →֒ ⊥.


