
Chapitre 7Les référenes et lesa�etationsConsidérons deux nombres : le nombre π et la température qu'il fait à Paris.Aujourd'hui, le nombre π est ompris entre 3.14 et 3.15 et la températurequ'il fait à Paris est omprise entre 16 et 17 degrés. Demain, le nombre π auraonservé sa valeur, mais la température à Paris aura sans doute hangé. Enmathématiques, on réserve le nom de nombre aux nombres qui ne varient pasau ours du temps : la température à Paris n'est pas un nombre qui hange devaleur, mais une fontion du temps.Cependant, la formalisation de la température d'un système omme unefontion du temps est peut-être trop générale, ar elle ne prend pas en omptele fait que la variation de la température d'un système à un ertain instant dé-pend, en général, de sa température à et instant, mais pas de sa températuredix seondes plus t�t ou dix seondes plus tard. Un système n'a don, en général,pas aès à sa fontion température dans son intégralité, mais uniquement à lavaleur atuelle de ette fontion. C'est pour ela que les équations de la phy-sique sont, en général, des équations aux dérivées partielles et non des équationsfontionnelles quelonques.Les programmes informatiques utilisent également des objets qui varientau ours du temps. Par exemple, dans un programme qui gère la billetteried'une salle de onert, le nombre de plaes disponibles pour un onert varie auours du temps : il diminue d'une unité à haque fois qu'une plae est vendue.Du point de vue mathématique, 'est don une fontion du temps. Cependantpour savoir s'il est enore possible de vendre une plae ou si la réservation estlose, le programme a uniquement besoin d'avoir aès à la valeur atuelle deette fontion, et non à ette fontion dans son intégralité : à un instant t, iln'interroge ette fontion que sur sa valeur en t.De e fait, quand on érit un tel programme, on ne souhaite pas exprimerle nombre de plaes enore disponibles pour un onert par une fontion dutemps, 'est-à-dire par un terme de type nat -> nat � en supposant une hor-81



82 CHAPITRE 7. LES RÉFÉRENCES ET LES AFFECTATIONSloge disrète �, e qui signi�erait que l'on veut onnaître à haque instant t lenombre de plaes enore disponibles pour e onert à haque instant t'. Celan'est d'ailleurs pas possible, ar ela supposerait que l'on onnaisse le nombrede plaes disponibles à haque instant t' du futur. On ne peut pas non plusexprimer e nombre par un terme de type nat ar, omme un nombre mathéma-tique, la valeur d'un terme de type nat en PCF ne peut pas varier au ours dutemps. On doit don introduire une nouvelle sorte de termes pour es nombresqui varient au ours du temps : les référenes, aussi parfois appelées variables,bien qu'il vaille mieux éviter ette terminologie, ar la notion de référene esttrès di�érente de la notion de variable du langage mathématique et des langagesfontionnels.Si x est une référene, on peut faire deux hoses ave x, l'interroger surla valeur atuelle !x et modi�er sa valeur x := t, 'est-à-dire ontribuer à laonstrution de ette fontion du temps, en dérétant que la valeur de ettefontion est désormais, et jusqu'à nouvelle modi�ation, la valeur atuelle duterme t.La question de l'égalité de deux � nombres qui varient au ours du temps �est déliate. On peut omparer un nombre qui varie au ours du temps, ommela température qu'il fait à Paris, à une feuille sur un arbre, qui petite, soupleet verte au printemps devient grande, assante et jaune à l'automne. Bien quela feuille se transforme, on ferait une erreur si on pensait que la petite feuilleverte a été désintégrée et que la grande feuille jaune est apparue ex nihilo. Bienqu'elle se transforme, 'est bien la même feuille qui est sur l'arbre en mars et enotobre. C'est un vieux paradoxe qu'une hose puisse hanger tout en restantla même hose. De même, la température à Paris est une seule et même hose,même si elle varie au ours du temps. En revanhe, la température à Paris et latempérature à Rome sont deux hoses di�érentes, même s'il peut arriver qu'ellessoient aidentellement égales à ertains moments.Considérer la température à Paris et à Rome omme des fontions du tempspermet de résoudre e paradoxe : le fait qu'une fontion prenne des valeursdi�érentes en deux points ne l'empêhe pas d'être une seule et même fontion,et le fait que deux fontions prennent aidentellement la même valeur en unpoint ne les empêhe pas d'être distintes.Dans les langages de programmation, si x et y sont deux référenes, il fautsoigneusement distinguer la question de savoir si les référenes x et y sont égales,'est-à-dire si x et y sont une même hose � en termes mathématiques : la mêmefontion du temps � et la question de savoir si les nombres !x et !y sont égaux,'est-à-dire si x et y ont aidentellement la même valeur à et instant préis.En partiulier, dans le premier as, la valeur de y sera modi�ée si on modi�e lavaleur de x, mais, dans le seond, elle ne le sera pas néessairement.7.1 Une extension de PCFNous allons onstruire une extension de PCF en ajoutant les onstrutions !et :=.



7.2. LA SÉMANTIQUE DE PCF AVEC DES RÉFÉRENCES 83Le terme x := 4, omme le terme fat 3, que nous onnaissons, ordonneune ation. Le terme x := 4 ordonne de modi�er la valeur de la référene x,de même que le terme fat 3 ordonne de aluler la fatorielle du nombre 3.Il y a ependant une di�érene entre es deux ations : l'e�et du alul de lafatorielle de 3 est une valeur, l'e�et de l'ation x := 4 est de modi�er � l'étatglobal du monde �. Avant ette ation, la référene x avait la valeur 0, parexemple, après ette ation elle a la valeur 4. Quand on ajoute des référenes àPCF, l'interprétation d'un terme ne produit plus uniquement une valeur, maiségalement un nouvel état du monde. Cette modi�ation de l'état du mondeest appelée l'e�et seondaire de l'interprétation d'un terme � on emploie aussila terminologie e�et de bord, qui est une tradution impréise de l'anglais sidee�et, qui signi�e e�et seondaire.Dans la sémantique de PCF ave des référenes, l'état du monde à un instantdonné se formalise omme une fontion d'un ensemble �ni R vers les valeursde PCF. Les éléments de R sont appelés des référenes. Dans le langage deprogrammation primitif d'un ordinateur, son langage mahine, l'ensemble desréférenes est �xe et 'est l'ensemble des adresses mémoires de l'ordinateur.Dans tous les autres langages, l'ensemble R est un ensemble quelonque. On nedistingue pas, dans la sémantique du langage, un ensemble R d'un autre ensembleR' qui a le même nombre d'éléments. Cela traduit le fait que les programmeursne savent pas préisément où sont stokées leurs données dans l'ordinateur.En PCF ave des référenes, omme dans la plupart des langages de pro-grammation, les valeurs assoiées aux référenes peuvent, bien entendu, varierau ours du temps, mais, de plus, l'ensemble R lui-même peut également varierau ours du temps : au ours de l'exéution d'un programme, on peut ajou-ter une nouvelle référene. Pour ela, le langage ontient une onstrution ref.L'e�et seondaire de l'interprétation du terme ref t, est de réer une nouvelleréférene qui débute ave une valeur qui est la valeur atuelle du terme t. Lavaleur alulée par ette interprétation est la référene elle-même.Puisque l'interprétation du terme ref t produit une valeur qui est une ré-férene, les référenes doivent être des valeurs.7.2 La sémantique de PCF ave des référenesDans la sémantique opérationnelle à grands pas de PCF ave des référenes,la relation est de la forme e, m ⊢ t →֒ V, m' où t est le terme interprété, el'environnement dans lequel on l'interprète, m l'état du monde dans lequel etteinterprétation se déroule, V la valeur produite par ette interprétation, et m' lenouvel état du monde produit par ette interprétation.si e ontient x = Ve, m ⊢ x →֒ V, me', m ⊢ fix y t →֒ V, m' si e ontientx = 〈fix y t, e'〉e, m ⊢ x →֒ V, m'



84 CHAPITRE 7. LES RÉFÉRENCES ET LES AFFECTATIONSe, m ⊢ u →֒ W, m'e, m' ⊢ t →֒ 〈x, t', e'〉, m�(e', x = W), m� ⊢ t' →֒ V, m�'e, m ⊢ t u →֒ V, m�'e, m ⊢ fun x -> t →֒ 〈x, t, e〉, me, m ⊢ n →֒ n, me, m ⊢ u →֒ q, m' e, m' ⊢ t →֒ p, m� si p ⊗ q = ne, m ⊢ t ⊗ u →֒ n, m�e, m ⊢ t →֒ 0, m' e, m' ⊢ u →֒ V, m�e, m ⊢ ifz t then u else v →֒ V, m�e, m ⊢ t →֒ n, m' e, m' ⊢ v →֒ V, m� si n onstanteentière 6= 0e, m ⊢ ifz t then u else v →֒ V, m�(e, x = 〈fix x t, e〉), m ⊢ t →֒ V, m'e, m ⊢ fix x t →֒ V, m'e, m ⊢ t →֒ W, m' (e, x = W), m' ⊢ u →֒ V, m�e, m ⊢ let x = t in u →֒ V, m�On peut alors exprimer les règles des trois nouvelles onstrutions, ref,! et :=e, m ⊢ t →֒ V, m'e, m ⊢ ref t →֒ r, (m', r = V)si r est une référene quelonque qui n'apparaît pas dans m'e, m ⊢ t →֒ r, m' si m' ontient r = Ve, m ⊢ !t →֒ V, m'e, m ⊢ t →֒ r, m' e, m' ⊢ u →֒ V, m�e, m ⊢ t := u →֒ 0, (m�, r = V)La onstrution t ; u dont l'interprétation onsiste à interpréter t, jeter la va-leur obtenue, puis interpréter u, n'avait pas d'intérêt en l'absene d'e�ets se-ondaires, puisque la valeur du terme t ; u était toujours la même que elle duterme u, pourvu que t termine. On peut maintenant l'ajouter à PCFe, m ⊢ t →֒ V, m' e, m' ⊢ u →֒ W, m�e, m ⊢ t ; u →֒ W, m�On peut également ajouter les onstrutions whilez, for, ... qui n'avaient pasnon plus d'intérêt en l'absene d'e�ets seondaires.Exerie 7.1 Érire un interpréteur pour PCF ave des référenes.



7.2. LA SÉMANTIQUE DE PCF AVEC DES RÉFÉRENCES 85L'inertitude dans laquelle l'introdution de e livre nous avait plongés peuten�n être dissipée.Exerie 7.2 Quelle est la valeur du termelet n = ref 0in let f = fun x -> fun y -> xin let g = fun z -> (n := !n + z; !n)in f (g 2) (g 7)? Dans quel ordre sont interprétés les arguments en PCF ? Pourquoi ? Commentpourrait-on modi�er les règles i-dessus a�n que la valeur de e terme soit 2 etnon 9 ? À la setion 2.5 nous avons fait une remarque : � Dans le as d'uneappliation... �. Que penser de ette remarque ?Quelle est la valeur de e terme en Caml ? En Java, quelle est la valeur dutermelass Referene {stati int n;stati int f (int x, int y) {return x;}stati int g (int z) {n = n + z; return n;}stati publi void main (String[ ℄ args) {n = 0; System.out.println(f(g(2),g(7)));}}? Dans quel ordre Caml interprète-t-il ses arguments ? et Java ?Exerie 7.3 La valeur du termelet x = ref 4 in let f = fun y -> y + !x in (x := 5; f 6)est-elle 10 ou bien 11 ? Comparer e résultat ave elui de l'exerie 2.8.Exerie 7.4 Donner la sémantique opérationnelle à grands pas de la onstru-tion whilez. Quelle est la valeur du termelet f = fun n ->(let k = ref 1in let i = ref 1in (whilez (!i - n) do k := !k * !i; i := !i + 1 done; !k))in f 3?Exerie 7.5 (Les bizarreries des référenes en appel par nom) Les règles de sé-mantique opérationnelle à grands pas que nous avons données sont-elles en appelpar nom ou en appel par valeur ? Donner une règle similaire pour l'appliationen appel par nom, en gardant le let en appel par valeur. Quelle est la valeurdu terme let n = ref 0 in ((fun x -> x + x) (n := !n + 1 ; 4)); !n enappel par valeur ? et en appel par nom? Quelle est la valeur du terme let n =ref 0 in ((fun x -> 2 * x) (n := !n + 1 ; 4)); !n en appel par valeur ?et en appel par nom?



86 CHAPITRE 7. LES RÉFÉRENCES ET LES AFFECTATIONSExerie 7.6 (Le typage des référenes) Pour typer les termes érits en PCFave des référenes, il faut ajouter un symbole ref au langage des types, demanière à e que nat ref, par exemple, soit le type des référenes sur un entier.Ainsi, si t est un terme de type A ref alors !t est un terme de type A.Étendre les règles de type de la setion 5.1 a�n de typer les termes de PCFave des référenes.Érire un véri�ateur de types pour PCF ave des référenes.Assoier référenes et polymorphisme dans le même langage est déliat. Onne tentera pas de le faire dans et exerie.Exerie 7.7 (La fontionnalisation des programmes impératifs) On onsidèreun terme t qui exprime une fontion entière à p arguments entiers et quiontient une variable libre n de type nat ref. On assoie à e terme une fontionqui prend en arguments p + 1 entiers et qui retourne un ouple d'entiers � voirl'exerie 3.13 � qui à a1, ..., ap, m assoie le ouple d'entiers formé de lavaleur du terme let n = ref m in (t a1 ... ap) et de la valeur du terme !nà la �n de ette interprétation. Quelle est la fontion assoiée au terme� fun z -> (n := !n + z ; !n)? et au terme� (fun z -> (n := !n + z ; !n)) 7 ?? et au terme� (fun x -> fun y -> x) ((fun z -> (n := !n + z ; !n)) 2) ((fun z-> (n :=!n + z ; !n)) 7) ?Peut-on programmer es fontions en PCF sans référenes ?Plus généralement,� quelle est la fontion assoiée au terme fun y1 -> ... -> fun yp -> 2 ?� Et au terme fun y1 -> ... -> fun yp -> y1 ?� Et au terme fun y1 -> ... -> fun yp -> !n ?� Si t est de type nat et f est la fontion assoiée au terme fun y1 -> ...-> fun yp -> t, quelle est la fontion assoiée à fun y1 -> ... -> funyp -> n := t ?� Si t et u sont de type nat et f et g les fontions assoiées aux termes funy1 -> ... -> fun yp -> t et fun y1 -> ... -> fun yp -> u, quelleest la fontion assoiée à fun y1 -> ... -> fun yp -> (t + u) ?� Si t et u sont de type nat et f et g les fontions assoiées aux termes funy1 -> ... -> fun yp -> t et fun y1 -> ... -> fun yp -> u, quelleest la fontion assoiée à fun y1 -> ... -> fun yp -> (t ; u) ?� Si t est un terme de type nat -> ... -> nat -> nat � ave q argu-ments de type nat � u1, ..., uq sont des termes de type nat, et f, g1,..., gq les fontions assoiées aux termes fun y1 -> ... -> fun yp -> tet fun y1 -> ... -> fun yp -> u1, ..., fun y1 -> ... -> fun yp ->uq, quelle est la fontion assoiée à fun y1 -> ... -> fun yp -> (t u1... uq) ?Peut-on programmer es fontions en PCF sans référenes ?



7.2. LA SÉMANTIQUE DE PCF AVEC DES RÉFÉRENCES 87Érire un programme qui transforme un terme de PCF onstruit ave essymboles et qui ontient une variable libre de type nat ref en un programmequi n'en ontient pas et qui a la même sémantique.Exerie 7.8 (Pour eux qui préfèrent érire x := x + 1 que x :=!x + 1)On se donne un ensemble �ni de référenes et on dé�nit une extension de PCFave une onstante pour haune de es référenes. Ces onstantes sont appe-lées variables a�etables. Le symbole := s'applique désormais à une variablea�etable et un terme : X := t.Si X est une variable a�etable, la valeur attribuée par la sémantique opéra-tionnelle au terme X est la valeur assoiée à la référene X dans l'état du mondedans lequel ette interprétation se déroule.Érire la sémantique opérationnelle à grands pas de ette extension de PCF.Érire un interpréteur pour ette extension de PCF.Exerie 7.9 (Un langage impératif minimal) On onsidère un langage quiomprend des onstantes entières, les quatre opérations, des variables a�etables� voir exerie 7.8 �, l'a�etation :=, la séquene ;, le test ifz et la boulewhilez, mais pas de variables ordinaires, de fun, de fix, de let ou d'applia-tion.Érire la sémantique opérationnelle de e langage. Érire un interpréteurpour e langage. Érire la fatorielle dans e langage. Que peut-on programmerdans e langage ?Pour onlure e hapitre, on peut remarquer que dans quasiment tous leslangages de programmation, on a deux manières assez di�érentes de programmerla fatorielle. Par exemple, en Java, on peut programmer la fatorielle réursi-vementstati int fat (int x) {if (x == 0) return 1; return x * (fat (x - 1));}ou ave une boulestati int fat (int x) {int k = 1;for (int i = 1; i <= x; i = i + 1) k = k * i;return k;}Doit-on préférer un programme ou l'autre ?Bien entendu, la théorie des langages de programmation ne permet pas derépondre aux questions � morales � de la forme � Doit-on... ? � On peut epen-dant dire quelques mots sur la manière dont ette question a évolué au ours dutemps.Dans les premiers langages de programmation � langages mahines, assem-bleurs, Fortran, Basi, ... � seul le seond programme est possible. Il est, ene�et, plus faile d'exéuter un programme ave des boules et des référenes surun ordinateur qui, in �ne, est lui-même un système physique, ave un état qui



88 CHAPITRE 7. LES RÉFÉRENCES ET LES AFFECTATIONSévolue dans le temps selon des règles loales, que d'exéuter une fontion dé�niepar un point �xe.Lisp est un des premiers langages à avoir proposé des dé�nitions réursives.Ave Lisp, on a pu se passer, pour la première fois, de référenes et d'e�etsseondaires, e qui simpli�e la sémantique du langage, le rapprohe du langagemathématique, permet de raisonner plus failement sur les programmes et per-met d'érire des programmes omplexes plus simplement. Par exemple, il estplus faile d'érire un programme qui dérive une expression algébrique en utili-sant la réursivité que de gérer expliitement une pile d'expressions en attented'être dérivées. Il était alors naturel d'opposer le style fontionnel pur au styleimpératif � impur �.Restait que les premières implémentations des langages fontionnels étaientbeauoup plus lentes que elles des langages impératifs, préisément pare que,omme nous l'avons dit, exéuter un programme fontionnel sur un ordinateur,qui est un système physique, est plus ompliqué qu'exéuter un programmeimpératif. Au ours des années quatre vingt dix, la ompilation des langagesfontionnels a fait des progrès qui ont beauoup a�aibli la pertinene des argu-ments d'e�aité, sauf dans le domaine du alul intensif.De plus, tous les langages modernes proposent à la fois des traits fontionnelset des traits impératifs, e qui fait que le seul ritère de hoix doit aujourd'huiêtre la simpliité de la programmation.Il est raisonnable de penser que, du point de vue de la simpliité de laprogrammation, tous les problèmes ne sont pas identiques. Un programme quidérive des expressions algébriques s'exprime plus simplement dans un style fon-tionnel. En revanhe, quand on programme une tortue Logo, il est assez naturelde parler de la position de la tortue sur la table, de son orientation, ... � 'est-à-dire de son état à un instant donné. Il est également naturel de parler desations de la tortue : se déplaer, traer un trait, ... et il n'est pas si pratiquede parler de tout ela de manière fontionnelle : il répugne en e�et aux tor-tues de onevoir leurs ations omme des fontions de l'espae des dessins danslui-même.Un point reste enore aujourd'hui mystérieux : les programmes, qu'ils soientfontionnels ou impératifs, sont toujours des dé�nitions de fontions des valeursd'entrées vers les valeurs de sorties. Si la programmation impérative a amenéde nouvelles manières de dé�nir des fontions, qui sont dans ertains as pluspratiques pour les informatiiens que les dé�nitions mathématiques tradition-nelles des langages fontionnels, on ne voit pas pourquoi elles ne seraient paségalement plus pratiques pour les mathématiiens. Pourtant, il ne semble pasque le langage mathématique utilise de notion analogue à elle de référene.


