
3La réursivité

3.1 Appeler une fontion dans le orps de lafontionAu hapitre préédent, pour dé�nir la fontion Σ sur une instrution de laforme f(t1,...,tn) ;, nous avons utilisé la fontion Σ sur l'instrution p, quiest le orps de la fontion f. Cette dé�nition est-elle bien formée ou peut-elleêtre irulaire ?Cette dé�nition est lairement bien formée quand l'instrution p ne ontientpas elle-même d'appels de fontions, 'est-à-dire quand le programme prinipal� la fontion main � appelle des fontions qui n'appellent pas, elles-mêmes,de fontions.Cette dé�nition est également bien formée quand le programme ontientk dé�nitions de fontions f1, ..., fk telles que le orps de la fontion fi neontienne que des appels à des fontions antérieurement dé�nies, 'est-à-dire àdes fontions fj pour j < i. Certains langages, omme Fortran, ne permettentainsi d'appeler une fontion f dans le orps d'une fontion g que si f a été dé�nieavant g. Dans e adre, la dé�nition de la fontion Σ est une réurrene triple :d'abord sur le numéro de la fontion, puis sur le nombre de boules whileimbriquées, puis sur la taille de l'instrution. Remarquons qu'un tel ordre sur lesfontions existe toujours si es fontions sont introduites à partir du programmeprinipal en isolant des parties de programme l'une après l'autre : on isole unepartie pk du programme prinipal, puis une partie pk−1 du programme prinipalou de la fontion pk, ...



50 3. La réursivitéCependant, la plupart des langages de programmation permettent d'ériredes fontions qui s'appellent elles-mêmes, ou qui appellent des fontions quiappellent d'autres fontions, ... qui, �nalement, appellent la fontion initiale.Cette possibilité est impliite dans notre dé�nition de la fontion Σ deJava puisque l'environnement global G est global au programme : les fontionsutilisables dans le orps d'une fontion sont toutes elles du programme. Ainsi,rien n'empêhe d'appeler une fontion f dans le orps d'une fontion g, queette fontion f soit dé�nie avant g, après g ou que e soit la fontion g elle-même.On appelle dé�nitions réursives de fontions les dé�nitions de fontionsqui appellent la fontion dé�nie elle-même, ou qui appellent des fontions quien appellent d'autres, qui, in �ne, appellent la fontion initiale. Pour les dé�ni-tions réursives, la dé�nition de la fontion Σ du hapitre préédent peut êtreirulaire. Par exemple, si f est une fontion dé�nie ainsistati void f (final int x) {f(x);}alors la dé�nition de Σ(f(x);,e,m,G) utilise la valeur de Σ(f(x);,e,m,G),e qui est irulaire.Nous devons don trouver une autre manière de dé�nir ette fontion Σ.3.2 Les dé�nitions réursives3.2.1 Les dé�nitions réursives et les dé�nitionsirulairesUn exemple plus intéressant de dé�nition réursive est elle de la fontionfatoriellestati int fat (final int x) {if (x == 0) return 1;return x * fat(x - 1);}Pour aluler la fatorielle du nombre 3, on doit aluler la fatorielle de2, e qui demande de aluler la fatorielle de 1, e qui demande de alulerla fatorielle de 0. Cette valeur est 1. La fatorielle de 1 est don obtenue enmultipliant 1 par ette valeur, e qui donne 1. La fatorielle de 2 est obtenue enmultipliant 2 par ette valeur, e qui donne 2. Et la fatorielle de 3 est obtenueen multipliant 3 par ette valeur, e qui donne 6.On dit parfois qu'une dé�nition réursive est une dé�nition qui utilise l'ob-jet qu'elle dé�nit. Cette idée est absurde : les dé�nitions irulaires sont inor-retes, dans les langages de programmation, omme ailleurs. D'ailleurs, s'il était



3.2 Les dé�nitions réursives 51possible d'utiliser une fontion dans sa propre dé�nition, la fontion fatorielleaurait une dé�nition beauoup plus simplestati int f (final int x) {return f(x);}et la dé�nition de la fontion qui multiplie son argument par 4 ou qui l'élèveau arré serait absolument identique.3.2.2 Les dé�nitions réursives et les dé�nitions parréurreneUne autre tentative de omprendre la dé�nition de la fontion fat est d'yvoir une dé�nition par réurrene de la suite un = n ! : u0 = 1, un+1 = (n +1) * un. Si ette tentative aboutit pour ette fontion, elle n'aboutit pas dansle as général, par exemple pour la fontionstati int f (final int n) {if (n <= 1) return 1;if (n % 2 == 0) return (1 + f(n / 2));return 2 * f(n + 1);}En e�et, le alul de la valeur de ette fontion en 11 demande le alul desa valeur en 12, qui demande le alul de sa valeur en 6, qui demande le alulde sa valeur en 3, qui demande le alul de sa valeur en 4, qui demande le alulde sa valeur en 2, qui demande le alul de sa valeur en 1. Ainsi, le alul dela valeur de la fontion f en n ne demande pas uniquement elui de sa valeuren n - 1, ni même elui de sa valeur en des entiers stritement inférieurs à n,mais également elui de sa valeur en des entiers supérieurs à n. Pourtant, ettedé�nition est orrete et, pour tout entier n, le alul de la valeur de f en ndonne un résultat.Un exemple plus intéressant est la fontion suivantestati int ak (final int x, final int y) {if (x == 0) return 2 * y;if (y == 0) return 1;return ak(x - 1,ak(x,y - 1));}qui donne toujours un résultat après un nombre �ni d'appels, mais qui, d'aprèsun théorème démontré parWilhelm Akermann en 1928, ne peut pas être dé�nieen imbriquant des dé�nitions par réurrene.



52 3. La réursivité3.2.3 Les dé�nitions réursives et les programmes in�nisQuand on a une dé�nition réursive de fontion, par exemple la dé�nitionde la fatorielle, il est possible de transformer ette dé�nition en une autre,non réursive, en remplaçant les appels à la fontion fat dans le orps de lafontion fat par des appels à une autre fontion fat1, identique à fat,mais dé�nie avant ellestati int fat1 (final int x) {if (x == 0) return 1;return x * fat1(x - 1);}stati int fat (final int x) {if (x == 0) return 1;return x * fat1(x - 1);}La dé�nition de la fontion fat n'est désormais plus réursive, mais elle dela fontion fat1 l'est. On peut, de même, remplaer les appels à la fontionfat1 dans le orps de la fontion fat1 par des appels à une fontion fat2, etainsi de suite. On aboutit à un programme qui n'est plus réursif, mais qui estin�ni. Les dé�nitions réursives sont don, omme la boule while, un moyend'exprimer des programmes in�nis et, omme la boule while, les dé�nitionsréursives introduisent une potentialité de non terminaison.Comme pour le as de la boule while, on peut introduire une expression�tive giveup et approher e programme in�ni par des approximations �niesobtenues en remplaçant la dé�nition de la nème opie de la fontion fat parla fontion giveup et en supprimant les suivantes qui ne sont plus utiles.Caluler la valeur de la nème approximation du programme p onsiste àtenter de aluler la valeur du programme p en faisant au maximum n appelsréursifs imbriqués. Si au bout de es n appels, le alul n'est pas terminé, onl'abandonne.Il n'est pas di�ile de démontrer que pour tout état e, m, ou bien la suite
Σ(pn,e,m,G) n'est jamais dé�nie ou bien elle est dé�nie à partir d'un ertainrang, et dans e as, elle est onstante sur son domaine. Rappelons que, danse seond as, la limite de la suite est la valeur qu'elle prend sur son domaineet que la suite n'a en revanhe pas de limite si elle n'est jamais dé�nie.On peut maintenant dé�nir la fontion Σ en (p,e,m,G)

Σ(p,e,m,G) = limn Σ(pn,e,m,G)Pour généraliser ette idée au as de plusieurs fontions mutuellement ré-ursives, on va abandonner l'idée de reopier les fontions mais introduire unparamètre pour le nombre d'appels de fontions imbriqués. On dé�nit une fa-mille de fontions Σk telle que Σk(p,e,m,G) soit le résultat de l'exéution de



3.2 Les dé�nitions réursives 53l'instrution p, si l'exéution de ette instrution demande k appels imbriquésau plus. Si au bout de k appels imbriqués, le alul n'est pas terminé, alors lafontion Σk n'est pas dé�nie en (p,e,m,G).La dé�nition des fontions Σk est tout à fait similaire à elle de la dé�-nition de la fontion Σ, sauf dans le as des appels de fontions. Pour dé�nir
Σk(f(t1,...,tn) ;,e,m,G), on ommene par dé�nir (v1,m1) =
Θk(t1,e,m,G), (v2,m2) = Θk(t2,e,m1,G), ..., (vn,mn) = Θk(tn,e,mn−1,G),puis e� et m� omme au hapitre préédent. Ensuite, au lieu de onsidérer l'ob-jet Σk(p,e�,m�,G) on onsidère l'objet Σk−1(p,e�,m�,G). Sauf, bien entendu,si k = 0 et dans e as, la fontion Σ0 n'est pas dé�nie pour ette expression.Une fois la famille de fontions Σk dé�nie, on dé�nit la fontion Σ

Σ(p,e,m,G) = limk Σk(p,e,m,G).3.2.4 Les dé�nitions réursives et les équations au point�xeLa dé�nition réursive de la fontion fatstati int fat (final int x) {if (x == 0) return 1;return x * fat(x - 1);}ne peut pas se lire omme une dé�nition, 'est-à-dire omme une opérationonsistant à attribuer un nom fat à un objet. On peut en revanhe la onsi-dérer omme une équation dont la variable est la fontion fat. En e�et, lafontion fat est l'unique fontion f des entiers naturels dans les entiers natu-rels qui véri�e l'équationf = (x 7→ si (x == 0) alors 1 sinon x * f(x - 1))Cette équation a la forme f = G(f), 'est don une équation au point �xe.Certaines équations au point �xe, par exemple, l'équationf = (x 7→ 1 + f(x))qui orrespond à la dé�nition réursivestati int boule (final int x) {return 1 + boule(x);}n'ont pas de solutions, quand on se restreint aux fontions totales des entiersdans les entiers.Toutefois, nous avons vu que les fontions réursivement dé�nies peuventne pas terminer. C'est don parmi les fontions partielles des entiers dans les



54 3. La réursivitéentiers qu'il faut herher des solutions. Et, dans et ensemble, l'équation aupoint �xe f = (x 7→ 1 + f(x))a une solution, qui est la fontion de domaine vide.On peut démontrer que, de manière générale, une telle équation au point�xe a toujours au moins une solution dans l'ensemble des fontions partiellesdes entiers dans les entiers. Ces di�érentes fontions peuvent être ordonnéespar la relation d'inlusion de leurs graphes et on peut démontrer que, parmitoutes es fontions, l'une d'elles est la plus petite. C'est ette fontion qu'unedé�nition réursive dé�nit.Il y a don ii une manière alternative de dé�nir la fontion Σ. Cette dé�ni-tion alternative est ependant rigoureusement équivalente à elle de la setion3.2.3, ar e théorème d'existene d'un point �xe se démontre préisément enonstruisant une solution omme la limite d'une suite de fontions.Exerie 3.1Quelles sont toutes les solutions de l'équation suivante ?f = (x 7→ f(x))Quelle est la plus petite ?Soit boule la fontion ainsi dé�niestati int boule (final int x) {return boule(x);}Quelle est la valeur de l'expression boule(4) ?Exerie 3.2Quelles sont toutes les solutions de l'équation suivante ?f = (x 7→ 2 * f(x))Quelle est la plus petite ?Soit boule la fontion ainsi dé�niestati int boule (final int x) {return 2 * boule(x);}Quelle est la valeur de l'expression boule(4) ?



3.3 Caml 55Exerie 3.3Dans l'ensemble des fontions partielles des entiers relatifs dans les entiersrelatifs, quelles sont toutes les solutions de l'équation suivante ?f = (x 7→ si (x == 0) alors 1 sinon x * f(x - 1))Quelle est la plus petite ?En supposant un type int �tif pour les entiers relatifs, que renvoie l'appelfat(-1) ?Dans l'ensemble des fontions partielles d'un intervalle dans lui-même,quelles sont toutes les solutions de ette équation ?Que renvoie l'appel fat(-100) si on dé�nit la fontion fat de la manièresuivante ?stati byte fat (final byte x) {if (x == 0) return 1;return (byte) (x * fat((byte) (x - 1)));}Pourquoi ? Et l'appel fat(-100) si on dé�nit la fontion fat de la manièresuivante ?stati double fat (final byte x) {if (x == 0) return 1.0;return x * fat((byte) (x - 1));}Pourquoi ?3.3 CamlEn Caml, on exéute le orps de la fontion dans l'environnement danslequel ette fontion a été délarée, étendu par la délaration de ses arguments.De e fait, seules les fontions dé�nies avant la fontion f sont aessibles dansle orps de f, et la dé�nitionlet fat x = if x = 0 then 1 else x * fat(x - 1)in print_int (fat 6)est inorrete.Pour pouvoir utiliser la fontion fat dans sa propre dé�nition il faut uti-liser une nouvelle onstrution let re f x1 ... xn = t in plet re fat x = if x = 0 then 1 else x * fat(x - 1)in print_int (fat 6)



56 3. La réursivitéet la dé�nition de la fontion fat est alors ajoutée, à haque appel, à l'envi-ronnement dans lequel on exéute le orps de la fontion.Quand deux fontions sont mutuellement réursives, on ne peut pas les dé-�nir ainsilet re pair x = if x = 0 then true else impair(x - 1)in let re impair x = if x = 0 then false else pair(x - 1)in print_bool(pair 7)ar l'environnement dans lequel on exéute la fontion pair ne ontient pasla fontion impair et on doit utiliser une onstrution spéiale pour les fon-tions mutuellement réursives let re f x1 ... xn = t and g y1 ... yp =u and ... Par exemplelet re pair x = if x = 0 then true else impair (x - 1)and impair x = if x = 0 then false else pair (x - 1)in print_bool (pair 7)3.4 CEn C, omme en Caml, on exéute le orps de la fontion dans l'environ-nement dans lequel ette fontion a été délarée, étendu par la délaration desarguments. De e fait, seules les fontions dé�nies avant une fontion f sontaessibles dans le orps de f.Cependant, a�n de permettre la réursivité, la dé�nition de la fontion f estajoutée, à haque appel, à l'environnement dans lequel on exéute le orps dela fontion. On fait don exatement la même hose qu'en Caml pour un letre, ou autrement dit, la dé�nition d'une fontion en C orrespond au let rede Caml et non au let. Ainsi, le programmeint fat (onst int x) {if (x == 0) return 1;return x * fat(x - 1);}int main () {printf("%d\n",fat(6));return 0;}est orret et a�he 720.Quand les dé�nitions de plusieurs fontions, par exemple de deux fontionsf et g, sont mutuellement réursives, on doit ommener par prototyper la



3.5 Programmer sans a�etation 57fontion g pour permettre l'appel de g dans le orps de f. Prototyper une fon-tion signi�e annoner le type de ses arguments et de sa valeur de retour ets'engager à dé�nir ette fontion plus bas dans le programme.int impair (onst int);int pair (onst int x) {if (x == 0) return 1;return impair(x - 1);}int impair (onst int x) {if (x == 0) return 0;return pair(x - 1);}int main () {printf("%d\n",pair(7));return 0;}3.5 Programmer sans a�etationEn omparant la fontion fatorielle érite ave une boulestati int fat (final int x) {int i;int r;r = 1;for (i = 1; i <= x; i = i + 1) {r = r * i;}return r;}et réursivementstati int fat (final int x) {if (x == 0) return 1;return x * fat(x - 1);}on onstate que la première utilise des a�etations : r = 1 ;, i = 1 ;, i = i+ 1 ; et r = r * i ;, mais pas la seonde. Il est don possible de programmerla fontion fatorielle sans utiliser d'a�etations.Plus généralement, on peut onsidérer un sous-langage de Java dans lequelon supprime l'a�etation. Dans e as, toutes les variables peuvent être déla-rées �nales et, dans la dé�nition de la fontion Σ, la mémoire est toujours vide.



58 3. La réursivitéLa séquene et la boule sont de e fait devenues inutiles. Il reste un noyau deJava formé de la délaration de variables �nales, de la dé�nition réursive defontions, de l'appel de fontions, des opérations arithmétiques et logiques etdu test. Ce sous-langage s'appelle le noyau fontionnel de Java. On peut, demême, dé�nir le noyau fontionnel de beauoup de langages de programmation.De manière surprenante, e noyau fontionnel a la même puissane queJava tout entier. Essayons de préiser ela. À haque expression t de Java, onassoie la fontion partielle des entiers dans les entiers qui à l'entier n assoiela valeur v telle que (v,m') = Θ(t,[x = n℄,[℄,G), et à haque instrutionp de Java on assoie la fontion partielle des entiers dans les entiers qui àl'entier n assoie la valeur v telle que (return,v,m) = Σ(p,[x = n℄,[℄,G).Une fontion partielle f des entiers dans les entiers est dite programmable enJava s'il existe une expression t ou une instrution p telle que f soit la fontionainsi assoiée à t ou à p.On peut démontrer que l'ensemble des fontions programmables en Java,dans le noyau impératif de Java ou dans son noyau fontionnel est le même :'est l'ensemble des fontions alulables � voir l'exerie 1.12.Bien entendu, e résultat n'est vrai que pare que les dé�nitions de fontionspeuvent être réursives. La boule et la réursivité sont don deux moyensessentiellement redondants de onstruire des programmes in�nis, et haque foisque l'on a besoin de onstruire un programme in�ni, on peut hoisir d'utiliserou bien une boule ou bien une dé�nition réursive.Exerie 3.4Érire la dé�nition de la fontion Σ pour le noyau fontionnel de Java.Exerie 3.5 (Les tours de Hanoï)Les tours de Hanoï est un jeu inventé par Édouard Luas en 1883. Il est forméde sept disques de tailles di�érentes répartis en trois olonnes. Au départ, tousles disques sont sur la olonne de gauhe en taille roissante.
Les seuls mouvements possibles sont les déplaements d'un disque situé ausommet d'une olonne vers le sommet d'une autre olonne, à ondition quela olonne d'arrivée soit vide ou que le disque déplaé soit plus petit que sonsommet. On note n -> n' le déplaement d'un disque de la olonne n vers la



3.5 Programmer sans a�etation 59olonne n'. Le but du jeu est de déplaer tous les disques vers la olonne dedroite.
Érire un programme qui a�he une solution du jeu sous la forme d'une suitede mouvements.Indiation : dans une variante, le jeu n'est formé que de six disques. Si l'onsait résoudre le jeu à six disques, omment résoudre le jeu à sept disques ?Exerie 3.6 (Le �oon de Von Koh)Le �oon, ourbe dé�nie par Helge Von Koh en 1906, est un exemple de ourbeontinue partout et dérivable nulle part. C'est aussi un exemple d'ensemblefratal, 'est-à-dire dont la dimension de Haussdorf n'est pas un nombre entier.
Cette ourbe se dé�nit omme la limite de la suite de ourbes dont le premierélément est un segment
et dans laquelle on passe d'un élément au suivant en divisant haque segmenten trois et en remplaçant le moreau du milieu par deux segments formant untriangle équilatéral ave le segment supprimé. Le deuxième élément est don



60 3. La réursivité
le troisième
et le quatrième
Érire un programme qui dessine le nème élément de ette suite.


