
1.1 Les dé�nitions indutives 9Proposition 1.1 (Le premier théorème du point �xe)Soit ≤ une relation d'ordre faiblement omplète sur un ensemble E qui a unplus petit élément m. Soit f une fontion de E dans E. Si f est ontinue, alors
p = limi (f i m) est le plus petit point �xe de f .
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Démonstration. Tout d'abord, m étant le plus petit élément de E, m ≤ fm.La fontion f étant roissante, f im ≤ f i+1m. La suite f im est roissante,elle a don bien une limite. La suite f i+1m a également p pour limite. Don
p = limi (f (f i m)) = f (limi (f i m)) = f p. De plus, p est le plus petitpoint �xe, ar si q est un point �xe, m ≤ q et, la fontion f étant roissante,
f im ≤ f iq = q. Don p = limi (f i m) ≤ q.Le seond théorème du point �xe donne l'existene d'un point �xe pour lesfontions roissantes, même si elles ne sont pas ontinues, en supposant unepropriété un peu plus forte sur la relation d'ordre.Dé�nition 1.5 (Relation d'ordre fortement omplète)Une relation d'ordre ≤ sur un ensemble E est fortement omplète si tout sous-ensemble A de E a une borne supérieure, sup A.La relation d'ordre ordinaire sur l'intervalle [0, 1] de la droite réelle est unexemple de relation d'ordre fortement omplète. La relation d'ordre ordinairesur R

+ n'est pas fortement omplète, ar l'ensemble R
+ tout entier n'a pas deborne supérieure.Soit A un ensemble quelonque, la relation d'inlusion⊆ sur l'ensemble ℘(A)des parties de A est un autre exemple de relation d'ordre fortement omplète.La borne supérieure d'un ensemble B est l'ensemble ⋃
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